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Resumo

Os grandes levantamentos astrondmicos atuais tém nos permitido o acesso a uma crescente
quantidade de dados de alta precis@o. Por tal motivo, faz-se necessaria a exploracdo de diferen-
tes técnicas para modelar e extrair o méximo de informacdes destes dados. A principal aborda-
gem utilizada para modelar as observacdes consiste na proposi¢do de uma forma funcional que
descreva o comportamento dos dados, deixando a andlise estatistica a restricdo dos parametros
livres do nosso modelo inicial. Nos ultimos anos, tém-se utilizado de maneira crescente mé-
todos nao paramétricos, onde ndo se assume um comportamento funcional a priori dos dados,
permitindo resultados menos enviesados pela escolha arbitraria do experimentador. Neste caso,
os resultados sdo independentes de modelo. Nesta tese, estudamos alguns dos métodos ndo
paramétricos melhor sucedidos na drea da cosmologia e os aplicamos em problemas especifi-
cos de grande interesse no estudo da aceleragdo cosmica. Assim, 0 nosso objetivo principal €
obter resultados independentes de modelos cosmoldgicos a partir dos dados observacionais dos
levantamentos astrondmicos mais recentes.

Inicialmente, aplicamos os métodos ndo paramétricos de Processos Gaussianos e Suaviza-
cdo para reconstruir o parametro de Hubble a partir de observacdes provenientes de idades de
galaxias em redshifts baixos e intermediérios. Estes dados sdo considerados independentes de
modelos cosmoldgicos e de modelos de sintese de populagdes estelares. Por tal motivo, € es-
perado que nossos resultados ndo estejam enviesados ao utilizar métodos estatisticos e dados
independentes de modelos tedricos. Esta reconstrucdo da taxa de expansdo ¢é utilizada para
calibrar SNs Ia e estudar as suas implicacdes no modelo cosmolégico padrao.

Na segunda parte, com o objetivo de quebrar a degenerescéncia entre modelos de energia
escura e teorias de gravidade modificada no nivel de background, exploramos as perturbacdes
cosmoldgicas de matéria no regime linear caracterizadas pelo contraste de densidade, a taxa e
o indice de crescimento. Aplicamos métodos ndo paramétricos aos dados de H(z) provenientes
de idades de galaxias e de quasares em altos redshifts. Com as informagdes da taxa de expan-
sdo, do parametro atual de densidade da matéria -dado pelas colaboracdes Planck e WMAP-

e assumindo que o Universo € homogéneo e isotrdpico e a Relatividade Geral como teoria de



gravitacdo, reconstruimos as perturbacdes de matéria e comparamos com as estimativas destas
quantidades provenientes do estudo da estrutura em grande escala do Universo. Além disto,
calculamos um teste nulo do modelo cosmoldgico padrao utilizando tanto quantidades de back-
ground quanto quantidades perturbativas, encontrando uma tensdo de até 30 dependendo da
fracdo atual de matéria assumida no célculo.

Finalmente, generalizamos a solucdo destas quantidades perturbativas para cendrios de gravi-
dade modificada. Neste caso, encontramos um bom acordo com os calculos tedricos € 0S n0ssos
calculos a partir da reconstru¢@o ndo paramétrica da expansao césmica. Concluimos que as re-
construgdes das perturbacdes de matéria a partir de observaveis de background pode ser um
método efetivo para distinguir teorias de gravidade modifica, principalmente com o advento de
melhores dados do mapeamento da estrutura em grande escala do Universo.

Palavras chaves: Cosmologia; reconstru¢io ndo paramétrica; perturbacdes de matéria; ener-

gia escura; gravidade modificada, acelera¢do cosmica.
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Abstract

The current large astronomical surveys have allowed us access to a growing quantity and
quality of observational data. For this reason, it is necessary to explore different techniques
to model and extract the maximum information from these data. The main approach used to
model the observations is the parametric one where it is proposed a functional form to describe
the behaviour of the data, leaving in the statistical analysis the restriction of the free parameters
of our initial model. In recent years, non-parametric methods have been used more frequently,
where an a priori functional behaviour of the data is not assumed, obtaining results less biased
by the arbitrary choice of the experimenter. In this case, the results are model independent. In
this thesis, we have studied some of the most successful non-parametric methods in the area of
cosmology and applied them to specific problems of great interest in the study of the cosmic
acceleration. Thus, our main objective is to obtain cosmological-model-independent results
from the most recent astronomical surveys data.

First, we apply the non-parametric methods, so-called Gaussian Processes and Non-Parametric
Smoothing, to reconstruct the Hubble parameter from galaxy ages observations in low and in-
termediate redshifts. These data are considered to be cosmological and stellar population model
independent. For this reason, it is expected that our results are bias free because both the sta-
tistical methods and data are model independent. This expansion rate reconstruction is used to
calibrate SNe Ia and study their implications on the standard cosmological model.

In the second part, in order to break the existing degeneracy at the background level between
dark energy models and modified gravity theories, we explore the cosmological matter pertur-
bations at the linear regime characterized by the matter density contrast, the growth rate and the
growth index. We apply non-parametric methods to galaxy ages and high-z quasars H(z) data.
With the expansion rate information, the current matter density parameter -given by Planck and
WMAP collaborations- and assuming that the Universe is homogeneous and isotropic and Ge-
neral Relativity as a theory of gravitation, we reconstruct the matter perturbations and compare
them with the estimates of the matter perturbation quantities from the mapping of the large-scale

structure of the Universe. In addition, we calculated a null test of the standard cosmological mo-
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del using background and perturbative quantities. We find a tension (~ 307) depending on the
current matter density parameter assumed in the calculation.

Finally, we generalize the solution of the perturbative quantities to modified gravity scenarios.
In this case, we find a good agreement with our calculations from the non-parametric recons-
truction of the cosmic expansion and the theoretical ones. We conclude that reconstructions of
matter perturbations from background observables may be an effective method to distinguish
modified gravity theories, mainly with the advent of high quality data from the mapping of the

large-scale structure of the Universe.

Keywords: cosmology; non-parametric reconstruction; matter perturbations; modified gra-

vity; dark energy; cosmic aceleration.
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Notacoes e convencoes

e Expressdes em outros idiomas sdo apresentadas em iftdlico.

A assinatura da métrica utilizada como padrio neste texto é (+ — ——).

e A menos que explicito o contrario, utilizamos unidades em que ¢ = i = kg = 1.

Sub-indice O a frente de uma grandeza representa o seu valor tomado no tempo presente.

A unidade de distancia utilizada como padrio neste texto é o megaparsec (Mpc):
1 Mpc = 3.26 x 10° anos-luz = 3.09 x 102 m

Indices gregos variam de 0 a 3, enquanto os latinos variam de 1 a 3. Indices repetidos

obedecem a convencdo de soma de Einstein.
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1 Introducao

Como se formou o Universo observado? A forma em que o homem entende o espago, o
tempo e o Universo tétm mudado ao longo da histdria. As descrigdes mitologicas do mundo
foram substituidas por explicacdes filosdficas até o desenvolvimento da experimentagdo como
base para entender a natureza, surgindo assim a fisica como ciéncia e como descri¢do principal
do mundo. O tempo e o espagco eram concebidos como absolutos e independentes, e a geometria
desse espaco fisico era indiscutivelmente euclidiana. No século XIX, com a descoberta de
geometrias ndo euclidianas pelo alemado Carl Gauss e o russo Nikolai Lobachevski, a questao
sobre qual € a verdadeira geometria do nosso espaco tomava sentido fora do ponto de vista
puramente matemaético. E assim, a conexao entre a fisica e a geometria tornava-se factivel [1].

A partir da formulacao da teoria especial da relatividade por Albert Einstein, em 1905, o para-
digma classico sobre a natureza do espago e do tempo € substituido pelo conceito do continuum
espaco-tempo, em que o estado de movimento dos observadores modifica as suas medi¢des de
tempo e de espaco. Nesta teoria , era considerado, de forma implicita, que a variedade espago-
temporal ndo era euclidiana, mas sim, plana (intrinsecamente). Em 1915, com a necessidade
de fazer compativeis a forca de gravidade e a relatividade, surge a teoria da relatividade geral
(TRG) [2]. Neste novo paradigma, a gravidade € interpretada como a geometria do espaco-
tempo que por sua vez estd determinada pelo contetido de matéria-energia do espaco. Dois anos
apos a formulacao da TRG, € proposto o primeiro modelo cosmolégico utilizando a TRG para
descrever o Universo na sua totalidade e com ele inicia-se a cosmologia relativistica. Desde
entdo, a TRG como teoria de gravitacdo tem sido testada em diversas situacdes ao confirmar
observacionalmente suas previsdes [1]. Entre as evidéncias da TRG encontram-se os testes
cldssicos como: a precessao do peri€lio de Mercurio, o desvio da luz causado pelo campo gra-
vitacional solar ou de forma geral o efeito de lente, o redshift gravitacional, o atraso temporal
de um sinal luminoso (atraso de Shapiro) e as recentes detec¢des diretas de ondas gravitacio-
nais [3, 4, 5]. Esta grande quantidade de evidéncias favorece a TRG como a teoria correta que
descreve a gravidade.

Em escalas cosmoldgicas, a descoberta da expansido césmica ao final dos anos 1920 [6, 7],



bem como, a deteccdo de uma Radiacdo Césmica de Fundo (RCF) em micro-ondas em 1965
[8] e as observagdes das abundancias dos elementos leves compativeis com a nucleossintese
primordial [9, 10, 11] tém influenciado o nosso paradigma cosmoldgico atual, a tal ponto que
fazem parte das suas bases observacionais e sdo compativeis com a teoria da gravidade de
Einstein.

Assim, consolidou-se o paradigma de um universo em expansao formado por matéria e ra-
diacdo que no passado foi extremamente denso e quente. Contudo, o cendrio atual ainda ndo
estava finalizada. Nos anos 1930, observacdes da dinamica de galaxias em aglomerados realiza-
das por Fritz Zwicky [12] e a andlise de curvas de rota¢do na nebulosa de Andromeda sugeriram
a existéncia de um novo tipo de matéria que ndo interage eletromagneticamente, sendo chamada
de matéria escura. Com o decorrer dos anos, estas evidéncias de origem astrofisica foram se
tornando cada vez mais fortes. Além das evidéncias astrofisicas da existéncia deste tipo de
matéria, de um ponto de vista cosmoldgico, a andlise das flutuacdes da RCF implica, também,
que a matéria escura € aproximadamente cinco vez mais abundante do que a matéria ordina-
ria [13, 14]. No modelo cosmolégico padrao, esta matéria € nao relativistica, chamando-a de
matéria escura fria.

Em 1999, a partir da andlise do médulo de distancia de Supernovas do tipo Ia (SNs Ia), os
grupos Supernova Cosmology Project e High-z Supernova Search Team perceberam que a luz
destas supernovas era mais fraca que a esperada. interpretaram que essas SNs Ia encontravam-
se a uma distancia maior da que era prevista em um universo composto unicamente por matéria
e radiacdo. Utilizando as equacdes de campo da TRG incluindo o termo da constante cos-
moldgica, estas observagdes concluiam que o Universo encontra-se atualmente em uma fase
acelerada [15, 16]. Isto constitui a dltima grande descoberta observacional que revolucionou o
nosso entendimento do cosmos. Esta fase acelerada da histéria cosmica ndo pode ser explicada
no marco da TRG com o contetido material do Universo satisfazendo a condi¢cdo de energia
forte ou, em outras palavras, que a massa gravitacional € positiva (o + 3p > 0) [17]. Isto le-
vou a hipétese da existéncia da energia escura (EE), uma componente de energia com pressao
negativa que domina a dindmica tardia do Universo.

No paradigma de um universo sem direcdes ou pontos preferenciais (em média isotropico e
homogéneo), as equacdes da TRG requerem que a pressdao do fluido de EE seja negativa su-
ficiente para compensar a atracdo gravitacional devida a sua prépria densidade de energia e
a atracdo causada pelas outras componentes do Universo. No modelo padrao da cosmologia
(ACDM), a EE ¢ descrita pela constante cosmoldgica, que corresponde a um fluido homogéneo
e isotrépico sem flutuacdes com p = —p. O modelo cosmolégico ACDM, caracterizado pelas
componentes de radiacdo, matéria baridnica (ordindria), matéria escura e a constante cosmo-
l6gica, tem mostrado grande sucesso ao ser testado observacionalmente. Entretanto, algumas
anomalias de caricter tedrico [18, 19] e observacional [20] tém motivado a investiga¢cdo de va-
rios modelos de campos que possam explicar a aceleracdo césmica. Por exemplo: o modelo de

quintesséncia, que corresponde a um campo escalar ¢ minimamente acoplado, cuja dindmica



depende do seu potencial V(¢) que o caracteriza [21, 22,23, 24, 25]. Outra abordagem para des-
crever a EE corresponde a um proposicao mais fenomenoldgica em que sua equagio de estado
p = wp € parametrizada assumindo uma forma funcional especifica [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]
ou, também, parametrizando a sua densidade de energia [33, 34].

O nosso conhecimento minimo acerca da natureza da EE conduz a uma pergunta de caracter
fundamental na cosmologia tedrica: a aceleracdo cosmica reflete a existéncia de novos cam-
pos de matéria-energia ou a necessidade de modificacdes da TRG em escalas cosmoldgicas?
Explicacdes da aceleracdo cosmica alternativas a existéncia de um fluido com pressdo negativa
tem sido amplamente exploradas na literatura. Estas alternativas para explicar a aceleracdo cds-
mica sdo, em sua maioria, baseadas em modificacdes da gravidade em grandes escalas como
por exemplo: teorias f(R) [35, 36, 37, 38], gravidade escalar-tensorial [39], modelos de gra-
vidade com dimensdes extras [40, 41, 42], entre outros (uma lista de modelos de EE e teorias
de gravidade modificada pode ser encontrada na Ref. [43, 44]). Outro tipo de alternativa para
explicar a aceleragdo cosmica é o modelo de um universo isotrépico inomogéneo ou modelos
Lemattre-Tolman-Bondi [45, 46].

Do ponto de vista observacional, a precisdo atual dos observdveis de background (distan-
cias de luminosidade e didmetro angular e a taxa de expansdo césmica) nao € suficiente para
distinguir entre modelos de EE e teorias de gravidade modificada. Nao obstante, mesmo para
dados altamente precisos, a resposta sobre a natureza da aceleragao césmica nao pode ser resol-
vida com esta classe de observagdes. Tal complicagdo origina-se na possibilidade de construir
teorias de gravidade modificada que produzam a mesma taxa de expansdo césmica do que mo-
delos de EE que mantém as equagdes de campo da TRG [47]. Esta degenerescéncia encontra-se
no nivel de background, onde a descri¢do do Universo € realizada a partir de um modelo per-
feitamente simétrico e simplificado. Portanto, o estudo de observéveis de background nao é
suficiente para determinar se a aceleracdo cosmica é um efeito geométrico (modificacdo da gra-
vidade) ou dinamico (existéncia da EE). Esta degenerescéncia existente no nivel de background
pode ser quebrada ao analisarmos o crescimento das perturbac¢des da densidade da matéria em
um modelo mais realistico do Universo, onde pequenas inomogeneidades evoluem e formam
as estruturas. Nas teorias da gravidade modificada, a taxa de crescimento € diferente da pre-
vista pelos modelos que assumem a TRG. Nestas teorias, a constante gravitacional de Newton
€ substituida por um acople gravitacional efetivo G, que pode depender tanto do tempo como
da escala, o que modifica a lei de crescimento das estruturas. Este crescimento € caracteristico
de cada teoria e pode ser utilizado como ferramenta para distingui-las.

Por outro lado, para obter informac¢do acerca do comportamento funcional das varidveis ci-
nematicas ou dinamicas, podemos utilizar dois tipos de métodos para modelar as observacoes:
o paramétrico e o ndo paramétrico. O primeiro consiste na proposicao de uma forma funcional
que descreva os dados baseada em um modelo tedrico ou na proposi¢do de uma parametrizagao
de uma quantidade. A principal vantagem desta abordagem € a efetividade na restri¢ao dos para-

metros, produzindo menores incertezas, porém os resultados podem ser enviesados pela escolha



arbitrdria ao modelar os observéveis. Para aliviar esta complicagdo podemos utilizar o segundo
tipo de métodos para reconstruir quantidades suaves a partir das suas observacoes [48]. J4 os
métodos nao paramétricos ndo assumem uma forma funcional a priori para descrever as obser-
vagoes e o seu objetivo principal é construir uma fun¢do que revele a curva que melhor se adapta
aos dados. Os resultados obtidos com estes métodos sdo independentes de modelos cosmolégi-
cos. Nos ultimos anos, a busca por resultados independentes de modelos motivou grandemente
a utilizagdo dos métodos de reconstru¢do nio paramétricos na area da cosmologia. Alguns des-
tes métodos sdo descritos nas Refs. [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63].
Além do método de reconstrucdo, € fundamental que os dados analisados também sejam obtidos
sem a utilizacdo de um modelo cosmoldgico, a fim de garantir que os resultados nao estejam
enviesados devido a utilizacdo de um modelo fiducial.

Nesta tese, utilizamos métodos de regressdo ndo paramétricos para reconstruir, de uma ma-
neira independente de modelos cosmoldgicos, o pardmetro H(z) a partir de dados que também
sejam independentes de modelo. Esta informacao € aplicada ao estudo dos mecanismos que
explicam a aceleracdo césmica considerando o modelo de universo no nivel de background e
no nivel perturbativo linear.

Dado que a utilizacao de SNs Ia como velas padronizaveis (objetos com luminosidade intrin-
seca modeldvel) € um dos principais testes cosmoldgicos atuais, € de grande interesse investigar
se a calibracdo das curvas de luz baseada em modelos cosmoldgicos encontra-se enviesada.
Além disto, podemos estudar os vinculos impostos pelas observagdes de SNs Ia sobre os para-
metros Hy e Q,, quando as curvas de luz sdo calibradas com informagdo proveniente de métodos
nao paramétricos. Os resultados desta andlise foram publicados na Ref. [60].

Nossa segunda proposta consiste em resolver as equacdes que governam a evolucao das per-
turbagdes cosmoldgicas de matéria a partir da reconstru¢do nao paramétrica da taxa de expansao
e a subsequente comparacdo com as observagdes da estrutura em grande escala do Universo.
Esta comparacao permite testar a validade das hipdteses envolvidas para derivar as perturbacoes
de matéria. Os resultados mais importante desta anélise quando assumimos a TRG como teoria
de gravitacdo foram publicados nas Refs. [61, 62]. A generalizacido do estudo anterior para
teorias de gravidade modificada foi publicada na Ref. [63].

O presente estudo estd organizado da seguinte forma: No Capitulo 2, apresentamos o forma-
lismo matematico do paradigma cosmoldgico atual junto com os vinculos observacionais mais
recentes. Também apresentamos a teoria de perturbagdes cosmoldgicas de matéria e os meca-
nismos mais utilizados para explicar a aceleragdo cdsmica como os modelos de quintesséncia
e teorias de gravidade modificada. No Capitulo 3, introduzimos os métodos de reconstru¢cdo
paramétricos e ndo paramétricos. Visto que nosso objetivo é obter resultados independentes de
modelos, apresentamos alguns dos métodos ndo paramétricos mais utilizados na cosmologia e
suas aplicacOes nesta drea, fazendo €nfase aos métodos de Processos Gaussianos e de Suaviza-
cdo utilizados na nossa andlise. No Capitulo 4, aplicamos estes dois métodos de reconstru¢cdo

nao paramétricos a dados da taxa de expans@o do Universo provenientes de idades de galdxias



(modelo independentes) para calibrar a curva de luz da compilacdo JLA de SNs Ia e estudar
suas implica¢gdes no vinculo de parametros cosmoldgicos, como Hj e ,,, assumindo um mo-
delo ACDM [60]. No Capitulo 5, reconstruimos o parametro de Hubble com dados provenientes
de idades de galdxias e de quasares em altos redshifts (sendo estes ultimos dados dependentes
do modelo ACDM). Com esta informagdo calculamos as perturbagdes cosmoldgicas de matéria
no marco da TRG e comparamos com os dados provenientes do mapeamento da estrutura em
grande escala do Universo [61, 62]. No capitulo 6, generalizamos a andlise apresentada no ca-
pitulo anterior para teorias de gravidade modificada e reconstruimos as perturbacdes de matéria
para uma parametrizagdo de G.¢ com valores que descrevem teorias f(R) [63]. Finalmente, no

Capitulo 7, apresentamos as conclusdes obtidas nesta tese.



2 Teoria Cosmologica Moderna

A Teoria Cosmolégica Moderna constitui no entendimento do Universo em grande escala,
envolvendo o estudo de sua evolucdo e da formagdo das estruturas observadas. Esta teoria
desenvolveu-se de maneira continua desde o surgimento da Teoria da Relatividade Geral (TRG).
O que conhecemos hoje como modelo cosmoldgico padrao estd baseado na hip6tese fundamen-
tal que estabelece o Universo enquanto homogéneo e isotrépico em grandes escalas (~ 100
Mpc) [64]. Trata-se do chamado Principio Cosmolégico (PC). Nesta teoria, também assume-se
que a intera¢do que domina a dinamica global do Universo € a gravitacdo.

Atualmente, o modelo cosmolégico padriao € o modelo ACDM (A Cold Dark Matter), o qual

possui quatro bases observacionais:

A Expansao do Universo;

A existéncia da Radiacdo Césmica de Fundo em micro-ondas;

A Nucleossintese Primordial de elementos leves;

A recente Aceleracao Césmica.

Este modelo adota a TRG como aquela que descreve corretamente a gravitacao. No paradigma
da TRG, a gravidade manifesta-se como a prépria geometria do espaco-tempo. O substrato
espaco-temporal € um ente dinamico dependente do estado de movimento tanto do observador
quanto dos campos que nele encontram-se. Portanto, a geometria espaco-temporal e o contetido
material inter-relacionam-se, onde a matéria determina a forma do espago-tempo que, por sua
vez, influencia o estado de movimento dos campos materiais. Matematicamente, a TRG ¢é

escrita em termos do seguinte conjunto de equacdes tensoriais:

1
Gop = Rap = 58ap = 81GTap + Agap. 2.1

conhecidas como equagdes de campo de Einstein (ECE). Dentro do marco do modelo ACDM,

a parte esquerda das ECE (que corresponde a termos geométricos) estd representada por um
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espaco plano homogéneo e isotrépico, enquanto o contetido material (lado direito) estd formado
por uma componente de radiacdo, de matéria baridnica, de matéria escura fria e de energia
escura. Esta ultima € caracterizada pela constante cosmoldgica A.

Neste capitulo, vamos exp0Or os fundamentos da geometria do espago-tempo que satisfaz
o PC (na parte espacial da métrica), bem como as bases da dindmica de um universo com
estas simetrias e o crescimento das estruturas a partir de pequenas inomogeneidades de matéria
existentes em um background homogéneo. Finalmente, apresentaremos algumas alternativas

para explicar a atual fase acelerada do Universo.

2.1 A geometria de um espaco homogéneo e isotropico

Na teoria de gravitacdo moderna existe uma estreita relacdo entre a geometria do espago-
tempo e a gravidade. Ao aceitarmos como vdlido o PC *, determinamos em grande medida a
geometria do espaco e restringimos a classe de campos de matéria-energia que sdo compativeis
com o nosso Universo. Foi demostrado que a inica métrica que satisfaz o PC cosmoldgico € a

chamada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker [69],

1
ds* = d* — a*(1) mdﬁ + r2dQ?| (2.2)

onde a(t) determina a escala de tamanhos no universo, chamado fator de escala, e K é a cons-
tante de curvatura espacial do universo. Esta constante pode tomar diferentes valores dando
caracteristicas geométricas locais ao espaco tridimensional. A relacdo entre o tipo de geometria

da parte espacial da métrica de FLRW e o valor da constante de curvatura é:

K>0 = Geometria Esférica
K=0 — Geometria Euclidiana (2.3)

K <0 = Geometria Hiperbdlica

Cabe ressaltar que as simetrias consideradas para derivar a métrica FLRW caracterizam a ge-
ometria local do espago deixando indeterminada sua topologia global, sendo que as ECE nao
determinam a topologia global da variedade [70].

As coordenadas utilizadas na Eq. (2.2), onde sao evidentes as simetrias do espago-tempo,
definem uma classe privilegiada de observadores e sdo chamados coordenadas e observadores
comdveis ou fundamentais. Qualquer outro observador que possua uma velocidade relativa a
um observador comdvel local observard que o Universo € anisotropico. Nestas coordenadas,
uma particula localizada na origem (r = 0) que encontra-se em repouso em um instante dado,
permanecera indefinidamente em repouso. Devido a isotropia do Universo, ndo existem dire-

coes privilegiadas e o campo gravitacional ndo induz nenhum movimento na particula. Este

*

Atualmente, com a grande quantidade e qualidade dos dados, é possivel testar a validade desta hip6tese. Nas
Refs. [65, 66, 67, 68], apresentam-se resultados recentes dos testes de isotropia do Universo
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argumento € valido ndo somente para uma particula na origem, mas também em qualquer ponto
do espaco devido a homogeneidade.

Definida a métrica do espago-tempo, € possivel determinar a distancia fisica entre dois pontos
quaisquer do Universo. Esta distancia, também chamada de distancia prépria, € definida como
o intervalo espago-temporal, |ds|, entre dois pontos medido simultaneamente (dt = 0). Para
um observador na origem e um ponto qualquer no espaco com coordenadas x* = (r,0;,¢;), a

distancia prépria corresponde a uma geodésica radial e € dada por:

" dr
dp = a(t)ﬁ ﬁ = CZ(I)XK, (24)

onde yx € denominada distancia radial comével e definido como,

sin’l(\/Er)/ VK, se K>0
Xk(r) = r, se K=0 (2.5)
sinh™'(VIK[r)/ VIK], se K <O,

onde foi utilizado que para uma geodésica radial a variacdo dos angulos ao longo da trajetéria
€ nula (d6; = 0,d¢; = 0). Devido a necessidade da determinacdo simultdnea da posi¢ao
dos dois pontos, vale notar que a distancia propria ndo € um observdvel e depende do modelo
cosmoldgico adotado.

A impossibilidade de determinar distancias proprias motiva a busca de outras formas de esti-
mar distincias astrondmicas, como o uso das propriedades intrinsecas dos objetos de interesse e
das quantidades observadas na terra. Consequentemente, definimos a distancia de luminosidade
e a distancia de didmetro angular.

A distancia de luminosidade € definida a partir da relacdo existente entre o fluxo e a lumi-
nosidade de um objeto que emite radiacdo. Observacionalmente, o fluxo -que corresponde a
quantidade de luz recebida por unidade de drea por unidade de tempo- € medido em nossos
detectores e ao conhecermos a luminosidade intrinseca de um objeto -energia por unidade de
tempo que o objeto produz- € possivel determinar a distancia em que este se encontra. Desta

forma, o fluxo em um espaco euclidiano estatico € definido como:

P L
" And?’

sendo 4nd” a drea da esfera de raio d entre o observador e o objeto emissor e L a luminosidade

(2.6)

percebida nos detectores.
No caso de um universo de FLRW dinamico, a relacdo entre a 4rea e o raio comével per-

manece invariante independente da geometria do universo e € exatamente igual como em um
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espaco euclidiano (sem expansio)’, ou seja,
A = 4n(a(to)r)*. (2.7)

Em um universo em expansao, a luz apresenta um deslocamento para o vermelho ou redshift
(z). Tal fato acontece devido a diferenca entre o intervalo de tempo entre dois sinais luminosos
consecutivos Af,, medido no momento da emissdo (z,), em que o universo tinha um fator de
escala a(t,), e o intervalo de tempo medido por um observador na Terra Afy, em ¢ = £y, quando o

fator de escala é a = a(ty). Estas quantidades relacionam-se da seguinte forma (ver se¢do 2.2.1):

/lu _ Al‘O _ Cl(fo)
A At at)

1+z

(2.8)

Esta diferenca nos intervalos de tempo no momento da emissdo e da recep¢cao produz uma
diminuicdo da energia do féton em um universo em expansdo, por causa do alargamento do
comprimento de onda e da relacdo de Einstein E = hy = h/A. A relagdo entre a energia do féton

no momento da emissdo E, e a energia recebida é:

E __E
Terra — (1 +Z)‘

Com as Eqgs. (2.8) e (2.9), encontramos a relagdo entre luminosidade intrinseca L, e a lumino-

(2.9

sidade percebida na Terra Lr,,,,, sendo:

AETerra Ee Le
Lrorra = = = . 2.10
! Aty A(1+2?  (1+2)7? (2.10)

Portanto, podemos encontrar uma expressao para o fluxo observado em termos da luminosidade

intrinseca:

L,
~An(l + 2)%a(ty)*r?

Define-se entdo, a distancia de luminosidade tal que a Eq. (2.6) siga sendo vdlida, ou seja,

(2.11)

dp = (1 +2alty)r. (2.12)

Como veremos no capitulo 4, a determinagdo da distancia de luminosidade para objetos com
uma luminosidade intrinseca padronizavel constitui um dos observdveis mais efetivos no mo-
mento de vincular modelos cosmoldgicos.

A seguinte distancia a ser definida € a chamada distancia de didmetro angular. A defini¢dao
desta distancia estd motivada pela relacdo geométrica entre o didmetro proprio do objeto emissor
e o didmetro angular aparente.

E bem conhecido da geometria euclidiana a relacdo entre o comprimento de arco s que sub-

i Contrério ao caso da relagdo entre a distincia prépria e o raio comével que depende da curvatura e esta dada
pela Eq. (2.5).
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tende um angulo A6 a uma distancia d

s = dAe. (2.13)

No universo de FLRW, um objeto no céu que se encontra perpendicular a linha de visada com
coordenada radial r e £, 0 momento em que emitiu o sinal luminoso tem didmetro préprio

s = a(t,)rAf. Agora, define-se d, de maneira que a relacao 2.13 continue sendo vélida, isto é:

s
dy = 0 = a(t,)r, (2.14)
ou em termos do redshift,
dy = a(ty)— (2.15)
A = allp (1 n Z). .

Cabe ressaltar que para baixos redshifts ou equivalentemente para objetos com coordenada ra-
dial tal que r VK < 1, as distancias prépria, de luminosidade e de didmetro angular sio aproxi-
madamente iguais.

Das expressoes finais para a distancias de didmetro angular (2.15) e distancia luminosidade

(2.12), podemos obter a chamada relagio de dualidade césmica,

Z—: =(1+2)>% (2.16)

Esta relacdo, deduzida a partir da métrica FLRW, assume que o espaco é homogéneo e isotrd-
pico. Entretanto, a relacdo de dualidade independe do PC e € vélida em espago-tempos mais
gerais quando se satisfaz que os fotons seguem geodésicas nulas, seu niimero € conservado e a

variedade é Pseudo-Riemanniana [71].

2.2 Dinamica do Universo

2.2.1 Expansao Do Universo

#Na época atual, é familiar entre cientistas e nio cientistas o fato de que o Universo encontra-
se em expansdo, mas nem sempre foi assim. Na década de 1920, foram desenvolvidos estudos
tedricos que admitiam a possibilidade de um universo em expansao e estudos observacionais
que apontavam que o nosso Universo estd se expandindo, entretanto esta descoberta foi reco-
nhecida somente em 1930. J4a em 1922, Alexander Friedmann havia publicado um artigo com
uma andlise completa e sistemdtica das solu¢des cosmoldgicas das ECE, incluindo solucdes
dinamicas. Contudo, a énfase desses trabalhos foi puramente matematica, mostrando pouco in-
teresse em dados astrondmicos e sem considerar a expansao do Universo como um fato real. Em

1927, George Lemaitre publicou um artigo com resultados similares aos encontrados por Fri-

¥ Nesta sec@o, para maior clareza, escreveremos explicitamente a velocidade da luz, c.
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edmann cinco anos antes. Todavia, ele estava interessado nas solu¢des que implicavam em um
universo em expansio, o que era indicado pelas observacgdes disponiveis na época. O titulo do
trabalho de Lemaitre, "Um Universo Homogéneo de Massa Constante y Raio Crescente Conta-
bilizando a Velocidade Radial de Nebulosas Extra-Galdcticas", deixava evidente a importancia
das observacdes, sendo ele o primeiro cientista a introduzir a ideia de que as velocidades de
recessao de nebulosas extra-galdcticas eram causadas pelo efeito de expansdo do espaco. Dois
anos depois, o trabalho desenvolvido por Edwin Hubble evidenciou a relacdo linear redshift-
distancia de galdxias suficientemente afastadas, sem relacionar este resultado a expansao do
Universo [1, 72].

Dada a expansao do Universo como causa para o redshift de galdxias distantes, independente
da direcdo de observacgao, pode se concluir que no passado o Universo encontrava-se em uma
fase mais densa, sendo menor a distancia de separacdo entre as galdxias. Além disto, estava
imersa nesta descoberta um fato que fortalecia a formulada TRG (1915), onde o espago-tempo
¢ um ente com cardter dindmico e ndo apenas a ideia de um espaco absoluto, que era parte
primordial da fisica cldssica. Na cosmologia moderna, o universo nio se expande no espago,
sendo o préprio espago aquele que estd em expansdo [73]. Os dados de Hubble estavam cons-
tituidos por medicdes de redshifts e de distancias de luminosidade obtidas a partir de estrelas
varidveis ceféidas. Este conjunto de dados evidenciava uma relacdo linear entre z e d; [7]. A
hipétese considerada para concluir que as galdxias estdo se afastando umas das outras ou, espe-
cificamente, que o universo estd se expandindo, € que esse redshift € causado pela velocidade

de expansdo. Matematicamente, a forma usual de escrever a lei de Hubble é:

cz = Hydp , 2.17)

onde ¢ € a velocidade da luz e H, € a chamada constante de Hubble que caracteriza a velocidade
de expansdo do Universo. Esta relacdo linear entre o redshift cosmoldgico e a distancia de
objetos celestes € vdlida, apenas, em baixos redshifts, z < 1, sendo necessdrias corre¢des de
ordem superior em altos redshifts.

A lei de Hubble € um caso limite da lei velocidade-distancia, a qual relaciona linearmente a

distancia prépria, d, com a velocidade de recessao, v, de um objeto. Esta lei € escrita como:

v=H()d , (2.18)

onde H(t) € o parametro de Hubble no tempo cdsmico ¢. A lei velocidade-distancia depende
explicitamente do tempo e tem validade universal por ser deduzida a partir da métrica como
mostrado a seguir [74, 73, 75]:

Consideramos a variagdo temporal da distancia propria de um objeto comdvel, isto €, que a

sua velocidade corresponde, somente, a expansdo do Universo:

d, = ga)( = H(t)d,, (2.19)
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identificando H(?) = a/a. Tem-se, entdo, que esta lei é consequéncia da isotropia e homogenei-
dade do universo.

Para encontrar a relacdo entre z e a(t), consideram-se dois sinais luminosos emitidos, con-
secutivamente, por uma fonte comdvel com coordenada radial r, nos tempos 7, e 7, + At, €
recebidos por um observador na origem de coordenadas nos tempos # € fy + Aty, respectiva-
mente. Dado que os sinais luminosos seguem uma geodésica nula ds = 0 e a trajetoria que
conecta um ponto na origem com um ponto qualquer do espaco € uma geodésica radial dQ2 = 0,

podemos demostrar a partir da métrica FLRW que:

o cdt r d
\f 5—:tf-——l;—. (2.20)
o QD) o VI-Kr2

Como o objeto encontra-se localmente em repouso (ndo possui velocidade peculiar), temos:

to At to+AL, At
tf 5—:Lf o 2.21)
te a(r) to+ AL, a(r)
Os intervalos de tempo At e Az, sdo infinitesimais, entdo podemos utilizar as propriedades das
integrais definidas para manipular a Eq. (2.21) e aproximar a ordem zero a funcao a(t), obtendo:
At, At,
~ . (2.22)
at,)  alt.)

Esta é a diferenca entre o intervalo de tempo de dois sinais luminosos consecutivos nos mo-

mentos de emissdo e recepcdo. Como mencionado anteriormente ,isto produz uma mudanga no
comprimento de onda percebido. Sendo o comprimento de onda préprio da fonte A, = cAf, € 0
recebido Ay = cAfty, obtém-se a relacdo entre o desvio para o vermelho, definido na Eq. (2.8), e

o fator de escala a(t) como:

1+z7=—%. (2.23)

A partir deste resultado, pode ser calculada a lei de Hubble como caso limite da lei geométrica
entre a velocidade de recessdo e a distancia de um objeto no universo de FLRW. Desta maneira,
poderiamos considerar que evidéncia contraria a veracidade da lei de Hubble corresponde a
uma violacdo do PC. Entretanto, esta abordagem como teste da homogeneidade e isotropia
do universo € dificil de implementar devido aos movimentos peculiares das fontes luminosas
causados pelas inomogeneidades locais do campo gravitacional.

Dada a validade universal da lei velocidade-distancia, somos motivados a definir uma distan-
cia fisica limite tal que a partir dela a velocidade de recessdao de um observador fundamental
seja maior do que a velocidade da luz. Esta distdncia é conhecida como horizonte ou raio de

Hubble e estd dada por:

QL
8
Il

(2.24)

|
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Figura 2.1: Velocidades de recessiao de um objeto em fun¢do do redshift para diferentes modelos
que estabelecem uma relagdo velocidade-redshift. Figura retirada da Ref. [74].

E importante notar que tanto a velocidade de recessdo quanto a distdncia prépria ndo cons-
tituem observaveis cosmoldgicos e sdo quantidades que dependem especificamente do modelo
de universo considerado. Na Fig. 2.1, mostramos diferentes valores da velocidade de recessao
em funcdo do redshift calculada utilizando distintos modelos. Neste grafico, apresentamos a
velocidade que teria um objeto se a lei de Hubble tivesse validade universal e também se o
redshift fosse causado pelo movimento peculiar, ou seja, se o redshift fosse causado pelo efeito

Doppler previsto pela relatividade especial.

2.2.2 A Dinamica do universo de FLRW

Na secdo anterior, foi estudada a métrica que determina a geometria espacial de um universo
sob a suposi¢cdo que este € homogéneo e isotrépico localmente. A forma da Eq. (2.2) € obtida,
estritamente, considerando as simetrias locais do espaco, sendo entdo, independe de qualquer
teoria fisica sobre as interacdes entre as componentes que fazem parte do universo. Estas sime-
trias consideradas para obter a métrica FLRW ndo determinam a evolucao do fator de escala,
nem a constante de curvatura. As quantidades, K e a(f), podem ser determinadas se conhe-
cermos o conteddo material do Universo e a sua dindmica ou, em outras palavras, a teoria de
gravitacdo que domina a evolucdo do Universo em grandes escalas. Nesta sec¢do, estudaremos a
dindmica do universo de FLRW assumindo que a teoria que descreve corretamente as interacoes
em grande escala é a TRG. Desta forma, determina-se univocamente a constante de curvatura e
o fator a.

A relacdo existente entre geometria e o conteido material na TRG é expressada nas ECE,

1
R, - Eg’WR = 8nGT)y,.
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Esta relacdo impde que os campos de matéria-energia existentes possuam também as mes-
mas simetrias do espaco-tempo. Este vinculo aparece evidente nas caracteristicas do tensor
momento-energia (TME). A isotropia implica que o TME deve ser diagonal com a condigao
T =T3= T;, enquanto a homogeneidade impede a dependéncia deste tensor com respeito as

coordenadas espaciais. Com estes argumentos, finalmente, podemos escrever o TME como:

T! = diaglp,—p,—p,—pl. (2.25)

Em particular, se a fonte corresponde a um fluido perfeito, as componentes deste tensor repre-
sentam a densidade de energia p e a pressao do fluido p [70].
Solucionando as ECE com o elemento de linha de FLRW e a fonte cujo TME ¢ escrito na

forma da Eq. (2.25), obtem-se as chamadas Equag¢des de Friedmann (EF),

ay 81Gp K
ay _8Gp K- 226
(a) 3 a? (226)
ay’ a K
(2) == (s7Gp+25+ =) (227)
a a a

Nestas equagdes p e p representam a densidade de energia e a pressdao do Universo, levando
em consideracdo cada uma das suas componentes. A primeira EF deixa em evidéncia a cone-
xao entre o conteudo energético e a geometria (espacial) do Universo. Podemos definir uma
densidade de energia especifica que implicaria em um universo espacialmente plano ou eucli-
diano. Esta densidade de energia se conhece como densidade critica e € escrita em termos do

parametro de Hubble (H(¢) = a/a) em um momento dado,

?)H(t)2
81G

Em um universo dindmico, o valor da densidade critica evolui ao longo da histéria césmica,

pe(t) = (2.28)

mas a curvatura espacial do universo permanece constante. Na época atual a densidade critica
tem o valor
peo=1,88x10h*g cm™. (2.29)

Valores da densidade total acima da densidade critica correspondem a um universo com curva-
tura espacial positiva ou de geometria esférica e valores inferiores correspondem a universos
com geometria hiperbdlica.
E conveniente combinar as duas EF a fim de obter uma expressio para a acelera¢io césmica
que ndo envolva a constante de curvatura. Esta expressdo € escrita como:
a_ %G 3. (2.30)
a 3
Sempre que a condi¢do de energia forte seja satisfeita, a qual impde que a densidade de massa

gravitacional € positiva (o + 3p > 0) [17, 76], a Eq. (2.30) implica em uma desaceleracdo do
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Universo. Isto acontece para todos os tipos de matéria conhecidos até hoje, o que significa que
uma aceleragdo s6 poderia ser explicada por um novo tipo de matéria-energia [76].
Partindo das EF ou da equacdo de continuidade do TME, obtém-se a lei de conservagao da

energia,

p+3g(p+p):0. (2.31)

Esta equacgdo de continuidade ndo € independente das EFs e, portanto, é necessdria uma expres-
sdo que descreva a relacdo entre a densidade de energia e a pressdo do fluido ou equagdo de
estado. O conhecimento da equagdo de estado permite resolver a equacao de continuidade e,
finalmente, as EFs, obtendo assim a solu¢do das varidveis a(¢), p(¢) e p(t). Em geral, é assumido
que ndo existe interacao entre os distintos tipos de matéria-energia que compdem O universo ou,
em outros termos, que a lei de conservagdo € valida para cada componente de forma indepen-

dente. Esta consideracdo permite escrever a densidade de energia total como:
. a
p=)p = P+t p)=0. (2.32)
l_ a

E de grande importéncia estudar a solucio da equagio de conservacio da energia (2.31) para
0 caso p = wp, com w constante. Com esta suposi¢ao a solucao da densidade de energia € exata,

dada por:

p = po(1 + )30+, (2.33)

Esta solucao € importante porque pode ser aplicada a distintos tipos de fluidos que compdem
0 nosso Universo como radiacdo (w = 1/3), matéria ndo-relativistica com w = 0, e para a
densidade de energia associada ao termo da constante cosmoldgica (w = —1). Para estes trés

tipos de fluidos, a Eq. (2.33) tem como solucdo

Radiacio w=1/3 =  p,=pol+2)*
Matéria ndo relativistica w=0 &  pn=pml+2)° (2.34)

Constante Cosmoldgica w=-1 — £ = PoA-

No caso de um universo plano, é facil de obter a solu¢do para o fator de escala com respeito ao

tempo utilizando a primeira EF (2.26),

Radiagdo w=1/3 &  a(t)«t'/?
Matéria nio relativistica w=0 <  a) o« (2.35)

Constante Cosmoldgica w=-1 — a(t) o« et

Esses diferentes modos de decaimento das densidades de energia para as distintas componen-

tes do universo levam a diferentes eras, cada uma dominada por um desses fluidos. Combinando
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Figura 2.2: Valores dos parametros de densidade das componentes do Universo em funcio do
redshift.

os vinculos observacionais atuais sobre as densidades de energia da radia¢do, da matéria e da
constante cosmoldgica, junto com o modo de decaimento de cada uma delas, podemos con-
cluir que no universo primordial (z >> 1) a radiacdo dominava a dinamica. Esta radiacdo se
dilui muito mais rdpido do que a matéria, atingindo um ponto em que as suas densidades fo-
ram iguais, o que se conhece como a equiparticdo matéria-radiacdo. A partir deste momento
a matéria dominou a expansao cdsmica possibilitando (como veremos na sec¢io 2.3.3) o cres-
cimento de estruturas. Finalmente, o decaimento da densidade de matéria leva a equiparti¢ao
entre a densidade de energia da constante cosmoldgica e a matéria, no momento a partir do qual
a dinamica € dominada pelo fluido com w = —1.

Agora, definimos os parametros de densidade e os parametros de densidade na época atual

para cada componente como®

pi(z) Q.. = P

Qi(z) = i0 = (2.30)
Pe(2) Peo
e também define-se um parametro de densidade de curvatura,
—k —k
() = —— Qo = . 2.37
1(2) aP Q) Ko = I (2.37)

Os valores dos parametros de densidade indicam qual fluido € o mais relevante numa época
especifica da histéria cdsmica, sendo proximo de 1 quando essa componente € dominante (ver
Fig. 2.2).

A equacdo (2.26) pode ser reescrita em termos dos parametros de densidade hoje e o redshift,

¥ Entretanto a densidade da energia escura niio evolui com o tempo, o pardmetro de densidade associado a ela
evolui pela dependéncia com a densidade critica.
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Figura 2.3: Vinculos observacionais atuais no plano €, — Q4 para um modelos ACDM com
curvatura livre. Figura retirada da Ref. [77].

H = HyVO,(1 +2)* + Q,(1 + 2% + (1 +2)> + Q4 (2.38)

Esta forma de escrever o parametro de Hubble, em termos dos parametros de densidade atuais,
¢ a forma utilizada na literatura para estimar observacionalmente a fracao de cada componente
do Universo.

A relagdo existente entre a dindmica do Universo nos tempos de emissdo e recep¢do de um
sinal luminoso (integracao da quantidade 1/a(¢)) e a distancia radial comével do objeto emissor
(Eq. (2.5)) pode ser escrita em termos do redshift cosmoldgico do sinal e dos pardmetros de

densidade de energia atuais como:

“dz " dr
fo H@) fo Vioge 23

Esta expressdo permite vincular observacionalmente os parametros de densidade cosmolégicos
com as medidas de distancias de diametro angular ou luminosidade provenientes de objetos
astrofisicos como veremos no Capitulo 4. Esta é a forma principal de estudar os modelos do
Universo em uma escala cosmoldgica. Na Fig. 2.3, apresentamos os niveis de confianga das
estimativas dos parametros Q,, e 2, do modelo ACDM utilizando os dados observacionais mais

recentes de SNs Ia, do mapa de temperatura da RCF e das Oscilagcdes Actsticas Baridnicas.

2.2.3 Expansao Acelerada

A expansdo acelerada do Universo € uma das maiores descobertas da histéria e uma das bases
do paradigma cosmoldgico atual. Esta descoberta foi efetuada independentemente por dois
grupos de pesquisa, o Supernova Cosmology Project (SCP) [16] e High-z Supernovae Search
Team (HZT) [15]. Em 1990, Gustav Tammann e Bruno Leibundgut tinham mostrado que as

Supernovas do tipo Ia (SNs Ia) eram uniformes, ideal para utiliza-las como velas padronizaveis
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(objetos de luminosidade intrinseca modelavel). Este fato foi utilizado pelos grupos SCP e HZT
para realizar suas descobertas analisando o médulo de distancia de SN Ia.
Em 1998, o SCP publicou os resultados que concluiam que para um modelo de universo

plano com matéria e constante cosmoldgica:

Q, =0, 28t8’8§( estatistico)ig’gi(sisteméticos )

e com 99% de confianca era excluido um valor negativo de €2,. Similarmente, os resultados do
HZT para um modelo de universo com curvatura, matéria e constante cosmoldgica, concluiam
que Q4 > 0 com um nivel de confianca de 99, 7%. Estes dois resultados implicavam, mediante
a Eq. (2.30), que o universo atravessa uma fase de expansao acelerada.

Ao longo de quase duas décadas, estes resultados tém sido confirmados, principalmente, com
a analise de compilacdes mais recentes e com um maior nimero de SNs Ia (580 da compilagao
Union 2.1 e 740 da compilacdo JLA), bem como, pela andlise de sinais de Oscilagdes Acus-
ticas Barionicas que vem da estrutura em grande escala e a andlise do espectro de poténcias
da RCF. Todas estas estimativas dos valores dos parametros de densidade de energia sao com-
pativeis entre si, fazendo com que o modelo ACDM também seja conhecido como modelo de
concordancia cosmica (ver Fig. 2.3).

Por fim, ressaltamos que para que a expansao do universo seja acelerada conservando a forma
padrao das ECE, € necessario um fluido no conteido material que possua uma pressao negativa
suficiente para se opOr a atracdo gravitacional (ver equacdo 2.30). Tal fluido é chamado de
Energia Escura (EE). Atualmente, existe uma grande quantidade de abordagens para descrever a
EE, como por exemplo a inclusdo de novos campos com diferentes acoplamentos as quantidades
geométricas ou, de uma forma mais fenomenoldgica, a parametrizacdo da equacgdo de estado da
EE. Qualquer que seja a abordagem explorada, os modelos de EE podem ser testados analisando
seus efeitos sobre a expansdo do Universo (via H(z)) e, portanto, os efeitos nos observaveis
classicos, a distancia de luminosidade e de diametro angular. A forma particular do parametro
de Hubble depende de cada modelo, entretanto, quando consideramos que todas as componentes

se conservam independentemente, o parametro de expansdo € escrito como:

H*(z) = H3[Q,(1 + 2" + Q,(1 + 2)* + Qg (1 + 2)* + Q. f(2)] (2.40)

onde Q, € a fracdo atual da densidade de energia total correspondente a EE e f(z) a sua funcdo

de evolucdo dada por:

f@) = /%Z) =exp3 fz wdz’. (2.41)
0

0 1+7
Cabe notar que independente do mecanismo utilizado (inclusdo de novos campos o uma para-
metrizagdo), a equagdo de estado w(z) determina a evolugdo da EE.
Valores recentes dos parametros cosmoldgicos obtidos combinando diferentes observaveis

para diferentes modelos que descrevem a EE sao apresentados na Tabela 2.1. Nestes modelos, a
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Modelo Dados Q, Q2 h Qe Wo W
ACDM BAO+Planck 0.303(8) 0.0223 (3)  0.682(7) - - -
ACDM SN+Planck 0.295 (16) 0.0224 (3) 0.688 (13) - - -
ACDM BAO+SN+Planck 0.302 (8) 0.0223 (3) 0.682 (6) - - -
ACDM BAO+SN+WMAP  0.300(8) 0.0224 (5) 0.681 (7) - - -
oACDM BAO+Planck 0.301 (8) 0.0225(3) 0.679(7)  -0.003 (3) - -
oACDM SN+Planck 030 (4) 0.0224(4) 0.68(4) -0.002(10) - -
oACDM BAO+SN+Planck 0.301 (8) 0.0225(3) 0.679 (7) -0.003 (3) - -
oACDM BAO+SN+WMAP 0.295(9) 0.0226 (5) 0.677 (8) -0.004 (4) - -
wACDM BAO+Planck 0.311 (13) 0.0225((3) 0.669 (17) - -0.94 (8) -
wACDM SN+Planck 0.298 (18)  0.0225 (4) 0.685 (17) - -0.99 (6) -
wACDM BAO+SN+Planck  0.305 (10) 0.0224 (3) 0.676 (11) - -0.97 (5) -
wACDM BAO+SN+WMAP  0.303 (10) 0.0225(5) 0.674 (12) - -0.96 (6) -

owACDM BAO-+Planck 0.308 (17) 0.0225(4) 0.671 (19) -0.001 (4) -0.95(11) -
owACDM SN+Planck 0.28 (8) 0.02254) 0.73(11) 0.01 (3) -0.97 (18) -
owACDM BAO+SN+Planck  0.303 (10) 0.0225(4) 0.676 (11) -0.002 (3)  -0.98 (6) -
owACDM  BAO+SN+WMAP 0.299 (11) 0.0227 (5) 0.671(12) -0.004 (4)  -0.96 (6) -
wow.ACDM BAO+Planck 0.34(3) 0.0224(3) 0.639 (25) - -0.58 (24) -1.0(6)
wow ACDM SN+Planck 0.292 (23) 0.0224 (4) 0.693 (24) - -0.90 (16) -0.5(8)
wow, ACDM BAO+SN+Planck  0.307 (11) 0.0223 (3) 0.676 (11) - -093(11) -0.24)
wowo,ACDM  BAO+SN+WMAP  0.305 (11)  0.0224 (5) 0.674 (12) - -0.93 (11) -0.2(5)
owow,ACDM BAO+Planck 0.34 (3) 0.0225(4) 0.640(25) -0.003(4) -0.57(23) -1.1(6)
owowaACDM SN+Planck 029(8) 0.0225(4) 0.72(11) 001 (3) -094(221) -0.3(9)
owowoaACDM  BAO+SN+Planck  0.307 (11) 0.0225 (4) 0.673 (11)  -0.005(4) -0.87 (12) -0.6 (6)
owow,ACDM  BAO+SN+WMAP 0.302 (11) 0.0227 (5) 0.670(12) -0.006 (5) -0.88 (11) -0.5(5)

Tabela 2.1: Vinculos dos parametros cosmoldgicos realizando a andlise conjunta dos dados
de BAO provenientes de galdxias e LyaForest, RCF de Planck (2013) + WP
(WMAP polarization) ou WMAP9 e a compilacdo de SNs Ia JLA. Para os mo-
delos owoyw,ACDM e woyw,ACDM, na coluna 7, o parametro w, representa o valor
da equacdo de estado em w(0.266), o qual corresponde ao redshift em que w(z) e
w, estdo descorrelacionado no modelo woyw,ACDM para toda a amostra de dados.
Tabela retirada de [78].
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Figura 2.4: Vinculos observacionais atuais da equagdo de estado da energia escura. (a) Modelo
de energia escura com equagdo de estado constante. (b) Modelo de energia escura
com equacdo de estado w = wy + (1 — a)w,. Figura retirada da Ref. [77].

EE € representada pela constante cosmoldgica, por um fluido com equagdo de estado w(z) = w

e por um fluido com equagdo de estado w =

wo + (1 — a)w,. Também sdo apresentados os
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contornos de confianca dos pardmetros mais representativos destes trés modelos nas Figs. 2.3 e
2.4.

2.3 Teoria de Perturbacoes Cosmoldgicas

Um universo estritamente homogéneo e isotrdpico, representado pelo elemento de linha de
FLRW (2.2), ndo permitiria a conformacao das estruturas como estrelas, galdxias, aglomerados
e superaglomerados de galdxias e, em escalas ainda maiores, voids e estruturas filamentares que
sdo observadas hoje. As propriedades de simetria que possui o espaco assim descrito, implica
que todos os pontos e as direcdes sdo equivalentes, portanto, ndo haveria razao alguma para
que a matéria se aglomerasse e formasse estruturas em regides particulares. Esta descri¢do é
vdlida ao trabalharmos em escalas suficientemente grandes, onde os efeitos de inomogeneidades
locais possam ser desprezados. Nesta secao estudaremos a teoria de perturbagdes cosmoldgicas
dentro do marco da TRG, evidenciando o comportamento do crescimento local das perturbacdes
de matéria em cada era do universo.

A principal complicacdo que surge no estudo das perturbacdes cosmoldgicas do ponto de
vista relativistico é a arbitrariedade da escolha do sistema de coordenadas. Os observadores
fundamentais que podiam ser considerados dentro do contexto de um espaco homogéneo e
isotrépico ndo tém mais uma contrapartida quando a métrica € perturbada e as simetrias men-
cionadas sdo perdidas. Quando o espaco ndo satisfaz o PC, qualquer escolha de coordenadas é
equivalente. Esta liberdade na escolha das coordenadas para descrever o espago-tempo, conhe-
cida como escolha de calibre, pode produzir perturbagdes de densidade ficticias ou inclusive
ocultar perturbacdes reais. Por este motivo, é importante definir quantidades que sejam in-
variantes sob transformagdes de coordenadas (chamadas transformagdes de calibre). Na Fig.
2.5, mostramos uma representacao pictdrica destes efeitos ficticios produzidos pelas diferentes
escolhas de coordenadas [79, 80].

O estudo do crescimento das estruturas em cosmologia comega com uma perturbacio da
métrica de FLRW,

ds® = [Zop + 08ap(x")]dx"dx’, (2.42)

onde g, representa a métrica de background FLRW (2.2) e 6g.5(x”) a perturbagdo que € de-
pendente das coordenadas espacio-temporais. Para um espaco tridimensional plano, a métrica

ndo perturbada em termos do tempo conforme 1 (dn = dt/a) € escrita como:

Bopdx"dx’ = a*(n)(dn” — 6;;dx'dx). (2.43)

Em relacdo a parte perturbativa da métrica, esta pode ser decomposta em perturbacdes escalares,
vetoriais e tensoriais. Esta classificacdo € realizada levando em conta as simetrias da métrica

8ap- Ou seja, as quantidades perturbativas se transformam da mesma maneira que sao transfor-
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t = const, &€ = const

t = const, € # const

Figura 2.5: Representacdo de perturbagdes ficticias geradas por uma transformacdo de coorde-
nadas. Figura retirada da referéncia [80].

mados os vetores e tensores sob o grupo de rotagdes em trés dimensdes S O(3) ou permanecem
invariantes para o caso dos escalares. Pode ser facilmente mostrado que sob rotacdes em trés

dimensdes as componentes do tensor métrico se comportam como:

0gopy — escalar, 0goi —  vector, dgij —  tensor. (2.44)

Com estas caracteristicas do tensor métrico podemos fazer uma decomposi¢do irredutivel das
suas componentes da seguinte forma [79, 80]:

A componente dgg € escrita como

6800 = 2a°¢, (2.45)

onde ¢ € um escalar sob rotacdes no espacgo tridimensional. As componentes dgy; que em con-
junto se transformam como um vetor, podem ser escritas, baseados no teorema de Helmholtz,
como a soma de um termo irrotacional e um termo de divergente nulo. Para este fim, utilizamos

a func¢do escalar B e a funcdo vetorial S,

680i = a*(B; + Sy), (2.46)
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onde a virgula representa a derivada com respeito as coordenadas espaciais, ou seja, B; = V;B.
Desta forma, o termo B; possui rotacional nulo. Para o termo S; impomos a condicdo de
divergente nulo, S’; = 0. Para o caso das componentes espaciais do tensor métrico perturbado,

€SCrevemos

08ij = a*(Yd;j + 2E ;; + Fj; + Fij + hyj). (2.47)

Nesta expressio, as fungdes § e E sdo escalares, F; é um vetor de divergente nulo (F'; = 0) e h;;

€ um 3-tensor simétrico de traga nula e transverso, isto é:

hi; =0, Wi =0. (2.48)

Cada uma destas perturbagdes se relaciona com um fendmeno fisico, a saber:

Perturbacoes escalares: este tipo de perturbagdes caracterizadas pelas funcdes ¢, ¥, B e
E sdo induzidas pelas inomogeneidades da densidade de matéria. Evidenciam a instabilidade
gravitacional e conduzem a formagao de estruturas no Universo.

Perturbacoées vetoriais: sdo descritas pelas funcdes S; e F; e estdo associadas aos movimen-
tos rotacionais dos fluidos. Estas perturbacdes decaem rapidamente e para ser observadas hoje
precisariam ter uma amplitude bastante grande no universo primordial, o que nio é compativel
com o universo observado.

Perturbacées tensoriais: descrevem as ondas gravitacionais, as quais correspondem aos
graus de liberdade do campo gravitacional. As duas componentes independentes do tensor 4;;
representam os modos de oscilagdo das ondas gravitacionais.

Estes trés tipos de perturbacdes estdo desacopladas a primeira ordem e a sua evolucdo €
independente, podendo assim, serem estudadas separadamente [80]. Nesta tese, analisaremos

unicamente as perturbacdes escalares.

2.3.1 Transformacoes de calibre

Vamos explorar o comportamento do tensor métrico perturbado, descrito na se¢do anterior, a0

considerarmos somente perturbacdes escalares e uma transformacao de coordenadas da forma:

X —> X=X+ &9, (2.49)

sendo & uma fung¢do infinitesimal do espaco e do tempo que descreve a transformacgdo de co-
ordenadas. Considerando a lei de transformac¢ao de um tensor, dada a mudanga de coordenadas

na Eq. (2.49), temos:

Ox? 0x°

8ap(X) = %ﬁgyé(xp ) = Zop(X) + 68ap — Busls — Baplon (2.50)
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onde somente sdo considerados termos de primeira ordem. Nesta equagdo, podemos consi-
derar que nas novas coordenadas (lado esquerdo), o tensor métrico é a soma de um termo de

background e uma perturbacdo, ou seja,

8ap(¥) = gaﬁ(j&p) + 08ap- (2.51)

Com esta expressao e fazendo uma expansao em série de Taylor que relacione os termos de

background em ambos os sistemas de coordenadas,

gaﬂ(xp) = gaﬁ()%p) + gaﬂ,y§y7 (252)

obtemos a lei de transformac¢ao de um tensor, dada a transformacao de calibre (Eq. (2.49)),

6gaﬁ - 6§aﬁ = 6ga’ﬁ - gaﬂ,'ygy - gyﬁ,a‘gﬁ/ - gay,ﬁ‘fy' (253)

De maneira similar, podem ser obtidas as leis de transformacdo das perturbacdes de quadri-
escalares e quadri-vetores. Ressaltamos que apesar de uma transformacao de calibre ser expres-
sada como uma mudanga de coordenadas, ela ndo vincula diferentes observadores no mesmo
espaco-tempo, mas sim dois espago-tempos distintos: o espaco-tempo homogéneo e isotrépico
e 0 espago-tempo perturbado visto pelo mesmo observador [79].

O vetor £ pode ser expandido em termos de uma parte temporal £° e de uma parte espacial

dividida em um termo irrotacional, fi, e um termo de divergente nulo, ;,

e=E8), €=¢&€+¢ (2.54)

sendo ¢ um 3-escalar.
Das leis de transformagdo (2.53) e considerando unicamente perturbacdes escalares do tensor

meétrico,

ds* = a*[(1 +2¢(n, X))dn* + 2B (n, x)dx'dn — (1 = 2¥(n, x))6: ; — 2E.;j(n, x)dx'dx’], (2.55)

obtemos o comportamento das func¢des ¢(n, x°), ¥(n, x), E(n, x) € B(n, x') sob uma transforma-
cdo de calibre (2.49),

— ¢ =¢ - La, B—>B=B+{-&,
¢—¢ ? e fo? : =& (2.56)
¢—>¢:¢/—%§°, E—-E=E+/(.

Como podemos observar, a transformacao das quantidades escalares da métrica depende, ex-
clusivamente, das fun¢des escalares £° e ¢ da mudanca de coordenadas. N6s podemos escolher
apropriadamente estas fungdes, de tal forma que duas das perturbagdes escalares sejam nulas,

sendo esta condi¢do que define a nossa escolha de calibre.
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Neste pesquisa, trabalharemos no chamado calibre longitudinal ou calibre Newtoniano con-
forme. Esta classe de coordenadas estd definida pela condi¢do de £ = 0 e B = 0, deixando
as perturbacoes escalares descritas pelos potenciais ¢ e . Neste calibre, os observadores estao
fixos a pontos no referencial ndo perturbado e, consequentemente, eles detectardo o campo de
velocidades das particulas caindo nos pogos de potenciais gerados pelas sobredensidades de
matéria. Uma das principais vantagens deste calibre é que as equacdes dinamicas se reduzem a

gravitacao newtoniana no limite de escalas menores ao horizonte de Hubble [79, 80].

2.3.2 Dinamica das perturbacoes escalares

Para analisar a dindmica das perturbagdes de matéria ou perturbagdes escalares, consideramos
a perturbacdo das ECE de primeira ordem das fungdes definidas na se¢do anterior e das velo-
cidades peculiares ou® das particulas no espaco-tempo perturbado. Temos entdo que a relacdo

entre o tensor de Einstein e o TME €

5G4 = 8nGoTg. (2.57)

O processo de calcular o tensor de Einstein perturbado € tedioso, mas ndo apresenta complica-

cdo alguma. As ECE perturbadas em termos dos potenciais escalares sao:

V2 = 3H + He) = 4nGa*S T}, (2.58)

W +Hep),; = 4nGa*sT?, (2.59)

W' + HQY +¢) + QH + H)¢ + %V2(¢ — )18, — %(QS —y),j = —4nGa*sT.  (2.60)

onde H = (1/a)da/dn = aH é o parametro de Hubble conforme e a linha representa a derivada
com respeito ao tempo conforme.
Para definir o contetido material, perturbamos a equacio de um fluido perfeito!,

Tg = (p + p)u‘ug — poy, (2.61)
assumindo que o fluido perturbado continua sendo do tipo perfeito (ndo consideraremos termos
por fluxo de calor ou cisalhamento viscoso), temos:

0Tg = (6p + 6p)uug + (p + p)(Ouug + u’dug) — 6pdy. (2.62)

Levando em conta que a quadri-velocidade no universo homogéneo € u, = (a,0,0,0) e que a

T Forma do fluido compativel com o PC e utilizada no estudo da dinAmica do universo de FLRW sem perturbar.
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parte espacial da perturbagio da quadri-velocidade é du; = av;, sendo v = dx'/dn, obtemos as

componentes do TME perturbado:

6Ty =6p, OT) = (@ +pavi, 6T =0ps'. (2.63)

Combinando a Eq. (2.60) com o fato que a parte espacial do TME € diagonal (2.63), temos

(- =0, (2.64)

concluindo que os dois potenciais escalares sio iguais, ¢(17, x) = (7, x°).
Dado que a pressdo p do fluido depende da sua densidade p e da sua entropia S, podemos

escrever a pertubagdo da pressao como:

0 0

5p(p,S) = (—p) 5o + (—p) 5S. (2.65)
op /g as),

Ao considerarmos unicamente perturbacoes adiabdticas (65 = 0) e utilizando a igualdade dos

potenciais escalares (¢ = i), reescrevemos as ECE no nivel perturbativo em termos da equacao

de estado w e da velocidade do som cf = (a_p)S =9

ap op’
Vi - 3H (¢ + Hp) = 4nGa’op, (2.66)
(¢ + Hep); = 4nGa’*(1 + w)pv;, (2.67)
[¢” +3HP + QH' + H*)p = 4nGa*cop. (2.68)

A Eq. (2.67) motiva a interpreta¢ao do termo (¢" + H¢) como o potencial do campo de veloci-
dades v;. Desta forma, podemos escrever o campo de velocidades como:
Vi = V,‘V (269)

onde v € um campo escalar tridimensional. Definimos o divergente do campo de velocidades,

0= Vivi (2.70)

e também o contraste de densidade 6 como:

. o) , 1 _ 5
5(n, x') = o(n g(;) p(n)’ 2.71)

sendo esta ultima a principal quantidade que utilizaremos para descrever as perturbacdes de

matéria. No capitulo 5, exploramos em detalhe a utilidade desta quantidade perturbativa e

centramos nossos esfor¢os no cdlculo das quantidades que dela se derivam.
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A partir deste momento, estudaremos o caso particular das perturbagdes de matéria ndo re-
lativistica, portanto, assumimos w = 0, o que simplificard consideravelmente as expressoes.

Tomando a equagéo de continuidade V, T} = 0 para v = 0, encontramos

& +3Hc25 = —(0 - 3¢)) (2.72)

e para o divergente da equacdo de continuidade com v = i, obtemos

0 + HO = —V*(c20) - V*¢. (2.73)

Até este ponto, obtivemos todas as expressdes matematicas necessdrias (Eqgs. (2.66)-(2.68),
(2.72) e (2.73))para estudar o comportamento das perturbacdes cosmoldgicas em um universo
em expansdo. Para encontrar as solu¢des destas equagdes € util trabalhar no espago de Fourier,
lembrando que podemos expandir uma fun¢do em termos de ondas planas com seu respectivo

modo de Fourier da seguinte forma:

fED = | e fundk. (2.74)

Devido a linearidade destas equagdes, as exponenciais podem ser simplificadas e as equacoes
diferenciais acima apresentadas tornam-se equacdes algebréicas facilmente soluciondveis.

Limite de escalas menores que o horizonte de Hubble: vamos considerar escalas tal que
o cumprimento de onda préprio da perturbacdo seja muito menor que o horizonte de Hubble,
ou seja, 4, < 1/H ou em termos do vetor de onda, k > H (1, = 2na/k). Este é o limite
Newtoniano das equacdes que governam a dinadmica das perturbacdes cosmoldgicas. Neste
limite, os resultados s@o iguais aos resultados que se obtém do ponto de vista cldssico com a
teoria Newtoniana da gravitagao.

O divergente da Eq. (2.67) implica que ¢, + H¢; = 0, onde € utilizada a primeira EF escrita
em termos do pardmetro de Hubble conforme (4nGa’p = 3/29H?). Substituindo este resultado

na Eq. (2.66), obtemos a equagdo de Poisson,

3
K #r(n) = —4nGa’p(n)di(n) = —Eﬂ%n)csk(n). (2.75)

Tomando a derivada com respeito ao tempo conforme da equacdo de Poisson e substituindo-a

na Eq. (2.73), obtém-se no limite considerado,

OH
5.7) = ) — 2 2 5 () (2

)

sendo esta a equagdo de continuidade das perturbacdes na teoria Newtoniana. Neste limite, a
Eq. (2.68) se reduz a

=~ 6 (1), (2.76)

H@) | 5.0
2 kK

0,(n) = —~HmO + kK*c26,(n) — K> (). (2.77)

Finalmente, derivando a Eq. (2.76), e substituindo-a na expressio anterior, obtemos uma equa-
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¢do de segunda ordem para o contraste de densidade da matéria (w = 0),

&+ HS + (c§k2 —~ %7{2) §=0. (2.78)

A partir desta expressdao podemos definir dois regimes. O primeiro acontece quando a escala

das perturbagdes € suficientemente pequena tal que

Ik — %7{ >0, (2.79)

onde o contraste de densidade apresenta oscilagdes amortecidas produto da pressdo do fluido e
da expansdo do universo. Portanto, neste regime as perturba¢des ndo crescem.

O segundo regime, e mais importante no estudo do crescimento das estruturas, é alcangado
quando c;k < H. Neste caso, a equacio final que governa o crescimento das perturbacdes de

matéria dentro do raio de Hubble é

3
5+ H — 57{25 = 0. (2.80)

Este regime evidencia a instabilidade gravitacional, onde esta forca domina sobre a pressdo do
fluido, permitindo modos crescentes das flutuacdes de matéria [79, 80]
A generalizagdo da equacgdo diferencial do contraste de densidade de matéria para o caso em

que o universo estd composto por mais de um tipo de fluido é
7 ’ 3 2
oy +Ho, — EQm(a)?{ Oom =0, (2.81)
ou em termos do tempo césmico e o parametro de Hubble (H),
. . 3 )
Om +2H0,, — EQm(a)H om = 0. (2.82)

Esta expressao também € valida quando existe uma componente de EE descrita por um campo
que ndo se aglomera nas escalas consideradas [81]. A Eq. (2.82) € a equacdo principal para
estudar o crescimento das estruturas em um regime linear, considerada o limite Newtoniano da
teoria relativistica de perturbagdes.

Na Fig. 2.6, mostra-se a forma funcional do contraste de densidade com respeito ao fator de
escala para um modelo ACDM e um modelo Einstein-de Sitter, bem como, alguns fotogramas
de uma simulacdo de N-corpos para estes dois modelos. No modelo ACDM, devido ao efeito
produzido pela EE, de aumentar o ritmo da expansao césmica, o crescimento das perturbacdes
€ mais lento, amortecido pela rapida expansao recente. No modelo Einstein-de Sitter, a taxa de
expansdo € menor, beneficiando o crescimento das estruturas. Considerando um contraste de
densidade atual similar para estes modelos, os diferentes ritmos de aglomera¢do implicam em

diferentes amplitudes das perturba¢des no passado.

I A partir deste ponto, vamos desconsiderar o sub-indice k.
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Figura 2.6: (a)Evolucao do contraste de densidade em funcao do fator de escala para um modelo
ACDM e um modelo Einstein-deSitter. As duas curvas encontram-se normalizadas
ao seu valor atual (6(a = 1) = 1). (b) Fotogramas da simulacdo numérica de N-
corpos Virgo consortium [82]. Os diferentes modos de crescimento para estes mo-
delos sdo evidenciados. Uma quantidade de aglomeracdo atual aproximadamente
igual nos dois modelos, implica grandes diferecas no passado. Figura retirada da
referéncia [83].

Em capitulos posteriores, focaremos nossos esfor¢cos em solucionar esta equagao com infor-
macao observacional das estruturas e discutiremos em detalhe as quantidades necessdrias para

resolvé-la.

2.3.3 Evidéncia Observacional da Matéria Escura

As pequenas inomogeneidades observadas na RCF sdo as sementes que evoluem de um re-
gime linear a um regime ndo linear, formando via instabilidade gravitacional a estrutura em
grande escala da distribui¢do de matéria. A estrutura filamentar, os super aglomerados de ga-
laxias (e as estrelas) observados hoje sdo o produto do colapso gravitacional de flutuacdes na
densidade de matéria que no momento do desacoplamento entre a radiacdo e os bdrions eram
da ordem de 107 [76].

Da teoria de perturbagdes cosmoldgicas, apresentada na secdo precedente, podemos encon-
trar as solugdes da Eq. (2.82) para cada uma das épocas do Universo, onde o fator de escala
e, consequentemente, o parametro de Hubble apresentam um comportamento especifico dado
na Eq.(2.35). Como estudado na secao 2.2.2 e mostrado na Fig. 2.2, o parametro de densidade
da matéria (€2,,) nas eras da radiacdo e da EE é aproximadamente nulo, enquanto, na era da
matéria é proximo da unidade. Assim, a Eq. (2.82) é simplificada e o contraste de densidade
possui solugdo analitica exata em cada era da histéria césmica. O crescimento das perturbacdes

acontece da seguinte forma [76, 80]:
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o(1) o< Ina(r) = Era da Radiacgdo
o(t) < a(r) — Era da Matéria (2.83)

o(t) «< const — Era da Energia Escura.

Esse comportamento € mantido até atingir o regime ndo linear, 6 > 1, apds isto, o colapso
desacopla-se da expansdo césmica.

A matéria baridnica permanece acoplada a radiacao via dispers@ao Thomson e de Coulomb até
a época do desacoplamento, apresentando estas duas componentes 0 mesmo comportamento.

Derivando as equagdes da dindmica das perturba¢des para um fluido de radiagdo (w, = ¢? =

N

1/3), encontra-se a equacgdo diferencial de um oscilador harménico [79]

2
o, (m) + %(2(77) = 0. (2.84)

O crescimento do contraste de densidade da radiacdo (devido a atracdo gravitacional), eventual-
mente, € diluido pela forca de pressao do fluido. O crescimento e decrescimento da perturbagao
da componente de radiacdo (devido a acdo destas duas forcas) acontecerd consecutivamente,
fazendo com que o valor de ¢, oscile em torno de zero. A interacdo entre radiacdo e matéria
comum impede que o contraste de densidade dos barions, 6, cres¢a antes de se desacoplarem.
Se considerarmos que o crescimento das inomogeneidades baridnicas aconteceu desde a

época do desacoplamento (5,4, ~ 107°) até hoje, terfamos:

Opo = &(deec ~ 1072, (2.85)
Adec

o que ndo poderia explicar as estruturas nao lineares observadas.

Esta contradicdo € um dos principais argumentos (de origem cosmoldgico) a favor da exis-
téncia de um novo tipo de matéria que nao € relativistica (fria) e nio interage com a radiagcdo
(escura), conhecida como matéria escura (ME). Essas caracteristicas fazem que a ME ndo te-
nha pressdo e ndo se acople aos fétons, o que permite seu colapso gravitacional muito antes
do ultimo espalhamento. Para que as estruturas observadas possam se formar, € necessario que
o colapso das inomogeneidades seja dominado pela ME sobre a matéria baridnica, de outra
forma a atracdo gravitacional com os barions (acoplados a radiacdo) impediria a aglomeragao
de matéria. Consequentemente, € de se esperar que €, > €.

A nucleossintese primordial de elementos leves coloca vinculos fortes na quantidade de ba-
rions:

b _ 1o

n=—=-2.10", Quoh* ~ 0.02. (2.36)

Ny Ny
A primeira relacdo em (2.86), vincula a razdo entre o nimero de fétons e barions, que mo-
dificard a maneira em que os fétons e barions se desacoplam entre si. O segundo vinculo em

(2.86), indica que a ME deve ser, principalmente, ndo baridnica (podendo haver uma pequena
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Figura 2.7: Curva da velocidade de rotacdo da Galdxia evidenciando o plateau induzido pela
ME e o decaimento kepleriano. Figura retirada da referéncia [84].

componente escura baridnica, p.e., buracos negros primordiais) [76].
Por outro lado, a existéncia de ME ndo €, unicamente, sugerida por observacdes cosmoldgi-

cas, mas também, por observagdes da dinamica galéctica.

As evidéncias astrofisicas mais representativas sio [76]:

e Curvas de rotacdo de galdxias espirais: o limite Newtoniano da TRG prediz perfis de
velocidades keplerianos, determinados pela massa total dentro de uma esfera delimitada

pelo raio da orbita, isto é,

GM<r
Vi(r) = —=, (2.87)
r
onde,
M., = 4x f p(r)ridr. (2.88)
0

O brilho superficial das galdxias espirais cai exponencialmente, o que indica que M_, é
uma constante. Como consequéncia disso, a curva de rotagido deve se comportar como
v o< r~!/2, De maneira oposta, as observagdes mostram curvas de rotagio que apresentam
um plateau conforme aumenta a distancia galactocéntrica (ver Figura 2.7). Se aceitamos
a teoria de Newton (limite de campo fraco da TRG) como a teoria de gravitagdo correta,

podemos inferir a existéncia de um tipo de matéria ndo luminosa [76, 84].

e Observacoes de raios-X em aglomerados: baseados nas medidas da emissao de raios-X

de aglomerados de galdxias, pode-se estimar a sua massa. Quando estimada a quantidade
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Figura 2.8: Distribui¢do de matéria no Bullet cluster. Os contornos representam a matéria total
que contribui ao campo gravitacional do aglomerado e os pontos cinzas a quantidade
de gés estimada a partir de observacdes em raios-X. Figura retirada da Ref. [87].

de matéria via métodos dindmicos, é encontrado que os aglomerados possuem mais ma-
téria do que pode ser observado. Sendo que a massa total do meio intergaldctico nao é

suficiente para explicar a massa faltante. Tem sido encontrados os seguintes vinculos:
Mgas ~ 11%a Mestrelas ~ 1%’ (289)

o que evidencia que a ME contribui com 88% da massa do aglomerado [85, 86]. Na
Fig. 2.8, mostramos a quantidade de matéria (gds) inferida a partir de observacdes em
raios-X (pontos cinzas) e o centro de massa determinado a partir de lenteamento fraco

(contornos).

2.4 Mecanismos da Aceleracao Césmica

2.4.1 Energia Escura

Como mencionado no texto, a aceleracdo do Universo pode ser explicada dentro do marco
da TRG (ou seja, utilizando a Eq. (2.1)) devido ao efeito de uma nova componente com massa
gravitacional (p + 3p) negativa, a chamada energia escura. No caso do modelo cosmolégico
padrao, este fluido corresponde a densidade de energia do vacuo representado nas equacdes pela
constante cosmoldgica A. A generaliza¢do mais simples deste cendrio, considera a inclusdo de

um campo escalar ¢ definido pela densidade Lagrangiana:
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1
L) = V.V - V(g) (2.90)

e o TME associado a esta densidade Lagrangiana

-2 o(L+-8)
v-g g

onde g € o determinante do tensor métrico e V(¢) o potencial do campo. Dadas as simetrias do

T, (¢) = (2.91)

espaco-tempo FLRW, a densidade e a pressdao do campo sdao

1. 1.
p(¢) = 5¢2 +V e p(¢) = 5¢2 ~V. (2.92)

Produzindo uma fase acelerada quando p + 3p < 0, ou seja, V(¢) > ¢>. Este campo assim
descrito € chamado de campo de quintesséncia. Outros modelos vém sendo explorados, como
¢ o caso da chamada k-esséncia [88]. Deste ponto de vista -independentemente do campo que
seja incluido na parte direita das ECE e com as equacdes assim escritas- a aceleracdo césmica

¢ caracterizada por uma componente dinamica.

2.4.2 Gravidade Modificada

Outra abordagem proposta para explicar a aceleracdo césmica é a modificacdo do lado es-
querdo das ECE, sendo a atual fase acelerada do Universo uma consequéncia geométrica da
variedade espaco-temporal.

As ECE,

Gy = 81GT ) s, (2.93)

podem ser obtidas a partir de um formalismo variacional a0 minimizarmos a acdo de Einstein-
Hilbert,

Sen = fd“x \/__g-EEH - 1671Gfd4x ‘/—_g-[:m(guv,/\/i), Len =R, (2.94)

sendo £,, a densidade Lagrangiana de cada um dos campos de matéria considerados y; € R o es-
calar de Ricci. A partir desta formulagao variacional, podemos construir uma teoria modificada
da gravidade. Para tal fim, estendemos a densidade Lagrangiana adicionando outros invariantes
geométricos ou campos extras de acople gravitacional. Estas teorias de gravidade modificada
(GM) proporcionam equacdes de campo alternativas, o que implica que obteremos diferentes
dindmicas para os mesmos campos de matéria.

Existe uma grande quantidade de teorias de gravidade modificadas. Neste trabalho, apresen-
taremos uma breve descri¢cdo de duas das classes de teorias de GM mais estudadas na literatura
e que serdo importantes para o entendimento da andlise apresentada no Capitulo 6. Na pri-
meira, unicamente se utiliza a métrica para mediar a gravidade, e na segunda, outros campos

sdo introduzidos acoplados aos termos geométricos. Estas classes de teorias ndo sdo indepen-
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dentes, podendo reescrever mediante uma transformacao conforme a primeira classe em termos
da segunda [89].
Teorias tensoriais

Estas teorias utilizam unicamente a métrica para mediar a gravidade. A densidade Lagrangi-

ana ¢ escrita de maneira geral como:

L = L(g}l\/’ aagﬂv, aaaﬂg/w--')- (295)

Um caso particular deste tipo de teorias € a TRG onde a ac¢do de Einstein-Hilbert (2.94) pode
incluir o termo referente a constante cosmolégica.
A generalizacao natural desta Lagrangiana trata-se das chamadas teorias f(R) que consideram

uma fung¢do arbitréria do escalar de Ricci da seguinte forma:
L =f(R)-16nGL,. (2.96)

As equacdes de campo desta densidade Lagrangiana sao

1 R 8nGT,, . [f(R) — Rf'(R)] . [V.V.f'(R) — gD f (R)]
2500wy TS T 2p®) F®) ’

Gy =R, - (2.97)

com f'(R) = df/dR. O segundo membro desta equacdo interpreta-se como se fosse um TME
efetivo, 87rGT,5f,f ). No caso particular do universo de FLRW, as EF generalizadas obtidas a
partir das Egs. (2.97) ttm a mesma forma que na TRG (2.26, 2.27) quando identficamos,
P = Def = Pm+ Pc€P = Pef = Pm + pe. Onde p, € p, s@o a pressio e a densidade da

matéria, e onde a pressao p. e a densidade p. associadas a curvatura sao dadas por:

_ 1 g ’ Wl 52 ///_l _ /
Pe = S7G [2aRf +Rf"+R + f 2[f Rf]], (2.98)
_ ! l -R '—321'2 " 2.99
p”_87rGf’ 2[f f af]- (2.99)

Esses termos podem induzir uma aceleragdo césmica dependendo da fun¢do f(R).

A extensao das teorias f(R) consiste na inclusio de outros invariantes de curvatura, por exem-
plo o escalar de Kretschmann R’ R,,; ou o tensor de Ricci contraido consigo mesmo, R R 5.
Nestes modelos, a densidade Lagrangiana possui uma fun¢do arbitrdria destes invariantes geo-
métricos,

L= f(R,R™”Rup3, R*"°Ropys5) — 167G L., (2.100)

Uma destas extensdes da gravitacdo € a teoria de Gauss-Bonnet, onde a densidade Lagrangiana

estd dada por:
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L=LR.G), G=R —4RPR.s+RPRep,s. (2.101)

Teorias escalar-tensoriais

Este tipo de teorias contém campos extras acoplados aos termos geométricos da agdo. O
mecanismo mais simples para mediar a gravidade € um campo escalar. Portanto, a densidade

Lagrangiana € escrita como:

L = L(8uy» 0a8uvs 008y -r §: 0u). (2.102)

Um exemplo desta classe de teorias acopla o escalar de Ricci com uma fungdo do campo tal

que

L = ¢(PR - o(p)VupV-p - 2V(¢). (2.103)

Nesta equacdo, ¢(¢), o(¢) sdo fungdes arbitrarias do campo ¢. As equagdes de campo para esta

Lagrangiana sdo:

S($)Gyy + (800 — V,V,)s(9) = 87GT,,, + T, (2.104)

e a equacdo de movimento do campo

1 1
o(@)ng =V’ - FS@VIPV, — 5§'(¢)R- (2.105)

O TME na Eq. (2.104) esta definido como

1 1%
TS =0 [V“Wm = 58w (V”¢Va¢ - 25)] ) (2.106)

Para deduzir as equacdes de campo neste classe de teorias, foi utilizado o formalismo métrico,
isto €, que a variagdo da acdo € realizada considerando somente as variacdes do tensor métrico
8uv- Enquanto, as conexdes I'; sdo as conexdes de Levi-Chivita.

Como ja foi mencionado, as teorias tensoriais e teorias escalar-tensoriais nao sao indepen-
dentes, podendo escrever as primeiras como uma teoria escalar-tensorial com um acoplamento
ndo minimo entre o campo e o tensor de Ricci. Como caso particular, podemos expor que a

minimizacao da ac¢do para uma teoria com Lagrangiana

L=R+fW)+ fW)(R-y), (2.107)

implica que ¥ = R, fazendo com que as equacdes de campo se obtenham minimizando a ag¢do

simplificada com densidade Lagrangiana

L =R+ f(R), (2.108)
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correspondente a uma teoria f(R) arbitrdria. Analogamente, este mecanismo pode ser utilizado
levando em conta outros invariantes (R*Rg, R¥Y°Rp,5).

Da mesma maneira que tém sido adicionados campos escalares para mediar a gravidade,
também podem ser consideradas teorias em que a mediacdo € levada em conta com campos
vetoriais, as chamadas teorias vetorial-tensoriais, ou outras mais gerais como as teorias escalar-
vetorial-tensoriais [89].

Temos, entdo, que o principal desafio deste tipo de teorias é explicar a dindmica cOsmica,
porém, satisfazendo as fortes restricoes impostas pelos testes de gravidade realizados no sistema
solar. Isto significa que independentemente do mecanismo que descreve a aceleragdo césmica,
este deve ser totalmente atenuado (screened) em sistemas locais e densos, onde a gravitacdo
Newtoniana funciona com grande precisao.

Existe uma grande variedade de modelos que em escalas suficientemente grandes reproduzem
a dinamica de background do modelo ACDM (explicam a aceleracdo cosmica) e satisfazem os
vinculos da dindmica no universo local. Porém, sdo esperadas anomalias no crescimento das
estruturas em escalas intermedidrias, o que permitird a detec¢ao de efeitos relevantes em escalas
da ordem de Mpc detetaveis em levantamentos futuros [90].

Nos seguintes capitulos, estudaremos alguns métodos que permitem a reconstru¢do de fun-
coes a partir de dados observacionais, sem a necessidade de assumir um modelo cosmolé-
gico.Com esta informagao pretendemos testar a validade das hipéteses fundamentais (como a
homogeneidade e isotropia do Universo), a TRG (como teoria de gravitacao), e também, distin-

guir entre modelos de GM.



3 Reconstrucoes Paramétricas
e Nao-Paramétricas

Neste capitulo, iremos descrever e estudar métodos estatisticos utilizados para extrair infor-
macdo de um conjunto de dados, com o objetivo de obter uma curva continua que represente o
observavel analisado. Este processo de andlise, em que um conjunto de dados é modelado por
uma curva, é chamado de andlise de regressdo ou reconstrucao*. De maneira geral, podemos
considerar dois tipo de métodos de regressdo, conhecidos como métodos paramétricos € nao
paramétricos. No presente texto, iremos explorar as reconstru¢des nao paramétricas. Feito isto,
nos capitulos posteriores, utilizaremos as regressdoes ndo paramétricas para analisar as quanti-
dades de interesse na descri¢do e evolugdo do Universo.

Para introduzir a anélise de regressdo (paramétrica e ndo paramétrica), assumimos que 0s
dados observacionais ou observacdes sdo medidas de uma varidvel continua e aleatdria Y em n
valores predeterminados de uma varidvel continua e independente X. Sejam (X;, ¥;),i =1, ..., n,
o conjunto de valores das varidveis X e Y depois da realizacao de um experimento (medi¢do). A
varidvel X € chamada de preditor ou varidvel independente’. A varidvel Y é chamada varidvel
objetivo (target ou object variable) ou dependente * [91]. Assume-se que estas duas varidveis

tém uma relagdo intrinseca

Y =m(X) + e, 3.1

onde m € uma funcdo desconhecida e € é uma varidvel aleatéria gaussiana que caracteriza o erro
das medi¢des. Desse modo, os dados sdo o conjunto de valores (X;, Y;), i = 1,...,n criados a

partir da relacdo (3.1),

Em textos de estatistica a modelagem de dados € chamada de andlise de regressao, enquanto na literatura em
que a sua aplicag@o envolve observaveis cosmolégicos tem sido, comumente, utilizado o termo reconstrugao.
O termo varidvel independente pode ser em ocasides inapropriado, uma vez que a varidvel X pode depender
de outras varidveis ou inclusive os elementos de X podem depender deles mesmos (correlacio).

Novamente, esta nomenclatura pode ser inexata posto que a varidvel ¥ nem sempre depende completamente
de X.

36
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Y,’ = m(X,) + €, (32)

sendo ¢ cada uma das realizacoes da varidvel e com média zero, varidncia determinada e descor-
relacionadas®. Portanto, o objetivo da andlise de reconstrugiio é obter uma curva que represente
de maneira confidvel a funcdo desconhecida m. Esta curva resultante /72 ¢ chamada de recons-
trucdo, funcdo ou curva de regressao ou estimador de m [91].

A determinac¢do de uma metodologia adequada para o modelo 77 dependera dos pressupostos
que podemos fazer sobre este modelo. Uma reconstru¢ao paramétrica pressupde que a forma de
m € conhecida exceto por um nimero finito de parametros desconhecidos, também chamados
coeficientes de regressdo. Formalmente, € assumido que existe um vetor 5 = (B4, ...,8,) € R’ e
uma func¢ido m(X, B), tal que m(X) = m(X,B). Portanto, a reconstrucdo paramétrica consiste em
estimar os valores das componentes do vetor 5 [92].

As reconstrugdes paramétricas cuja forma funcional pode ser escrita como

p
Y= BmX) (3.3)

=1
sdo chamadas regressoes lineares, onde as funcdes y;(X) sdo arbitrdrias e conhecidas. Esta
linearidade refere-se a relagdo entre a varidvel dependente Y e os parAmetros da equagdo g,
independentemente das fungdes y;(X). Nestes casos a solu¢ao de um sistema linear de equacoes
proveé os valores dos paradmetros. Por outro lado, quando a Eq. (3.3) possui uma forma geral em
arelacdo de Y e B, a regressado € dita ndo linear [91, 92].

A anélise paramétrica consiste na utilizacdo de uma metodologia adequada para determinar
os parametros do modelo que melhor se ajustam aos dados, como por exemplo o método de
minimos quadrados ou de médxima verossimilhangca. O resultado desta andlise é uma curva
selecionada, geralmente suave, a partir de uma familia de curvas permitidas pelo modelo e que,
de alguma maneira, descrevem os dados. Esta abordagem constitui o método mais explorado
na andlise de dados na ciéncia em geral, o que ndo difere do que € realizado na andlise em
cosmologia.

Outra abordagem que pode ser utilizada para a reconstrucao de um observavel € a técnica ndo
paramétrica. Estes métodos permitem uma grande flexibilidade na forma em que se relacionam
as variaveis X e Y e em particular ndo é assumida uma forma funcional especifica para /2. Uma
reconstru¢do ndo paramétrica supde, unicamente, que a regressao pertence a alguma colecdo
infinita de funcdes [92]. Por exemplo, o conjunto de fun¢des com condi¢des de diferenciabi-
lidade especificas (C', C?, ...,C"). Embora as reconstru¢des paramétricas podem possuir estas
caracterizas de diferenciabilidade, a forma funcional de /7 €, consideravelmente, mais restrita.

Uma diferenca importante entre os métodos de reconstrugdo paramétrico € ndo paramétrico

€ o respectivo grau de confianc¢a nas informacdes sobre 7z obtidas do experimentador e dos da-

§ Como veremos mais adiante neste capitulo, alguns métodos levam em conta a possibilidade dos dados estarem
correlacionados.
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dos. Para especificar o modelo de reconstru¢do ndo paramétrico, o experimentador escolhera
um espaco de fungdes apropriado que se acredita que contem a curva de regressdao desconhecida
m. Os dados sao utilizados para determinar um elemento deste espaco de fungdes que € repre-
sentativo da curva de regressdo desconhecida. Contrariamente, em um modelo paramétrico, o
experimentador escolhe uma possivel familia de curvas do espago de todas as curvas e insere
esta escolha no processo inferencial. A informagdo que os dados podem fornecer em relacao ao
desenvolvimento do modelo € restrita ao que pode ser extraido dos dados através dessa forma
paramétrica assumida. Sendo assim, € esperado que os resultados obtidos a partir desta abor-
dagem possuam um viés produto da escolha arbitrdria da forma funcional que os representa
[92].

As técnicas de regressao nao paramétrica dependem mais dos dados para obter informacdes
sobre /m do que a regressdo paramétricas, evitando também o possivel viés devido a uma escolha
incorreta da forma funcional de /7. Em contrapartida, a utilizagdo destas reconstru¢des implica
uma perda na eficiéncia que produziria um modelo paramétrico adequado, bem como, a perda
na interpretacao direta dos resultados na auséncia de parametros de um modelo.

Em algumas situagdes, os modelos paramétricos apresentam vantagens. Os métodos infe-
renciais correspondentes sdo, em geral, eficientes. Além disto, os parametros podem ter algum
significado fisico que os torne facilmente interpretaveis. Outra vantagem fundamental dos mé-
todos paramétricos refere-se a estimativa do erro quadratico esperado, que decai proporcional
ao niimero de dados como n~!'. Este comportamento do erro é vélido quando a forma funcio-
nal escolhida € apropriada. Caso isto ndo ocorra, a relacdo entre o erro € o nimero de dados
ndo € mantida e os resultados obtidos com um método ndo paramétrico podem ser superiores
[50, 48, 92]. O uso de um modelo paramétrico inapropriado pode ser perigoso no sentido de pro-
duzir inferéncias enganosas ou incorretas sobre a curva de regressdo. Na Ref. [93], utilizou-se a
metodologia de reconstrucdo nio paramétrica para demonstrar que certos modelos paramétricos
aplicados a um problema especifico ignoravam caracteristicas importantes do comportamento
dos dados.

Para ilustrar de maneira breve as vantagens das reconstru¢des ndo paramétricas € a possi-
bilidade de resultados peculiares quando utilizamos métodos paramétricos, apresentamos dois
exemplos de andlise de dados reais e simulados.

Exemplo 1

Considera-se o valor médio mensal da taxa de cAmbio entre o ddlar e o iene desde fevereiro
de 1987 até maio de 1999. Estes dados estdo aparentemente caracterizados por uma grande
variagdo de periodo longo e uma variacdo fina de rdpida oscilacdo (ver Fig. 3.1). Estas duas
classes de variagcdes evidenciam diferentes tendéncias econdmicas e, portanto, a separagao dos
dados nestes dois tipos diferenciados de comportamento proporciona um entendimento mais
claro do sistema.

Estes dados podem ser analisados com diferentes métodos. Um deles € o cdlculo do valor

médio local dos dados chamado média dinamica (moving average). Contudo, a reconstrucao
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Figura 3.1: Valor médio mensal da taxa de cambio entre o ddlar e o iene entre fevereiro de 1978
e maio de 1999. Figura retirada da Ref. [91].
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Figura 3.2: Ajuste do valor médio mensal da taxa de cambio entre o d6lar e o iene em termos de
séries de Fourier. O painel esquerdo corresponde ao meses de fevereiro de 1978 até
maio de 1999. O painel direito corresponde aos primeiros 80 meses deste periodo.
Figura retirada da Ref. [91].

m resultante desta andlise nao € compativel com os dados, apresentando vales onde os dados
mostram cristas e vice-versa. O comportamento peculiar da reconstru¢do pode ser causado ao
ignorarmos conceitos tedricos como alguns ciclos econdmicos com diferentes periodicidades.
A existéncia de ciclos econdomicos motiva a descri¢do destes dados em termos de séries de
Fourier. Estas séries sdo facilmente interpretaveis e, geralmente, dteis para descrever fendmenos
periddicos. Entretanto, os resultados obtidos com a expansdo da taxa de cambio em séries de
Fourier ndo sdo essencialmente compativeis com os dados. Estes resultados s@o mostrados na
Fig. 3.2.

A andlise destes dados pode ser melhorada ao aplicarmos o método ndo paramétrico conhe-
cido como smoothing splines (ver secao 3.2). Contrariamente ao caso das séries de Fourier, a

utilizagdo de splines permite a variacao continua do grau de suavidade da curva . Os resultados
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Figura 3.3: Ajuste do valor médio mensal da taxa de cambio entre o d6lar e o iene em termos
de splines. O painel esquerdo corresponde ao meses de fevereiro de 1978 até maio
de 1999. O painel direito corresponde aos primeiros 80 meses deste periodo. Figura
retirada da Ref. [91].

da andlise com splines sdo apresentados na Fig. 3.3 [91].

Exemplo 2

Neste exemplo, mostraremos que, em algumas situagdes, reconstru¢des paramétricas de 7
podem produzir resultados andmalos, inclusive com dados gerados utilizando a mesma forma
funcional da regressao proposta, em outras palavras, quando m e i pertencem a mesma familia
de funcdes. Usualmente, polindmios e séries de Fourier (séries de fun¢des trigonométricas)
sdo utilizados para realizar regressoes, embora elas ndo representem exatamente o fendmeno
que gera os dados. Considera-se que as reconstrucOes finais com estas formas paramétricas
descrevem aproximadamente o fendmeno nao especificado (ndo se conhece a relacao funcional
real m que gera os dados).

Quando a funcao real m é conhecida suporiamos que a andlise de regressdo de /1 deveria ser
realizada com a mesma forma funcional, sem a necessidade de explorar outras parametrizacgoes.
Como veremos a seguir, esta afirmacao nao tem validade universal .

Consideremos um conjunto de dados simulados tal que a varidvel independente estd igual-

mente espagada,

X; =0.02i, com (1<i<50) (3.4)

e se relaciona com a varidvel dependente Y via um polindmio de sétimo grau,

Y, =05+X,- X7 +X - X'+ X - X+ X +¢, (3.5)

onde € é uma varidvel randdomica com distribuicdo gaussiana N(0,0.5*)!. Na Fig. 3.4(a), é

mostrado o comportamento da Eq. (3.5) sem levar em conta o erro ¢ (medidas totalmente

T N(u,0?): distribui¢io normal com média u e variancia o
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perfeitas) e na Fig. 3.4(b), € apresentado o conjunto de 50 dados simulados com as caracte-
risticas anteriormente descritas. Realizando um andlise de minimos quadrados, é ajustado um
polindmio de sétimo grau (esperado que represente os dados realisticamente) e um polindmio
de segundo grau. Os melhores ajustes destas duas curvas sdo apresentados na Fig. 3.4(c) e (d).

Com o objetivo de estimar a predizibilidade destas duas regressoes, sdo efetuadas 1000 rea-
lizagcdes de conjuntos de 50 dados utilizando a Eq. (3.5). O estimador da predizibilidade das

reconstrucoes utilizado é

1 1000 1 50
Eped = —— ¥ = » (X)) - ¥, 3.6
pred 10002502(’"( )- ) (3.6)

onde Yl.(j) € o i-ésimo dado da j-ésima realizacdo. Este estimador corresponde ao erro quadré-
tico médio do conjunto de dados e de todas as realizagdes. Portanto, valores menores de E .y
implicam uma melhor predizibilidade. Note que unicamente foram ajustados os polindmios
de segundo e sétimo grau com o primeiro conjunto de dados simulados (Fig. 3.4(a)), e estas
reconstrucdes foram utilizadas para estimar a confiabilidade na predicdo de dados futuros (si-
mulagdes). O valor do estimador E,,., encontrado para o polindmio de sétimo grau € 0.288,
enquanto para a funcdo quadrética € 0.260. O que evidencia uma melhor predizibilidade para
um polindmio diferente ao utilizado para gerar os dados e, inclusive, de menor grau.

Este exemplo mostra que embora os dados sejam gerados com uma equacdo conhecida, nem

sempre esta mesma parametrizacao € aplicavel para descrever o fendmeno [91].

Note-se que, embora os modelos de regressdao paramétrica e ndo paramétrica representem
abordagens distintas da andlise de regressdo, isso nao significa que o uso de uma abordagem
exclua o uso da outra. Técnicas de regressdo nao paramétrica podem ser utilizadas para testar
a validade de um modelo paramétrico proposto. Inversamente, pode ser que a forma de uma
curva de regressao obtida por técnicas ndo paramétricas sugerird um modelo paramétrico apro-
priado para uso em estudos futuros. Assim, os procedimentos de regressdo nao paramétrica
podem representar o estdgio final de anélise de dados ou simplesmente uma etapa exploratoria
ou confirmativa no processo de modelagem [92].

Desse modo, foi possivel observar que as técnicas de regressdo paramétrica e nao paramétrica
representam duas abordagens diferentes para o problema da anélise de regressdao. Modelos
paramétricos requerem informacdes quantitativas muito especificas do experimentador sobre
a forma de /. Tais informagdes geram restricdes sobre o que os dados podem nos fornecer
sobre a funcdo de regressd@o. Os modelos paramétricos sdo mais apropriadas quando hd uma
teoria ou conhecimento a priori que fornecem informagao detalhada sobre o processo em estudo.
Em contrapartida, as técnicas de regressdo nao paramétrica confiam no experimentador para

fornecer apenas informacdes qualitativas sobre 771 € permitir que os dados falem por si mesmos
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Figura 3.4: Simulacio e ajuste de dados a partir de um polindmio de sétima ordem. (a) Corres-
ponde ao polindmio utilizado para simular os dados sem incluir o erro da medida.
(b) Conjunto de 50 dados simulados a partir da Eq. (3.5). (¢) Ajuste de um polind-
mio de sétimo grau aos dados do painel anterior. (d) Ajuste de um polindmio de
segundo grau aos dados do painel (b). Figura retirada da Ref. [91].

sobre a forma real da curva que representa o fendmeno. Além disto, as reconstru¢cdes nao
paramétricas permitem (geralmente) o controle continuo do grau de suavidade que possui a
regressdo /1. Esses métodos sao mais adequados para inferéncias em situacdes onde ha pouca
ou nenhuma informacao prévia disponivel sobre a curva de regressao [92, 94].

Cabe ressaltar que os métodos nao paramétricos também possuem parametros que devem ser
ajustados para otimizar a descri¢do dos dados. Contudo, e contrdrio aos métodos paramétricos,
nestas reconstru¢des o nimero de parametros ou o valor deles ndo sdo quantidades de relevancia
fundamental na andlise estatistica. Usualmente, tanto o valor quanto o nimero de pardmetros

sa0 obtidos ao minimizar a fungao de risco ou erro quadratico médio (EQM) de /1 definido por:

EQM[in] = E[(7(x) — m(x))’], (3.7

onde E[W] representa o valor médio de uma quantidade W. Esta expressao pode ser reescrita

em termos do viés e da variancia da reconstrucao 7,

EQM[i(x)] = (Viés[Ar](x))* + Var[(x)], (3.8)
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sendo o viés

Viés[m(x)] = E[f(x)] — m(x) (3.9

€ a variancia

Var[/(x)] = E[(7u(x) — E[(x)])*]. (3.10)

Na secdo a seguir, apresentaremos alguns dos métodos ndo paramétricos mais utilizados na

literatura, com €nfase nos métodos: Processos Gaussianos e Suavizacdo Nao Paramétrica

3.1 Analise das Componentes Principais

A Anélise das Componentes Principais ou Principal Component Analysis (PCA) € um método
de reconstrucdo proposto por Karl Pearson, em 1901. Este método consiste na transformacgao
ortogonal de um conjunto de varidveis (parametros) que descrevem uma colecdo de dados em
um conjunto de parametros descorrelacionados na nova base. Este método torna-se essenci-
almente util quando a dimensao da base de fun¢des utilizadas na reconstrucio € reduzida aos
parametros que sao fortemente vinculados pelas observacdes, ou seja, 0s parametros com me-
nor erro. O nimero de parametros que devem ser utilizados é obtido pela minimizacao do risco
da reconstrucao (Eq. (3.8)). Abaixo explicaremos com mais detalhes em que consiste esta
abordagem:

Seja m(z) uma quantidade de interesse escrita em termos de um conjunto de fungdes arbitra-

rias ¢;(z) e B; seus respectivos coeficientes, tal que

N
m@) = ) bici(2). 3.11)
i=1

A andlise estatistica desta regressdo com os dados observacionais permite o cdlculo da matriz de
covariancia Cz dos parametros ;. Assim, € possivel encontrar uma base de fungdes ortonormais
ei(2) tal que a expressao linear de m(z) (3.11) seja reescrita de modo que 0s novos parametros

a; estejam descorrelacionados, isto é,

N
m@) = ) ae), (3.12)
i=1

onde a nova matriz de covariancia Cy é diagonal. Devido a ortogonalidade das fung¢des, os

parametros «; satisfazem a relagdo:

a; = fm(z)ei(z)dz. (3.13)

Computacionalmente, a matriz de covariancia pode ser calculada de maneira rapida com a rela-
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low redundancy high redundancy

Figura 3.5: Espetro de possiveis redundancias na descri¢do de um conjunto de dados utilizando
dois parametros. Figura retirada da Ref. [95].

¢do C = F~!, onde F é a matriz de Fisher dos parAmetros,

ij = %—L(ﬁ), (3.14)
dpidp;

e L(p) é a distribui¢io de probabilidade do conjunto de pardmetros p. A informagdo dos modos
melhor vinculados pelas observacdes est4 contida na matriz Cy. Esta informacio permite esco-
lher os modos que descreverdo a funcdo m(z) reduzindo a dimensao do espaco paramétrico. Na
Fig. 3.5, apresenta-se de maneira esquematica a funcionalidade de trabalharmos com coeficien-
tes de regressdo descorrelacionados, de tal forma que a expansao de m(z) nao utilize informacgao
redundante. No painel (c¢) da Fig. 3.5, é desnecessdria a regressao dos dados utilizando dois
parametros visto que eles encontram-se altamente correlacionados.

Na Ref. [96], utiliza-se uma fun¢do constante definida por partes em N intervalos para mo-
delar o parametro de desaceleracio. Com esta abordagem, as fungdes ¢; sao definidas como
ci(z) = 1 dentro do intervalo z; e ¢;(z) = 0 fora dele. O valor do coeficiente 5; determina o valor
de m(z) em cada intervalo. No limite em que N — oo a fungdo m(z) € totalmente arbitréria.
Realizando o processo mencionado anteriormente com 157 dados de SN Ia [97], obtém-se uma
nova base de funcdes com coeficientes descorrelacionados e utiliza-se os modos de menor va-
riancia. Na Fig. 3.6, mostra-se os componentes principais melhor vinculados para exemplificar
o processo da mudanca de base c;(z) para e;(z).

Um problema potencial do método de PCA em cosmologia € o efeito dominante em altos
redshifts das componentes principais fortemente vinculadas em baixos redshifts. Este efeito
produz estimativas enviesadas em altos z. Comumente, tem sido utilizada uma fun¢do descon-
tinua definida por intervalos, embora, este problema mantenha-se para outras bases utilizadas
[50].
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Figura 3.6: As seis componentes principais melhor vinculadas do pardmetro de desaceleracdo
utilizando uma funcdo constante definida por tragos. Figura retirada da Ref. [96].

3.2 Splines

Uns dos métodos ndo paramétricos mais utilizados na interpolacio de dados € o spline. Este
tipo de regressao consiste em uma fun¢do definida por partes, onde em cada um dos subinter-
valos, a funcdo € representada por um polindmio. Devido a sua simples implementagado e as
suas propriedades de diferenciabilidade, ¢ comum o uso do spline cibico, ou seja, a definicao
de polindmios de terceiro grau em cada subintervalo. Este tipo de spline € realizado da seguinte
maneira:

O primeiro passo consiste na defini¢do do intervalo de reconstrucdo, isto é, o dominio da
funcdo D = [Zyins Zmax], sendo estes os valores minimo e maximo da varidvel dependente. Em
seguida, devem ser definidos os subintervalos em que é dividido o dominio D. Nos casos em
que estes subintervalos sdo de igual tamanho, o spline é chamado de uniforme e quando isso

nao ocorre, o spline € ndo uniforme. A regressdo € definida por tragcos

Po(z) = ao(z — 20)* + bo(z — 20)* + co(z — 20) + dp 7 € [20,21)
40 = 1@ =aiz—z) + bz -2 + iz — 1) +di z€[z21,22)

pn—l(Z) = an—l(z - Zn—l)3 + bn—l(Z - Zn—1)2 + cn—l(Z - Zn—l) + dn—l € [Zn—lazn]a

sendo 20 = Zyins Zn = Zmax» Pi O polindmio cubico definido no intervalo i-ésimo e as constantes
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d; sdo os valores da fun¢do em cada ponto z,. Os n + 1 limites dos n subintervalos (z;) sdo
conhecidos como nds (knots). Cada um destes polindmios estd definido por 4 parametros (a;,
b;, ¢; e d;), portanto a reconstru¢do ¢ terd um total de 4n coeficientes a serem determinados.

Impondo a condi¢do de continuidade da func¢do, e sua primeira e segunda derivada continuas,

Pir1(Ziv1) = pizin)s (3.15)
Pini@iv1) = Pi(zic1), (3.16)
Pia@ic) = pl i), (3.17)

que correspondem a 3(n — 1) vinculos sobre os n — 1 nés internos (z;, i € [1,n — 1]). Adicional-

mente, impomos condicdes de fronteira no segundo e pendltimo nd, tal que

A

4o’ @) =q" @) e G, 5zn1) =G, 1 (Zn-1). (3.18)

Com isto, o processo de regressao se reduz a determinagdo dos valores de § em cada um dos
nds, ou as componentes do vetor Q = {dy, ...,d,} = {gq;}. Finalmente, o vetor Q ¢ ajustado com
os dados disponiveis.

O erro de interpolacdo para um spline ctibico tem limite superior proporcional a distancia
maxima entre nds consecutivos elevada a quarta poténcia e proporcional a quarta derivada da
fungdo com respeito a varidvel dependente. Este resultado implica que um maior nimero de
nos produziria reconstrugdes de menor erro. Todavia, um incremento desmesurado do nimero
de nés, ou de subintervalos, conduziria a uma funcao sobreajustada com excessivo nimero de
parametros. Sendo que a melhor escolha do niimero de nds corresponderia a dados satisfatori-
amente ajustados por polindmios cibicos em cada um dos » intervalos. Esta escolha pode ser
realizada testando varios valores de n.

Em conclusdo, o método de splines constitui uma melhora significativa a utiliza¢do de fun-
coes definidas constantes por intervalos, a qual precisa de um maior nimero de intervalos para

atingir a mesma ordem do erro da reconstrucao.

3.3 Processos Gaussianos

Um Processo Gaussiano (Gaussian Process) (PG) € a generalizagdo de uma distribuicao
gaussiana de uma varidvel aleatéria para um espago de funcdes. Seja f a funcdo resultante
de um PG. O valor da fun¢do em qualquer ponto x € uma varidvel aleatéria de média u(x) e
variancia Var(x). O valor da funcdo em um ponto do dominio x depende do valor de f em
todos os outros pontos X do dominio. Como € intuitivo, esta dependéncia aumenta conforme a

distancia entre estes dois pontos diminui. Esta correlagcdo estd determinada pela matriz

cov(f(x), f(X)) = k(x, %), (3.19)
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onde k(x, X) € uma fun¢do escolhida para representar a covariancia. Com isto, a distribui¢do de

fungdes fica determinada pelo valor médio de f e a covariancia k(x, X),

EBLf(0)], (3.20)
E[(f(x) = p())(f (%) — u(X)], (3.21)

u(x)
k(x, %)

e a variancia num ponto x dada pelo valor k(x, x). Este PG € escrito como

f(x) ~ GP (u(x), k(x, X)) . (3.22)

Diferentes funcdes podem ser selecionadas como covariancias desde que sejam simétricas
com respeito aos seus dois argumentos e ndo negativas. A forma mais simples € o valor da
distancia entre os pontos x e X. Outras formas podem ser utilizadas, como uma exponencial

quadrética

=2
u) . (3.23)

k(x, %) = 0'? exp (— Tz
Esta expressao tem a vantagem de ser infinitamente diferencidvel para qualquer valor de x e X, o
que € de grande importincia ao reconstruirmos as derivadas de f. A Eq. (3.23) € definida de tal
forma que depende de dois hiperparAmetros, cada um deles associado com uma caracteristica
de f. Como pode ser concluido com as definicdes acima mencionadas, o hiperparametro o ¢
estd fortemente associado ao erro da reconstru¢do. Enquanto o segundo hiperparametro, esta
mais relacionado com a suavidade de f.

Dado o conjunto de dados {Y, X} = {x;, y;}, a matriz de covaridncia entre os valores de X esta
dada por [K(X, X)];; = k(x;, x;) e o conjunto pode ser descrito por um PG assumindo a validade
da Eq. (3.2). Para um valor especifico da varidvel X, a funcdo reconstruida corresponde a
uma distribuicdo normal, nds adicionamos a matriz de covaridncia dos dados C a funcao de

covariancia escolhida tal que
y~N@ KX, X)+C), (3.24)

onde N representa a distribui¢do gaussiana de uma varidvel aleatéria e g o valor médio da fun-
¢ao assumido a priori em cada ponto X. Quando os dados sdo descorrelacionados, a matriz C
terd forma diagonal com os valores das variancias de cada dado o2. Agora, seja f* os valores
de f (desconhecidos) que nds queremos reconstruir € X* os respetivos valores da varidvel inde-

pendente. Os PGs combinados dos dados considerados e dos valores que desejamos reconstruir

R

I Esta denominacio € utilizada para enfatizar que a forma da fungio néo esta totalmente determinada por estes
coeficientes.

sdo escritos como:

KX, X)+C KX, X
KX,X) KX',X)

J7i

| (3.25)
J7i
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Neste ponto, o processo de reconstrucao se reduz ao célculo da distribuicdo condicionada de
f* dado y, f*|y. Para simplificar a notagdio, definimos K = K(X,X) + C, K* = K(X, X*),
K™ = K(X*,X")e

K K
K*T K** :

(3.26)

Esta € uma matriz quadrada (n + n*) X (n + n*), onde n € o nimero de dados e n* 0 nimero de

pontos da fungdo que queremos reconstruir. A distribuicao de probabilidade conjunta é:

Y—H
f*_ﬂ*

PO, f) = G-w' ()| K

1 1
-= . 3.27
(2m)N/2 y/det(K) =P { 2 [ } G:27)

A partir desta expressao e utilizando elementos da dlgebra matricial e as propriedades das dis-

tribuicdes gaussianas de vdrias varidveis, podemos calcular a distribui¢ao marginalizada de y,

p(y) = f p(y, fHdf* (3.28)

e finalmente a distribui¢do de probabilidade condicional

aon PO
p(fly) = o)
- S [—1<f* ~ T v - )
T Qryivae@ Pl 2
= N(f*, cov(f)), (3.29)
onde
= +KTK ' (y-p (3.30)
c
cov(f) = K* - K'"TK'K*. (3.31)

O erro da reconstrugdo, ou variancia, corresponde aos valores da diagonal desta matriz**.

Um aspecto importante que pode ser visto a partir destas equagdes € a dependéncia do va-
lor esperado da fungdo reconstruida f* e o valor médio p proposto a priori . Como veremos
no capitulo seguinte, esta funcdo média afeta grandemente os resultados. A abordagem mais
conservadora € utilizar uma fungdo constante (u(x) = 0).

Analisando a variancia da reconstrucao (elementos diagonais da Eq. 3.31), e visto que a
covariancia € definida positiva (3.23), ou seja, K™ > 0 e K* > 0, o erro mdximo € atingido
quando K* — 0. Isto corresponde aos casos em que os pontos x* em que f € reconstruida
encontram-se longe de todas as observacoes [99].

Por ultimo, € necessario conhecer os valores dos hiperparametros. Este processo pode ser

ek

Para uma dedug@o exaustiva destas expressdes, ver as Refs. [98, 52]
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Figura 3.7: Efeito dos hiperparametros da Eq. (3.23) na reconstru¢io de uma fung¢ao via Proces-
sos Gaussianos. A regido sombreada corresponde ao intervalo de confianca de 1o
enquanto a linha sélida representa o valor esperado da reconstrucao. Os valores dos
hiperparametros e do erro na simulac@o dos dados sdo: (/,0f,€) = (1,1,0.1) painel
(@); (I,0¢,€) = (0.3,1.08,0.00005) painel (b); (/,0¢,€) = (3,1.16,0.89) painel (c).
Figura retirada da Ref. [98].

realizado ao maximizarmos a funcdo de verossimilhanga (likelihood) das observacdes dada a

matriz de covariancia e o modelo prior. Esta distribui¢do de probabilidade é:

L

p(le, gy, f)

1 1 _
= exp (—5 (0 -k y -] (3.32)

2y 12 yJdet(K)

Por motivos de eficiéncia computacional, € mais conveniente a maximizagdo do logaritmo da

equacao anterior.

Obtidos os valores dos hiperparametros, podemos calcular o valor esperado da fungado re-
construida e a sua covariancia com as Eqgs. (3.30) e (3.31), respectivamente. Na Fig. 3.7,
mostra-se o efeito que tem a variagdo dos hiperparametros da Eq. (3.23) para um conjunto de
dados com distinto erro € (assumido gaussiano). Na Fig. 3.7(a), os valores dos hiperparametros
e do erro das observagdes sdo (/,of,€) = (1,1,0.1), obtendo um bom ajuste. Na Fig. 3.7(b),
a reconstrugdo e a simulag¢@o de dados € feita com o conjunto (/, o, €) = (0.3,1.08,0.00005).
Ainda nesta figura, o valor de [ foi reduzido em 70%, o que produz uma curva mais acidentada.

O pequeno valor de € faz com que o valor médio da curva (linha sélida preta) seja finamente
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Figura 3.8: Comparacdo da fung@o prior com a funcido a posteriori (reconstrucao) para um
conjunto de dados simulados. Figura retirada da Ref. [55].

compativel com os dados e que a variancia da fun¢do nestes pontos seja minima. Evidente-
mente, os hiperpardmetros (/, o) ndo estdo optimizados para esse conjunto de dados com erro
€ = 0.00005. Por dltimo, na Fig. 3.7(c), os valores de / e € sdo aumentados, produzindo uma

curva de variagdo mais suave -o que estd associado ao valor de /- e de maior variancia.

Em suma, a reconstru¢do de uma funcéo através de um PG € efetuada com os seguintes passos
[55]:

e Selecao dos dados com seus respetivos erros ou, de maneira geral, sua matriz de covari-

ancia;
e Selecao da matriz de covariancia entre os pontos da reconstru¢ao (exponencial quadratica
no caso apresentado neste texto);

e Escolha dos pontos do dominio em que vai ser reconstruida a funcao;

e Selecdo de uma fungdo prior u(x). Com o objetivo de minimizar o viés da regressdo, é
recomendavel utilizar uma fungdo constante (u(x) = 0) devido a flexibilidade do método

para se adaptar ao comportamento dos dados [55, 98];

e Maximizagdo da distribuicdao de verossimilhanca dos dados, Eq. (3.32), em fun¢@o dos

hiperparametros;

e (Célculo do valor esperado e da covariancia de f* com as Egs. (3.30) e (3.31), respectiva-

mente.

Uma comparagdo entre a funcdo média prior e o resultado da reconstrucdo € apresentada na
Fig. 3.8.
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3.3.1 Derivadas de uma reconstrucao via Processos Gaussianos

A derivada de uma funcio pode ser estimada considerando que ela é de novo um processo
Gaussiano. Mantendo igual a covariancia entre os dados, € necessario também calcular a cova-
ridncia entre os pontos da fun¢do e da sua derivada, e a covariancia entre os pontos da derivada

em si. Estas covaridncias sio obtidas pela diferenciacdo direta da matriz de covariancia inicial

como:
8fj ak(xi, Xj)
) = T 3.33
o (f 3xj) x; 339
af, 0f] 82](()([, .Xj)
AN e it 3.34
cov (6xi ’ (9Xj 8xl~c9xj ( )
A primeira derivada é calculada com a distribui¢do conjunta dos dados y e f*' dada por
IZ K/*
Y|P, (3.35)
f*/ ”*/ K/*T K//**)
sendo
Ok(x;, X7)
[K™)ij= ——— (3.36)
(')xj
e
62k(x;.k, x;".) 337
K//** = —— )
[ lij ox: ax’; ( )
Com estas expressdes, o resultado final da reconstru¢@o da derivada de f é
TR Y S YD (3.38)
e
cov(f*) = K" — K*"K'K". (3.39)

Os mesmos hiperparametros obtidos na reconstru¢do de f* podem ser utilizados para a re-
constru¢do da sua derivada. Isto devido ao fato que a distribui¢do de verossimilhanca depende
somente das observagdes e da funcdo prior pu e nao da fungdo que queremos reconstruir (ver
Eq. (3.32)). O célculo de derivadas de ordem superior realiza-se de maneira andloga a primeira
derivada [55].

3.3.2 Funcoes de um PG e propagacao de erros

Intuitivamente, poderiamos pensar que o cédlculo de uma fun¢do arbitrdria de uma recons-
trucdo via PGs e suas derivadas g(f(x), f’(x)...) corresponde ao cédlculo direto da funcio e da
propagacdo em quadratura de cada um dos erros envolvidos. Esta abordagem constitui uma boa

aproximacdo de g quando os demais erros envolvidos sdo pequenos.
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De maneira mais exata, para calcular uma funcdo de uma reconstrucdo via PGs e suas de-
rivadas, precisa-se do conhecimento da covariancia entre as fungdes envolvidas. Ou seja, €
necessaria a informacgao correspondente a correlacio entre f* = f(x*), ' = f’(x*) ... em cada
ponto x* em que reconstruiremos g(x). As matrizes de covariincia entre f e cada uma das suas

derivadas f (derivada i-ésima de f) em cada ponto x* estdo dadas por:

cov(f*@, ) = kKB (x", x*) — KO(x", X) [K(X, X) + CIT' KV(X, x7),,

sendo k) (x*, x*) a i-ésima derivada da covariancia (3.19) com respeito ao primeiro argumento
e a j-ésima derivada com respeito ao segundo argumento calculada no ponto (x*, x*).

Com esta informacdo, podemos obter g(f(x*), f’(x*)...) a partir de uma simulacdo Monte
Carlo, onde os valores aleatérios de £ sdo sorteados com uma distribuicio Gaussiana de vdrias
varidveis com uma matriz de correlacio por blocos composta pelas matrizes dadas na Eq. (3.40).
Assim, a simulagdo Monte Carlo para determinar g em cada valor de x* é realizada com a

distribuigdo:

I f var(f*)  cov(f*, f*)
7~ N Jeov(f™, ) var(f) -] (3.40)

Esta simulacdo pode produzir erros assimétricos, contrario a propagac¢do habitual.

3.4 Suavizacao Nao Paramétrica

Outra abordagem ndo paramétrica frequentemente utilizada para realizar regressoes € o mé-
todo de suavizagdo. Este método, basicamente, busca estimar de maneira local o valor médio
da varidvel de resposta.

Uma das técnicas mais simples € a constru¢ao de um estimador do valor médio local mediante
a aplicacdo de uma funcdo da varidvel independente, chamada kernel K, aos valores da varidvel

de resposta. Matematicamente, isto € escrito como:

_ 27 K(x = xi5 Ay,
TN K(x—xiA)

O efeito desta funcdo na regressdo € proporcionar pesos diferentes a cada uma das observa-

m(x) (3.41)

coes no célculo local do valor médio de /7. Geralmente, a funcio kernel ¢ uma funcao positiva e
suave que apresenta um valor maximo quando seu argumento € igual a zero (K (0) = max[K]).
Com esta caracteristica, as observacdes que terdo a maior contribui¢do no estimador da fungdo,
no ponto de interesse, serdo aquelas que encontram-se proximas a este ponto. A condi¢do de
suavidade do K ou, formalmente, as condi¢des de continuidade e diferenciabilidade nao sdo
estritamente necessdrias, podendo encontrar kernels do tipo janela, triangulares, etc.

O parametro A controla o comprimento efetivo da funcio kernel, o que se traduz em uma
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reconstru¢do mais ou menos suave. Ao utilizarmos uma distribui¢do normal como kernel, A
corresponde ao desvio padrdo, e as observagdes dentro de um intervalo centrado no ponto de
interesse x e de tamanho 4A contribuirdo significativamente no valor da fun¢do em x. Ao au-
mentarmos o valor de A, a reconstru¢do resultante perde detalhes finos do comportamento dos
dados. Quando o parametro de suavizacdo diminui, o estimador /7 segue os dados proxima-
mente, sendo que no limite A — 0, a curva passa exatamente pelas observacdes. Como ja foi
mencionado neste capitulo, isto ndo representa o melhor estimador do fendmeno em estudo,
uma vez que parte do sinal medido inclui o ruido ou o erro das medidas (ver Eq. (3.2)). Por-
tanto, serd necessdria a aplicacdo de um método que estime o valor 6timo do parametro de
suavizacdo. Uma das principais vantagens deste método € o controle continuo sobre a suavi-
dade de /1, contrario aos métodos PCA e splines, onde o niimero de componentes ou o nimero
de splines determina a suavidade da reconstrugdo.

Na literatura podem ser encontrados livros dedicados exclusivamente a andlise de dados uti-
lizando o método de suavizagdo, como por exemplo os citados nas Ref. [100, 101]. Entretanto,
neste texto analisaremos o método proposto por Shafieloo em 2006 (Ref. [102]) e modificado
pelo mesmo autor em 2010 para levar em conta os erros das medidas (Ref. [103]). Com o obje-
tivo de resolver algumas dificuldades encontradas ao aplicar este tipo de suavizacao [102, 103],
nesta tese, sao propostas algumas modificacdes para estimar o melhor valor do paradmetro de

suavizacdo e os intervalos de confianca da reconstrugio’”.

3.4.1 Suavizacao Nao Linear

O método de suavizagdo proposto por Shafieloo estd motivado em uma forma de suavizagdo,
comum na andlise da estrutura em grande escala, onde € utilizado um filtro F para evitar as
flutuacdes do campo de densidade e obter um contraste suavizado. A expressao para obter um

contraste suave é

o’'(x,Ry) = fd(x’)F(lx — X'|;Ry)dx’, (3.42)

onde R; corresponde a escala de suavizacdo. Os filtros usualmente sdo funcdes janela, F(|x —
X'|; Ry) oc O(1 — |x — X'|/Ry), sendo O a funcdo passo de Heaviside; e filtros Gaussianos F(|x —
X'|; Ry) o< exp(—(x — x')*/2R?).

Uma forma geral da funcio de suavizacgdo proposta na Ref. [102] é*

@A) = f4(z) + N(z) Z [f (@) = f*(@)] X K(z, 23 D), (3.43)

onde f; € a quantidade suavizada, f, € um modelo sobre o comportamento dos dados utilizado

T Estas modificacdes foram publicadas no artigo da Ref. ([60]).

# A forma da funcdo de suavizagio apresentada na Ref. [102] possui caracteristicas especificas da natureza
dos dados utilizados, como a suavizagdo do logaritmo da quantidade estudada e a aplicagdo de um kernel
lognormal.
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como ansatz € N(z) € uma funcdo de normalizacdo dada por

N = Z K(z, z: M). (3.44)

A ideia principal por trds desta proposta € a suavizag¢do do ruido das medicdes e nao da quan-
tidade em estudo diretamente. Para tal fim, € subtraido um modelo ansatz aos dados disponiveis
e depois disto € aplicado o kernel da suavizacdo. Como passo final, é adicionado novamente o
modelo ansatz para recuperar a quantidade analisada.

Como podemos conferir rapidamente, este tipo de suavizagdo difere da férmula simples mos-

trada na Eq. (3.41) em que a suavizac@o produz uma resposta linear, ou seja,

(afi +BH) =aff + b1, (3.45)

onde a e B sdo coeficientes constantes, f; € f, quantidades arbitrdrias e o superindice s re-
presenta a aplicacdo da suaviza¢do. Contrariamente, na Eq. (3.43), a subtracdo do ansarz e
aplicacdo do kernel fazem com que nenhuma das duas condicdes para satisfazer a linearidade,
multiplicacdo por um escalar e a soma de elementos, sejam intercambidveis com o processo de
suavizagao.

Continuando com o processo de suavizacdo da Ref. [102], a escolha arbitraria do modelo
inicial produziria resultados enviesados, dependentes do modelo selecionado. Para resolver
este problema, € aplicada a fun¢do de suavizagdo Eq. (3.43) de forma iterativa. A primeira
suavizagdo € exatamente como na Eq. (3.43). Assumindo que a nova quantidade suavizada
aproxima-se mais a curva real que relaciona as varidveis, é efetuada uma nova suavizacao subs-
tituindo o modelo inicial pelos valores da quantidade suavizada em cada um dos passos. Este
processo € realizado varias vezes. Para medir quantitativamente que em cada etapa do processo
a quantidade suavizada se adapta melhor aos dados, calcula-se o valor do y? em cada passo. Foi
encontrado que o valor do y? decresce continuamente com cada iteragdo até atingir um valor
minimo. A partir deste ponto, o y*> aumenta novamente até alcancar um valor maximo de ma-
neira assintdtica, como mostrado na Fig. 3.9(a). Este efeito € um problema comum em alguns
algoritmos de reconstrucdo iterativa que nao sao sensiveis aos erros dos dados. Nestes casos, o
ruido é adicionado novamente 2 reconstruco e o processo deveria ser finalizado ao atingir o y*
minimo [59].

Um resultado fundamental deste método € a independéncia da reconstrucdo final em relacio
ao modelo ansatz. A dependéncia do modelo inicial desaparece durante o processo de iteragdo,
esta propriedade tem sido testada amplamente na literatura [59, 60, 102, 104].

Outra parte importante desta técnica € a andlise necessdria para escolher o melhor valor do
parametro A, como em qualquer método ndo paramétrico. Foi mostrado no anexo da Ref. [102]
que para uma suavizagio linear com kernel Gaussiano, o viés é proporcional a A%, enquanto o
erro da reconstrucdo € inversamente proporcional ao parametro de suavizag¢do. Por tal motivo,

se faz necessaria a procura de um valor 6timo para aplicar o método. Na Ref. [59], o valor de A
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Figura 3.9: (a) Comportamento do valor da fun¢do y? com respeito ao nimero de iteracdes da
suavizagdo. (b) Reconstrucao utilizando o método de suavizacdo da Eq. (3.43). A
linha vermelha representa o valor esperado da reconstrucio, enquanto a regiao for-
mada pelas linhas verdes representa o intervalo de 1o~ de confianga. Figura retirada
da Ref. [59].

é fixado e a melhor reconstrugio € escolhida no processo de iteragdo com o valor da fungio y?.

Finalmente, os contornos de confianca da reconstru¢io sao obtidos considerando o nimero
de iteragdes como um parametro livre € que os contornos estdo formados por todas as curvas
produzidas nas iteragdes que possuem um valor de y* < 2. + 1. Na Fig. 3.9(b), apresenta-se

a reconstrucio do parametro de desaceleracdo utilizando o método anteriormente descrito.

3.5 Aplicacao de métodos nao paramétricos em

cosmologia

Nesta secdo, apresentaremos brevemente algumas das diferentes aplicagdes de métodos nao

paramétricos em fendomenos cosmolégicos.
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3.5.1 Reconstrucao de H(z) e ¢(z) via Processos Gaussianos

Este método foi aplicado pela primeira vez para a cosmologia nos trabalhos nas Refs. [53, 54]
e, desde entdo, tem sido amplamente utilizado para vérios propoésitos. Por exemplo, reconstru-
coes da equacdo de estado da energia escura [55], testes nulos do modelo de concordancia
cosmica [56, 105], cosmografia [58], determinacdo da constante de Hubble H, [60, 106, 107] e
reconstrucoes da relagdo de dualidade cdésmica [108, 109].

Uma das maiores aplicacoes dos métodos ndo paramétricos em cosmologia € a determinacao
do parametro de Hubble a partir de diferentes conjuntos de dados. Na Ref. [55], os PGs sdo
aplicados aos dados de SNs do tipo Ia provenientes do conjunto Union 2.1 [110] e a uma amostra
simulada com as especificagdes do levantamento DES (Dar Energy Survey).

O conjunto Union 2.1 contem um total de 580 SNs até z = 1.41. Os dados sdo disponibili-
zados em termos do médulo de distancia u = m — M, onde m € a magnitude aparente e M a
magnitude absoluta para cada SN Ia com seu respectivo redshift. As estimativas do médulo de

distancia sao transformadas em valores de distancia de luminosidade com a relagao

H

m— M + 5log (—0) — 25 =5log((1 +z2)D), (3.46)
c

assumindo o valor da constante de Hubble H, = 70 km/s/Mpc. Definimos a quantidade D em

termos da distincia de luminosidade como:

_ Hy di(2)
e (1+2)

D(2) (3.47)

Para levar em conta os erros sistemdticos da calibracdo da magnitude absoluta, é utilizada a
matriz de covaridncia completa que considera correlagdes entre os dados (ndo diagonal). Im-
plicitamente, os PGs assumem que a distribuicdo dos erros € Gaussiana, entretanto pequenos
desvios desta distribuicdo ndo afetam significativamente os resultados [55].

Para simular as SNs Ia do levantamento DES € utilizado o modelo ACDM como modelo
fiducial, produzindo 4000 SNs com uma distribui¢do no redshift dada na Ref. [111]. A andlise
desta amostra simulada permite saber se os PGs recuperam de maneira confidvel o modelo
fiducial por trds dos dados.

Com a informagao da distancia D e suas derivadas, € calculado tanto o parametro de Hubble,
quanto o parametro de desaceleracdo. Os resultados desta andlise sdo apresentados na Fig.
3.10. Como podemos observar, para ambos os conjuntos de dados, em baixos redshifts ndo se

apreciam desvios considerdveis do modelo ACDM.
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Figura 3.10: Reconstrucao da distancia D, do parametro de Hubble e do pardmetro de desa-

celeracdo a partir de dados de SNs Ia. Os painéis esquerdos correspondem ao
resultados utilizando o conjunto Union2.1. Os painéis direitos correspondem aos
resultados utilizando a amostra simulada com as especificagdes do levantamento
DES. Figuras retiradas da Ref. [55].
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3.5.2 Reconstrucao de H(z) via splines

Na Ref. [50], € realizada uma complexa andlise estatistica ao método de splines para calcular
o parametro de Hubble e o parametro de desaceleracdo a partir das observacdes de SN Ia, seis
sinais de Oscilagdes Acusticas BariOnicas e estimativas da taxa de expansdo do Universo.

Como foi apresentado na Secdo 3.2, a implementacdo deste método se reduz, basicamente,
a determinacao dos valores dos polindmios em cada um dos n6és do dominio da reconstru¢ao
vinculados a partir de dados. Uma possibilidade do método € a variacdo do nimero de nds.
Todavia, em [50], € proposta uma abordagem em que na andlise estatistica se penalizam valores
independentes dos parametros. O fator de penalizac@o, proporcional a diferenca dos valores
dos coeficientes em nds consecutivos (|g; — gi4+1]), correlaciona cada um dos parametros ¢; do
método. A correlacd@o serd proporcional ao peso da penaliza¢do. Para uma correlagdo extrema,
todos os coeficientes serdo iguais, ¢; = §;+1. Nesta situagcdo, independentemente do nimero de
noés, o grau de liberdade da reconstrucio serd igual a 1. Desta forma, o nimero efetivo de graus
de liberdade pode variar conforme varia a correlagao.

O fator de penalizag@o proposto esta dado pela equagao:

Ql = (éi—l + éi+l) =

Pi(oy) = ( , gi=———, Ti = Taps + 4iT el (3.48)
or 2

onde o, = 1077 evita denominadores nulos em caso de que algum §; seja igual a zero, € 0

caracteriza a complexidade da regressao. Quando o,,; — 0, a regressdo tende a uma linha reta,

enquanto valores elevados produzem uma curva flexivel.

A determinac¢ado dos parametros obtem-se com a minimizacao de
n—1
= 2In|Lp(B, 6] = =2In[L(B,6)] + > Pie). (3.49)
i=2

A funcdo total de verossimilhanca estd composta pela contribui¢cdo de cada um dos observa-
veis utilizados. A compilacdo de SNs Ia utilizada serd descrita na Secdo 4.1, assim como as
estimativas do parametro de Hubble a partir de idades de galédxias.

O resultado do parametro de desaceleragdo é mostrado na Fig. 3.11.

3.5.3 Reconstrucao dos testes nulos O,, e O; via suavizacao

Na Ref. [103], € realizada a reconstruc¢do de dois testes nulos a partir de dados de SNs do
tipo Ia do conjunto [112] e de estimativas do parametro de Hubble a partir de idades de galdxias
e de sinais de Oscilagcdes Acusticas Barionicas.

O teste O,,(z) foi proposto, independentemente, nas Refs. [113, 114] com o objetivo de medir

desvios do modelo cosmoldgico padrio ACDM. Este teste define-se como
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Figura 3.11: Reconstrucdo do pardmetro de desaceleracdo utilizando a técnica de splines pro-
posta em [50]. Figura retirada da Ref. [50].

3 h(z) -1 3 1 -D'(2)?
"+ -1 [+ 1D’
sendo h(z) = H(z)/Hy e D’ a deriva da distancia definida na Eq. (3.47). Para o modelo ACDM

espacialmente plano, o valor de O,, € igual ao valor do parametro de densidade da matéria hoje,

(3.50)

Q,,. Portanto, uma reconstru¢do da quantidade /(z) ou da distancia D, permite o cédlculo de O,,
em funcdo do redshift. Independentemente do valor obtido, é necessario que este seja um valor
constante em todo o intervalo de redshift. Desvios de um valor constante implicam em uma
violagdo do modelo ACDM. Para a implementagdo do teste O,,, somente é necessario o uso de
um observével cosmoldgico.

Em [103], utilizam uma modificacdo da suavizacdo apresentada na Secdo 3.4.1 sensivel aos
erros das observagdes e dada pela Eq. (4.9) (ver Secdo 4.2.3). Com esta andlise é obtida a
distancia D no intervalo de redshift [0, 1.6]. Os resultados deste teste sio mostrados na Fig.
3.12(a).

Por outro lado, a quantidade Oy, definida por

_ [h@QD'@P - 1
O =100

, (3.51)

¢ um teste de consisténcia do paradigma de um universo de FLRW (ver Secdo 2.2.2). Similar ao
teste anterior, o Oy corresponde ao valor constante do parametro de curvatura hoje € indepen-
dente do redshift. Desvios de um valor constante implicam em uma violagao da homogeneidade
ou isotropia do Universo.

O teste Oy € um pouco mais complexo e precisa do conhecimento de dois observaveis cos-
moldgicos independentes para ser calculado. Por tal motivo, sdo utilizadas as estimativas de
H(z) a partir de idades de galdxias (junto com as observagdes de SNs Ia). Estas estimativas ndao
fazem nenhuma suposi¢do sobre a curvatura do Universo e podem ser contempladas para este

objetivo. Os resultados deste teste sdo apresentados na Fig. 3.12(b).
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Figura 3.12: (a) Reconstrugdo do teste nulo O,,. (b) Reconstru¢dao do teste nulo O,. Figura
retirada da Ref. [103].

3.5.4 Evidéncia da aceleracao césmica utilizando PCA

# modos

2

X a @2 a3 (07}
1 1777 644 -110 - - -
2 173.2 653 -1.08 -1.61 - -
3 1726 664 -1.08 -1.71 -1.10 -
4 1726 662 -1.08 -1.56 -1.30 .61
| (@) | 022 072 152 254

Tabela 3.1: Componentes principais do parametro de desaceleracdo. Tabela retirada da Ref.
[96].

Na Ref. [96], € utilizado um PCA vinculado por observacdes de SNs la para obter varias
caracteristicas da aceleragdo cOsmica a partir de um método independente de modelo cosmolé-
gico.

Como foi explicado na Secdo 3.1, o parametro de desaceleracao € modelado por uma fungao
constante definida por intervalos. Os valores da funcdo em cada intervalo sdo obtidos pela
andlise estatistica com observagdes de 157 SNs do conjunto de dados [97].

Os valores dos coeficientes sdo apresentados na Tabela 3.1, onde é aumentado progressiva-
mente o nimero de modos da parametrizacdo comeg¢ando com o componente principal melhor
vinculado. Os coeficientes «; do primeiro e segundo modo sdo negativos em até S0 e 20,
respectivamente. Enquanto modos de ordem superior sdo compativeis com valores nulos de-
vido ao grande incremento da variancia. Como podemos observar, o incremento do nimero de
modos modifica finamente os valores dos coeficientes do ajuste prévio. E esperado que a utili-
zacdo de modos de maior ordem nao produza mudangas significativas (maior do que 107) posto

que os dados ndo sdo sensiveis a modos de altas ordens e que os coeficientes sdo totalmente
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descorrelacionados pelas caracteristicas do método.

A conclusiao principal dos resultados, mostrados na Tabela 3.1, é a necessidade de uma fase
acelerada do Universo. Devido a relagdo entre os coeficientes «; e o parametro de desaceleracao
q(z) dada pela Eq. (3.13), € necesséario que a funcdo ¢(z) seja menor do que 0 em algum intervalo
de z para obter um valor negativo dos coeficientes ;. Em particular, o modo melhor vinculado
(a;) implica um valor negativo de g(z) em até So- de confianga. Pela forma funcional da base

e1(2), € esperado que esta fase tenha acontecido em baixos redshifts (ver Fig. 3.6).



4 Construcao de um diagrama de
Hubble de SN la independente de
modelo cosmolodgico

Neste capitulo, apresentaremos os resultados obtidos da aplicacdo de dois métodos ndo para-
métricos, Processos Gaussianos (3.3) e Suavizagdo (3.4.1), para reconstruir a taxa de expansao
do Universo de uma maneira independente de modelos cosmolégicos. Para este fim, utilizamos
15 estimativas da taxa de expansdo provenientes de dados de idades de galdxias passivamente
evoluidas. A reconstru¢do do parametro de Hubble H(z) nos permitird calcular a distancia de
luminosidade em fun¢do do redshift e com isto calibrar os parametros das curvas de luz que
determinam a magnitude absoluta de Supernovas do tipo Ia. Possibilitando assim, a constru¢@o
de um diagrama de Hubble independente de modelo cosmoldgico para esta classe de superno-
vas. Esta andlise sera aplicada a uma das mais recentes compilagcdes de Supernovas do tipo Ia,

o conjunto JLA (Joint light-curve analysis).

4.1 Analise com Supernovas do tipo la

Uma supernova € a explosao de uma estrela que se encontra em uma das suas fases evolutivas
finais. Nesta explosdo, a supernova pode atingir uma luminosidade ~ 10°Le, o que é uma fraco
considerdvel da luminosidade total de uma galdxia. Depois do pico caracteristico, a luminosi-
dade das supernovas decresce em uma escala de semanas. Neste evento, a estrela progenitora é
dissociada e a maior parte do seu material € ejetado ao meio interestelar, enriquecendo o meio
com os elementos pesados gerados nas diferentes fases estelares ou no processo de explosao
[84].

Uma SN Ia € considerada a explosdo de supernova de um sistema binério formado por uma

and branca e uma gigante vermelha. O intercAmbio de material da gigante vermelha para a

62
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and branca*, faz com que esta dltima alcance a massa mixima que permite a sua estabilidade.
Este limite é chamado limite de Chandrasekhar e seu valor é ~ 1.4M,. Quando o limite de
Chandrasekhar € ultrapassado, a pressao de degeneragdo eletronica nao € suficiente para impe-
dir o colapso gravitacional da ani branca’. A instabilidade produzida pelo excesso de massa
gera uma contragdo da estrela e, consequentemente, um aumento de temperatura. As altas tem-
peraturas causam a ignicdo de reacdes nucleares explosivas dos materiais que se encontravam
inertes (carbono e oxigénio). O efeito resultante é a forte explosdo de supernova sem nenhum
tipo de remanescente.

O mecanismo de acrecdo de matéria por parte de uma ana branca para a explicar a explosao
de uma SN Ia faz com que estes fendmenos sejam bastante homogéneos enquanto a quantidade
de energia que eles emitem. Entretanto, a sua luminosidade intrinseca apresenta uma grande
dispersdo, impedindo que estes objetos constituam estritamente uma vela padrdao. A variabi-
lidade destes objetos pode ser bem modelada por uma relagdo empirica entre o comprimento
temporal da curva de luz x; e a cor no seu brilho maximo c. Esta relacdo permite que as SNs Ia
sejam calibradas e analisadas como objetos padronizaveis.

A compilagdo de SN Ia JLA utiliza o modelo de calibracio SALT?2 para obter os pardmetros
da curva de luz (xi, ¢ e o pico observado da magnitude no referencial em repouso na banda B
mj). O estimador de distancia assume que SNs Ia com igual cor, forma e entorno galactico tem a
mesma luminosidade intrinseca independente do redshift. Esta suposi¢ao pode ser quantificada

com a expressao linear

w=my—Mg+aXx —fXc, 4.1)

produzindo um modulo de distancia padronizdvel que, por sua vez, estd relacionado com a
distancia de luminosidade via
du
=5log| ——

O parametro a e o parametro 8 que caracterizam as relagdes entre o comprimento da curva de

+25. (4.2)

luz e a luminosidade; e entre a cor e a luminosidade, respectivamente, sdo cosmologicamente
irrelevantes (nuisance). Estas relacdes bem conhecidas mostram que curvas mais compridas e
mais azuis correspondem a supernovas mais brilhantes. O parametro Mp também € irrelevante e
corresponde ao valor da magnitude absoluta na banda B de uma SN Ia. Este parametro depende
das propriedades da galdxia hospedeira, como por exemplo a massa estelar da galaxia M.,

[115, 116]. A fim de corrigir este efeito, seguimos o procedimento da Ref. [117]:

O caso degenerado deste sistema acontece quando o sistema bindrio esta formado por duas anas brancas.

T Na fase de and branca, a estrela nfio possui uma atividade termonuclear significativa, fazendo com que a
pressdo que compensa o colapso gravitacional seja, principalmente, devida ao principio de exclusdo de Pauli
sobre os elétrons.
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4.3)

Mn = M}g se Mestelar < 1010 MO s
My+Ay s Megear = 10 Mo,

Em geral, os parametros de ajuste, a € 8, sdo tratados como parametros livres e determinados
no ajuste global do diagrama de Hubble. Este tratamento resulta na dependéncia da estimativa
da distancia no modelo cosmoldgico utilizado na anélise estatistica. Portanto, as conclusdes
obtidas a partir da andlise de SNs Ia com o ajuste dos parametros da Eq. (4.1) s@o, de alguma
maneira, dependentes de modelo cosmoldgico. Por tal motivo, € de grande importancia utilizar
técnicas que permitam a determinacao destes parametros de calibracdo de maneira independente

de qualquer modelo cosmolégico.

4.2 Determinacao de disténcias a partir de dados de H(z)

A taxa de expansio do Universo H(z) = a/a pode ser obtida a partir da derivada do redshift
com respeito ao tempo cosmico, ou seja,
1 dz

H(Z) = _1—+ZE (4.4)

ou de maneira aproximada pela variacdo finita destas quantidades
I Az

H(z) ~ _l—-i-ZE (45)

O principal desafio é a determina¢do da mudanga na idade do Universo como uma fun¢ao do
redshift, At(z). Uma abordagem possivel € o cdlculo da diferenca de idades entre duas galdxias
vermelhas luminosas que encontram-se em redshifts proximos. Esta técnica foi proposta na
Ref. [118] e é conhecida como idade diferencial. As galdxias analisadas para determinar a
vari¢ao do tempo césmico s@o chamadas de crondmetros césmicos. O motivo para usar galdxias
elipticas vermelhas é que elas apresentam um tnico surto de formagdo estelar nas fases iniciais
da sua formacdo, permitindo determinar a sua idade ao conhecer a idade do grupo estelar que
a conforma. Atualmente, existe um total de 52 estimativas da taxa de expansdo do Universo,
sendo 31 baseadas na técnica de idade diferencial. Na Tabela 4.1, apresenta-se uma compilacao
atualizada das estimativas de H(z).

Estas medidas de H(z) ndo assumem um modelo cosmoldgico. Contudo, sua principal de-
pendéncia encontra-se nos modelos de sintese de populagado estelar que influenciam a determi-
nacdo da diferenca de idades At. Estes modelos sao de grande importancia para galaxias em
altos redshifts (z 2 1.2). Na Ref. [107] foi ressaltado que para estimativas em redshifts meno-
res do que 1.2, os modelos de sintese de populacdo estelar produzem as mesmas idades para o
conjunto de dados da Tabela 4.2, em outras palavras, em redshifts baixos e intermedidrios estas

estimativas tornam-se, também, independentes dos modelos estelares. Por esta razdo, utilizare-
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z H,(z) [km s™! Mpc™!] Método Ref.

0.00 73.240 + 1.74 SN/Cefeidas [119]
0.07 69.0 = 19.6 Cronémetro Césmico [120]
0.10 69.0 = 12.0 Crondémetro Césmico [121]
0.12 68.600 + 26.2 Crondmetro Césmico [120]
0.17 83.000 + 8.0 Crondmetro Césmico [121]
0.1791 75.000 = 4.0 Crondmetro Césmico [122]
0.1993 75.000 £ 5.0 Crondometro Césmico [122]
0.20 72.900 + 29.5 Crondémetro Césmico [120]
0.24 79.690 = 2.65 BAO [123]
0.27 77.000 + 14.0 Crondmetro Césmico [121]
0.28 88.800 + 36.6 Crondmetro Césmico [120]
0.30 81.700 + 6.22 BAO [124]
0.31 78.170 = 4.74 BAO [125]
0.35 76.300 + 5.6 BAO [126]
0.3520 83.000 + 14.0 Crondmetro Césmico [122]
0.36 79.930 + 3.39 BAO [125]
0.38 81.500 + 1.9 BAO [127]
0.3802 83.000 + 13.5 Crondémetro Césmico [128]
0.40 95.000 = 17.0 Crondmetro Césmico [121]
0.4004 77.000 = 10.2 Crondmetro Césmico [128]
0.4247 87.100 =+ 11.2 Crondmetro Césmico [128]
0.4290 91.800 +£5.3 Cosmic chronometer [128]*
0.43 86.450 + 3.68 BAO [123]
0.44 82.600 + 7.8 BAO [129]
0.4497 92.800 = 12.9 Crondmetro Césmico [128]
0.47 89.000 + 34.0 BAO [130]
0.4783 80.900 + 9.0 Crondmetro Césmico [128]
0.48 97.000 + 62.0 Cronémetro Césmico [131]
0.51 90.400 = 1.9 BAO [127]
0.52 94.350 + 2.65 BAO [125]
0.56 93.330 + 2.32 BAO [125]
0.57 92.900 + 7.8 BAO [132]
0.59 98.480 = 3.19 BAO [125]
0.593 104.00 = 13.0 Crondémetro Césmico [122]
0.60 87.900 + 6.1 BAO [129]
0.61 97.300 + 2.1 BAO [127]
0.64 98.820 + 2.99 BAO [125]
0.68 92.000 + 8.0 Crondmetro Césmico [122]
0.73 97.300 + 7.0 BAO [129]
0.781 105.00 = 12.0 Crondémetro Césmico [122]
0.875 125.00 £ 17.0 Crondmetro Césmico [122]
0.88 90.000 + 40.0 Crondmetro Césmico [131]
0.90 117.00 = 23.0 Crondmetro Césmico [121]
1.037 154.00 + 20.0 Cronémetro Césmico [122]
1.30 168.00 = 17.0 Crondémetro Césmico [121]

Tabela 4.1: Estimativas atuais da taxa de expansao do Universo e seu respetivo método. Tabela
retirada da Ref. [133].
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b4 H,, () [km s™! Mpc™] Método Ref.
1.363 160.00 + 36.3 Crondmetro Césmico [134]
1.43 177.00 = 18.0 Crondmetro Césmico [121]
1.53 140.00 = 14.0 Crondmetro Césmico [121]
1.75 202.00 = 40.0 Crondmetro Césmico [121]
1.965 186.50 + 504 Crondémetro Césmico [134]
2.33 224.00 = 8.0 BAO Quasar [135]
2.34 222.00 = 7.0 BAO Quasar [136]
2.36 226.00 = 8.0 BAO Quasar [137]

Tabela 4.1: Estimativas atuais da taxa de expansao do Universo e seu respetivo método. Tabela

retirada da Ref. [133].

Z H,,(z) [km s~ Mpc™']  Ref.
0.100 69+ 12 [121]
0.170 83 +£8 [121]
0.179 75+4 [122]
0.199 75«5 [122]
0.270 77 + 14 [121]
0.352 83 + 14 [122]
0.400 95 +17 [121]
0.480 97 £ 62 [131]
0.593 104 £ 13 [122]
0.680 92 £ 8 [122]
0.781 105 =12 [122]
0.875 125 £ 17 [122]
0.880 90 + 40 [131]
0.900 117 £ 23 [121]
1.037 154 + 20 [122]

Tabela 4.2: Estimativas da taxa de expansdo do Universo independentes de modelos de sintese

de populacdo estelar.

mos em nossa andlise as 15 estimativas do parametro de Hubble via crondmetros cosmicos que

satisfazem a condi¢do de independéncia dos modelos estelares. Estas medidas encontram-se no

intervalo z € [0.1,1.037]. Assim como na Ref. [107], aumentamos em 20% o erro do ponto

de maior redshift para levar em consideracdo incertezas dos modelos de sintese de populagao

estelar. Feitas essas consideragdes, espera-se que ao aplicar métodos ndo paramétricos aos da-

dos analisados, nossos resultados sejam independentes tanto de modelos cosmolégicos como

de sintese estelar.

4.2.1 Integracao de H(z) e propagacao de erro

Para obter o valor da distancia comovel a partir do conhecimento da expansao do Universo,

temos que resolver numericamente a integral (2.39)
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¥4 d ’
dc = < ,
o H(@)

que pode ser aproximada por um método trapezoidal [138]

d. ~

| =

s — L 4.6
;@H D g—+7) (4.6)

Com esta aproximacao o erro associado ao i1-€simo intervalo € propagado a partir dos erros da

fun¢do H(z) com a expressao:

o? O e

1 H: H:
2 i+1 i
- = —(zis1 — 2 + , 4.7
5; 2(z 1= Z) 3 l_ 4.7)
e, portanto, o erro da integral da Eq. (2.20) entre z = 0e z = z, é:
O'i(l’l) = E s,-z. 4.8)

i=1
A precisdo deste método € sensivel ao espacamento dos valores de H(z), bem como, ao nimero
de valores acessiveis. Como indicado na Ref. [139], os erros relativos da integracdo trapezoidal
decresce quando o nimero de intervalos aumenta.

N6s reconstruimos a funcdo H(z) aplicando dois métodos de regressdo ndao paramétricos aos
dados de crondmetros cosmicos mostrados na Fig. 4.2. Estes métodos sdo: Processos Gaus-
sianos (3.3) e Suavizagdo (3.4.1). Obtida uma curva continua de H(z), calculamos de maneira
independente de modelo cosmoldgico a distincia comdvel com um espacamento pequeno € uni-
forme Az. Sob esta abordagem € possivel atingir o limite de precisdo do método de integracao

relacionado ao nimero de valores disponiveis da funcdo a integrar.

4.2.2 Reconstrucao com Processos Gaussianos

Um dos métodos que utilizamos para reconstruir o parametro de Hubble é o método nao para-
métrico de Processos Gaussianos, apresentado em detalhe na Secdo 3.3. Como foi mencionado
anteriormente e visto explicitamente na Eq. (3.30), a reconstrucdo via PGs depende da fungao
média prior escolhida. Esta dependéncia foi discutida no anexo da Ref. [103]. Para conse-
guir uma reconstru¢do sem viés, devemos escolher um prior nao informativo, o que se traduz
no contexto dos PGs em uma funcdo média prior constante. Além disto, é razoavel e seguro
selecionar uma fun¢do constante quando ndo temos informacdes prévias sobre o reconstruido.
Como foi amplamente utilizado na literatura, esta é a melhor escolha porque qualquer modelo
utilizado como prior pode introduzir um viés significativo nos resultados. No entanto, também
€ necessdrio verificar a dependéncia da reconstrucdo e suas implicacdes quando a funcdo média
prior selecionada ndo € a padrdo. Aqui, fazemos isso utilizando os melhores ajustes de dife-

rentes modelos como priors. Estes modelos sdo: modelo Einstein-de Sitter (E-D), ACDM e
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wCDM. Os resultados sdo resumidos na Tabela 4.3.
Para realizar as reconstrugdes via Processos Gaussianos, € utilizado o programa disponibili-
zado GaPP (Gaussian Processes in Python)® [55].

4.2.3 Reconstrucao com suavizacao nao linear

Modificacao da suavizacao nao linear

O método de suavizagdo ndo linear apresentado na Secdo 3.4.1 possui grandes vantagens
como: a independéncia de modelos cosmoldgicos dos resultados com ele obtidos; a flexibilidade
do método para se ajustar aos dados; o controle continuo da suavidade da funcio; a suavizagao
€ aplicada principalmente ao ruido dos dados e ndo a quantidade em si. Entretanto, ele também
possui alguns pontos fracos que podem ser aliviados.

A primeira modificagdo do método foi proposta por Shafieloo em 2010 na Ref. [103], onde
a insensibilidade do método aos erros das observagdes € resolvido ao adicionarmos um peso ao

kernel inversamente proporcional ao erro da medida. Em termos matematicos, isto é

D) — f8(7.
F@d) = ff@R) +N@) Y —[f(ZZ)O_Q /')
i f@)

X K(z,zi; A), 4.9)
e, consequentemente, também deve ser modificada a funcdo de normalizacdo,

'K(Z, Zis A)
==
T Y@

N = (4.10)

N6s desenvolvemos o algoritmo computacional para realizar este tipo de suavizagdo e ve-
rificamos que o problema do ruido ser adicionado novamente a reconstrucdo a partir de um
nimero de iteracdes Otimas € resolvido, ou seja, o ruido é eliminado. N6s encontramos que o
comportamento do valor y? com o nimero de iteragdes € monotonicamente decrescente e atinge
assintoticamente um valor constante. Este comportamento cria um segundo problema: a deli-
mitacio dos contornos de confianga. Embora o valor global minimo do y? nio seja estritamente

atingido, podemos considerar um valor do y* de um niimero elevado de iteracdes n,,,,. Neste
2

caso, a delimitacdo do nivel de confianga com a condigdo y* < y2. + 1 unicamente demar-
caria um limite em alguma iteracdo n < n,,,. Este comportamento andmalo permitiria uma
reconstru¢do em que o valor esperado do estimador da quantidade analisada (E[m]) encontra-se
como limite (superior ou inferior) do nivel de confianca. Esta impossibilidade para determinar
os limites do nivel de confianga da reconstrucdo faz invidvel a aplica¢do deste método quando a
funcdo y? comporta-se assintoticamente com o niimero de iteragdes. Como pode ser observado
na Fig. 3.9(b) no intervalo 0.2 < z < 0.4, este resultado peculiar apresenta-se, inclusive, quando
a funcio y? possui o comportamento mostrado na Fig. 3.9(a).

O problema anteriormente descrito pode surgir pelo fato de considerar a varidvel discreta

§ http://www.acgc.uct.ac.za/~seikel/GAPP/index.html
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n (nimero de iteragdes) como o grau de liberdade da funcdo y? que determina os niveis de
confianca da reconstrucdo. Para resolver esta complicacdo do método, calculamos o nivel de
confianca 1o extrapolando a técnica desenvolvida na Ref. [100] para suavizacdo linear. Neste

formalismo, o erro da reconstrucio € obtido com a expressao:

1/2
Tp) = [Z V?&Z] ; (4.11)

i
onde o s, € 0 erro em 1o da reconstrucdo, v; € o fator de suavizagdo
2
vi = N(K(z,z2)/ 0, (4.12)

e 0 € o estimador da variancia das observacdes dado por:

52 = ZitHG) — H'(z))"
Zj(l - Vj(Zj)) ’

onde a quantidade no denominador corresponde ao fator que determina o grau de liberdade do

4.13)

método.

Para testar a validade desta técnica aplicada a suavizagdo nao linear, simulamos varios con-
juntos de dados com distintos tipos de modelos fiduciais. Na Fig. 4.1, apresentamos as re-
construgdes obtidas para dados simulados a partir de uma funcao sinusoidal e a partir de uma
combinacao linear entre uma sinusoide e uma pardbola. Como € observado, a fung¢do que gera
os dados, encontra-se dentro do nivel de confianc¢a estimado com o método proposto.

A outra modificac@o que propusemos para este tipo de suavizagdo €é a implementacdo de uma
quantidade estatistica que permita estimar, de maneira mais rigorosa, o valor do pardmetro A.

E bem conhecido para virios tipos de regressdes (ver secdo anterior 3.4.1) que se o objetivo
principal € ajustar finamente os dados, obteremos uma reconstru¢do com variancia elevada.
Por outro lado, se pretendemos obter um estimador dando prioridade a suavidade da funcéo,
obteremos um incremento no viés [92]. Este conflito entre o valor do viés e da varidncia de uma
regressdo € chamado de frade-off entre viés e variancia. A impossibilidade da minimizagao do
viés e da varidncia a0 mesmo tempo leva a explorar outro tipo de quantidade como estimador
da fidelidade de uma regressao. Como j4 foi mencionado, a quantidade usualmente utilizada é

o risco ou erro quadratico médio (EQM), dado pela Eq. (3.7),
EQM[m(x)] = E[((x) — m(x))’],

e que em termos do viés e a variancia € dado pela Eq. (3.8). Contudo, o EQM € uma quantidade
que depende de um valor especifico da varidvel preditor. Ou seja, o EQM estima a fiabilidade da
regressao de maneira local. Para lograr um resultado que consiga estimar quao boa € a recons-
trucdo ao longo do dominio de interpolagdo, consideramos o erro quadréatico médio integrado,

definido como:
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f(z)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
z

Figura 4.1: Reconstru¢do utilizando a suavizag¢do ndo linear dada pela Eq. (4.9) e calculando
os intervalos de confianca com a Eq. (4.11). A linha verde corresponde a funcao
geradora dos dados, enquanto a linha azul e a regido sombreada correspondem a
fun¢do média e ao nivel de confianca de 10~ da reconstrucdo. (a) Dados simulados
utilizando uma funcao sinusoidal. (b) Dados simulados utilizando uma combinacao
linear de uma sinusoide e uma parédbola.

EQMI[in(x), f(x)] = f EQM[rin(x)]f(x)dx = f E[((x) — m(x))*1f (x)dx, (4.14)

onde f(x) representa a distribui¢cdo de probabilidade da varidvel independente. Quando ndo
conhecemos a distribui¢c@o espacial das nossas medidas (f(x)), podemos considerar unicamente
os pontos de observagao. Neste caso, a distribuicdo corresponde a superposicao de distribui¢des
0 de Dirac,

fx) =

2 5(”; — X (4.15)

Isto faz com que a Eq. (4.14) torne-se uma soma ordindria. Como o valor do EQMI e do EQM
dependem da fun¢do desconhecida m(x), eles ndo sdo determindveis diretamente. Na prética,

constréi-se um estimador do EQMI chamado validagao cruzada (cross validation) definido por

CV(A) =

n _p 2
2 (Y ZLk(Xk)) . 4.16)

A quantidade 71_;(x;) representa a reconstrucao realizada utilizando o conjunto de dados {(X;, Y;)}

sem levar em conta o par (X;, Y;). Em outras palavras, a validac¢do cruzada calcula a diferenca
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(soma das diferengas) entre uma observacdo e a reconstru¢do obtida sem levar em conta tal
observacdo. Em certo sentido, isto estima o efeito que tem uma medida sobre o conjunto total.
No caso do método de suavizacdo, o valor da validacdo cruzada depende unicamente do

parametro A. Portanto utilizamos a expressao

1
CV(d) =~ Z(f (x) = f20xi ). (4.17)

O valor de A que minimiza esta func¢do € utilizado como o melhor valor para realizar a recons-

trucdo de um conjunto de dados especificos.

Aplicacao da Suavizacao nao linear

Com as modificacdes mencionadas do método de suavizagdo nao linear apresentado na Secao
3.4.1, aplicamos a Eq. (4.9) aos dados de H(z) obtidos a partir de idades de galdxias e mostrados
na Fig. 4.2. Posteriormente, testamos reconstrucdes tanto com o kernel lognormal utilizado nas
Refs. [102, 59, 57] e um kernel Gaussiano. Encontramos que as diferencas entre as recons-
trucdes obtidas com estes dois tipos de kernels ndo sdo significativas. Portanto, adotaremos o
kernel Gaussiano para uma comparagdo mais direta com os resultados das reconstrugdes via
PGs que utilizam um kernel deste tipo.

E factivel pensar que o método de suavizagio poderia ser mais geral, ou melhor ainda, mais
flexivel no momento de descrever os dados, ao acrescentar um parametro andlogo a oy dos PGs
(Eq. (3.23)). Todavia, a inclusd@o de um parametro multiplicando ao kernel nas Eqs. (3.43)
e (4.9) mostra-se desnecessdria, uma vez que um fator multiplicativo global no kernel seria
cancelado pela func¢do de normalizag3o.

Como descrito na Secao (3.4.1), o método de suavizacdo € um processo iterativo em que €
necessdria a utilizacdo de um modelo fiducial inicial. Este modelo serd substituido pelos resul-
tados de cada uma das suavizacdes da fungiio. Observamos que o comportamento da fungio x>
¢ assintoticamente decrescente e paramos o processo ha milésima iteracao.

A reconstrucdo depende do valor do parametro de suavizacdo A. Por exemplo, para valores
A < 0.6, aregressado obtida apresenta vdrias oscilacdes, o que ndo é compativel com o esperado
para a taxa de expansao do Universo; para valores de A entre [0.6,0.9], as oscilacdes desapa-
recem, mas a reconstrugdo € altamente dependente da escala de suavizacdo em altos redshifts;
enquanto que para valores de A > 1.0, a curva obtida é fracamente dependente da escala de
suavizacdo em todo o intervalo considerado (z € [0, 1.2]). Entretanto, valores muito altos do
comprimento de suavizagdo carecem de sentido porque os dados em altos redshifts ndo deve-
riam estar fortemente correlacionados com dados em baixos redshifts. Para estimar o melhor
valor de A, minimizamos a fun¢@o de validacdo cruzada dada pela Eq. (4.17). Para os da-
dos considerados, o valor da validacao cruzada € assintoticamente minimizado e o fixamos em
A=14.

Com o objetivo de determinar o erro da reconstrucao, utilizamos a técnica proposta na se¢ao
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Figura 4.2: (a) Reconstrugao da taxa de expansao aplicando o método de PGs com uma fungao
prior constante (regido azul) e o método NPS com um modelo ACDM como modelo
fiducial inicial (regido cinza). Os dados utilizados para realizar estas regressoes sao
representados com pontos vermelhos. (b) Calculo da funcido H(z)/(1+z) para ambas
as reconstrugoes.

anterior resumida nas Eqs. (4.11), (4.12) e (4.13). Como estas expressoes provém da extrapola-
¢ao do erro para uma suavizagdo linear, simulamos dados de H(z) utilizando o modelo ACDM
como modelo fiducial com diferentes valores do erro das medidas simuladas. Ao compararmos
os erros da reconstrucao o, € dos dados simulados o ;,,, encontramos que o . € ~ 30% menor
do que o ;,. Para levar em conta esta discrepancia, aumentamos o valor do erro da reconstrugao
em 30%.

Na Figura 4.2(a), apresenta-se ambas as reconstru¢des via PGs e suavizagao (referida como
NPS - Non Parametric Smoothing) da historia de expansao utilizando os dados de crondmetros
cOsmicos e os valores 6timos dos hiperparametros de cada um dos métodos. Os resultados
mostrados nesta figura correspondem as reconstru¢cdes em que uma funcao prior u(z) = 0 e o
modelo ACDM como modelo fiducial sdo utilizados no PG e no NPS, respectivamente. Por
completeza, apresentamos o grafico da fun¢do H(z)/(1 + z) = a na Fig. 4.2(b). Como podemo
observar, a reconstru¢do via NPS mostra um minimo em z; ~ 0.6 correspondente a transi¢ao
entre a fase desacelerada e acelerada do Universo, enquanto o resultado via PG ndo evidéncia
esta transi¢c@o no intervalo considerado. Por tal motivo, poderia se pensar que se a expansao real
(desconhecida) do Universo for compativel com o modelo padrao da cosmologia, a reconstru¢ao

via NPS produzird uma melhor e mais razoavel calibracdo da amostra de SNs JLA.

4.3 Calibracao dos parametros da curva de luz

Com o objetivo de calibrar os parametros da curva de luz e construir um diagrama de Hubble

independente de modelo cosmoldgico para a amostra de SNs JLA, transformamos as reconstru-
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coes da taxa de expansdo em medidas de distancia seguindo o método descrito na Secao 4.2.1.
Assumindo um universo espacialmente plano, calculamos os valores da distancia com seu res-
pectivo erro, considerando um passo Az=0.005. Para finalizar, comparamos a diferenga entre os
resultados a partir da solu¢do numérica da Eq. (2.20) com o célculo analitico para um modelo
cosmoldgico. No intervalo de redshift considerado [0,1.2], e assumindo um modelo ACDM, a
diferenca dos médulos de distancia € menor do que 0.003 mag, o que é desprezivel comparado
com as incertezas atuais das observacdes de SNs Ia (=~ 107! mag).

Tanto as estimativas da taxa de expansdo obtidas a partir dos dados de crondmetros césmi-
cos quanto os métodos de regressdo utilizados s@o independentes de modelos cosmoldgicos,
as distancias derivadas da integracdo de H(z) sdo consideradas os valores verdadeiros de d;*"
ou, consequentemente, x**". Os pardmetros a e § sio ajustados utilizando uma andlise de y?

marginalizando analiticamente a magnitude absoluta Mg,

X8, Mg) = A -2 x Mg X B+ M xC, (4.18)

onde

S 1Nz, @, B M = 0) — pe(z)]

A(a, = , 4.19
“h = 2 Teaf) P
740
SNz, @, B; M = 0) — fire(2)]
B(a, = , 4.20
(@,B) Z] o B (4.20)
740 1
B(a, = _ 421
(@,B) Z] =B 4.21)

Os termos o2, sdo propagados a partir das incertezas estatisticas das SNs Ia e das incertezas
produzidas no célculo de u*". A funcdo y*(a, 8, M) na Eq. (4.18) possui um minimo em
Mg = B/C [140], igual a

B(a, B)*
Cla,p)

Desse modo, ao minimizarmos y*(a, 8), podemos obter calibragdes para a e § com distincias

X (@.B) = Ala,B) -

(4.22)

verdadeiras derivadas das observagdes dos crondmetros césmicos. Por outro lado, também po-
demos obter uma estimativa para o parametro Mg a partir deste ajuste. No item a seguir, ao
investigarmos as implica¢des cosmoldgicas do diagrama de Hubble, iremos notar que a esti-

mativa da magnitude absoluta quebra a degenerescéncia entre a constante Hubble de H, e Mp.

4.4 Resultados

Os resultados da andlise estatistica realizada para calcular os parametros da curva de luz sao

resumidos nas Tabelas 4.3 e 4.4, para PGs e NPS, respectivamente. Nesta tabela, sdo levadas
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Figura 4.3: Diferenga do médulo de distancia calculado utilizando as reconstrugdes via PGs e
NPS e o0 modelos para calibrar os parametros da curva de luz.

em consideracdo as possiveis variagdes nos resultados relativas aos modelos utilizados como
priors em nos dois métodos. Como € mostrado na Tabela 4.3, as reconstrucdes via PGs e
as correspondentes calibragdes e implicacdes cosmoldgicas sdo sensiveis ao pressuposto da
funcao prior. No entanto, os resultados mostrados na Tabela 4.4 s@o essencialmente diferentes.
Verifica-se que as reconstrucdes via NPS e suas implicacdes cosmoldgicas nao dependem do
modelo fiducial inicial.

A diferenca entre o médulo de distancia u(z) derivado das funcdes H(z) reconstruidas com
PGs e com NPS apresentadas na Fig. 4.2 e o u(z) obtido com o modelo ACDM € mostrada na
Fig. 4.3. De acordo com os resultados da Fig. 4.2(b), os valores obtidos aplicando o método
NPS resultam em um diagrama de Hubble mais consistente com a previsdao do modelo ACDM
do que os valores via PGs. Cabe ressaltar que em vez de fixar o valor da constante de Hubble
(por exemplo em Hy = 70 km s~! Mpc™' [77]) -como usualmente é feito nas analises com dados
de SNs Ia- para determinar os valores de My e Ay no ajuste global do modelo cosmoldgico,
estes valores, em nossa andlise, podem ser estimados a partir da calibracdo independente de
modelo. Isto € realizado através do contraste dos mddulos de distancia obtidos com o ajuste da
curva de luz com aqueles obtidos a partir da reconstrucdo de H(z) (ver Egs. (4.1) e (4.2)).

Por tultimo, quantificamos algumas das implicacdes deste diagrama de Hubble independente
de modelo cosmoldgico para a compilacdo JLA. Assumimos um modelo de universo ACDM

espacialmente plano, cujo parametro de Hubble estd dado pela expressao:

H(z) = Hy[Q,,(1 +2)° + (1 = Q)] (4.23)

Realizando uma andlise estatistica com os dados da compila¢do JLA com os mddulos de distan-
cias calibrados com o procedimento anteriormente descrito, vinculamos o plano €, — H. Estes

resultados sdo apresentados nas Tabelas 4.3 e 4.4. Conforme esperado, os resultados obtidos
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Funcdo prior Calibracdo de (a,8, M, AM) Vinculos em Q,, e
H, (km/s/Mpc)

Constante | 0.137,3.036,-19.081, -0.056 | 0.2910929 68.924+0476

E-D 0.149, 3.157,-19.042,-0.029 | 0.270:9028  70.838+0493
ACDM 0.158,3.439, -18.983,-0.031 | 0.255:002 7 795+0321
wCDM 0.152,3.307,-19.053,-0.042 | 0.267:292 70216047

Tabela 4.3: Resultados obtidos para diferentes fungdes médias prior no método PGs.

Modelo ansatz Calibracgao de (a, 8, M, AM) Vinculos em ©,, €
Hy (km/s/Mpc)
E-D 0.154, 3.190, -19.022, -0.019 O.264f8:8§§, 71.738i8§8‘f
ACDM 0.155, 3.221, -19.014, -0.017 0.261f8:8§§, 72.O7Oj8§8‘5‘
wCDM 0.153, 3.172, -19.028, -0.021 O.265f8:8§§, 71~525i81333

Tabela 4.4: Resultados obtidos para diferentes modelos ansatz no método NPS.

via PGs sdo dependentes do modelo prior. Contrariamente, ao utilizarmos o método NPS, os
resultados obtidos sdo fracamente sensiveis ao modelo fiducial inicial. Os contornos de con-
fianca do plano Q,, — H, sao apresentados na Fig. 4.4(a). Para os PGs, obtemos que o valor
da constante do Hubble é compativel com o valor de H, estimado a partir das flutuacdes de
temperatura da RCF, das colaboracdes Planck + WMAP9 + BICEP2 reportado na Ref. [141].
Para o método de suavizagdo, encontramos que o vinculo da constante de Hubble é compativel
com a medida recente da constante de Hubble local, obtida a partir da velocidade de recessao
de objetos proximos (Hy = 73.80 + 2.40 km/s/Mpc com 68.3 % de confianga) [142] (ver Fig.
4.4(b)).
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Figura 4.4: (a) Vinculos no plano Q, — H, assumindo um modelo ACDM espacialmente
plano utilizando a compilacdo JLA calibrada de maneira independente de modelo.
(b)Distribuicao de probabilidade marginalizada do pardmetro Hy. A linha azul con-
tinua corresponde aos resultados utilizando a calibracio via PGs, enquanto a linha
preta tracejada corresponde a calibracdo via NPS. A regides sombreadas verde e
amarela correspondem aos intervalos de 68% de confianca do parametro H, prove-
nientes das medidas de RCF das colaboracdes Planck+ WMAP9+BICEP2 [141] e
de observacgdes de varidveis cefeidas [142], respetivamente.



5 Reconstrucao das Perturbacoes
Cosmologicas de Mateéria na
Teoria da Relatividade Geral

Nos capitulos anteriores, foram apresentadas vdrias aplicacdes dos métodos de reconstru¢ao
ndo paramétricos na area da cosmologia. Estes métodos t€m sido utilizado para reconstruir o
parametro de Hubble e de desaceleracdo, a equagao de estado da energia escura, os testes nulos
Oy e O, validar a relagao de dualidade césmica, entre outros. A caracteristica comum de todas
estas aplicacoes € que estdo focadas no estudo de quantidades em um nivel de background, ou
seja, no contexto de um universo sem perturbacoes.

Do ponto de vista observacional, € bem conhecido que a precisdo das medidas de quantida-
des em um nivel de background (por exemplo, a distancia de didmetro angular, a distancia de
luminosidade e a taxa de expansdo do Universo) ndo € suficiente para distinguir entre modelos
de EE e teorias de GM. Além disso, do ponto de vista tedrico, mesmo com dados de alta pre-
cisdo, € impossivel decidir se a aceleracdo césmica € um efeito geométrico ou dindmico. Esta
impossibilidade decorre do fato de que diferentes cendrios de GM podem produzir a mesma
taxa de expansdo que modelos de EE e, consequentemente, os observdveis cosmoldgicos em
um nivel de background encontram-se degenerados [47, 83]. No entanto, quando considera-
mos um modelo de universo mais realistico possuindo flutua¢des geométricas e flutuacdes nos
campos de energia, esta degenerescéncia pode ser quebrada ao analisarmos o crescimento das
perturbacdes da densidade de matéria, uma vez que diferentes classes de modelos produzem,
em geral, previsdes caracteristicas do crescimento das estruturas césmicas (ver Fig. 5.1). As
quantidades perturbativas, como o contraste de densidade 0, a taxa f e o indice de crescimento
v, constituem ferramentas de vital importancia para desvendar a verdadeira natureza da acelera-
cdo cosmica [47, 83]. Nas teorias da gravidade modificada, a taxa de crescimento geralmente €
diferente da predita por modelos no marco da TRG. A constante gravitacional efetiva G, apa-

rece no termo fonte que impulsiona a evolucdo de ¢, mudando significativamente em relagdo a

7
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Figura 5.1: (a) Taxa de expansdo e (b) taxa de crescimento para diferentes modelos cosmol6-
gicos. Os pontos azuis correspondem a dados reais enquanto os pontos vermelhos
correspondem a dados simulados assumindo um modelo de EE como modelo fidu-
cial. A linha pontilhada representa o modelo ACDM, a linha tracejada um modelo
de EE e a linha solida o modelo DGP. Estes modelos produzem a mesma taxa de
expansdo cosmica com diferente taxa de crescimento das perturbacdes de matéria.
Figura retirada da referéncia [47].

constante gravitacional de Newton G, usual no regime da TRG".

Neste capitulo, apresentaremos um estudo pioneiro ao utilizarmos métodos de regressdo nao
paramétrica, Processos Gaussianos e Suavizacdo, para reconstruir de maneira continua quan-
tidades em um nivel perturbativo a partir de observaveis no nivel de background. Especifica-
mente, calcularemos a taxa de expansdo do Universo utilizando as estimativas provenientes do
método de idades diferenciais de galdxias, que sdo independentes de modelos cosmoldgicos
e de modelos de sintese de populacdo estelar, e estimativas em altos redshifts obtidas a partir
da fun¢do de correlagdo tridimensional da fracdo de fluxo transmitido em sistemas Lya-forest
de quasares. Com a reconstru¢do do parametro de Hubble H(z) -assumindo que a teoria que
descreve corretamente a gravidade é a TRG e que o Universo (sem perturbar) é plano, homo-
géneo e isotropico- calcularemos as perturbacdes lineares de matéria ndo relativistica dentro do
horizonte de Hubble, o que corresponde ao célculo do contraste de densidade e as quantidades
que dele se derivam. Iremos comparar nossos resultados obtidos a partir da taxa de expansao
do Universo com as estimativas da taxa de crescimento obtidas a partir das observagdes do
Universo em grande escala, permitindo a validacdo das hipé6teses envolvidas nas nossas recons-
trugdes. Finalmente, reconstruiremos um teste nulo definido utilizando tanto observdveis do

tipo background quanto observaveis do nivel perturbativo.

5.1 O contraste de densidade e outras quantidades
perturbativas

* As perturbacdes em teorias de GM serdo desenvolvidas no Capitulo 6.
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Na Secdo 2.3, foi apresentado o arcabouco tedrico das perturbagdes cosmoldgicas dentro do
marco da TRG. O ponto de partida desta andlise € a perturbacdo da métrica, em que por sim-
plicidade assumimos um universo espacialmente plano. Baseados no contexto de um universo
de background homogéneo e isotropico, consideramos as perturbacdes escalares da métrica de

FLRW no calibre Newtoniano

ds* = a*[(1 + 2¢)dn* + —((1 — 245, )dx'dx], 5.1

onde ¥y = ¢ em auséncia de um estresse anisotropico. Estas quantidades estdo relacionadas com

o contraste de densidade

80m(x, 1) = B, (1)

5
(o0 = Pm(0)

(5.2)

via a equagdo de Poisson

K¢ = —4nGa’p,0, (5.3)

sendo consideradas distancias dentro do horizonte de Hubble. Seguindo o formalismo desenvol-
vido na Secdo 2.3.2, obtemos a equacdo diferencial de segunda ordem que governa a evolugao

das perturbagdes de matéria

Om + 2HS,, — 4nGp,,6 = 0. 5.4)

Onde foi assumido que a EE escura ndo se aglomera nestas escalas e que a matéria € covarian-
temente conservada.

No caso simples em que o universo pode ser descrito com matéria, curvatura € uma constante
cosmoldgica, ou seja, que o parametro de Hubble ao quadrado pode ser escrito em termos de

um polindmio de terceiro grau [143],

H(2) = C; + Co(1 + 2)* + C3(1 + 2)°, (5.5)

a Eq. (5.4) possui solugdo analitica exata dada por

1
5o H() f H: Z,) (5.6)

correspondente a0 modo crescente das perturbagdes. Para uma evolugdo distinta, da anterior-
mente mencionada, a Eq. (5.4) tem que ser solucionada numericamente. Este € o caso de um
campo de EE arbitrdrio. A Eq. (5.4) pode ser reescrita em termos da distancia fisica adimensi-

onal,

o dt “dz
D = H, —— = H, , 5.7
0[ a0 - ) "G 7
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como:

g Y 3

onde a linha representa a derivada com respeito a D e foi utilizada a suposi¢do que p,, oc (1+2)*".
A solucgdo desta equagdo diferencial pode ser escrita em termos do seguinte sistema de equacdes
integrais [48, 144]:

D
o(D) = 1+66f [1+ z(Dy)]dD, (5.92)
0

3 D D
0 0

8'(D) = 61 +z(D)] (5.9b)

D
+%Qm0[1+z(D)]f §(Dy)dD; .
0

O fato do processo de integracdo reduz a propagacdo de erros de dados ruidosos constitui a
vantagem principal desta solug@o de 6. Note que esta solucdo integral do contraste de densidade
0 ndo estd acoplada com a sua primeira derivada ¢’. Contrariamente, a solu¢cdo de ¢’ requer a
informacao sobre o contraste de densidade.

Para resolver o sistema integral de equagdes, nds devemos utilizar informacao a priori do va-
lor do parametro de densidade da matéria hoje Q,,. Em nossa andlise, adotamos duas diferentes
estimativas desta quantidade, provenientes das colabora¢des Planck e WMAP. Com o objetivo
de obter uma solucdo tnica do sistema de equagdes, fixamos as duas constantes de integracdo
da Eq. (5.9b) na nossa solucdo integral. A primeira constante de integracdo € implicitamente
fixada na Eq. (5.9b), visto que foi normalizada a solucao do contraste de densidade ao seu valor
atual, isto €, 69 = 6(z = 0) = 1. Para fixar a segunda constante de integragdo, 6, = ¢'(z = 0),
€ necessario analisar o comportamento de ¢ na era dominada pela matéria, e escolher o valor
desta constante tal que o contraste de densidade seja proporcional ao fator de escala em al-
tos redshifts. Na prética, entretanto, € mais simples fixar o valor de ¢ ao analisar o fator de

crescimento, definido como*:

8(2) = (1 +2)6(2) . (5.10)

Uma solucdo unica da Eq. (5.4) implica que a histéria da expansao césmica e o valor do
conteido de matéria em um momento especifico (em nossas equagdes, o valor atual Q,(z =
0) = Q,,9) determinam univocamente o contraste de densidade da matéria. Cabe ressaltar que no

contexto de um modelo cosmolégico dado, nao h4 dependéncia entre as perturbacdes de matéria

T Neste capitulo e posteriores, escrevemos explicitamente o sub-indice 0 para denotar a densidade atual de
matéria, €,,,0.
¥ Em alguns textos, o contraste de densidade normalizado em z = 0 é chamado de fator de crescimento.



5.1. O CONTRASTE DE DENSIDADE E OUTRAS QUANTIDADES PERTURBATIVASS81

e a constante de Hubble H,®. Portanto, podemos realizar uma determinacdo indireta de & ao
reconstruirmos o parametro de Hubble a partir dos dados de H(z). Além disso, como mostrado
na Ref. [81], a unicidade da Eq. (5.9b) permite uma solu¢ao analitica do problema inverso, ou

seja, a determinacdo da expansdo cosmica como uma fung¢do do contraste de densidade H(6(z)),

H?(2) = 3Q dz. (5.11)

070 (a8 dz)? 1+2

Porém, enquanto a taxa de expansio cosmica pode ser estimada diretamente a partir da idade

, (1+2)7° f‘x’ oldo/dz|
Z

de galdxias -ou por meio da derivada da distancias de didmetro angular ou de luminosidade- o
contraste de densidade nio constitui um observdvel cosmoldgico e ndo pode ser determinado
diretamente das observacgdes. Por tal motivo, € util definir outras quantidades que tenham uma
conexao direta com as observagdes para poder vincular o crescimento das estruturas. Podemos

definir o espectro de poténcia da matéria como:

P(k,a) = AlSi(a)?, (5.12)

sendo equivalente a transformada de Fourier da funcdo de correlacao de dois pontos £(r), cujo

estimador € dado por
_ DD(r)

" RR(r)

onde DD(r) € o numero de galaxias que localizam-se a uma distancia r num catdlogo real

4(r) (5.13)

e RR(r) o nimero de galdxias que localizam-se na mesma distdncia num catdlogo aleatorio.
Outros tipos de estimadores para {(r) tém sido explorados na literatura. Alguns deles podem
ser encontrados nas referéncias [ 145, 146, 147]. Por sua vez, podemos relacionar o espectro de
poténcia com o valor quadritico médio da amplitude das flutuagdes de massa (a variancia das

flutuacdes de massa) dado por:

* kzP inear k’
ol = f K Pinear ke @) v gy in k. (5.14)
272
0

onde W(x) = 3j;(x)/x é a transformada de Fourier da funcao janela no espaco real € Pjjeqr O
espectro de poténcia no regime linear. og(a) contem a informag¢ado do valor médio da quantidade
de flutuacdes de matéria em uma esfera de raio R em um dado redshift, assumindo que as
perturbacdes encontram-se no regime linear e, portanto, que a Eq. (5.4) é vdlida. O tamanho
desta esfera é padronizado em R = 8h~! Mpc e o valor rms das flutuacdes em fungio do redshift

em termos do contraste de densidade é

03(z) = 036(2)/6(0) (5.15)

sendo og = 0gp-1pp(2 = 0).

¥ Este fato pode ser conferido diretamente nas solugdes de ¢ apresentadas, onde as expressdes sempre envolvem
o pardmetro de Hubble normalizado (h(z) = H(z)/Hp) que independe de Hj.
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A partir das observacgdes da estrutura em grande escala do Universo, analisando o espectro de
poténcia da matéria ou os dados de lenteamento gravitacional, podem ser inferidas as variacdes

de 0g(z) e 5(z). Estas observacdes sdo sensiveis a taxa de crescimento, definida como

ding _ (1+2)Hy &

= = ) 5.16
F@= e Hz) o (5.16)
e a taxa de variacdo da amplitude de aglomeragao definida como
dog(a(z
fors(@) = f@r(z) = 24D (5.17)
dlna

As estimativas de f(z) e de fog(z) a partir das observacdes da estrutura em grande escala e as
estimativas obtidas solucionando as Eqs. (5.4), (5.16) e (5.17) a partir de uma reconstrucao do
parametro de Hubble sdo independentes. Consequentemente, uma tensao entre estas evidenci-
aria uma violacdo de algum dos nossos postulados para derivar a Eq. (5.4). As implicacdes da

discrepancia destas estimativas sao:

e O Universo nao é homogéneo, isotrépico ou espacialmente plano em grandes escalas.
Por exemplo, em um cendrio cosmolédgico LTB, universo inomogéneo, as equacdes das

perturbacdes t€ém que ser modificadas, como mostrado na Ref. [45, 46];

o A EE e a matéria escura ndo se conservam separadamente e, portanto, a densidade de
matéria nio decai proporcional a a=>. Estes cendrios correspondem a modelos em que
existe interacdo entre as componentes escuras [148, 149, 150, 151] ou quando elas cons-
tituem um tnico campo, como € o caso do gas de Chaplygin [152]. Nestes modelos a
EE aglomera-se parcialmente junto com a matéria escura em pequenas escalas. Como

consequéncia disto, o contraste de densidade torna-se dependente da escala k [144].

e A TRG nio € a teoria correta para descrever a gravitacdo em grandes escalas ou a EE
aglomera-se e seu efeito tem que ser levado em conta, inclusive, em distancias menores do
que o horizonte de Hubble. Em ambos os casos, G ndo se comporta como uma constante
e deve ser reescrita em termos de uma fungdo gravitacional efetiva que pode depender
tanto da escala quanto do tempo (redshift), G.sr = G.r¢(k,t) [153, 154, 155, 156].

Finalmente, se introduz o indice de crescimento v como uma forma de aproximar a taxa de

crescimento em termos do contetido de matéria [157, 158, 159]

f(@) = Qu2)". (5.18)

Nesta expressao, a dependéncia com respeito ao redshift estd totalmente contida no parametro
de densidade, sendo y uma constante. Para a precisao atual dos dados, esta expressdo constitui
uma boa aproximacao de f, no entanto, para dados futuros serd necessaria uma forma funcional
mais geral [47]. Por este motivo, definimos o indice de crescimento de maneira geral como uma

funcgdo de z,
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Figura 5.2: Valores do indice de crescimento em modelos de EE lentamente varidvel. A linha
preta denota o valor do indice de crescimento em fun¢do da equacio de estado da
EE dado por y ~ %. A linha azul e a regido sombreada denotam os vinculos do
indice de crescimento encontrados nesta tese.

In f(z)
= 5.1
Y@ =+ 00’ (5.19)
onde o parametro de densidade da matéria € definido como
Q,0(1 + 2)3H?
Q) = oI (5.20)

H(z)

Como foi mencionado, tanto a taxa de crescimento quanto o indice de crescimento sdo quanti-
dades essenciais para distinguir entre modelos de EE e teorias de GM [47, 83, 153]. Especifica-
mente, o indice de crescimento € 1til na caracterizacdo de teorias de gravitacdo. Por exemplo,
v = 6/11 para o modelo ACDM [159, 160, 161], ¥y = 11/16 para o modelo DGP [160] e o
valor de vy encontra-se no intervalo 0.40 < y < 0.43 [153] para o tipo de teoria f(R) proposta

na Ref. [37]. Por outro lado, para modelos de EE, sem aglomeragdao, com uma equacao de

3(w—1)
6w-5

estado que evoluciona lentamente, y =~ [47]. E possivel utilizar vinculos sobre o indice de
crescimento para restringir a equagdo de estado da EE escura. Porém, como € visto na Fig. 5.2,
as estimativas do valor de y, ndo vinculam fortemente w, ndo sendo estes limites competitivos
com os obtidos com dados de observaveis de background (SN Ia, flutuagdes na RCEF, sinais de

BAO).

5.2 Construcao do teste nulo

Podemos construir um teste nulo assumindo a validade da Eq. (5.4) que governa o cresci-
mento das perturbagcdes. Por tal motivo, os postulados utilizados para derivar esta expressao

devem ser satisfeitos. Este teste nulo que faz uso de quantidades de background e perturbativas



5.2. CONSTRUCAO DO TESTE NULO 84

foi proposto nas Refs. [162, 163]. A seguir, apresentamos a forma de construir este teste:
Primeiramente, escrevemos a Eq. (5.4) em termos do fator de escala
3Q,Hié(a)

6/(61)_5 aH@a)?

3 H/(“)) (5.21)

0" (a) + (5 + Ha)

onde a linha representa a derivada com respeito ao argumento da fung¢do. Assumimos que
esta expressao provém das equacOes de Euler-Lagrange, com ¢ considerada uma coordenada

generalizada,

=0. (5.22)

d 0L(a,o,8) _ 0L(a,s,5)
da 00’ 00

Como usual, escrevemos a Lagrangiana em funcido de um termo "cinético"e um "potencial"da

coordenada generalizada,

L=T-YV, (5.23)

onde T e V sdo escritas como .
T = 3 fi(a, H(a))5 (a)* (5.24)

1
V= 5]’2(61,171(61))5(61)2 (5.25)

sendo f; e f, duas funcdes desconhecidas a serem determinadas. Substituindo esta Lagrangiana

nas equacgOes de Euler-Lagrange (5.22), obtemos

dafila, H)  H'(a)0nfi(a, H) fola, H)

6" (a) + Fa ) + @) 8 (a) + fl(a,H)é(a) =0. (5.26)
Por comparagdo com a Eq. (5.21), determinamos as funcdes f| e f:
fila, H(a)) = a’H(a)/Hy, (5.27)
_ 3glmO
fz(d,H(Cl)) - _m. (528)

Desta forma, o Lagrangiano e o Hamiltoniano do sistema ficam definidos como

_l 3¢ 2 3'gsz 2

L= Tk 0'(a)"H(a)/H, + —4a2H(a)/H06(a) , (5.29a)
_l 3¢r0.82 _ 3Q0 2

H = Tk 6" (a)"H(a)/Hy 102 H(a)/Hy /Hoé(a) . (5.29b)

Neste sistema, o Hamiltoniano depende explicitamente da parametro "temporal"a e, portanto,

H nao é uma constante de "movimento", ou seja, ndo é uma quantidade conservada deste sis-
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tema. Contudo, ao conhecermos a fun¢do Lagrangiana do sistema, podemos aplicar o teorema
de Noether para encontrar uma quantidade conservada e adapti-la a um teste nulo. Para este
fim, utilizamos a derivada de Lie do Lagrangiano ao longo da direcao do vetor X para encontrar
uma direcdo de simetria do sistema.

Dado um vetor X

da(a) 0
da 00

ao longo de uma direc@o de simetria do sistema, temos que a derivada de Lie do Lagrangiano

X = a/(a)% + (5.30)

na dire¢do X € nula,

LxL =0. (5.31)
Aplicando a derivada de Lie de uma funcdo escalar na direcdo do vetor X, X[ f], temos que

0L
0o’

2 =aa) (5.32)

¢ uma constante de "movimento"do sistema. Para o caso particular do Lagrangiano na Eq.

(5.29a), esta constante é

Y = a(a)d' (a)a’H(a)/Hy. (5.33)

Neste ponto basta determinar a fun¢do a(a), o que pode ser feito pela substituicdo da Eq. (5.29a)

no operador da Eq. (5.30). Esta operagdo produz a equacdo diferencial

3Q,6(a)a(a)

’ 3 /
a’'(a)a’H(a)/Hyd'(a) + 2 H@Hy -

(5.34)

cuja solucdo de a(a) é dada por

B B 3Q,,6(x)
ala) =c exp[ L: 2x5H(x)2/H§(5’(x)dx] , (5.35)

onde ¢ € uma constante de integracdo. Substituindo o valor de @ na Eq. (5.33) e escolhendo o

valor de c¢ de tal forma que X seja igual a 1, temos

_ PH@f) f”(f(X) 30, ) ]_
= W2H(av)f (o) eXp[ A\ T 2dEGrrm )T (5-36)

a f(x)
. . . —=dx .
onde ¢ foi escrito em termos da taxa de crescimento como 6(a) = 6(a0)ef”0 * ™", Finalmente,

escrevemos o teste nulo em termos de f(a)

_ PH@f@ w30
) = o fan P U ( x 2x4H<x>2f<x>)dx] 637
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] 6(l X fo
m
a

0@) = o X*H()/Hjfog(x)

2

PH(a)fos(a) exp[ dx| . (5.38)

agH(a) fos(ao)

Este teste nulo tem a vantagem de utilizar uma quantidade de background como o parametro

de Hubble e uma quantidade perturbativa como o contraste de densidade ou as fungdes f(z) ou

fos(2).

5.3 Dados

Para realizar a reconstru¢do da taxa de expansdo césmica aplicando os métodos ndo paramé-
tricos - Processos Gaussianos e Suavizagdo- utilizamos o conjunto de dados descrito na Se¢ao
5.3. Estes dados correspondem a estimativas de H(z) a partir de idade de galdxias passivamente
evoluidas. A vantagem principal deste conjunto de medidas € a sua independéncia de mode-
los cosmolégicos quanto de modelos de sintese de populacdes estelares, fazendo com que os
resultados ndo sejam enviesados por estes modelos.

Contudo, este conjunto de dados ndo € suficiente para realizar a reconstrucdo do contraste
de densidade e as outras quantidades perturbativas, descritas na secdo anterior. O problema
fundamental € a necessidade de informacdo em altos redshifts para fixar as condicdes iniciais
(constantes de integracdo). Como podemos observar na Fig. 4.2, a reconstrucao de H(z) via PGs
para este conjunto de dados ndo apresenta uma transi¢io entre uma fase acelerada e uma desa-
celerada na expansao césmica. Esta reconstrucao evidencia, unicamente, uma fase acelerada.
Portanto, ndo € possivel utilizar esta informacao para reconstruir as perturbacdes assumindo
que existe uma fase dominada pela matéria em que 6 o« a. No caso da reconstrucdo efetuada
com o método de suavizagao, esta apresenta as duas fases. Contudo, os resultados obtidos ndo
seriam robustos ao extrapolarmos a informacao em redshifts baixos e intermedidrios (z < 1.2) a
redshifts muito altos (z>2).

Para resolver este problema, acrescentamos ao nosso conjunto de crondmetros cosmicos,
duas estimativas de H(z) provenientes do sinal de BAO em redshifts muito altos (z ~ 2.4),
utilizando dados de quasares. Na teoria, qualquer tragador da distribui¢do de matéria em grande
escala pode ser utilizado para estimar o sinal de BAO, ou seja, pode ser usado como uma régua
padrdo estatistica como prova cosmoldgica. A primeira detec¢do do sinal de BAO foi realizada
analisando a distribui¢cdo espacial de galdxias em baixos redshifts (z < 0.4) [164, 165] e depois
estendido a galdxias em redshifts intermedidrios (0.4 < z < 0.8) [166, 167]. Entretanto, ha
uma grande variedade de levantamentos cujo objetivo € determinar o sinal de BAO a partir da
distribui¢do de fontes de raios [168], emissdo de 21 cm [169], galdxias emissoras de Lya [170],

quasares [171] e a distribuicao de hidrogénio neutro tracado pelo Lya forest [172].



5.3. DADOS 87

z Jobs o Ref.
0.15 051 0.11 [174],[175]
022 060 0.10 [176]
0.32 0.654 0.18 [177]
035 0.70 0.18 [178]
041 0.70 0.07 [176]
0.55 075 0.18 [179]
0.60 0.73 0.07 [176]
0.77 091 0.36 [180]
0.78 0.70 0.08 [176]

14 090 0.24 [181]

Tabela 5.1: Estimativas de f,,, utilizadas na anédlise. Tabela adaptada da Ref. [182]

Estas duas estimativas de H(z) a partir de dados de quasares sdo:

o H(z = 2.34) = 222 + 7km/s/Mpc. Este valor foi determinado através da funcdo de
autocorrelacio do Lya-forest utilizando dados de aproximadamente 160.000 quasares do
SDSS DR11 [137, 173];

e H(z =2.36) = 226+8km/s/Mpc. Este valor foi determinado através da correlagcdo cruzada
(cross-correlation) do campo de densidade de quasares e absor¢des de Lya utilizando,

também, dados de aproximadamente 160.000 quasares do SDSS DRI11.

Cabe ressaltar que estas duas estimativas da taxa de expansdo césmica, utilizando dados de
quasares em redshifts muito altos do SDSS DR11, ndo estdo correlacionadas [136].

Por outro lado, em sua maioria, as estimativas da taxa de crescimento f(z) e a taxa de variagao
da amplitude de aglomeracdo fog(z) provém da andlise das distor¢cdes no espaco de redshift
(redshift-space distortion, RSD).

As galdxias e os quasares sdo tragadores enviesados da estrutura subjacente do Universo.
Este viés provém da natureza dos objetos observaveis. A impossibilidade de observar a ma-
téria escura faz com que sua distribui¢do tenha que ser inferida a partir dos objetos lumino-
sos. Relaciona-se, entdo, a sobre-densidade de galdxias (ou qualquer outro tragador, como
quasares) com a sobre-densidade de matéria escura via uma funcdo viés b, tal que 0,(z,k) =
b(z, k)o,e(z, k), 0 que causa uma degenerescéncia entre as estimativas das flutuacdes de matéria
e os parametros de b. Entretanto, os dados de levantamentos espectroscopicos possuem infor-
macoes adicionais sobre o campo de velocidade produzido pelo colapso gravitacional, medindo
separadamente o espectro de poténcia ao longo e perpendicular a linha de visada. Esta informa-
cdo do campo de velocidade ajuda a diferenciar os efeitos da EE ou da modifica¢do da gravidade
através das medidas de RSD, quebrando a degenerescéncia produzida pela fungado viés.

As RSD originam-se porque a atragdo gravitacional das sobre-densidades de matéria causa
desvios de velocidade com respeito ao fluxo de Hubble. Essas velocidades peculiares sdo im-
pressas nos dados de levantamentos em que a velocidade de recessdo ¢é utilizada como a co-

ordenada radial das posicdes dos objetos, levando a uma aparente compressao da aglomeragdo
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Z fos(2) Refs.
0.02 0.360 + 0.040 [184]
0.067  0.423 +0.055 [185]
0.25 0.3512 +0.0583 [186]
0.37 0.4602 +0.0378 [186]
0.30 0.407 = 0.055 [187]
0.40 0.419 £ 0.041 [187]
0.50 0.427 £ 0.043 [187]
0.60 0.433 = 0.067 [187]
0.17 0.510 = 0.060 [188]
0.35 0.440 = 0.050 [188]
0.77 0.490 £0.018 [180, 188]
0.44 0.413 +£0.080 [129]
0.60 0.390 = 0.063 [129]
0.73 0.437 = 0.072 [129]
0.80 0.470 = 0.080 [189]
0.35 0.445 £ 0.097 [126]
0.32 0.384 = 0.095 [190]
0.57 0.423 = 0.052 [191]

Tabela 5.2: Estimativas de fog(z) utilizadas na nossa andlise. Tabela retirada da Ref. [163]

radial em relagdo a aglomeracdo transversal em grandes escalas espaciais (algumas dezenas de
Mpc). Em escalas menores (alguns Mpc), observa-se um alongamento adicional, conhecido
como dedo de Deus (finger-of-God), devido as velocidades aleatérias das galaxias no aglome-
rado. A anisotropia resultante na aglomeracao de galdxias esta correlacionada com a velocidade
em que a estrutura cresce. Portanto, as RSD sdo sensiveis as taxas de crescimento f(z) e fog(z).

As medidas de f(z) e fos(z), utilizadas neste trabalho para comparar com as reconstru¢oes
das mesmas realizadas via dados de H(z), sdo apresentadas nas Tabelas 5.1 e 5.2. Uma tabela
completa das estimativas atuais de fog(z), junto com um conjunto de medidas que ndo apresenta

correlagdes, pode ser encontrada na Ref. [183].

5.4 Reconstrucao das Perturbacoes de Matéria utilizando

Processos Gaussianos

Utilizamos os dados de H(z), descritos na secdo anterior, para obter uma curva suave da
histéria da expansdo césmica utilizando o método de PGs. Como descrito na Secdo 3.3, ma-
ximizamos a fun¢do de verossimilhanca (3.32), obtendo, desta maneira, os valores 6timos dos
hiper-pardmetros para realizar a reconstru¢ao de H(z). Na Fig. 5.3(a), mostramos os resultados
desta reconstru¢do junto com os dados utilizados. Também apresentamos, na Fig. 5.3, a varia-
cdo temporal do fator de escala em funcdo do redshift, dado pela quantidade a = H(z)/(1 + z).

Esta fun¢do apresenta um minimo em z =~ 0.62 correspondente a recente transi¢do entre a de-



5.4. RECONSTRUCAO DAS PERTURBACOES DE MATERIA UTILIZANDO

PROCESSOS GAUSSIANOS 89
250 8
75
200
70\\ﬁ
0
150 + 65\—¥7
2 N
®60
55
50
50
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 5.3: (a) Reconstrucdo da expansdo cosmica (em km/s/Mpc) via PGs a partir de dados de
crondmetros cosmicos de quasares em altos-z. A linha preta sélida corresponde a
reconstru¢do via PGs enquanto as regides sombreadas correspondem ao intervalos
de confianca em 1o e 20~. Os pontos representam os dados observacionais apresen-
tados. (b) H(z)/(1 + z) como fung¢do de z.

saceleracdo e aceleragdo césmica. Como podemos ver, diferentemente da Fig 4.2, o efeito da
inclusdo dos dados de quasares em altos redshifts modifica consideravelmente a reconstrug¢ao
via PGs, produzindo uma fase desacelerada. Conforme mencionado, esta fase é necessaria em
nossa andlise uma vez que as constantes de integracao sdo fixadas de acordo com o comporta-
mento de 6 na era da matéria.

Na Fig. 5.4, apresentamos a evolucao de Q,,(z) (Eq. (5.20)). Nas Figs. 5.4(a) e 5.4(b), fo-
ram adotados os valores atuais do parametro de densidade da matéria, dados pela colaboragdo
Planck [14], Q,,0 = 0.308 + 0.012 e pela colaboracdio WMAP [13], Q,,0 = 0.279 + 0.025, res-
pectivamente. Este comportamento implica no aumento da importancia da matéria na dindmica
do Universo em altos redshifts (para uma comparacdo com o comportamento desta quantidade
no modelo padrdo, ver Fig. 2.2).

Ap6s a reconstrugdo de H(z) via PGs, calculamos a distancia fisica adimensional e, com
esta informacdo e os valores de €),,0 mencionados, calculamos a solu¢iao do contraste de den-
sidade (Eq. (5.9b)) de maneira iterativa. O unico parametro livre na Eq. (5.9b) € ¢;,, sendo
necessario encontrar um valor apropriado. Como estudado na Secdo 2.3.3, da teoria de per-
turbagdes cosmoldgicas, € esperado que 6 o< a = 1/(1 + z) em altos redshifts ou, igualmente,
que g(z) — constant. Na pratica, calculamos o fator de crescimento g(z) para varios valores
de d;, até obter o comportamento requerido em z =~ 2.36, o ponto de maior redshift de nossos
dados. Para os valores de €,y das colaboragdes Planck e WMAP, respectivamente, estimamos
0, = 0.515£0.003 e 6 = 0.485 +0.003. Os fatores de crescimento calculados sdo apresentados
na Fig. 5.5. Como esperado, a reconstrucao de g(z) depende significativamente do valor atual
da fracdo de matéria hoje assumido na andlise. Estas reconstru¢des de g(z) sdo similares as
obtidas na Ref. [144] que utiliza uma suavizacao linear dos dados de SNs Ia para derivar H(z)

e, com isto, calcular as perturbacdes de matéria.



5.4. RECONSTRUCAO DAS PERTURBACOES DE MATERIA UTILIZANDO
PROCESSOS GAUSSIANOS

0.8

0.6

Q’Iﬂ (z)

2, ()
\\ .
(=]

0.2 0.2

0,,0=0.308 £0.012 0,,0=0.279 +0.025

0'8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 0'8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6
z z

Figura 5.4: Evolucdo do parametro de densidade de matéria calculado utilizando a reconstru¢ao
de H(z) mostrada na Fig. 5.3(a) e as estimativas atuais de ), provenientes das
colaboracdes Planck (a) e WMAP (b). As regides sombreadas correspondem ao
intervalos de confianca em 1o e 20
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Figura 5.5: (a) Fator de crescimento em escalas menores do que o horizonte de Hubble obtido
resolvendo a Eq. 5.9b e utilizando o valor de Q,,y da colaboracdo Planck. (b) Fator
de crescimento calculado assumindo o valor de Q,,, dado pela colaboracio WMAP.

Na reconstrugdo da taxa de crescimento, o valor de ¢; tem um papel importante pela sua rela-
¢do com o valor atual de f, f(0) = —¢;,. Esta relagdo pode ser derivada a partir da Eq. (5.16). A
reconstru¢do de f como uma fungdo do redshift, junto com as medidas desta quantidade mos-
tradas na Tabela 5.1, € apresentada na Fig. 5.6. Esta clara compatibilidade entre a reconstru¢io
de f(z), a partir dos dados de crondometros césmicos e quasares em altos redshifts, com as me-
didas da taxa de crescimento provenientes de levantamentos de galdxias, pode ser interpretada
como uma medida da consisténcia do formalismo tedrico apresentado, bem como, do método
de reconstrug@o ndo paramétrica utilizado na nossa analise.

Mais importante ainda, para os valores de €, dados pelos experimentos de RCF atuais,
os resultados da Fig. 5.6 mostram ser compativeis com a descri¢do cosmoldgica padrao, ou

seja, um universo relativista geral descrito pelo elemento de linha de FLRW e cujo campo
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Figura 5.6: Taxa de crescimento das perturbacdes de matéria. A linha preta s6lida corresponde
ao valor médio da reconstrucao solucionado a Eq. (5.16), enquanto as regides som-
breadas correspondem ao intervalos de confianca em 1o e 20. (a)Taxa de cresci-
mento obtida assumindo o valor de €,y dado pela colaboragao Planck. (b) Taxa de
crescimento obtida assumindo o valor de Q,,, dado pela colaboracio WMAP. (c)
Taxa de crescimento obtida assumindo o valor de €, dado pela andlise de SNs Ia
[192]. Os dados foram extraidos da Tabela II da Ref. [182]

de matéria é covariantemente conservado. Note que, no entanto, esta conclusdao pode mudar se
considerarmos os valores dos parametros de densidade de matéria fora dos intervalos permitidos
pelos experimentos atuais de RCF. Isto € claramente visto na Fig. 5.6(c) que assume Q,, =
0.399+0.025, conforme obtido de uma analise recente de dados de SNs Ia (assumindo o modelo
A CDM) [192]. Quantitativamente falando, os valores do y? entre os dados de f(z) e o valor
esperado das curvas reconstruidas de f(z) (linhas s6lidas nos gréficos) sdo: y*> = 7.51 e y* =
5.20 para os valores de Q,,o mostrado nos painéis 4a e 4b, respectivamente, e y* = 25.80 para o
valor de Q,,y considerado no painel 4c.

Finalmente, calculamos o indice de crescimento y utilizando a funcdo reconstruida de f(z)
e os valores de Q, discutidos acima. Em z = 0, encontramos y, = 0.56 = 0.12 (20) e
vo = 0.57 £ 0.13 (20) para os valores Planck e WMAP de Q,,, respectivamente. A partir
de nossa reconstru¢do, o indice de crescimento € mais efetivamente limitado em z = 0.09, ou

seja, ¥y = 0.57 £ 0.11 (207), assumindo o Q,,y dado pelo Colaborag¢do Planck. Para a estima-
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Figura 5.7: Indice de crescimento y(z) das perturba¢des de matéria. A linha preta sélida cor-
responde ao valor médio da reconstru¢do, enquanto as regides sombreadas corres-
pondem ao intervalos de confianca em 1o e 20-. (a) Indice de crescimento obtido
assumindo o valor de €,,9 dado pela colaboracio Planck. b) Indice de crescimento
obtido assumindo o valor de €, dado pela colaboragaio WMAP.

tiva do WMAP-9 do parimetro densidade da matéria, encontramos um valor muito similar em
z = 0.05. Observa-se também que a precisdo atual das medidas de H(z) ndo € suficiente para
colocar restri¢des significativas no valor y;, que poderia fornecer um teste do modelo ACDM

[153]. A reconstrucdo final do indice de crescimento € apresentada na Fig. 5.7.

5.5 Reconstrucao das Perturbacoes de Matéria utilizando
Suavizacao

Nesta secdo, iremos comparar os resultados apresentados na se¢@o anterior com os resultados
obtidos a partir da reconstru¢do de H(z) via o método de Suavizacdo modificado (Se¢do 3.4.1
e 4.2.3). Além da diferenca do método de reconstru¢do, vamos acrescentar a0 nosso conjunto
de dados da taxa de expansdo (Sec¢do 5.3), o ponto H(z = 0.4293) = 91.8 + 5.3 km/s/Mpc
[128]. Também apresentamos os resultados da reconstru¢io do teste nulo O,(z) calculado com
as reconstrucdes de H(z) e fog(z) (Tabela 5.2) via suavizacgao.

A reconstrugdo final utilizando o método de suavizacdo € mostrada na Fig. 5.8(a), juntamente
com a variacdo temporal do fator de escala, ou seja, a = H(z)/(1 + z) (Fig. 5.8(b)). Na Fig.
5.8(b), o z de transicao (desaceleragdo / aceleracio) corresponde ao minimo da func¢io em z, ~
0,48, o que estd de acordo com estimativas recentes desta quantidade [128, 193, 194]. Vale
notar que os valores da constante Hubble e o z; derivado do método NPS sao, respectivamente,
~ 4% maiores e ~ 29% menores que os valores obtidos com os PGs (Secdo 5.4).

Nas Figs. 5.4(a) e 5.4(b), mostramos o parametro de densidade de matéria (Eq. (5.20)) obtido

a partir da funcdo suavizada H(z) e de dois priors por €, fornecido pela colaboragcdao Planck
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Figura 5.8: Reconstrugdo da expansdo cosmica (em km/s/Mpc) via PGs a partir de dados de
cronOmetros cosmicos de quasares em altos-z. A linha preta sélida corresponde a
reconstru¢do via PGs enquanto as regides sombreadas correspondem ao intervalos
de confianca em 1o e 20-. A linha tracejada corresponde a reconstrugdo utilizando
PGs Os pontos representam os dados observacionais apresentados na Sec¢ao 5.3. b)
H(z)/(1 + z) como fungdo de z.
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Figura 5.9: Evolucdo do pardmetro de densidade de matéria calculado utilizando a reconstru-
cdo de H(z) via suavizagdo, mostrada na Fig. 5.8(a), e assumindo as estimativas
atuais de €),o provenientes das colaboracdes Planck (a) e WMAP (b). As regides
sombreadas correspondem ao intervalos de confianca em 1o e 20

[14], Q,,0 = 0.308 + 0.012 e pela colaboracaio WMAP-9, Qo = 0.279 + 0.025 [13]. Utilizando
a funcdo suavizada H(z) e os priors de €, conforme mencionado na Secdo 5.4, calculamos o
contraste de densidade de matéria resolvendo a integral (5.9b). Como foi discutido, a evolugao
de 5(z) € totalmente determinada pela expansdo césmica normalizada e pelo contetido de matéria
no presente, quando o valor da constante de integracdo ¢, € fixado. Seguindo o procedimento
descrito na se¢do anterior, exploramos diferentes valores para a constante 6 e o fixamos quando
alcancamos a evolucdo esperada do fator de crescimento (g(z) = (1 + 2)0(z) — const) préximo
ao redshift mais alto da nossa amostra, z = 2.34. O fator de crescimento final € muito sensivel

ao valor ¢;, portanto, podemos obter uma estimativa precisa dessa constante de integragao.
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Reconstrucao da taxa de crescimento das perturbacdes de matéria. A linha sélida
corresponde a reconstrucdo via suavizacdo.(a) Taxa de crescimento obtida assu-
mindo o valor de €, dado pela colaboracdo Planck. (b) Taxa de crescimento
obtida assumindo o valor de €2, dado pela colaboragado WMAP. A linha tracejada
corresponde a taxa de crescimento calcula utlizando a reconstru¢do de H(z) via
PGs. Os pontos foram tomados da Tabela II da Ref. [182] e as regides sombreadas
representam os niveis de confiancga da reconstru¢do em 1o and 20

O g(z) resultante depende do €, e, consequentemente, o valor ¢, correto também depende

do conteudo material. Para o contraste de densidade de matéria calculado com os valores de

Q,,0 - provenientes das colaboragdes Planck e WMAP-9- estimamos 6, = 0.518 + 0.003 e

0, = 0.488 £ 0.003, respectivamente.
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Figura 5.11: Taxa de variacdo da amplitude de aglomeracdo fog(z). A linha sélida corresponde

a reconstrug¢do enquanto as regidoes sombreadas representam os niveis de confianca
em lo e 20. Por comparagao, apresentamos o valor de fog previsto pelos modelo
ACDM (linha tracejada). Taxa de variacdo da amplitude de aglomeragdo obtida
assumindo o valor de €,y dado pela colaboracao Planck (a) e assumindo o valor
de €, dado pela colaboracio WMAP (b). Os dados foram tomados da Tabela I
da Ref. [163].
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Figura 5.12: Indice de crescimento y(z) das perturbacdes de matéria. A linha preta sélida cor-
responde ao valor médio da reconstru¢do, enquanto as regides sombreadas corres-
pondem ao intervalos de confianca em 1o e 20 (a) Indice de crescimento obtido
assumindo o valor de Q) dado pela colaboracdo Planck. (b) Indice de crescimento
obtido assumindo o valor de €0 dado pela colaboragio WMAP.

Na Fig. 5.10, apresentamos a reconstru¢do resultante da taxa de crescimento, junto com
os dados provenientes da estrutura em grande escala. Para comparar estes resultados com os
apresentados na secdo anterior, também tragcamos a taxa de crescimento calculada utilizando
a reconstrucio de H(z) via PGs (ver a Fig. 5.8(a)). Este resultado mostra claramente a sen-
sibilidade das quantidades perturbativas a taxa de expansdo. Neste caso, a principal diferenca
entre as reconstrugcdes da expansdao de Hubble (via suavizacdo e PGs) € o valor em z = 0.
Note-se que, quando consideramos um modelo cosmoldgico com expansdo césmica dado por
H(z) = HyE(z), as perturbacdes de matéria sdo independentes da constante de Hubble visto que
dependem apenas de H(z)/H,. Porém, no caso de uma reconstru¢do ndo paramétrica, o valor
da normalizacdo (H,) afetard a funcdo H(z)/H, em todo o intervalo de redshift.

O observavel fog(z) € mostrado na Fig. 5.11. Neste caso, também € necesséaria a informagao
sobre o parametro og para determinar a funcdo (Eq. (5.17)) a partir da expansdo cdésmica
reconstruida. Utilizamos os valores da colaboragao Planck e WMAP-9, o3 = 0.815 + 0.009
e og = 0.821 £ 0.023, respectivamente. Na Fig. 5.11, também mostramos as medidas de
fos(z) compiladas na Ref. [163]. A compatibilidade entre as quantidades reconstruidas via o
conhecimento de H(z) e os dados observacionais demonstra a coeréncia do modelo cosmolégico
padrio, isto €, a validade da hipétese de um universo homogéneo e isotrépico, contendo matéria
e um fluido de EE covariantemente conservados no cendrio da TRG (ver Secao 5.1). Conforme
descrevemos, a aplicagdo do método de suavizacdo ou dos PGs traz resultados compativeis
com os dados observacionais, portanto, notamos que a coeréncia dos resultados ndo depende do
método ndo paramétrico utilizado para reconstruir a expansao cosmica.

A tltima quantidade perturbativa definida, y(z), é calculada com a taxa de crescimento re-

construida (Fig. 5.10) e com o pardmetro de densidade de matéria (Fig. 5.9 ) para ambos os
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Figura 5.13: Resultados do teste nulo O,(z). (a) Evolucdo de O(z) obtiada assumindo o valor de
Q.0 € de og da colaboracdo Planck. (b) TEvoluc¢do de O(z) obtiada assumindo o
valor de €,y e de o da colaboragdo WMAP. As regides sombreadas denotam os
niveis de confianca de 20" e 30-. A linha tracejada denota o valor de O,(z) quando
a TRG é valida.

valores de €,,0. Em z = 0, encontramos yy = 0.56 + 0.11 (20) e yy = 0.56 + 0.13 (20) para
os valores de €, das colaboracdes Planck e WMAP-9, respectivamente. O que é compativel
com os resultados apresentados na secao anterior. A reconstru¢ao do indice de crescimento é
mostrada na Fig. 5.12.

Finalmente, também aplicamos o método de suavizacdo aos dados de fog(z) exibidos, na
Tabela 5.2, para obter a evolucdo dessa quantidade em uma forma ndo paramétrica. Com os
observaveis H(z) e fog(z) reconstruidos e os valores de fog(z) e Q,,0 dos experimentos de RCF,
calculamos o teste nulo perturbativo O,(z), discutido na Se¢@o 5.2. Os resultados sdo mostrados
na Fig. 5.13. Observamos que a reconstru¢io ndo paramétrica da quantidade O,(z) mostra uma
tensdo entre a previsdo do modelo padrdo e os dados num nivel de ~ 30 para os resultados
obtidos com os priors da colaboracao Planck. Como foi apontado na Ref. [163] o valor do
teste O,(z) € muito sensivel ao processamento dos dados que, no nosso caso, corresponde a
escala de suavizagdo para realizar a reconstrucdo. Exploramos diferentes valores de A para
reconstruir o fog(z), apesar disso, a tensdo em baixos redshifts permanece. Esta tensdo entre
os dados da taxa de crescimento e os resultados da colaborag¢do Planck foi apontada nas Refs.
[183, 195]. Por outro lado, a mesma reconstrucao realizada com os priors da colaboracio

WMAP-9 € consistente com a cosmologia padrao.



6 Reconstrucao das Perturbacoes
Cosmologicas de Matéria em
Teorias de Gravidade Modificada

As inconsisténcias tedricas no modelo cosmolégico padrao (por exemplo, ajuste fino e pro-
blemas de coincidéncia cosmica [19]) e algumas tensdes do ponto de vista observacional (ver
Ref. [20] para uma breve revisdo) t€m motivado a investigacdo de diferentes mecanismos para
explicar a aceleracdo césmica. Conforme discutido ao longo desta tese, tais mecanismos po-
dem ser divididos em dois tipos: uma abordagem dindmica em que as equacdes de campo da
TRG s3o mantidas, somada a inclus@o de um campo no conteido material com pressdao negativa
que chamamos de energia escura; a outra abordagem consiste na modificacdo das equacdes de
campo, € considera uma abordagem geométrica e que chamamos de teoria de gravidade modi-
ficada (GM). Em ambos os casos, a EE ou a GM podem ser descritas pela inclusao de campos
escalares (por exemplo, chameleons [196], symetrons [197], dilatons [198], galileons [199]).
O efeito desses campos € fortemente limitado por experimentos locais, o que implica que eles
sdo ocultados (screened) em ambientes densos [90, 200]. Conforme discutido, a resposta da
causa da aceleracdo cdésmica ndo pode ser resolvida simplesmente aumentando a precisao e o
nimero de dados de observdveis cosmoldgicos em um nivel de background. Por exemplo, to-
dos os campos mencionados (dilatons, chameleons, symetrons, galileons) produzem a mesma
expansdo césmica que o modelo ACDM. Porém, o crescimento das quantidades perturbativas
apresenta um comportamento andmalo [90].

Por tal motivo, neste capitulo, estudaremos o comportamento das perturbacdes de matéria
em teorias de GM aplicando técnicas de reconstru¢do ndo paramétricas para extrair informacgdo
dos dados observacionais. Iremos generalizar a solucdo integral do contraste de densidade de
matéria valido no marco da TRG, apresentado na Ref. [48, 144], para teorias de GM, onde a
matéria decai proporcionalmente a a~* e o efeito da modifica¢io da gravidade é levado em conta

na constante efetiva de Newton, G.s¢(k, a). Esta solug@o requer o conhecimento do pardmetro

97
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Hubble, o parametro de densidade da matéria na época presente e a forma funcional do efeito
da teoria de GM. Para obter uma reconstru¢@o independente de modelo do pardmetro Hubble,
aplicaremos o método de suavizagdo [57, 59, 60, 61, 62, 102, 104] aos dados de crondometros
cOsmicos na faixa de redshift [0,07, 1,04] [121, 122, 128, 131, 134, 201] e os dados de quasares
em altos-z (z = 2.3 [173]). Por fim, reconstruiremos as perturbacdes de matéria seguindo
o processo descrito no capitulo anterior para os mesmos valores dos parametros da teoria de
GM utilizada na Ref. [90]. Para isso, utilizaremos a reconstru¢do nao paramétrica da taxa de
expansao e a parametrizagao da GM exibida na Ref. [90, 200]. Essa abordagem nos permitira
explorar a validade da teoria selecionada utilizando apenas dados de background, comparando

os cdlculos puramente tedricos e os obtidos neste trabalho.

6.1 Solucao Integral Generalizada

Para estudar o comportamento das perturbacdes de matéria em teorias de GM em grandes
escalas, consideramos a parametrizacio {m(a),(a)} apresentada em [90, 200]. Esses modelos
sdo definidos pelo efeito sobre a evolugdo das perturbacdes da matéria, enquanto a dinamica do
Universo é¢ a mesma do modelo ACDM no nivel de background. Nesta abordagem, a gravidade
¢ modificada em grandes escalas por um campo escalar e permanece inalterada em ambientes
densos.

Na Ref. [90], os autores obtém as equagdes que regem a evolugdo das perturbacdes da matéria
em um universo homogéneo e isotrépico com os efeitos de uma Screened Modified Gravity

(SMG) . Neste caso, as perturbacoes escalares podem ser descritas pela métrica

ds* = —(1 +20)d? + (1 - 2¥)a*()d® , (6.1)

onde @ e W sdo os potenciais escalares no calibre longitudinal. Além disso, assumimos que os

potenciais sdo proporcionais por uma fun¢do que depende da escala e do tempo, I'(k, a), como:

O, =I'(k,a)¥;. (6.2)

onde o sub-indice k representa a quantidade no espaco de Fourier. Nesse cendrio, a equacdo de

Poisson € modificada pela func¢do paramétrica u(k, a) como:

K@ = —4nu(k, )G npudi, (6.3)

onde Gy, p, € 0, correspondem a constante de Newton, a densidade da matéria no nivel de
background e ao contraste de densidade (6(%, 1) = (o(X, 1) — p(1))/p(t)), respectivamente.

Finalmente, é encontrada a equacdo diferencial de segunda ordem para as perturbagcdes da
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matéria [90] *

’ Q ’ 2
5+ Ly - @ (a—) u(k,a)s = 0, (6.4)
a 2 a
ou
) . 3Q,
6+2H6 - %qu(k, ayy =0, (6.5)

a linha denota a derivada em relagdo ao tempo conforme e o ponto refere-se a derivada em

relac@o ao tempo césmico. €,,(a) € o parametro de densidade da matéria definido por:

Qo H?
a’H*(a)

Neste caso, a evolugdo das estruturas de matéria € totalmente determinada pelas funcdes H e

Qu(a) = (6.6)

u(k, a) e o valor da densidade da matéria hoje Q,,0. Nessas equagdes, qualquer efeito da GM é
codificado na func¢do u(k, a).

Como foi feito no caso da TRG (capitulo anterior), definimos a distancia fisica adimensional

o dt < dz;
D = H, — = H, _— 6.7
Of, a0y He ©.7)

e reescrevemos as Egs. (6.4) e (6.5) em termos do redshift e de D como:

como:

dD

d (dsjdD\ 3
(1 +z(D)) = 5€mou(k, a)o, (6.8)

onde é assumido que p,, o< a=>.

A solucao da equacdo anterior pode ser escrita como uma fungio integral:

D
oD) = 1+ 66[ [1+z(Dy)ldD, + %Qmo (6.92)
0

D Dy
Xf [1 +z(D1)] (f /J(k,a)é(Dz)dDz)le,
0

0

0'(D) = 6yl + z(D)] (6.9b)

D
+§Qm0[l+z(D)] f u(k, a)o(Dy)dD,
0

que sdo facilmente calculados se conhecemos o pardmetro de Hubble e u(k, a(D)).
A forma particular da funcdo u(k, a) depende dos valores dos parametros {m(a),(a)}. Nesta
parametrizacdo, m(a) representa a massa do campo escalar no nivel de background e B(a) repre-

senta a funcdo de acoplamento entre o campo e as particulas de matéria escura fria [90]. Neste

*

No resto do texto, ignoramos o sub-indice do espago de Fourier 4
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pesquisa, consideramos a mesma familia de parametrizagdao do que as Refs. [90, 200], onde a

GM selecionada € caracterizada por

_ (1 +2B(@)Pk* + m(a)*a®
B k2 + m(a)?a? '

u(k, a) (6.10)
Estudamos casos com fungdo de acoplamento constante 8 = 1/ V6 e com a massa do campo

dada por:

m(a) = moa "2, (6.11)

onde m é uma escala livre préxima de 1 Mpc~' e n > 0. E importante destacar que, para este
valor B, a parametrizacdo (6.10) descreve modelos F(R) [200].
Se identificamos
Gerr(k,a)
— "~ = u(k,a), (6.12)
Gy
a Eq (5.9b) constitui uma generalizacdo da solug@o para o contraste de densidade mostrado na
Ref. [144] para qualquer teoria de GM que satisfaca a equagdo diferencial de segunda ordem

[202]

8+ 2H5 — 471G oy 1pm = 0, (6.13)

onde G,y € a constante efetiva de Newton.

Assim, definimos a taxa de crescimento como:

dind(k,z) _ (1 +2)Hy ' (k,2)
dlna ~  H@ o6k

flk,2) = (6.14)

Esta quantidade tem importancia crucial porque € estimada diretamente pelas observacoes da
estrutura em grande escala do Universo. Partindo do fato da taxa de crescimento constituir
um observavel cosmolégico, é possivel comparar o resultado da equacdo anterior utilizando
informacdes de background com o resultado obtido das observacdes da estrutura em grande es-
cala. Esta comparacdo nos permite provar as hipéteses da dindmica de background do Universo

utilizadas para calcular a Eq. (6.4). Tais hipéteses sao:

e O principio cosmoldgico € valido, portanto, a geometria do Universo no nivel de back-
ground € descrita pela métrica FLRW ndo perturbada. Por exemplo, em geometrias ndao

homogéneas, as equacdes sao modificadas conforme apresentado nas Refs. [45, 46];

e O TME da matéria é covariantemente conservado. Isso implica que a densidade da ma-
téria decai proporcionalmente a a~>. Nos modelos em que hd interacdo no setor escuro,
a matéria escura ndo decai na mesma taxa e, no caso geral, a equagdo diferencial precisa
ser modificada [148, 149, 150, 151, 156, 203];
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e A teoria correta da gravidade € a GM selecionada, caracterizada pela fungao u(k, a) no
nivel de perturbacdo (Eq. (6.10)) que se comporta como uma cosmologia ACDM no nivel
de background. Conforme mencionado acima, podemos generalizar esta condi¢do para

qualquer teoria de GM que satisfagca a Eq. (6.13).

Finalmente, completamos o conjunto de quantidades perturbativas, definindo o indice de

crescimento

_Inf(k,2)
C InQ,Gz)

que € uma excelente ferramenta para caracterizar teorias de GM. Como foi dito, no capitulo

v(k,z) (6.15)

anterior, alguns valores destacdveis do indice de crescimento sao: modelo ACDM , y, = 6/11;

modelos de EE com equacio de estado w lentamente varidvel y =~ ‘éx:é) [159, 160] e modelo
DGP, y, = 11/16 [160]. Nestes casos, o indice de crescimento € bem descrito por uma fungao
constante [204]. No entanto, de uma maneira geral, ele pode evoluir com o redshift e para dados

futuros de alta precisdo, sua evolucdo deve ser levada em consideracdo [47].

6.2 Resultados da Reconstrucao de Perturbacoes em
SMG

Aplicamos o método de suavizacdo apresentado na Secdo 3.4.1 e modificado na Secao 4.2.3
aos dados de H(z) descritos na Secdo 5.3 obtendo uma fungdo suave para a taxa de expansao
cosmica. Como o método de reconstrucdo e os dados sdo independentes do modelo, espera-se
que nossa estimativa do parametro Hubble ndo esteja enviesada por qualquer modelo cosmol6-
gico. Estes resultados podem ser encontrados na Fig. 5.8 da Secdo 5.5, onde , por compara-
¢do, também mostramos o resultado obtido utilizando o método ndo-paramétrico PG. Como foi
visto, esta reconstrucdo apresenta uma fase desacelerada em altos redshifts, o que € esperado
na cosmologia padrdo quando a matéria domina a dindmica do Universo. Enfatizamos que esse
comportamento € exigido por causa das premissas utilizadas para resolver a equagao diferencial
do contraste de densidade. Também apresentamos o parametro de densidade de matéria (Eq.
(6.6)) utilizando a reconstru¢do de H(z) e o valor do parametro de densidade na época atual da
colaboracio WMAP-9 [13] (ver Fig. 5.4(b)).

Dando prosseguimento ao raciocinio, para resolver a Eq. (6.9a) é necessario escolher um
valor para (2,0 € uma parametrizacio para a teoria de SMG. Utilizamos a parametriza¢cdo mos-
trada na Eq. (6.10). Para realizar uma comparag¢do direta de nossos resultados -obtidos a partir
de uma reconstrucdo niao paramétrica do parametro Hubble- e a previsdo das perturbacdes de
matéria neste cendrio de GM, exploramos os mesmos valores que os utilizados na Ref. [90] para
{(mo,n)} = {(1 Mpc ~', 0), (0,1 Mpc ~', 0), (1 Mpc !, 1), (0,1 Mpc !, 1)} e o mesmo valor Q,,
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Figura 6.1: (a)Taxa de crescimento em escalas menores do que o horizonte de Hubble. As
curvas correspondem a solucdo da Eq. (6.9a) utilizando o valor de Q,,, dado pela
colaboracio WMAP-9 e os pardmetros {(mg, n)} da SMG (Eq. (6.10)). (b) A mesma
quantidade do painel anterior obtida de maneira analitica na Ref. [90]. m, é dada

em unidades de Mpc™.

teo

rec

my n Yo Yo

1 MpC_1 1 0.54 0.54 = 0.06
0.1 NIpC_l 1 0.47 0.46 = 0.06
1 Mpc™! 0 0.54 0.53 £ 0.06
0.1 Mpc™t 0 0.44 0.44+ 0.06

Tabela 6.1: Valor do indice de crescimento calculado via reconstru¢do das perturbacdes de ma-
téria e os valores tedricos obtidos em [90].

do WMAP-9 [13]. Com uma teoria da gravidade fixa e uma densidade de matéria hoje, resolve-
mos a Eq. (6.9a) para muitos valores de ¢ e selecionamos aquele que produz (1 + z)6 o« const
no redshift da dltima observacdo H(z) (ver Secdo. 5.4 para mais detalhes). Esta condi¢do € exi-
gida pela teoria padrao de perturbacdes cosmoldgicas em uma época de dominancia da matéria
e compativel com a teoria de GM estudada.

Obtivemos a taxa de crescimento para quatro valores dos parametros da SMG utilizando os
calculos do contraste de densidade. Estes resultados sdo mostrados na Fig. 6.1(a). Encontra-
mos compatibilidade entre os resultados obtidos e os tedricos mostrados na Fig. 6.1(b) [90].
No entanto, reconhecemos uma diferenga na intersec¢ao das curvas com (mg, n) = {(1.0), (1.1)
} e seus comportamentos em altos-z. Na Fig. 6.2, tracamos a taxa de crescimento para os para-
metros da SMG (mg, n) = (1,0), (0.1.0) com o respectivo nivel de confianga de 1 o, seguindo a
abordagem proposta neste trabalho. Isto mostra que a informagao do parametro do Hubble pode
distinguir entre esses dois parametros nessa teoria de GM no nivel 1o. A comparacao desses
resultados com os dados observacionais da taxa de crescimento pode restringir 0os parametros
da teoria de gravidade considerada ou, de maneira mais geral, outras teorias GM.

Finalmente, calculamos o indice de crescimento (Eq. (6.15)) apresentado na Fig. 6.3. E
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Figura 6.2: a) Taxa de crescimento em escalas menores do que o horizonte de Hubble para
dois pares de parametros {(mg,n)}. As linhas continuas correspondem aos valores

médios da reconstru¢io enquanto as regides sombreadas correspondem ao niveis de

confianca de 10. mg € dada em unidades de Mpc™.

possivel observar que o indice de crescimento com os parametros (mg,n) = {(1.0), (1.1) } ndo
evidencia evolugdo com o redshift (tempo) e, neste caso, f ~ ,,(z)”° seria uma boa aproxima-
cdo da taxa de crescimento. Por outro lado, para os parametros da SMG selecionados (g, n) =
{(0.1,0), (0.1, 1)}, ha evolucdo do indice de crescimento, o que é compativel com o esperado
em teorias além da TRG [153, 205]. Como apontado na Ref. [206], a derivada do indice de
crescimento pode ser usada para caracterizar teorias de gravidade. Na Tabela 6.1, apresentamos
os valores de y, para a abordagem analitica da Ref. [90] e os valores obtidos com os cdlculos
das perturbacdes da densidade de matéria, através da reconstru¢do nao paramétrica da taxa de

expansio.
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Figura 6.3: Indice de crescimento calculado solucionando a Eq. 6.9a para quatro combinagdes
dos parametros m, and n utilizando o valor de €,y dado pela colaboracio WMAP9.
A linha continua corresponde ao valor médio da reconstru¢cdo enquanto a regidao
sombreada denota os niveis de confianca em 1o e 20



7 Conclusoes

A busca por um mecanismo satisfatério que explique a acelera¢do cdésmica tem motivado o
estudo de um grande nimero de modelos compativeis com as observagdes atuais. Em algu-
mas ocasides, as conclusdes obtidas da andlise estatistica podem estar enviesadas pelo modelo
proposto para representar os dados. Por esta razdo, na drea da cosmologia, a implementagao
de técnicas que produzam resultados independentes de modelos cosmolégicos vem crescendo
continuamente. Nesta tese, temos explorado em detalhes alguns métodos de reconstru¢do ou
regressdo nao paramétricos. Tais métodos ndo modelam os dados assumindo uma forma fun-
cional especifica, em vez disso, permitem a obtencdo de uma curva que represente os dados
de maneira flexivel. Desta forma, evita-se o possivel viés introduzido ao assumir um modelo
particular. Os métodos nido paramétricos que temos explorado em profundidade sdo Proces-
sos Gaussianos e Suavizagcdao. Podemos ressaltar algumas similaridades globais destes métodos
como: i) ndo assumem uma forma funcional para modelar um conjunto de dados; ii) assumem
que existe correlacdo entre as diferentes medidas, limitando, assim, os valores da fun¢do que
representa os dados; iii) assumem que a fun¢do que descreve os dados € continua e suave e nao
sdo processos lineares. No entanto, estes dois métodos sdo independentes e podem produzir
resultados consideravelmente diferentes. Neste trabalho, estudamos duas aplica¢des da recons-
trucio ndo paramétrica da taxa de expansdo do Universo via PGs e Suavizagdo com dados que
também sdo independentes de modelos cosmoldgicos. Estas duas aplicagcdes correspondem a
calibragdo do diagrama de Hubble de SNs Ia e a reconstrucio das perturbacdes cosmoldgicas
de matéria.

As aplicagdes derivadas das andlises de SNs Ia, onde os parametros de ajuste da curva de
luz sdo normalmente determinados no ajuste global no marco de um modelo cosmolégico, sdo
dependentes do modelo considerado. Com o objetivo de obter uma calibracdo independente,
aplicamos os dois métodos ndo paramétricos mencionados a 15 estimativas da taxa de expansao
provenientes de crondmetros csmicos em z < 1.2. A escolha desta amostra reduzida de dados
de H(z) estd baseada no fato que estas medidas s@o independentes de modelos cosmoldgicos e de

sintese de populagdes estelares [107]. Portanto, ao utilizarmos dados e métodos independentes
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de modelos, é esperado que os resultados obtidos desta andlise também sejam independentes.
Com a reconstru¢do do parametro de Hubble calculamos a distancia de luminosidade, o que
permite calibrar os parametros da curva de luz e construir um diagrama de Hubble independente
de modelo para a amostra de supernovas JLA.

Os resultados obtidos sugerem que as incertezas dos parametros proprios do ajuste da curva
de luz -obtidos a partir das reconstrugdes de H(z)- sdo da mesma ordem de grandeza que os
determinados no ajuste global para o modelo ACDM. Portanto, esperamos que o poder restritivo
de uma andlise derivada desses diagramas de Hubble calibrados com medidas de H(z) seja
semelhante aquele obtido quando o ajuste global é realizado com um modelo especifico, com a
vantagem de ser livre de viés.

Foi mostrado que os diagramas e suas implica¢des dependiam razoavelmente do método uti-
lizado para reconstruir o parametro de Hubble. Especificamente, para a reconstrucao via PGs, e
suas implicagdes, a analise € sensivel a fun¢cdo média prior. Ao assumirmos um modelo ACDM
espacialmente plano, impomos vinculos no parametro de densidade da matéria €2,y € na cons-
tante de Hubble utilizando a amostra JLA. Como esperado, estes vinculos nos parametros €,
e H, variam quando sdo utilizadas diferentes fung¢des prior. No caso conservador em que a fun-
cdo média prior € uma constante, mostra-se que a estimativa de H, é compativel com o derivado
das observacgdes recentes de Planck + WMAP9 + BICEP2 em um nivel de confianca de 68.3
9. Por outro lado, quando o método de suavizacdo ndo paramétrica é aplicado, os resultados
dependem fracamente do modelo fiducial e favorecem consistentemente um valor maior de H,
o que € compativel com o média local recente da taxa de expansdo proveniente de observa-
¢oes de varidveis cefeidas. E importante notar que ao contrério dos resultados da reconstrugio
de H(z) via PGs, a taxa de expansdo obtida a partir do método de suavizacdo comporta-se de
forma semelhante ao previsto pelo modelo ACDM, com uma transicao entre a fase desacelerada
e acelerada do Universo acontecendo em torno de z =~ 0.6 (Fig. 4.2(b)). Portanto, tomando a
evolugdo prevista pelo modelo cosmoldgico padrdo como uma boa descricao para a evolugdo
tardia do Universo, os resultados obtidos com o método de suavizacio nesta andlise sdo mais
consistentse do que aqueles derivados com o método de PGs.

Por outro lado, também utilizamos a fun¢do suave de H(z) obtida a partir destes métodos nao
paramétricos para reconstruir as perturbagdes cosmoldgicas de matéria no regime linear dentro
do horizonte de Hubble. Entretanto, para calcular estas perturbacdes € necessaria informacgao
do parametro de Hubble em altos redshift quando a matéria dominava a dindmica do Universo.
Por este motivo, acrescentamos a nossa amostra de crondmetros cosmicos as estimativas de
H(z) provenientes de dados de quasares em altos redshifts. O contraste de densidade e demais
quantidades perturbativas sdo obtidas univocamente solucionando a Eq. (5.4) a partir da infor-
magdo de H(z) reconstruido e do valor de €,y proveniente das colabora¢des Planck e WMAP9.
Esta equacdo € obtida sob as hipéteses de um universo homogéneo, isotrépico e espacialmente
plano onde a gravidade € corretamente descrita pela TRG (ver Secdo 5.1). Encontramos que

as quantidades perturbativas calculadas via a reconstru¢do de H(z) (com ambos os métodos) e,
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em particular, a taxa de crescimento f(z) e a taxa de aglomeracdo fog(z) sdo consistentes com
as estimativas observacionais destas quantidades provenientes do mapeamento da estrutura em
grande escala do Universo, o que ndo evidencia desvios da cosmologia padrdao. Também mos-
tramos a influéncia que tem o parametro de densidade da matéria nestas reconstrucdes € a pos-
sibilidade de se obter resultados andmalos quando o valor deste pardmetro ultrapassa os limites
estabelecidos pelas andlises das flutuacdes de temperatura da RCF.

A consisténcia da cosmologia padrdo também € confirmada calculando o teste O,(z) através
da suavizacdo de H(z) e fog(z) e assumindo os valores de og e €, da colaboracio WMAP-9.
No entanto, o resultado ndo € o mesmo quando calculamos o teste nulo perturbativo assumindo
os valores correspondentes da colaboracdo Planck. Nesse caso, encontramos uma violagdo do
teste nulo num nivel de ~ 30, 0 que ndo € evidente nas Figs. 5.10(a) e 5.11(a), mostrando a alta
sensibilidade do teste O,(z) quando comparado com as quantidades perturbativas usuais. Essa
tensdo merece investigacao adicional e parece estar de acordo com os resultados discutidos na
Ref. [183], onde uma discrepancia 30 foi relatada utilizando uma abordagem diferente. A
ultima quantidade analisada no marco da TRG € o indice de crescimento. Nesta tese, o vinculo
obtido € vy = 0.56 + 0.06, sendo aproximadamente igual para os dois valores de Q,,, (Planck
e WMAP9) independente do método ndo paramétrico utilizado para realizar a reconstrucao.
Este vinculo de y, é uma estimativa mais precisa do que as encontradas na literatura [207].
Ressaltamos que este valor é compativel com o valor esperado no modelo ACDM onde y =~
0.545 e com a sua primeira derivada y; ~ —0.015 [153]. Visto que os PGs e a suavizagio
sdo métodos de reconstru¢do independentes que podem produzir resultados distintos para os
mesmos conjuntos de dados, o fato de que a estimativa do indice de crescimento obtida com os
dois métodos seja compativel mostra a robustez de ambas as andlises.

Finalmente, generalizamos a solu¢@o do contraste de densidade dada na Eq. (5.4) e proposta
nas Refs. [48, 144]. Esta generalizacdo € valida para qualquer teoria de gravidade que satisfaz
a Eq. (6.13) e que apresenta no passado uma fase dominada pela matéria. Com esta expressao
generalizada, calculamos as perturbag¢des de matéria assumindo o valor Q,,, e a parametrizacao
de uma SMG pu(k, a) proposta na Ref. [90, 200]. Os resultados da taxa de crescimento mos-
trados nesta tese sdo compativeis com os calculos tedricos [90], o que evidencia a validade da
expressdo generalizada. Como mostrado na figura 6.2, analisando a taxa de crescimento, 0s
diferentes valores dos parametros de u(k, a) podem ser distinguidos pelos dados de H(z) num
nivel de confianca de 1o0. Por tal motivo, € esperado que comparando as reconstru¢des das per-
turbagdes de matéria com as futuras estimativas da taxa de crescimento dependentes da escala,
seremos capazes de testar a validade das hipéteses fundamentais envolvidas na andlise (secao
6.1). Calculamos o indice de crescimento (apresentado na Fig. 6.3), encontrando que, para os
casos (mg,n) = {(1,0), (1,1) }, o indice de crescimento é degenerado e pode ser bem descrito
por um indice de crescimento constante. Os outros dois casos considerados sdo caracterizados
univocamente e revelam uma possivel evolugdo de y(z). Os valores calculados do indice de

crescimento na presente época sdo compativeis com os tedricos (ver Tabela. 6.1). Por compara-
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cdo, calculamos o indice de crescimento utilizando a reconstrucao ndo paramétrica de H(z) via
PGs e encontramos que as diferencgas nos valores de vy, ndo sdo superiores a 5 %. Isso expde a
robustez dos métodos aplicados.

Temos mostrado que a reconstruc¢io das perturbacdes de matéria a partir de dados de back-
ground € competitiva em ordem de grandeza. Com a metodologia apresentada, podemos testar
a compatibilidade do paradigma cosmoldgico atual ao compararmos estas reconstrucdes com
os dados provenientes do mapeamento da estrutura em grande escala do Universo. Com da-
dos futuros que levem em conta ndo linearidades e sua dependéncia com a escala, podera se
testar a validade de teorias de gravidade alternativas a relatividade geral. Portanto, o presente
estudo apresenta uma maneira promissora de integrar dados provenientes de diferentes tipos de

observacdes para revelar se a natureza da aceleracdo césmica € geométrica ou dindmica.
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