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Resumo

Os grandes levantamentos astronômicos atuais têm nos permitido o acesso a uma crescente

quantidade de dados de alta precisão. Por tal motivo, faz-se necessária a exploração de diferen-

tes técnicas para modelar e extrair o máximo de informações destes dados. A principal aborda-

gem utilizada para modelar as observações consiste na proposição de uma forma funcional que

descreva o comportamento dos dados, deixando à análise estatística a restrição dos parâmetros

livres do nosso modelo inicial. Nos últimos anos, têm-se utilizado de maneira crescente mé-

todos não paramétricos, onde não se assume um comportamento funcional a priori dos dados,

permitindo resultados menos enviesados pela escolha arbitrária do experimentador. Neste caso,

os resultados são independentes de modelo. Nesta tese, estudamos alguns dos métodos não

paramétricos melhor sucedidos na área da cosmologia e os aplicamos em problemas específi-

cos de grande interesse no estudo da aceleração cósmica. Assim, o nosso objetivo principal é

obter resultados independentes de modelos cosmológicos a partir dos dados observacionais dos

levantamentos astronômicos mais recentes.

Inicialmente, aplicamos os métodos não paramétricos de Processos Gaussianos e Suaviza-

ção para reconstruir o parâmetro de Hubble a partir de observações provenientes de idades de

galáxias em redshifts baixos e intermediários. Estes dados são considerados independentes de

modelos cosmológicos e de modelos de síntese de populações estelares. Por tal motivo, é es-

perado que nossos resultados não estejam enviesados ao utilizar métodos estatísticos e dados

independentes de modelos teóricos. Esta reconstrução da taxa de expansão é utilizada para

calibrar SNs Ia e estudar as suas implicações no modelo cosmológico padrão.

Na segunda parte, com o objetivo de quebrar a degenerescência entre modelos de energia

escura e teorias de gravidade modificada no nível de background, exploramos as perturbações

cosmológicas de matéria no regime linear caracterizadas pelo contraste de densidade, a taxa e

o índice de crescimento. Aplicamos métodos não paramétricos aos dados de H(z) provenientes

de idades de galáxias e de quasares em altos redshifts. Com as informações da taxa de expan-

são, do parâmetro atual de densidade da matéria -dado pelas colaborações Planck e WMAP-

e assumindo que o Universo é homogêneo e isotrópico e a Relatividade Geral como teoria de
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gravitação, reconstruímos as perturbações de matéria e comparamos com as estimativas destas

quantidades provenientes do estudo da estrutura em grande escala do Universo. Além disto,

calculamos um teste nulo do modelo cosmológico padrão utilizando tanto quantidades de back-

ground quanto quantidades perturbativas, encontrando uma tensão de até 3σ dependendo da

fração atual de matéria assumida no cálculo.

Finalmente, generalizamos a solução destas quantidades perturbativas para cenários de gravi-

dade modificada. Neste caso, encontramos um bom acordo com os cálculos teóricos e os nossos

cálculos a partir da reconstrução não paramétrica da expansão cósmica. Concluímos que as re-

construções das perturbações de matéria a partir de observáveis de background pode ser um

método efetivo para distinguir teorias de gravidade modifica, principalmente com o advento de

melhores dados do mapeamento da estrutura em grande escala do Universo.

Palavras chaves: Cosmologia; reconstrução não paramétrica; perturbações de matéria; ener-

gia escura; gravidade modificada, aceleração cósmica.
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Abstract

The current large astronomical surveys have allowed us access to a growing quantity and

quality of observational data. For this reason, it is necessary to explore different techniques

to model and extract the maximum information from these data. The main approach used to

model the observations is the parametric one where it is proposed a functional form to describe

the behaviour of the data, leaving in the statistical analysis the restriction of the free parameters

of our initial model. In recent years, non-parametric methods have been used more frequently,

where an a priori functional behaviour of the data is not assumed, obtaining results less biased

by the arbitrary choice of the experimenter. In this case, the results are model independent. In

this thesis, we have studied some of the most successful non-parametric methods in the area of

cosmology and applied them to specific problems of great interest in the study of the cosmic

acceleration. Thus, our main objective is to obtain cosmological-model-independent results

from the most recent astronomical surveys data.

First, we apply the non-parametric methods, so-called Gaussian Processes and Non-Parametric

Smoothing, to reconstruct the Hubble parameter from galaxy ages observations in low and in-

termediate redshifts. These data are considered to be cosmological and stellar population model

independent. For this reason, it is expected that our results are bias free because both the sta-

tistical methods and data are model independent. This expansion rate reconstruction is used to

calibrate SNe Ia and study their implications on the standard cosmological model.

In the second part, in order to break the existing degeneracy at the background level between

dark energy models and modified gravity theories, we explore the cosmological matter pertur-

bations at the linear regime characterized by the matter density contrast, the growth rate and the

growth index. We apply non-parametric methods to galaxy ages and high-z quasars H(z) data.

With the expansion rate information, the current matter density parameter -given by Planck and

WMAP collaborations- and assuming that the Universe is homogeneous and isotropic and Ge-

neral Relativity as a theory of gravitation, we reconstruct the matter perturbations and compare

them with the estimates of the matter perturbation quantities from the mapping of the large-scale

structure of the Universe. In addition, we calculated a null test of the standard cosmological mo-
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del using background and perturbative quantities. We find a tension (∼ 3σ) depending on the

current matter density parameter assumed in the calculation.

Finally, we generalize the solution of the perturbative quantities to modified gravity scenarios.

In this case, we find a good agreement with our calculations from the non-parametric recons-

truction of the cosmic expansion and the theoretical ones. We conclude that reconstructions of

matter perturbations from background observables may be an effective method to distinguish

modified gravity theories, mainly with the advent of high quality data from the mapping of the

large-scale structure of the Universe.

Keywords: cosmology; non-parametric reconstruction; matter perturbations; modified gra-

vity; dark energy; cosmic aceleration.
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1 Introdução

Como se formou o Universo observado? A forma em que o homem entende o espaço, o

tempo e o Universo têm mudado ao longo da história. As descrições mitológicas do mundo

foram substituídas por explicações filosóficas até o desenvolvimento da experimentação como

base para entender a natureza, surgindo assim a física como ciência e como descrição principal

do mundo. O tempo e o espaço eram concebidos como absolutos e independentes, e a geometria

desse espaço físico era indiscutivelmente euclidiana. No século XIX, com a descoberta de

geometrias não euclidianas pelo alemão Carl Gauss e o russo Nikolai Lobachevski, a questão

sobre qual é a verdadeira geometria do nosso espaço tomava sentido fora do ponto de vista

puramente matemático. E assim, a conexão entre a física e a geometria tornava-se factível [1].

A partir da formulação da teoria especial da relatividade por Albert Einstein, em 1905, o para-

digma clássico sobre a natureza do espaço e do tempo é substituído pelo conceito do continuum

espaço-tempo, em que o estado de movimento dos observadores modifica as suas medições de

tempo e de espaço. Nesta teoria , era considerado, de forma implícita, que a variedade espaço-

temporal não era euclidiana, mas sim, plana (intrinsecamente). Em 1915, com a necessidade

de fazer compatíveis a força de gravidade e a relatividade, surge a teoria da relatividade geral

(TRG) [2]. Neste novo paradigma, a gravidade é interpretada como a geometria do espaço-

tempo que por sua vez está determinada pelo conteúdo de matéria-energia do espaço. Dois anos

após a formulação da TRG, é proposto o primeiro modelo cosmológico utilizando a TRG para

descrever o Universo na sua totalidade e com ele inicia-se a cosmologia relativística. Desde

então, a TRG como teoria de gravitação tem sido testada em diversas situações ao confirmar

observacionalmente suas previsões [1]. Entre as evidências da TRG encontram-se os testes

clássicos como: a precessão do periélio de Mercúrio, o desvio da luz causado pelo campo gra-

vitacional solar ou de forma geral o efeito de lente, o redshift gravitacional, o atraso temporal

de um sinal luminoso (atraso de Shapiro) e as recentes detecções diretas de ondas gravitacio-

nais [3, 4, 5]. Esta grande quantidade de evidências favorece a TRG como a teoria correta que

descreve a gravidade.

Em escalas cosmológicas, a descoberta da expansão cósmica ao final dos anos 1920 [6, 7],

1
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bem como, a detecção de uma Radiação Cósmica de Fundo (RCF) em micro-ondas em 1965

[8] e as observações das abundâncias dos elementos leves compatíveis com a nucleossíntese

primordial [9, 10, 11] têm influenciado o nosso paradigma cosmológico atual, a tal ponto que

fazem parte das suas bases observacionais e são compatíveis com a teoria da gravidade de

Einstein.

Assim, consolidou-se o paradigma de um universo em expansão formado por matéria e ra-

diação que no passado foi extremamente denso e quente. Contudo, o cenário atual ainda não

estava finalizada. Nos anos 1930, observações da dinâmica de galáxias em aglomerados realiza-

das por Fritz Zwicky [12] e a análise de curvas de rotação na nebulosa de Andrômeda sugeriram

a existência de um novo tipo de matéria que não interage eletromagneticamente, sendo chamada

de matéria escura. Com o decorrer dos anos, estas evidências de origem astrofísica foram se

tornando cada vez mais fortes. Além das evidências astrofísicas da existência deste tipo de

matéria, de um ponto de vista cosmológico, a análise das flutuações da RCF implica, também,

que a matéria escura é aproximadamente cinco vez mais abundante do que a matéria ordiná-

ria [13, 14]. No modelo cosmológico padrão, esta matéria é não relativística, chamando-a de

matéria escura fria.

Em 1999, a partir da análise do módulo de distância de Supernovas do tipo Ia (SNs Ia), os

grupos Supernova Cosmology Project e High-z Supernova Search Team perceberam que a luz

destas supernovas era mais fraca que a esperada. interpretaram que essas SNs Ia encontravam-

se a uma distância maior da que era prevista em um universo composto unicamente por matéria

e radiação. Utilizando as equações de campo da TRG incluindo o termo da constante cos-

mológica, estas observações concluíam que o Universo encontra-se atualmente em uma fase

acelerada [15, 16]. Isto constitui a última grande descoberta observacional que revolucionou o

nosso entendimento do cosmos. Esta fase acelerada da história cósmica não pode ser explicada

no marco da TRG com o conteúdo material do Universo satisfazendo a condição de energia

forte ou, em outras palavras, que a massa gravitacional é positiva (ρ + 3p > 0) [17]. Isto le-

vou à hipótese da existência da energia escura (EE), uma componente de energia com pressão

negativa que domina a dinâmica tardia do Universo.

No paradigma de um universo sem direções ou pontos preferenciais (em média isotrópico e

homogêneo), as equações da TRG requerem que a pressão do fluido de EE seja negativa su-

ficiente para compensar a atração gravitacional devida a sua própria densidade de energia e

à atração causada pelas outras componentes do Universo. No modelo padrão da cosmologia

(ΛCDM), a EE é descrita pela constante cosmológica, que corresponde a um fluido homogêneo

e isotrópico sem flutuações com p = −ρ. O modelo cosmológico ΛCDM, caracterizado pelas

componentes de radiação, matéria bariônica (ordinária), matéria escura e a constante cosmo-

lógica, tem mostrado grande sucesso ao ser testado observacionalmente. Entretanto, algumas

anomalias de carácter teórico [18, 19] e observacional [20] têm motivado a investigação de vá-

rios modelos de campos que possam explicar a aceleração cósmica. Por exemplo: o modelo de

quintessência, que corresponde a um campo escalar φ minimamente acoplado, cuja dinâmica
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depende do seu potencial V(φ) que o caracteriza [21, 22, 23, 24, 25]. Outra abordagem para des-

crever a EE corresponde a um proposição mais fenomenológica em que sua equação de estado

p = wρ é parametrizada assumindo uma forma funcional específica [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]

ou, também, parametrizando a sua densidade de energia [33, 34].

O nosso conhecimento mínimo acerca da natureza da EE conduz à uma pergunta de carácter

fundamental na cosmologia teórica: a aceleração cósmica reflete a existência de novos cam-

pos de matéria-energia ou a necessidade de modificações da TRG em escalas cosmológicas?

Explicações da aceleração cósmica alternativas à existência de um fluido com pressão negativa

tem sido amplamente exploradas na literatura. Estas alternativas para explicar a aceleração cós-

mica são, em sua maioria, baseadas em modificações da gravidade em grandes escalas como

por exemplo: teorias f (R) [35, 36, 37, 38], gravidade escalar-tensorial [39], modelos de gra-

vidade com dimensões extras [40, 41, 42], entre outros (uma lista de modelos de EE e teorias

de gravidade modificada pode ser encontrada na Ref. [43, 44]). Outro tipo de alternativa para

explicar a aceleração cósmica é o modelo de um universo isotrópico inomogêneo ou modelos

Lemaître-Tolman-Bondi [45, 46].

Do ponto de vista observacional, a precisão atual dos observáveis de background (distân-

cias de luminosidade e diâmetro angular e a taxa de expansão cósmica) não é suficiente para

distinguir entre modelos de EE e teorias de gravidade modificada. Não obstante, mesmo para

dados altamente precisos, a resposta sobre a natureza da aceleração cósmica não pode ser resol-

vida com esta classe de observações. Tal complicação origina-se na possibilidade de construir

teorias de gravidade modificada que produzam a mesma taxa de expansão cósmica do que mo-

delos de EE que mantêm as equações de campo da TRG [47]. Esta degenerescência encontra-se

no nível de background, onde a descrição do Universo é realizada a partir de um modelo per-

feitamente simétrico e simplificado. Portanto, o estudo de observáveis de background não é

suficiente para determinar se a aceleração cósmica é um efeito geométrico (modificação da gra-

vidade) ou dinâmico (existência da EE). Esta degenerescência existente no nível de background

pode ser quebrada ao analisarmos o crescimento das perturbações da densidade da matéria em

um modelo mais realístico do Universo, onde pequenas inomogeneidades evoluem e formam

as estruturas. Nas teorias da gravidade modificada, a taxa de crescimento é diferente da pre-

vista pelos modelos que assumem a TRG. Nestas teorias, a constante gravitacional de Newton

é substituída por um acople gravitacional efetivo Ge f f que pode depender tanto do tempo como

da escala, o que modifica a lei de crescimento das estruturas. Este crescimento é característico

de cada teoria e pode ser utilizado como ferramenta para distingui-las.

Por outro lado, para obter informação acerca do comportamento funcional das variáveis ci-

nemáticas ou dinâmicas, podemos utilizar dois tipos de métodos para modelar as observações:

o paramétrico e o não paramétrico. O primeiro consiste na proposição de uma forma funcional

que descreva os dados baseada em um modelo teórico ou na proposição de uma parametrização

de uma quantidade. A principal vantagem desta abordagem é a efetividade na restrição dos parâ-

metros, produzindo menores incertezas, porém os resultados podem ser enviesados pela escolha



4

arbitrária ao modelar os observáveis. Para aliviar esta complicação podemos utilizar o segundo

tipo de métodos para reconstruir quantidades suaves a partir das suas observações [48]. Já os

métodos não paramétricos não assumem uma forma funcional a priori para descrever as obser-

vações e o seu objetivo principal é construir uma função que revele a curva que melhor se adapta

aos dados. Os resultados obtidos com estes métodos são independentes de modelos cosmológi-

cos. Nos últimos anos, a busca por resultados independentes de modelos motivou grandemente

a utilização dos métodos de reconstrução não paramétricos na área da cosmologia. Alguns des-

tes métodos são descritos nas Refs. [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63].

Além do método de reconstrução, é fundamental que os dados analisados também sejam obtidos

sem a utilização de um modelo cosmológico, a fim de garantir que os resultados não estejam

enviesados devido à utilização de um modelo fiducial.

Nesta tese, utilizamos métodos de regressão não paramétricos para reconstruir, de uma ma-

neira independente de modelos cosmológicos, o parâmetro H(z) a partir de dados que também

sejam independentes de modelo. Esta informação é aplicada ao estudo dos mecanismos que

explicam a aceleração cósmica considerando o modelo de universo no nível de background e

no nível perturbativo linear.

Dado que a utilização de SNs Ia como velas padronizáveis (objetos com luminosidade intrín-

seca modelável) é um dos principais testes cosmológicos atuais, é de grande interesse investigar

se a calibração das curvas de luz baseada em modelos cosmológicos encontra-se enviesada.

Além disto, podemos estudar os vínculos impostos pelas observações de SNs Ia sobre os parâ-

metros H0 e Ωm quando as curvas de luz são calibradas com informação proveniente de métodos

não paramétricos. Os resultados desta análise foram públicados na Ref. [60].

Nossa segunda proposta consiste em resolver as equações que governam a evolução das per-

turbações cosmológicas de matéria a partir da reconstrução não paramétrica da taxa de expansão

e a subsequente comparação com as observações da estrutura em grande escala do Universo.

Esta comparação permite testar a validade das hipóteses envolvidas para derivar as perturbações

de matéria. Os resultados mais importante desta análise quando assumimos a TRG como teoria

de gravitação foram publicados nas Refs. [61, 62]. A generalização do estudo anterior para

teorias de gravidade modificada foi publicada na Ref. [63].

O presente estudo está organizado da seguinte forma: No Capítulo 2, apresentamos o forma-

lismo matemático do paradigma cosmológico atual junto com os vínculos observacionais mais

recentes. Também apresentamos a teoria de perturbações cosmológicas de matéria e os meca-

nismos mais utilizados para explicar a aceleração cósmica como os modelos de quintessência

e teorias de gravidade modificada. No Capítulo 3, introduzimos os métodos de reconstrução

paramétricos e não paramétricos. Visto que nosso objetivo é obter resultados independentes de

modelos, apresentamos alguns dos métodos não paramétricos mais utilizados na cosmologia e

suas aplicações nesta área, fazendo ênfase aos métodos de Processos Gaussianos e de Suaviza-

ção utilizados na nossa análise. No Capítulo 4, aplicamos estes dois métodos de reconstrução

não paramétricos a dados da taxa de expansão do Universo provenientes de idades de galáxias
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(modelo independentes) para calibrar a curva de luz da compilação JLA de SNs Ia e estudar

suas implicações no vínculo de parâmetros cosmológicos, como H0 e Ωm, assumindo um mo-

delo ΛCDM [60]. No Capítulo 5, reconstruímos o parâmetro de Hubble com dados provenientes

de idades de galáxias e de quasares em altos redshifts (sendo estes últimos dados dependentes

do modelo ΛCDM). Com esta informação calculamos as perturbações cosmológicas de matéria

no marco da TRG e comparamos com os dados provenientes do mapeamento da estrutura em

grande escala do Universo [61, 62]. No capítulo 6, generalizamos a análise apresentada no ca-

pítulo anterior para teorias de gravidade modificada e reconstruímos as perturbações de matéria

para uma parametrização de Ge f f com valores que descrevem teorias f (R) [63]. Finalmente, no

Capítulo 7, apresentamos as conclusões obtidas nesta tese.



2 Teoria Cosmológica Moderna

A Teoria Cosmológica Moderna constitui no entendimento do Universo em grande escala,

envolvendo o estudo de sua evolução e da formação das estruturas observadas. Esta teoria

desenvolveu-se de maneira contínua desde o surgimento da Teoria da Relatividade Geral (TRG).

O que conhecemos hoje como modelo cosmológico padrão está baseado na hipótese fundamen-

tal que estabelece o Universo enquanto homogêneo e isotrópico em grandes escalas (∼ 100

Mpc) [64]. Trata-se do chamado Princípio Cosmológico (PC). Nesta teoria, também assume-se

que a interação que domina a dinâmica global do Universo é a gravitação.

Atualmente, o modelo cosmológico padrão é o modelo ΛCDM (Λ Cold Dark Matter), o qual

possui quatro bases observacionais:

• A Expansão do Universo;

• A existência da Radiação Cósmica de Fundo em micro-ondas;

• A Nucleossíntese Primordial de elementos leves;

• A recente Aceleração Cósmica.

Este modelo adota a TRG como aquela que descreve corretamente a gravitação. No paradigma

da TRG, a gravidade manifesta-se como a própria geometria do espaço-tempo. O substrato

espaço-temporal é um ente dinâmico dependente do estado de movimento tanto do observador

quanto dos campos que nele encontram-se. Portanto, a geometria espaço-temporal e o conteúdo

material inter-relacionam-se, onde a matéria determina a forma do espaço-tempo que, por sua

vez, influencia o estado de movimento dos campos materiais. Matematicamente, a TRG é

escrita em termos do seguinte conjunto de equações tensoriais:

Gαβ ≡ Rαβ − 1
2

gαβ = 8πGTαβ + Λgαβ, (2.1)

conhecidas como equações de campo de Einstein (ECE). Dentro do marco do modelo ΛCDM,

a parte esquerda das ECE (que corresponde a termos geométricos) está representada por um

6
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espaço plano homogêneo e isotrópico, enquanto o conteúdo material (lado direito) está formado

por uma componente de radiação, de matéria bariônica, de matéria escura fria e de energia

escura. Esta última é caracterizada pela constante cosmológica Λ.

Neste capítulo, vamos expôr os fundamentos da geometria do espaço-tempo que satisfaz

o PC (na parte espacial da métrica), bem como as bases da dinâmica de um universo com

estas simetrias e o crescimento das estruturas a partir de pequenas inomogeneidades de matéria

existentes em um background homogêneo. Finalmente, apresentaremos algumas alternativas

para explicar a atual fase acelerada do Universo.

2.1 A geometria de um espaço homogêneo e isotrópico

Na teoria de gravitação moderna existe uma estreita relação entre a geometria do espaço-

tempo e a gravidade. Ao aceitarmos como válido o PC *, determinamos em grande medida a

geometria do espaço e restringimos a classe de campos de matéria-energia que são compatíveis

com o nosso Universo. Foi demostrado que a única métrica que satisfaz o PC cosmológico é a

chamada métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker [69],

ds2 = dt2 − a2(t)
[

1
1 − Kr2 dr2 + r2dΩ2

]
, (2.2)

onde a(t) determina a escala de tamanhos no universo, chamado fator de escala, e K é a cons-

tante de curvatura espacial do universo. Esta constante pode tomar diferentes valores dando

características geométricas locais ao espaço tridimensional. A relação entre o tipo de geometria

da parte espacial da métrica de FLRW e o valor da constante de curvatura é:

K > 0 ⇐⇒ Geometria Esférica

K = 0 ⇐⇒ Geometria Euclidiana

K < 0 ⇐⇒ Geometria Hiperbólica

(2.3)

Cabe ressaltar que as simetrias consideradas para derivar a métrica FLRW caracterizam a ge-

ometria local do espaço deixando indeterminada sua topologia global, sendo que as ECE não

determinam a topologia global da variedade [70].

As coordenadas utilizadas na Eq. (2.2), onde são evidentes as simetrias do espaço-tempo,

definem uma classe privilegiada de observadores e são chamados coordenadas e observadores

comóveis ou fundamentais. Qualquer outro observador que possua uma velocidade relativa a

um observador comóvel local observará que o Universo é anisotrópico. Nestas coordenadas,

uma partícula localizada na origem (r = 0) que encontra-se em repouso em um instante dado,

permanecerá indefinidamente em repouso. Devido à isotropia do Universo, não existem dire-

ções privilegiadas e o campo gravitacional não induz nenhum movimento na partícula. Este

* Atualmente, com a grande quantidade e qualidade dos dados, é possível testar a validade desta hipótese. Nas
Refs. [65, 66, 67, 68], apresentam-se resultados recentes dos testes de isotropia do Universo
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argumento é válido não somente para uma partícula na origem, mas também em qualquer ponto

do espaço devido à homogeneidade.

Definida a métrica do espaço-tempo, é possível determinar a distância física entre dois pontos

quaisquer do Universo. Esta distância, também chamada de distância própria, é definida como

o intervalo espaço-temporal, |ds|, entre dois pontos medido simultaneamente (dt = 0). Para

um observador na origem e um ponto qualquer no espaço com coordenadas xµ = (r, θ1, φ1), a

distância própria corresponde a uma geodésica radial e é dada por:

dp = a(t)
∫ r

0

dr√
1 − Kr2

= a(t)χK , (2.4)

onde χK é denominada distância radial comóvel e definido como,

χK(r) ≡


sin−1(

√
Kr)/

√
K, se K > 0

r, se K = 0

sinh−1(
√|K|r)/

√|K|, se K < 0 ,

(2.5)

onde foi utilizado que para uma geodésica radial a variação dos ângulos ao longo da trajetória

é nula (dθ1 = 0, dφ1 = 0). Devido à necessidade da determinação simultânea da posição

dos dois pontos, vale notar que a distância própria não é um observável e depende do modelo

cosmológico adotado.

A impossibilidade de determinar distâncias próprias motiva a busca de outras formas de esti-

mar distâncias astronômicas, como o uso das propriedades intrínsecas dos objetos de interesse e

das quantidades observadas na terra. Consequentemente, definimos a distância de luminosidade

e a distância de diâmetro angular.

A distância de luminosidade é definida a partir da relação existente entre o fluxo e a lumi-

nosidade de um objeto que emite radiação. Observacionalmente, o fluxo -que corresponde à

quantidade de luz recebida por unidade de área por unidade de tempo- é medido em nossos

detectores e ao conhecermos a luminosidade intrínseca de um objeto -energia por unidade de

tempo que o objeto produz- é possível determinar a distância em que este se encontra. Desta

forma, o fluxo em um espaço euclidiano estático é definido como:

F =
L

4πd2 , (2.6)

sendo 4πd2 a área da esfera de raio d entre o observador e o objeto emissor e L a luminosidade

percebida nos detectores.

No caso de um universo de FLRW dinâmico, a relação entre a área e o raio comóvel per-

manece invariante independente da geometria do universo e é exatamente igual como em um



2.1. A GEOMETRIA DE UM ESPAÇO HOMOGÊNEO E ISOTRÓPICO 9

espaço euclidiano (sem expansão)†, ou seja,

A = 4π(a(t0)r)2. (2.7)

Em um universo em expansão, a luz apresenta um deslocamento para o vermelho ou redshift

(z). Tal fato acontece devido à diferença entre o intervalo de tempo entre dois sinais luminosos

consecutivos ∆te, medido no momento da emissão (te), em que o universo tinha um fator de

escala a(te), e o intervalo de tempo medido por um observador na Terra ∆t0, em t = t0, quando o

fator de escala é a = a(t0). Estas quantidades relacionam-se da seguinte forma (ver seção 2.2.1):

1 + z ≡ λo

λe
=

∆t0

∆te
=

a(t0)
a(te)

. (2.8)

Esta diferença nos intervalos de tempo no momento da emissão e da recepção produz uma

diminuição da energia do fóton em um universo em expansão, por causa do alargamento do

comprimento de onda e da relação de Einstein E = hν = h/λ. A relação entre a energia do fóton

no momento da emissão Ee e a energia recebida é:

ETerra =
Ee

(1 + z)
. (2.9)

Com as Eqs. (2.8) e (2.9), encontramos a relação entre luminosidade intrínseca Le e a lumino-

sidade percebida na Terra LTerra, sendo:

LTerra =
∆ETerra

∆t0
=

Ee

∆te(1 + z)2 =
Le

(1 + z)2 . (2.10)

Portanto, podemos encontrar uma expressão para o fluxo observado em termos da luminosidade

intrínseca:

F =
Le

4π(1 + z)2a(t0)2r2 . (2.11)

Define-se então, a distância de luminosidade tal que a Eq. (2.6) siga sendo válida, ou seja,

dL = (1 + z)a(t0)r. (2.12)

Como veremos no capítulo 4, a determinação da distância de luminosidade para objetos com

uma luminosidade intrínseca padronizável constitui um dos observáveis mais efetivos no mo-

mento de vincular modelos cosmológicos.

A seguinte distância a ser definida é a chamada distância de diâmetro angular. A definição

desta distância está motivada pela relação geométrica entre o diâmetro próprio do objeto emissor

e o diâmetro angular aparente.

É bem conhecido da geometria euclidiana a relação entre o comprimento de arco s que sub-

† Contrário ao caso da relação entre a distância própria e o raio comóvel que depende da curvatura e esta dada
pela Eq. (2.5).



2.2. DINÂMICA DO UNIVERSO 10

tende um ângulo ∆θ a uma distância d

s = d∆θ. (2.13)

No universo de FLRW, um objeto no céu que se encontra perpendicular à linha de visada com

coordenada radial r e te o momento em que emitiu o sinal luminoso tem diâmetro próprio

s = a(te)r∆θ. Agora, define-se dA de maneira que a relação 2.13 continue sendo válida, isto é:

dA =
s

∆θ
= a(te)r, (2.14)

ou em termos do redshift,

dA = a(t0)
r

(1 + z)
. (2.15)

Cabe ressaltar que para baixos redshifts ou equivalentemente para objetos com coordenada ra-

dial tal que r
√

K � 1, as distâncias própria, de luminosidade e de diâmetro angular são aproxi-

madamente iguais.

Das expressões finais para a distâncias de diâmetro angular (2.15) e distância luminosidade

(2.12), podemos obter a chamada relação de dualidade cósmica,

dL

dA
= (1 + z)2. (2.16)

Esta relação, deduzida a partir da métrica FLRW, assume que o espaço é homogêneo e isotró-

pico. Entretanto, a relação de dualidade independe do PC e é válida em espaço-tempos mais

gerais quando se satisfaz que os fótons seguem geodésicas nulas, seu número é conservado e a

variedade é Pseudo-Riemanniana [71].

2.2 Dinâmica do Universo

2.2.1 Expansão Do Universo

‡Na época atual, é familiar entre cientistas e não cientistas o fato de que o Universo encontra-

se em expansão, mas nem sempre foi assim. Na década de 1920, foram desenvolvidos estudos

teóricos que admitiam a possibilidade de um universo em expansão e estudos observacionais

que apontavam que o nosso Universo está se expandindo, entretanto esta descoberta foi reco-

nhecida somente em 1930. Já em 1922, Alexander Friedmann havia publicado um artigo com

uma análise completa e sistemática das soluções cosmológicas das ECE, incluindo soluções

dinâmicas. Contudo, a ênfase desses trabalhos foi puramente matemática, mostrando pouco in-

teresse em dados astronômicos e sem considerar a expansão do Universo como um fato real. Em

1927, George Lemaître publicou um artigo com resultados similares aos encontrados por Fri-

‡ Nesta seção, para maior clareza, escreveremos explicitamente a velocidade da luz, c.



2.2. DINÂMICA DO UNIVERSO 11

edmann cinco anos antes. Todavia, ele estava interessado nas soluções que implicavam em um

universo em expansão, o que era indicado pelas observações disponíveis na época. O título do

trabalho de Lemaître, "Um Universo Homogêneo de Massa Constante y Raio Crescente Conta-

bilizando a Velocidade Radial de Nebulosas Extra-Galácticas", deixava evidente a importância

das observações, sendo ele o primeiro cientista a introduzir a ideia de que as velocidades de

recessão de nebulosas extra-galácticas eram causadas pelo efeito de expansão do espaço. Dois

anos depois, o trabalho desenvolvido por Edwin Hubble evidenciou a relação linear redshift-

distância de galáxias suficientemente afastadas, sem relacionar este resultado à expansão do

Universo [1, 72].

Dada a expansão do Universo como causa para o redshift de galáxias distantes, independente

da direção de observação, pode se concluir que no passado o Universo encontrava-se em uma

fase mais densa, sendo menor a distância de separação entre as galáxias. Além disto, estava

imersa nesta descoberta um fato que fortalecia a formulada TRG (1915), onde o espaço-tempo

é um ente com caráter dinâmico e não apenas a ideia de um espaço absoluto, que era parte

primordial da física clássica. Na cosmologia moderna, o universo não se expande no espaço,

sendo o próprio espaço aquele que está em expansão [73]. Os dados de Hubble estavam cons-

tituídos por medições de redshifts e de distâncias de luminosidade obtidas a partir de estrelas

variáveis ceféidas. Este conjunto de dados evidenciava uma relação linear entre z e dL [7]. A

hipótese considerada para concluir que as galáxias estão se afastando umas das outras ou, espe-

cificamente, que o universo está se expandindo, é que esse redshift é causado pela velocidade

de expansão. Matematicamente, a forma usual de escrever a lei de Hubble é:

cz = H0dL , (2.17)

onde c é a velocidade da luz e H0 é a chamada constante de Hubble que caracteriza a velocidade

de expansão do Universo. Esta relação linear entre o redshift cosmológico e a distância de

objetos celestes é válida, apenas, em baixos redshifts, z � 1, sendo necessárias correções de

ordem superior em altos redshifts.

A lei de Hubble é um caso limite da lei velocidade-distância, a qual relaciona linearmente a

distância própria, d, com a velocidade de recessão, v, de um objeto. Está lei é escrita como:

v = H(t)d , (2.18)

onde H(t) é o parâmetro de Hubble no tempo cósmico t. A lei velocidade-distância depende

explicitamente do tempo e tem validade universal por ser deduzida a partir da métrica como

mostrado a seguir [74, 73, 75]:

Consideramos a variação temporal da distância própria de um objeto comóvel, isto é, que a

sua velocidade corresponde, somente, à expansão do Universo:

ḋp =
ȧ
a

aχ = H(t)dp, (2.19)
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identificando H(t) ≡ ȧ/a. Tem-se, então, que esta lei é consequência da isotropia e homogenei-

dade do universo.

Para encontrar a relação entre z e a(t), consideram-se dois sinais luminosos emitidos, con-

secutivamente, por uma fonte comóvel com coordenada radial r, nos tempos te e te + ∆te e

recebidos por um observador na origem de coordenadas nos tempos t0 e t0 + ∆t0, respectiva-

mente. Dado que os sinais luminosos seguem uma geodésica nula ds = 0 e a trajetória que

conecta um ponto na origem com um ponto qualquer do espaço é uma geodésica radial dΩ = 0,

podemos demostrar a partir da métrica FLRW que:∫ to

tem

cdt
a(t)

=

∫ r

0

dr√
1 − Kr2

. (2.20)

Como o objeto encontra-se localmente em repouso (não possui velocidade peculiar), temos:∫ to

te

cdt
a(t)

=

∫ to+∆to

te+∆te

cdt
a(t)

. (2.21)

Os intervalos de tempo ∆t0 e ∆te são infinitesimais, então podemos utilizar as propriedades das

integrais definidas para manipular a Eq. (2.21) e aproximar a ordem zero a função a(t), obtendo:

∆to

a(to)
' ∆te

a(te)
. (2.22)

Esta é a diferença entre o intervalo de tempo de dois sinais luminosos consecutivos nos mo-

mentos de emissão e recepção. Como mencionado anteriormente ,isto produz uma mudança no

comprimento de onda percebido. Sendo o comprimento de onda próprio da fonte λe = c∆te e o

recebido λ0 = c∆t0, obtém-se a relação entre o desvio para o vermelho, definido na Eq. (2.8), e

o fator de escala a(t) como:

1 + z =
a(to)
a(te)

. (2.23)

A partir deste resultado, pode ser calculada a lei de Hubble como caso limite da lei geométrica

entre a velocidade de recessão e a distância de um objeto no universo de FLRW. Desta maneira,

poderíamos considerar que evidência contrária à veracidade da lei de Hubble corresponde a

uma violação do PC. Entretanto, esta abordagem como teste da homogeneidade e isotropia

do universo é difícil de implementar devido aos movimentos peculiares das fontes luminosas

causados pelas inomogeneidades locais do campo gravitacional.

Dada a validade universal da lei velocidade-distância, somos motivados a definir uma distân-

cia física limite tal que a partir dela a velocidade de recessão de um observador fundamental

seja maior do que a velocidade da luz. Esta distância é conhecida como horizonte ou raio de

Hubble e está dada por:

dH ≡ c
H
. (2.24)
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Figura 2.1: Velocidades de recessão de um objeto em função do redshift para diferentes modelos
que estabelecem uma relação velocidade-redshift. Figura retirada da Ref. [74].

É importante notar que tanto a velocidade de recessão quanto a distância própria não cons-

tituem observáveis cosmológicos e são quantidades que dependem especificamente do modelo

de universo considerado. Na Fig. 2.1, mostramos diferentes valores da velocidade de recessão

em função do redshift calculada utilizando distintos modelos. Neste gráfico, apresentamos a

velocidade que teria um objeto se a lei de Hubble tivesse validade universal e também se o

redshift fosse causado pelo movimento peculiar, ou seja, se o redshift fosse causado pelo efeito

Doppler previsto pela relatividade especial.

2.2.2 A Dinâmica do universo de FLRW

Na seção anterior, foi estudada a métrica que determina a geometria espacial de um universo

sob a suposição que este é homogêneo e isotrópico localmente. A forma da Eq. (2.2) é obtida,

estritamente, considerando as simetrias locais do espaço, sendo então, independe de qualquer

teoria física sobre as interações entre as componentes que fazem parte do universo. Estas sime-

trias consideradas para obter a métrica FLRW não determinam a evolução do fator de escala,

nem a constante de curvatura. As quantidades, K e a(t), podem ser determinadas se conhe-

cermos o conteúdo material do Universo e a sua dinâmica ou, em outras palavras, a teoria de

gravitação que domina a evolução do Universo em grandes escalas. Nesta seção, estudaremos a

dinâmica do universo de FLRW assumindo que a teoria que descreve corretamente as interações

em grande escala é a TRG. Desta forma, determina-se univocamente a constante de curvatura e

o fator a.

A relação existente entre geometria e o conteúdo material na TRG é expressada nas ECE,

Rµν − 1
2

gµνR = 8πGTµν.
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Esta relação impõe que os campos de matéria-energia existentes possuam também as mes-

mas simetrias do espaço-tempo. Este vínculo aparece evidente nas características do tensor

momento-energia (TME). A isotropia implica que o TME deve ser diagonal com a condição

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 , enquanto a homogeneidade impede a dependência deste tensor com respeito às

coordenadas espaciais. Com estes argumentos, finalmente, podemos escrever o TME como:

T µ
ν = diag[ρ,−p,−p,−p]. (2.25)

Em particular, se a fonte corresponde a um fluido perfeito, as componentes deste tensor repre-

sentam a densidade de energia ρ e a pressão do fluido p [70].

Solucionando as ECE com o elemento de linha de FLRW e a fonte cujo TME é escrito na

forma da Eq. (2.25), obtem-se as chamadas Equações de Friedmann (EF),

( ȧ
a

)2

=
8πGρ

3
− K

a2 , (2.26)

( ȧ
a

)2

= −
(
8πGp + 2

ä
a

+
K
a2

)
. (2.27)

Nestas equações ρ e p representam a densidade de energia e a pressão do Universo, levando

em consideração cada uma das suas componentes. A primeira EF deixa em evidência a cone-

xão entre o conteúdo energético e a geometria (espacial) do Universo. Podemos definir uma

densidade de energia específica que implicaria em um universo espacialmente plano ou eucli-

diano. Esta densidade de energia se conhece como densidade crítica e é escrita em termos do

parâmetro de Hubble (H(t) ≡ ȧ/a) em um momento dado,

ρc(t) =
3H(t)2

8πG
. (2.28)

Em um universo dinâmico, o valor da densidade crítica evolui ao longo da história cósmica,

mas a curvatura espacial do universo permanece constante. Na época atual a densidade crítica

tem o valor

ρc,0 = 1, 88 × 10−29h2g cm−3. (2.29)

Valores da densidade total acima da densidade crítica correspondem a um universo com curva-

tura espacial positiva ou de geometria esférica e valores inferiores correspondem a universos

com geometria hiperbólica.

É conveniente combinar as duas EF a fim de obter uma expressão para a aceleração cósmica

que não envolva a constante de curvatura. Esta expressão é escrita como:

ä
a

= −4πG
3

(ρ + 3p) . (2.30)

Sempre que a condição de energia forte seja satisfeita, a qual impõe que a densidade de massa

gravitacional é positiva (ρ + 3p ≥ 0) [17, 76], a Eq. (2.30) implica em uma desaceleração do
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Universo. Isto acontece para todos os tipos de matéria conhecidos até hoje, o que significa que

uma aceleração só poderia ser explicada por um novo tipo de matéria-energia [76].

Partindo das EF ou da equação de continuidade do TME, obtém-se a lei de conservação da

energia,

ρ̇ + 3
ȧ
a

(ρ + p) = 0 . (2.31)

Esta equação de continuidade não é independente das EFs e, portanto, é necessária uma expres-

são que descreva a relação entre a densidade de energia e a pressão do fluido ou equação de

estado. O conhecimento da equação de estado permite resolver a equação de continuidade e,

finalmente, as EFs, obtendo assim a solução das variáveis a(t), ρ(t) e p(t). Em geral, é assumido

que não existe interação entre os distintos tipos de matéria-energia que compõem o universo ou,

em outros termos, que a lei de conservação é válida para cada componente de forma indepen-

dente. Esta consideração permite escrever a densidade de energia total como:

ρ =
∑

i

ρi → ρ̇i + 3
ȧ
a

(ρi + pi) = 0. (2.32)

É de grande importância estudar a solução da equação de conservação da energia (2.31) para

o caso p = wρ, com w constante. Com esta suposição a solução da densidade de energia é exata,

dada por:

ρ = ρ0(1 + z)3(1+w). (2.33)

Esta solução é importante porque pode ser aplicada a distintos tipos de fluidos que compõem

o nosso Universo como radiação (w = 1/3), matéria não-relativística com w = 0, e para a

densidade de energia associada ao termo da constante cosmológica (w = −1). Para estes três

tipos de fluidos, a Eq. (2.33) tem como solução

Radiação w = 1/3 ⇐⇒ ρr = ρ0r(1 + z)4

Matéria não relativística w = 0 ⇐⇒ ρm = ρ0m(1 + z)3

Constante Cosmológica w = −1 ⇐⇒ ρ = ρ0Λ.

(2.34)

No caso de um universo plano, é fácil de obter a solução para o fator de escala com respeito ao

tempo utilizando a primeira EF (2.26),

Radiação w = 1/3 ⇐⇒ a(t) ∝ t1/2

Matéria não relativística w = 0 ⇐⇒ a(t) ∝ t2/3

Constante Cosmológica w = −1 ⇐⇒ a(t) ∝ eHt.

(2.35)

Esses diferentes modos de decaimento das densidades de energia para as distintas componen-

tes do universo levam a diferentes eras, cada uma dominada por um desses fluidos. Combinando
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Figura 2.2: Valores dos parâmetros de densidade das componentes do Universo em função do
redshift.

os vínculos observacionais atuais sobre as densidades de energia da radiação, da matéria e da

constante cosmológica, junto com o modo de decaimento de cada uma delas, podemos con-

cluir que no universo primordial (z ≫ 1) a radiação dominava a dinâmica. Esta radiação se

dilui muito mais rápido do que a matéria, atingindo um ponto em que as suas densidades fo-

ram iguais, o que se conhece como a equipartição matéria-radiação. A partir deste momento

a matéria dominou a expansão cósmica possibilitando (como veremos na seção 2.3.3) o cres-

cimento de estruturas. Finalmente, o decaimento da densidade de matéria leva à equipartição

entre a densidade de energia da constante cosmológica e a matéria, no momento a partir do qual

a dinâmica é dominada pelo fluido com w = −1.

Agora, definimos os parâmetros de densidade e os parâmetros de densidade na época atual

para cada componente como§

Ωi(z) =
ρi(z)
ρc(z)

Ωi,0 =
ρi,0

ρc,0
(2.36)

e também define-se um parâmetro de densidade de curvatura,

Ωk(z) =
−k

aH2(z)
Ωk,0 =

−k
a0H2

0

. (2.37)

Os valores dos parâmetros de densidade indicam qual fluido é o mais relevante numa época

específica da história cósmica, sendo próximo de 1 quando essa componente é dominante (ver

Fig. 2.2).

A equação (2.26) pode ser reescrita em termos dos parâmetros de densidade hoje e o redshift,

§ Entretanto a densidade da energia escura não evolui com o tempo, o parâmetro de densidade associado a ela
evolui pela dependência com a densidade crítica.
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Figura 2.3: Vínculos observacionais atuais no plano Ωm − ΩΛ para um modelos ΛCDM com
curvatura livre. Figura retirada da Ref. [77].

H = H0

√
Ωr(1 + z)4 + Ωm(1 + z)3 + Ωk(1 + z)2 + ΩΛ (2.38)

Esta forma de escrever o parâmetro de Hubble, em termos dos parâmetros de densidade atuais,

é a forma utilizada na literatura para estimar observacionalmente a fração de cada componente

do Universo.

A relação existente entre a dinâmica do Universo nos tempos de emissão e recepção de um

sinal luminoso (integração da quantidade 1/a(t)) e a distância radial comóvel do objeto emissor

(Eq. (2.5)) pode ser escrita em termos do redshift cosmológico do sinal e dos parâmetros de

densidade de energia atuais como:∫ z

0

dz
H(z)

=

∫ r

0

dr√
1 − Kr2

= χK(r). (2.39)

Esta expressão permite vincular observacionalmente os parâmetros de densidade cosmológicos

com as medidas de distâncias de diâmetro angular ou luminosidade provenientes de objetos

astrofísicos como veremos no Capítulo 4. Esta é a forma principal de estudar os modelos do

Universo em uma escala cosmológica. Na Fig. 2.3, apresentamos os níveis de confiança das

estimativas dos parâmetros Ωm e ΩΛ do modelo ΛCDM utilizando os dados observacionais mais

recentes de SNs Ia, do mapa de temperatura da RCF e das Oscilações Acústicas Bariônicas.

2.2.3 Expansão Acelerada

A expansão acelerada do Universo é uma das maiores descobertas da história e uma das bases

do paradigma cosmológico atual. Esta descoberta foi efetuada independentemente por dois

grupos de pesquisa, o Supernova Cosmology Project (SCP) [16] e High-z Supernovae Search

Team (HZT) [15]. Em 1990, Gustav Tammann e Bruno Leibundgut tinham mostrado que as

Supernovas do tipo Ia (SNs Ia) eram uniformes, ideal para utilizá-las como velas padronizáveis
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(objetos de luminosidade intrínseca modelável). Este fato foi utilizado pelos grupos SCP e HZT

para realizar suas descobertas analisando o módulo de distância de SNs Ia.

Em 1998, o SCP publicou os resultados que concluíam que para um modelo de universo

plano com matéria e constante cosmológica:

Ωm = 0, 28+0,09
−0,08( estatístico)+0,05

−0,04(sistemáticos )

e com 99% de confiança era excluído um valor negativo de ΩΛ. Similarmente, os resultados do

HZT para um modelo de universo com curvatura, matéria e constante cosmológica, concluíam

que ΩΛ > 0 com um nível de confiança de 99, 7%. Estes dois resultados implicavam, mediante

a Eq. (2.30), que o universo atravessa uma fase de expansão acelerada.

Ao longo de quase duas décadas, estes resultados têm sido confirmados, principalmente, com

a análise de compilações mais recentes e com um maior número de SNs Ia (580 da compilação

Union 2.1 e 740 da compilação JLA), bem como, pela análise de sinais de Oscilações Acús-

ticas Bariônicas que vem da estrutura em grande escala e a análise do espectro de potências

da RCF. Todas estas estimativas dos valores dos parâmetros de densidade de energia são com-

patíveis entre si, fazendo com que o modelo ΛCDM também seja conhecido como modelo de

concordância cósmica (ver Fig. 2.3).

Por fim, ressaltamos que para que a expansão do universo seja acelerada conservando a forma

padrão das ECE, é necessário um fluido no conteúdo material que possua uma pressão negativa

suficiente para se opôr à atração gravitacional (ver equação 2.30). Tal fluido é chamado de

Energia Escura (EE). Atualmente, existe uma grande quantidade de abordagens para descrever a

EE, como por exemplo a inclusão de novos campos com diferentes acoplamentos às quantidades

geométricas ou, de uma forma mais fenomenológica, a parametrização da equação de estado da

EE. Qualquer que seja a abordagem explorada, os modelos de EE podem ser testados analisando

seus efeitos sobre a expansão do Universo (via H(z)) e, portanto, os efeitos nos observáveis

clássicos, a distância de luminosidade e de diâmetro angular. A forma particular do parâmetro

de Hubble depende de cada modelo, entretanto, quando consideramos que todas as componentes

se conservam independentemente, o parâmetro de expansão é escrito como:

H2(z) = H2
0[Ωr(1 + z)4 + Ωm(1 + z)3 + ΩK(1 + z)2 + Ωx f (z)] (2.40)

onde Ωx é a fração atual da densidade de energia total correspondente à EE e f (z) a sua função

de evolução dada por:

f (z) ≡ ρ(z)
ρ0

= exp 3
∫ z

0

1 + w(z′)
1 + z′

dz′. (2.41)

Cabe notar que independente do mecanismo utilizado (inclusão de novos campos o uma para-

metrização), a equação de estado w(z) determina a evolução da EE.

Valores recentes dos parâmetros cosmológicos obtidos combinando diferentes observáveis

para diferentes modelos que descrevem a EE são apresentados na Tabela 2.1. Nestes modelos, a
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Modelo Dados Ωm Ωbh2 h Ωk w0 wa

ΛCDM BAO+Planck 0.303 (8) 0.0223 (3) 0.682 (7) - - -
ΛCDM SN+Planck 0.295 (16) 0.0224 (3) 0.688 (13) - - -
ΛCDM BAO+SN+Planck 0.302 (8) 0.0223 (3) 0.682 (6) - - -
ΛCDM BAO+SN+WMAP 0.300 (8) 0.0224 (5) 0.681 (7) - - -

oΛCDM BAO+Planck 0.301 (8) 0.0225 (3) 0.679 (7) -0.003 (3) - -
oΛCDM SN+Planck 0.30 (4) 0.0224 (4) 0.68 (4) -0.002 (10) - -
oΛCDM BAO+SN+Planck 0.301 (8) 0.0225 (3) 0.679 (7) -0.003 (3) - -
oΛCDM BAO+SN+WMAP 0.295 (9) 0.0226 (5) 0.677 (8) -0.004 (4) - -
wΛCDM BAO+Planck 0.311 (13) 0.0225 (3) 0.669 (17) - -0.94 (8) -
wΛCDM SN+Planck 0.298 (18) 0.0225 (4) 0.685 (17) - -0.99 (6) -
wΛCDM BAO+SN+Planck 0.305 (10) 0.0224 (3) 0.676 (11) - -0.97 (5) -
wΛCDM BAO+SN+WMAP 0.303 (10) 0.0225 (5) 0.674 (12) - -0.96 (6) -

owΛCDM BAO+Planck 0.308 (17) 0.0225 (4) 0.671 (19) -0.001 (4) -0.95 (11) -
owΛCDM SN+Planck 0.28 (8) 0.0225 (4) 0.73 (11) 0.01 (3) -0.97 (18) -
owΛCDM BAO+SN+Planck 0.303 (10) 0.0225 (4) 0.676 (11) -0.002 (3) -0.98 (6) -
owΛCDM BAO+SN+WMAP 0.299 (11) 0.0227 (5) 0.671 (12) -0.004 (4) -0.96 (6) -

w0waΛCDM BAO+Planck 0.34 (3) 0.0224 (3) 0.639 (25) - -0.58 (24) -1.0 (6)
w0waΛCDM SN+Planck 0.292 (23) 0.0224 (4) 0.693 (24) - -0.90 (16) -0.5 (8)
w0waΛCDM BAO+SN+Planck 0.307 (11) 0.0223 (3) 0.676 (11) - -0.93 (11) -0.2 (4)
w0waΛCDM BAO+SN+WMAP 0.305 (11) 0.0224 (5) 0.674 (12) - -0.93 (11) -0.2 (5)

ow0waΛCDM BAO+Planck 0.34 (3) 0.0225 (4) 0.640 (25) -0.003 (4) -0.57 (23) -1.1 (6)
ow0waΛCDM SN+Planck 0.29 (8) 0.0225 (4) 0.72 (11) 0.01 (3) -0.94 (21) -0.3 (9)
ow0waΛCDM BAO+SN+Planck 0.307 (11) 0.0225 (4) 0.673 (11) -0.005 (4) -0.87 (12) -0.6 (6)
ow0waΛCDM BAO+SN+WMAP 0.302 (11) 0.0227 (5) 0.670 (12) -0.006 (5) -0.88 (11) -0.5 (5)

Tabela 2.1: Vínculos dos parâmetros cosmológicos realizando a análise conjunta dos dados
de BAO provenientes de galáxias e LyαForest, RCF de Planck (2013) + WP
(WMAP polarization) ou WMAP9 e a compilação de SNs Ia JLA. Para os mo-
delos ow0waΛCDM e w0waΛCDM, na coluna 7, o parâmetro w0 representa o valor
da equação de estado em w(0.266), o qual corresponde ao redshift em que w(z) e
wa estão descorrelacionado no modelo w0waΛCDM para toda a amostra de dados.
Tabela retirada de [78].
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Figura 2.4: Vínculos observacionais atuais da equação de estado da energia escura. (a) Modelo
de energia escura com equação de estado constante. (b) Modelo de energia escura
com equação de estado w = w0 + (1 − a)wa. Figura retirada da Ref. [77].

EE é representada pela constante cosmológica, por um fluido com equação de estado w(z) = w

e por um fluido com equação de estado w = w0 + (1 − a)wa. Também são apresentados os
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contornos de confiança dos parâmetros mais representativos destes três modelos nas Figs. 2.3 e

2.4.

2.3 Teoria de Perturbações Cosmológicas

Um universo estritamente homogêneo e isotrópico, representado pelo elemento de linha de

FLRW (2.2), não permitiria a conformação das estruturas como estrelas, galáxias, aglomerados

e superaglomerados de galáxias e, em escalas ainda maiores, voids e estruturas filamentares que

são observadas hoje. As propriedades de simetria que possui o espaço assim descrito, implica

que todos os pontos e as direções são equivalentes, portanto, não haveria razão alguma para

que a matéria se aglomerasse e formasse estruturas em regiões particulares. Esta descrição é

válida ao trabalharmos em escalas suficientemente grandes, onde os efeitos de inomogeneidades

locais possam ser desprezados. Nesta seção estudaremos a teoria de perturbações cosmológicas

dentro do marco da TRG, evidenciando o comportamento do crescimento local das perturbações

de matéria em cada era do universo.

A principal complicação que surge no estudo das perturbações cosmológicas do ponto de

vista relativístico é a arbitrariedade da escolha do sistema de coordenadas. Os observadores

fundamentais que podiam ser considerados dentro do contexto de um espaço homogêneo e

isotrópico não têm mais uma contrapartida quando a métrica é perturbada e as simetrias men-

cionadas são perdidas. Quando o espaço não satisfaz o PC, qualquer escolha de coordenadas é

equivalente. Esta liberdade na escolha das coordenadas para descrever o espaço-tempo, conhe-

cida como escolha de calibre, pode produzir perturbações de densidade fictícias ou inclusive

ocultar perturbações reais. Por este motivo, é importante definir quantidades que sejam in-

variantes sob transformações de coordenadas (chamadas transformações de calibre). Na Fig.

2.5, mostramos uma representação pictórica destes efeitos fictícios produzidos pelas diferentes

escolhas de coordenadas [79, 80].

O estudo do crescimento das estruturas em cosmologia começa com uma perturbação da

métrica de FLRW,

ds2 = [gαβ + δgαβ(xγ)]dxαdxβ, (2.42)

onde gαβ representa a métrica de background FLRW (2.2) e δgαβ(xγ) a perturbação que é de-

pendente das coordenadas espacio-temporais. Para um espaço tridimensional plano, a métrica

não perturbada em termos do tempo conforme η (dη = dt/a) é escrita como:

gαβdxαdxβ = a2(η)(dη2 − δi jdxidx j). (2.43)

Em relação à parte perturbativa da métrica, esta pode ser decomposta em perturbações escalares,

vetoriais e tensoriais. Esta classificação é realizada levando em conta as simetrias da métrica

gαβ. Ou seja, as quantidades perturbativas se transformam da mesma maneira que são transfor-
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Figura 2.5: Representação de perturbações fictícias geradas por uma transformação de coorde-
nadas. Figura retirada da referência [80].

mados os vetores e tensores sob o grupo de rotações em três dimensões S O(3) ou permanecem

invariantes para o caso dos escalares. Pode ser facilmente mostrado que sob rotações em três

dimensões as componentes do tensor métrico se comportam como:

δg00 → escalar, δg0i → vector, δgi j → tensor. (2.44)

Com estas características do tensor métrico podemos fazer uma decomposição irredutível das

suas componentes da seguinte forma [79, 80]:

A componente δg00 é escrita como

δg00 = 2a2φ, (2.45)

onde φ é um escalar sob rotações no espaço tridimensional. As componentes δg0i que em con-

junto se transformam como um vetor, podem ser escritas, baseados no teorema de Helmholtz,

como a soma de um termo irrotacional e um termo de divergente nulo. Para este fim, utilizamos

a função escalar B e a função vetorial S i,

δg0i = a2(B,i + S i), (2.46)
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onde a vírgula representa a derivada com respeito às coordenadas espaciais, ou seja, B,i = ∇iB.

Desta forma, o termo B,i possui rotacional nulo. Para o termo S i impomos a condição de

divergente nulo, S i
,i = 0. Para o caso das componentes espaciais do tensor métrico perturbado,

escrevemos

δgi j = a2(2ψδi j + 2E,i j + F j,i + Fi, j + hi j). (2.47)

Nesta expressão, as funções ψ e E são escalares, Fi é um vetor de divergente nulo (F i
,i = 0) e hi j

é um 3-tensor simétrico de traça nula e transverso, isto é:

hi
j,i = 0, hi

i = 0. (2.48)

Cada uma destas perturbações se relaciona com um fenômeno físico, a saber:

Perturbações escalares: este tipo de perturbações caracterizadas pelas funções φ, ψ, B e

E são induzidas pelas inomogeneidades da densidade de matéria. Evidenciam a instabilidade

gravitacional e conduzem à formação de estruturas no Universo.

Perturbações vetoriais: são descritas pelas funções S i e Fi e estão associadas aos movimen-

tos rotacionais dos fluidos. Estas perturbações decaem rapidamente e para ser observadas hoje

precisariam ter uma amplitude bastante grande no universo primordial, o que não é compatível

com o universo observado.

Perturbações tensoriais: descrevem as ondas gravitacionais, as quais correspondem aos

graus de liberdade do campo gravitacional. As duas componentes independentes do tensor hi j

representam os modos de oscilação das ondas gravitacionais.

Estes três tipos de perturbações estão desacopladas a primeira ordem e a sua evolução é

independente, podendo assim, serem estudadas separadamente [80]. Nesta tese, analisaremos

unicamente as perturbações escalares.

2.3.1 Transformações de calibre

Vamos explorar o comportamento do tensor métrico perturbado, descrito na seção anterior, ao

considerarmos somente perturbações escalares e uma transformação de coordenadas da forma:

xα → x̂α = xα + ξα, (2.49)

sendo ξα uma função infinitesimal do espaço e do tempo que descreve a transformação de co-

ordenadas. Considerando a lei de transformação de um tensor, dada a mudança de coordenadas

na Eq. (2.49), temos:

ĝαβ(x̂ρ) =
∂xγ

∂x̂ρ
∂xδ

∂x̂β
gγδ(xρ) ' gαβ(xρ) + δgαβ − gαδξ

δ
,β − gδβξ

δ
,α (2.50)
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onde somente são considerados termos de primeira ordem. Nesta equação, podemos consi-

derar que nas novas coordenadas (lado esquerdo), o tensor métrico é a soma de um termo de

background e uma perturbação, ou seja,

ĝαβ(x̂ρ) = gαβ(x̂ρ) + δĝαβ. (2.51)

Com esta expressão e fazendo uma expansão em série de Taylor que relacione os termos de

background em ambos os sistemas de coordenadas,

gαβ(xρ) ' gαβ(x̂ρ) + gαβ,γξ
γ, (2.52)

obtemos a lei de transformação de um tensor, dada a transformação de calibre (Eq. (2.49)),

δgαβ → δĝαβ = δgαβ − gαβ,γξ
γ − gγβ,αξ

γ − gαγ,βξ
γ. (2.53)

De maneira similar, podem ser obtidas as leis de transformação das perturbações de quadri-

escalares e quadri-vetores. Ressaltamos que apesar de uma transformação de calibre ser expres-

sada como uma mudança de coordenadas, ela não vincula diferentes observadores no mesmo

espaço-tempo, mas sim dois espaço-tempos distintos: o espaço-tempo homogêneo e isotrópico

e o espaço-tempo perturbado visto pelo mesmo observador [79].

O vetor ξα pode ser expandido em termos de uma parte temporal ξ0 e de uma parte espacial

dividida em um termo irrotacional, ξi
⊥, e um termo de divergente nulo, ζ,i,

ξα ≡ (ξ0, ξi), ξi = ξi
⊥ + ζ,i (2.54)

sendo ζ um 3-escalar.

Das leis de transformação (2.53) e considerando unicamente perturbações escalares do tensor

métrico,

ds2 = a2[(1 + 2φ(η, xi))dη2 + 2B,i(η, xi)dxidη− ((1− 2ψ(η, xi))δi, j − 2E,i j(η, xi))dxidx j], (2.55)

obtemos o comportamento das funções φ(η, xi), ψ(η, xi), E(η, xi) e B(η, xi) sob uma transforma-

ção de calibre (2.49),

φ→ φ̃ = φ − 1
a (aξ0)′, B→ B̃ = B + ζ′ − ξ0,

ψ→ ψ̃ = ψ − a′
a ξ

0, E → Ẽ = E + ζ.
(2.56)

Como podemos observar, a transformação das quantidades escalares da métrica depende, ex-

clusivamente, das funções escalares ξ0 e ζ da mudança de coordenadas. Nós podemos escolher

apropriadamente estas funções, de tal forma que duas das perturbações escalares sejam nulas,

sendo esta condição que define a nossa escolha de calibre.
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Neste pesquisa, trabalharemos no chamado calibre longitudinal ou calibre Newtoniano con-

forme. Esta classe de coordenadas está definida pela condição de E = 0 e B = 0, deixando

as perturbações escalares descritas pelos potenciais φ e ψ. Neste calibre, os observadores estão

fixos a pontos no referencial não perturbado e, consequentemente, eles detectarão o campo de

velocidades das partículas caindo nos poços de potenciais gerados pelas sobredensidades de

matéria. Uma das principais vantagens deste calibre é que as equações dinâmicas se reduzem à

gravitação newtoniana no limite de escalas menores ao horizonte de Hubble [79, 80].

2.3.2 Dinâmica das perturbações escalares

Para analisar a dinâmica das perturbações de matéria ou perturbações escalares, consideramos

a perturbação das ECE de primeira ordem das funções definidas na seção anterior e das velo-

cidades peculiares δuα das partículas no espaço-tempo perturbado. Temos então que a relação

entre o tensor de Einstein e o TME é

δGα
β = 8πGδTα

β . (2.57)

O processo de calcular o tensor de Einstein perturbado é tedioso, mas não apresenta complica-

ção alguma. As ECE perturbadas em termos dos potenciais escalares são:

∇2ψ − 3H(ψ′ +Hφ) = 4πGa2δT 0
0 , (2.58)

(ψ′ +Hφ),i = 4πGa2δT 0
i , (2.59)

[ψ′′ +H(2ψ + φ)′ + (2H ′ +H2)φ +
1
2
∇2(φ − ψ)]δi

j −
1
2

(φ − ψ),i j = −4πGa2δT i
j. (2.60)

ondeH ≡ (1/a)da/dη = aH é o parâmetro de Hubble conforme e a linha representa a derivada

com respeito ao tempo conforme.

Para definir o conteúdo material, perturbamos a equação de um fluido perfeito¶,

Tα
β = (ρ + p)uαuβ − pδαβ , (2.61)

assumindo que o fluido perturbado continua sendo do tipo perfeito (não consideraremos termos

por fluxo de calor ou cisalhamento viscoso), temos:

δTα
β = (δρ + δp)uαuβ + (ρ + p)(δuαuβ + uαδuβ) − δpδαβ . (2.62)

Levando em conta que a quadri-velocidade no universo homogêneo é uα = (a, 0, 0, 0) e que a

¶ Forma do fluido compatível com o PC e utilizada no estudo da dinâmica do universo de FLRW sem perturbar.
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parte espacial da perturbação da quadri-velocidade é δui = avi, sendo vi = dxi/dη, obtemos as

componentes do TME perturbado:

δT 0
0 = δρ, δT 0

i = (ρ + p)avi, δT i
j = δpδi

j. (2.63)

Combinando a Eq. (2.60) com o fato que a parte espacial do TME é diagonal (2.63), temos

(φ − ψ),i j = 0, (2.64)

concluindo que os dois potenciais escalares são iguais, φ(η, xi) = ψ(η, xi).

Dado que a pressão p do fluido depende da sua densidade ρ e da sua entropia S , podemos

escrever a pertubação da pressão como:

δp(ρ, S ) =

(
∂p
∂ρ

)
S
δρ +

(
∂p
∂S

)
ρ

δS . (2.65)

Ao considerarmos unicamente perturbações adiabáticas (δS = 0) e utilizando a igualdade dos

potenciais escalares (φ = ψ), reescrevemos as ECE no nível perturbativo em termos da equação

de estado w e da velocidade do som c2
s ≡

(
∂p
∂ρ

)
S

=
δp
δρ

,

∇2ψ − 3H(φ′ +Hφ) = 4πGa2δρ, (2.66)

(φ′ +Hφ),i = 4πGa2(1 + w)ρvi, (2.67)

[φ′′ + 3Hφ′ + (2H ′ +H2)φ = 4πGa2c2
sδρ. (2.68)

A Eq. (2.67) motiva a interpretação do termo (φ′ +Hφ) como o potencial do campo de veloci-

dades vi. Desta forma, podemos escrever o campo de velocidades como:

vi = ∇iv (2.69)

onde v é um campo escalar tridimensional. Definimos o divergente do campo de velocidades,

θ ≡ ∇ivi (2.70)

e também o contraste de densidade δ como:

δ(η, xi) ≡ δρ(η, xi) − ρ(η)
ρ(η)

, (2.71)

sendo esta última a principal quantidade que utilizaremos para descrever as perturbações de

matéria. No capítulo 5, exploramos em detalhe a utilidade desta quantidade perturbativa e

centramos nossos esforços no cálculo das quantidades que dela se derivam.
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A partir deste momento, estudaremos o caso particular das perturbações de matéria não re-

lativística, portanto, assumimos w = 0, o que simplificará consideravelmente as expressões.

Tomando a equação de continuidade ∇µT µ
ν = 0 para ν = 0, encontramos

δ′ + 3Hc2
sδ = −(θ − 3φ′) (2.72)

e para o divergente da equação de continuidade com ν = i, obtemos

θ′ +Hθ = −∇2(c2
sδ) − ∇2φ. (2.73)

Até este ponto, obtivemos todas as expressões matemáticas necessárias (Eqs. (2.66)-(2.68),

(2.72) e (2.73))para estudar o comportamento das perturbações cosmológicas em um universo

em expansão. Para encontrar as soluções destas equações é útil trabalhar no espaço de Fourier,

lembrando que podemos expandir uma função em termos de ondas planas com seu respectivo

modo de Fourier da seguinte forma:

f (~r, t) =

∫
ei~k.r fk(t)d3k. (2.74)

Devido à linearidade destas equações, as exponenciais podem ser simplificadas e as equações

diferenciais acima apresentadas tornam-se equações algebréicas facilmente solucionáveis.

Limite de escalas menores que o horizonte de Hubble: vamos considerar escalas tal que

o cumprimento de onda próprio da perturbação seja muito menor que o horizonte de Hubble,

ou seja, λp � 1/H ou em termos do vetor de onda, k � H (λp = 2πa/k). Este é o limite

Newtoniano das equações que governam a dinâmica das perturbações cosmológicas. Neste

limite, os resultados são iguais aos resultados que se obtêm do ponto de vista clássico com a

teoria Newtoniana da gravitação.

O divergente da Eq. (2.67) implica que φ′k +Hφk ' 0, onde é utilizada a primeira EF escrita

em termos do parâmetro de Hubble conforme (4πGa2ρ = 3/2H2). Substituindo este resultado

na Eq. (2.66), obtemos a equação de Poisson,

k2φk(η) = −4πGa2ρ(η)δk(η) = −3
2
H2(η)δk(η). (2.75)

Tomando a derivada com respeito ao tempo conforme da equação de Poisson e substituindo-a

na Eq. (2.73), obtém-se no limite considerado,

δ′k(η) = −θk(η) − 9
2
H(η)

k2 δk(η)
(
2
H ′(η)
H(η)

+
δ′k(η)
δk(η)

)
' −θk(η), (2.76)

sendo esta a equação de continuidade das perturbações na teoria Newtoniana. Neste limite, a

Eq. (2.68) se reduz a

θ′k(η) = −H(η)θ + k2c2
sδk(η) − k2φk(η). (2.77)

Finalmente, derivando a Eq. (2.76), e substituindo-a na expressão anterior, obtemos uma equa-
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ção de segunda ordem para o contraste de densidade da matéria (w = 0)‖,

δ′′ +Hδ′ +
(
c2

sk
2 − 3

2
H2

)
δ = 0. (2.78)

A partir desta expressão podemos definir dois regimes. O primeiro acontece quando a escala

das perturbações é suficientemente pequena tal que

c2
sk

2 − 3
2
H > 0, (2.79)

onde o contraste de densidade apresenta oscilações amortecidas produto da pressão do fluido e

da expansão do universo. Portanto, neste regime as perturbações não crescem.

O segundo regime, e mais importante no estudo do crescimento das estruturas, é alcançado

quando csk � H . Neste caso, a equação final que governa o crescimento das perturbações de

matéria dentro do raio de Hubble é

δ′′ +Hδ′ − 3
2
H2δ = 0. (2.80)

Este regime evidencia a instabilidade gravitacional, onde esta força domina sobre a pressão do

fluido, permitindo modos crescentes das flutuações de matéria [79, 80]

A generalização da equação diferencial do contraste de densidade de matéria para o caso em

que o universo está composto por mais de um tipo de fluido é

δ′′m +Hδ′m −
3
2

Ωm(a)H2δm = 0, (2.81)

ou em termos do tempo cósmico e o parâmetro de Hubble (H),

δ̈m + 2Hδ̇m − 3
2

Ωm(a)H2δm = 0. (2.82)

Esta expressão também é válida quando existe uma componente de EE descrita por um campo

que não se aglomera nas escalas consideradas [81]. A Eq. (2.82) é a equação principal para

estudar o crescimento das estruturas em um regime linear, considerada o limite Newtoniano da

teoria relativística de perturbações.

Na Fig. 2.6, mostra-se a forma funcional do contraste de densidade com respeito ao fator de

escala para um modelo ΛCDM e um modelo Einstein-de Sitter, bem como, alguns fotogramas

de uma simulação de N-corpos para estes dois modelos. No modelo ΛCDM, devido ao efeito

produzido pela EE, de aumentar o ritmo da expansão cósmica, o crescimento das perturbações

é mais lento, amortecido pela rápida expansão recente. No modelo Einstein-de Sitter, a taxa de

expansão é menor, beneficiando o crescimento das estruturas. Considerando um contraste de

densidade atual similar para estes modelos, os diferentes ritmos de aglomeração implicam em

diferentes amplitudes das perturbações no passado.

‖ A partir deste ponto, vamos desconsiderar o sub-índice k.
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Figura 2.6: (a)Evolução do contraste de densidade em função do fator de escala para um modelo
ΛCDM e um modelo Einstein-deSitter. As duas curvas encontram-se normalizadas
ao seu valor atual (δ(a = 1) = 1). (b) Fotogramas da simulação numérica de N-
corpos Virgo consortium [82]. Os diferentes modos de crescimento para estes mo-
delos são evidenciados. Uma quantidade de aglomeração atual aproximadamente
igual nos dois modelos, implica grandes difereças no passado. Figura retirada da
referência [83].

Em capítulos posteriores, focaremos nossos esforços em solucionar esta equação com infor-

mação observacional das estruturas e discutiremos em detalhe as quantidades necessárias para

resolvê-la.

2.3.3 Evidência Observacional da Matéria Escura

As pequenas inomogeneidades observadas na RCF são as sementes que evoluem de um re-

gime linear a um regime não linear, formando via instabilidade gravitacional a estrutura em

grande escala da distribuição de matéria. A estrutura filamentar, os super aglomerados de ga-

láxias (e as estrelas) observados hoje são o produto do colapso gravitacional de flutuações na

densidade de matéria que no momento do desacoplamento entre a radiação e os bárions eram

da ordem de 10−5 [76].

Da teoria de perturbações cosmológicas, apresentada na seção precedente, podemos encon-

trar as soluções da Eq. (2.82) para cada uma das épocas do Universo, onde o fator de escala

e, consequentemente, o parâmetro de Hubble apresentam um comportamento específico dado

na Eq.(2.35). Como estudado na seção 2.2.2 e mostrado na Fig. 2.2, o parâmetro de densidade

da matéria (Ωm) nas eras da radiação e da EE é aproximadamente nulo, enquanto, na era da

matéria é próximo da unidade. Assim, a Eq. (2.82) é simplificada e o contraste de densidade

possui solução analítica exata em cada era da história cósmica. O crescimento das perturbações

acontece da seguinte forma [76, 80]:
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δ(t) ∝ ln a(t) ⇐⇒ Era da Radiação

δ(t) ∝ a(t) ⇐⇒ Era da Matéria

δ(t) ∝ const ⇐⇒ Era da Energia Escura.

(2.83)

Esse comportamento é mantido até atingir o regime não linear, δ & 1, após isto, o colapso

desacopla-se da expansão cósmica.

A matéria bariônica permanece acoplada à radiação via dispersão Thomson e de Coulomb até

a época do desacoplamento, apresentando estas duas componentes o mesmo comportamento.

Derivando as equações da dinâmica das perturbações para um fluido de radiação (wr = c2
s =

1/3), encontra-se a equação diferencial de um oscilador harmônico [79]

δ′′r (η) +
k2

3
δr(η) = 0. (2.84)

O crescimento do contraste de densidade da radiação (devido à atração gravitacional), eventual-

mente, é diluído pela força de pressão do fluido. O crescimento e decrescimento da perturbação

da componente de radiação (devido à ação destas duas forças) acontecerá consecutivamente,

fazendo com que o valor de δr oscile em torno de zero. A interação entre radiação e matéria

comum impede que o contraste de densidade dos bárions, δb, cresça antes de se desacoplarem.

Se considerarmos que o crescimento das inomogeneidades bariônicas aconteceu desde a

época do desacoplamento (δbdec ∼ 10−5) até hoje, teríamos:

δb0 =
a0

adec
δbdec ∼ 10−2, (2.85)

o que não poderia explicar as estruturas não lineares observadas.

Esta contradição é um dos principais argumentos (de origem cosmológico) a favor da exis-

tência de um novo tipo de matéria que não é relativística (fria) e não interage com a radiação

(escura), conhecida como matéria escura (ME). Essas características fazem que a ME não te-

nha pressão e não se acople aos fótons, o que permite seu colapso gravitacional muito antes

do último espalhamento. Para que as estruturas observadas possam se formar, é necessário que

o colapso das inomogeneidades seja dominado pela ME sobre a matéria bariônica, de outra

forma a atração gravitacional com os bárions (acoplados à radiação) impediria a aglomeração

de matéria. Consequentemente, é de se esperar que Ωme > Ωb.

A nucleossíntese primordial de elementos leves coloca vínculos fortes na quantidade de bá-

rions:

η ≡ nb

nγ
=

nb0

nγ
∼ 10−10, Ωb0h2 ∼ 0.02. (2.86)

A primeira relação em (2.86), vincula a razão entre o número de fótons e bárions, que mo-

dificará a maneira em que os fótons e bárions se desacoplam entre si. O segundo vínculo em

(2.86), indica que a ME deve ser, principalmente, não bariônica (podendo haver uma pequena
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Figura 2.7: Curva da velocidade de rotação da Galáxia evidenciando o plateau induzido pela
ME e o decaimento kepleriano. Figura retirada da referência [84].

componente escura bariônica, p.e., buracos negros primordiais) [76].

Por outro lado, a existência de ME não é, unicamente, sugerida por observações cosmológi-

cas, mas também, por observações da dinâmica galáctica.

As evidências astrofísicas mais representativas são [76]:

• Curvas de rotação de galáxias espirais: o limite Newtoniano da TRG prediz perfis de

velocidades keplerianos, determinados pela massa total dentro de uma esfera delimitada

pelo raio da órbita, isto é,

v2(r) =
GM<r

r
, (2.87)

onde,

M<r = 4π
∫ r

0
ρ(r1)r2

1dr1. (2.88)

O brilho superficial das galáxias espirais cai exponencialmente, o que indica que M<r é

uma constante. Como consequência disso, a curva de rotação deve se comportar como

v ∝ r−1/2. De maneira oposta, as observações mostram curvas de rotação que apresentam

um plateau conforme aumenta a distância galactocêntrica (ver Figura 2.7). Se aceitamos

a teoria de Newton (limite de campo fraco da TRG) como a teoria de gravitação correta,

podemos inferir a existência de um tipo de matéria não luminosa [76, 84].

• Observações de raios-X em aglomerados: baseados nas medidas da emissão de raios-X

de aglomerados de galáxias, pode-se estimar a sua massa. Quando estimada a quantidade
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Figura 2.8: Distribuição de matéria no Bullet cluster. Os contornos representam a matéria total
que contribui ao campo gravitacional do aglomerado e os pontos cinzas a quantidade
de gás estimada a partir de observações em raios-X. Figura retirada da Ref. [87].

de matéria via métodos dinâmicos, é encontrado que os aglomerados possuem mais ma-

téria do que pode ser observado. Sendo que a massa total do meio intergaláctico não é

suficiente para explicar a massa faltante. Tem sido encontrados os seguintes vínculos:

Mgas ∼ 11%, Mestrelas ∼ 1%, (2.89)

o que evidencia que a ME contribui com 88% da massa do aglomerado [85, 86]. Na

Fig. 2.8, mostramos a quantidade de matéria (gás) inferida a partir de observações em

raios-X (pontos cinzas) e o centro de massa determinado a partir de lenteamento fraco

(contornos).

2.4 Mecanismos da Aceleração Cósmica

2.4.1 Energia Escura

Como mencionado no texto, a aceleração do Universo pode ser explicada dentro do marco

da TRG (ou seja, utilizando a Eq. (2.1)) devido ao efeito de uma nova componente com massa

gravitacional (ρ + 3p) negativa, a chamada energia escura. No caso do modelo cosmológico

padrão, este fluido corresponde à densidade de energia do vácuo representado nas equações pela

constante cosmológica Λ. A generalização mais simples deste cenário, considera a inclusão de

um campo escalar φ definido pela densidade Lagrangiana:
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L(φ) =
1
2
∇µ∇µφ − V(φ) (2.90)

e o TME associado a esta densidade Lagrangiana

Tµν(φ) =
−2√−g

δ(L√−g)
δgµν

, (2.91)

onde g é o determinante do tensor métrico e V(φ) o potencial do campo. Dadas as simetrias do

espaço-tempo FLRW, a densidade e a pressão do campo são

ρ(φ) =
1
2
φ̇2 + V e p(φ) =

1
2
φ̇2 − V. (2.92)

Produzindo uma fase acelerada quando ρ + 3p < 0, ou seja, V(φ) > φ̇2. Este campo assim

descrito é chamado de campo de quintessência. Outros modelos vêm sendo explorados, como

é o caso da chamada k-essência [88]. Deste ponto de vista -independentemente do campo que

seja incluído na parte direita das ECE e com as equações assim escritas- a aceleração cósmica

é caracterizada por uma componente dinâmica.

2.4.2 Gravidade Modificada

Outra abordagem proposta para explicar a aceleração cósmica é a modificação do lado es-

querdo das ECE, sendo a atual fase acelerada do Universo uma consequência geométrica da

variedade espaço-temporal.

As ECE,

Gµν = 8πGTµ nu, (2.93)

podem ser obtidas a partir de um formalismo variacional ao minimizarmos a ação de Einstein-

Hilbert,

S EH =

∫
d4x
√−gLEH − 16πG

∫
d4x
√−gLm(gµν, χi), LEH = R, (2.94)

sendoLm a densidade Lagrangiana de cada um dos campos de matéria considerados χi e R o es-

calar de Ricci. A partir desta formulação variacional, podemos construir uma teoria modificada

da gravidade. Para tal fim, estendemos a densidade Lagrangiana adicionando outros invariantes

geométricos ou campos extras de acople gravitacional. Estas teorias de gravidade modificada

(GM) proporcionam equações de campo alternativas, o que implica que obteremos diferentes

dinâmicas para os mesmos campos de matéria.

Existe uma grande quantidade de teorias de gravidade modificadas. Neste trabalho, apresen-

taremos uma breve descrição de duas das classes de teorias de GM mais estudadas na literatura

e que serão importantes para o entendimento da análise apresentada no Capítulo 6. Na pri-

meira, unicamente se utiliza a métrica para mediar a gravidade, e na segunda, outros campos

são introduzidos acoplados aos termos geométricos. Estas classes de teorias não são indepen-
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dentes, podendo reescrever mediante uma transformação conforme a primeira classe em termos

da segunda [89].

Teorias tensoriais

Estas teorias utilizam unicamente a métrica para mediar a gravidade. A densidade Lagrangi-

ana é escrita de maneira geral como:

L = L(gµν, ∂αgµν, ∂α∂βgµν...). (2.95)

Um caso particular deste tipo de teorias é a TRG onde a ação de Einstein-Hilbert (2.94) pode

incluir o termo referente à constante cosmológica.

A generalização natural desta Lagrangiana trata-se das chamadas teorias f (R) que consideram

uma função arbitrária do escalar de Ricci da seguinte forma:

L = f (R) − 16πGLm. (2.96)

As equações de campo desta densidade Lagrangiana são

Gµν ≡ Rµν − 1
2

gµνR =
8πGTµν

f ′(R)
+ gµν

[ f (R) − R f ′(R)]
2 f ′(R)

+
[∇µ∇ν f ′(R) − gµν� f ′(R)]

f ′(R)
, (2.97)

com f ′(R) ≡ d f /dR. O segundo membro desta equação interpreta-se como se fosse um TME

efetivo, 8πGT (e f )
µν . No caso particular do universo de FLRW, as EF generalizadas obtidas a

partir das Eqs. (2.97) têm a mesma forma que na TRG (2.26, 2.27) quando identficamos,

p → pe f = pm + pc e ρ → ρe f = ρm + ρc. Onde pm e ρm são a pressão e a densidade da

matéria, e onde a pressão pc e a densidade ρc associadas à curvatura são dadas por:

pc =
1

8πG f ′

[
2

ȧ
a

Ṙ f ′ + R̈ f ′′ + Ṙ2 + f ′′′ − 1
2

[ f − R f ′]
]
, (2.98)

ρc =
1

8πG f ′

[
1
2

[ f − R f ′ − 3
ȧ
a

Ṙ f ′′]
]
. (2.99)

Esses termos podem induzir uma aceleração cósmica dependendo da função f (R).

A extensão das teorias f (R) consiste na inclusão de outros invariantes de curvatura, por exem-

plo o escalar de Kretschmann RαβγδRαβγδ ou o tensor de Ricci contraído consigo mesmo, RαβRαβ.

Nestes modelos, a densidade Lagrangiana possui uma função arbitrária destes invariantes geo-

métricos,

L = f (R,RαβRαβ,RαβγδRαβγδ) − 16πGL.m. (2.100)

Uma destas extensões da gravitação é a teoria de Gauss-Bonnet, onde a densidade Lagrangiana

está dada por:
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L = L(R,G), G = R2 − 4RαβRαβ + RαβγδRαβγδ. (2.101)

Teorias escalar-tensoriais

Este tipo de teorias contêm campos extras acoplados aos termos geométricos da ação. O

mecanismo mais simples para mediar a gravidade é um campo escalar. Portanto, a densidade

Lagrangiana é escrita como:

L = L(gµν, ∂αgµν, ∂α∂βgµν..., φ, ∂µφ). (2.102)

Um exemplo desta classe de teorias acopla o escalar de Ricci com uma função do campo tal

que

L = ς(φ)R − %(φ)∇µφ∇µφ − 2V(φ). (2.103)

Nesta equação, ς(φ), %(φ) são funções arbitrarias do campo φ. As equações de campo para esta

Lagrangiana são:

ς(φ)Gµν + (gµν� − ∇µ∇ν)ς(φ) = 8πGTµν + T φ
µν (2.104)

e a equação de movimento do campo

%(φ)�φ = V ′ − 1
2
ς(φ)∇µφ∇µφ − 1

2
ς′(φ)R. (2.105)

O TME na Eq. (2.104) está definido como

T φ
µν ≡ %

[
∇µφ∇µφ − 1

2
gµν

(
∇αφ∇αφ − 2

V
%

)]
. (2.106)

Para deduzir as equações de campo neste classe de teorias, foi utilizado o formalismo métrico,

isto é, que a variação da ação é realizada considerando somente as variações do tensor métrico

gµν. Enquanto, as conexões Γαβγ são as conexões de Levi-Chivita.

Como já foi mencionado, as teorias tensoriais e teorias escalar-tensoriais não são indepen-

dentes, podendo escrever as primeiras como uma teoria escalar-tensorial com um acoplamento

não mínimo entre o campo e o tensor de Ricci. Como caso particular, podemos expor que a

minimização da ação para uma teoria com Lagrangiana

L = R + f (ψ) + f ′(ψ)(R − ψ), (2.107)

implica que ψ = R, fazendo com que as equações de campo se obtenham minimizando a ação

simplificada com densidade Lagrangiana

L = R + f (R), (2.108)
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correspondente a uma teoria f (R) arbitrária. Analogamente, este mecanismo pode ser utilizado

levando em conta outros invariantes (RαβRαβ,RαβγδRαβγδ).

Da mesma maneira que têm sido adicionados campos escalares para mediar a gravidade,

também podem ser consideradas teorias em que a mediação é levada em conta com campos

vetoriais, as chamadas teorias vetorial-tensoriais, ou outras mais gerais como as teorias escalar-

vetorial-tensoriais [89].

Temos, então, que o principal desafio deste tipo de teorias é explicar a dinâmica cósmica,

porém, satisfazendo as fortes restrições impostas pelos testes de gravidade realizados no sistema

solar. Isto significa que independentemente do mecanismo que descreve a aceleração cósmica,

este deve ser totalmente atenuado (screened) em sistemas locais e densos, onde a gravitação

Newtoniana funciona com grande precisão.

Existe uma grande variedade de modelos que em escalas suficientemente grandes reproduzem

a dinâmica de background do modelo ΛCDM (explicam a aceleração cósmica) e satisfazem os

vínculos da dinâmica no universo local. Porém, são esperadas anomalias no crescimento das

estruturas em escalas intermediárias, o que permitirá a detecção de efeitos relevantes em escalas

da ordem de Mpc detetáveis em levantamentos futuros [90].

Nos seguintes capítulos, estudaremos alguns métodos que permitem a reconstrução de fun-

ções a partir de dados observacionais, sem a necessidade de assumir um modelo cosmoló-

gico.Com esta informação pretendemos testar a validade das hipóteses fundamentais (como a

homogeneidade e isotropia do Universo), a TRG (como teoria de gravitação), e também, distin-

guir entre modelos de GM.



3 Reconstruções Paramétricas

e Não-Paramétricas

Neste capítulo, iremos descrever e estudar métodos estatísticos utilizados para extrair infor-

mação de um conjunto de dados, com o objetivo de obter uma curva contínua que represente o

observável analisado. Este processo de análise, em que um conjunto de dados é modelado por

uma curva, é chamado de análise de regressão ou reconstrução*. De maneira geral, podemos

considerar dois tipo de métodos de regressão, conhecidos como métodos paramétricos e não

paramétricos. No presente texto, iremos explorar as reconstruções não paramétricas. Feito isto,

nos capítulos posteriores, utilizaremos as regressões não paramétricas para analisar as quanti-

dades de interesse na descrição e evolução do Universo.

Para introduzir a análise de regressão (paramétrica e não paramétrica), assumimos que os

dados observacionais ou observações são medidas de uma variável contínua e aleatória Y em n

valores predeterminados de uma variável contínua e independente X. Sejam (Xi,Yi), i = 1, ..., n,

o conjunto de valores das variáveis X e Y depois da realização de um experimento (medição). A

variável X é chamada de preditor ou variável independente†. A variável Y é chamada variável

objetivo (target ou object variable) ou dependente ‡ [91]. Assume-se que estas duas variáveis

têm uma relação intrínseca

Y = m(X) + ε, (3.1)

onde m é uma função desconhecida e ε é uma variável aleatória gaussiana que caracteriza o erro

das medições. Desse modo, os dados são o conjunto de valores (Xi,Yi), i = 1, ..., n criados a

partir da relação (3.1),

* Em textos de estatística a modelagem de dados é chamada de análise de regressão, enquanto na literatura em
que a sua aplicação envolve observáveis cosmológicos tem sido, comumente, utilizado o termo reconstrução.

† O termo variável independente pode ser em ocasiões inapropriado, uma vez que a variável X pode depender
de outras variáveis ou inclusive os elementos de X podem depender deles mesmos (correlação).

‡ Novamente, esta nomenclatura pode ser inexata posto que a variável Y nem sempre depende completamente
de X.
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Yi = m(Xi) + εi, (3.2)

sendo εi cada uma das realizações da variável ε com média zero, variância determinada e descor-

relacionadas§. Portanto, o objetivo da análise de reconstrução é obter uma curva que represente

de maneira confiável a função desconhecida m. Esta curva resultante m̂ é chamada de recons-

trução, função ou curva de regressão ou estimador de m [91].

A determinação de uma metodologia adequada para o modelo m̂ dependerá dos pressupostos

que podemos fazer sobre este modelo. Uma reconstrução paramétrica pressupõe que a forma de

m̂ é conhecida exceto por um número finito de parâmetros desconhecidos, também chamados

coeficientes de regressão. Formalmente, é assumido que existe um vetor β = (β1, ..., βp) ∈ Rp e

uma função m̂(X, β), tal que m(X) = m̂(X, β). Portanto, a reconstrução paramétrica consiste em

estimar os valores das componentes do vetor β [92].

As reconstruções paramétricas cuja forma funcional pode ser escrita como

Y =

p∑
j=1

β jyi(X) (3.3)

são chamadas regressões lineares, onde as funções yi(X) são arbitrárias e conhecidas. Esta

linearidade refere-se à relação entre a variável dependente Y e os parâmetros da equação β j,

independentemente das funções yi(X). Nestes casos a solução de um sistema linear de equações

provê os valores dos parâmetros. Por outro lado, quando a Eq. (3.3) possui uma forma geral em

à relação de Y e β, a regressão é dita não linear [91, 92].

A análise paramétrica consiste na utilização de uma metodologia adequada para determinar

os parâmetros do modelo que melhor se ajustam aos dados, como por exemplo o método de

mínimos quadrados ou de máxima verossimilhança. O resultado desta análise é uma curva

selecionada, geralmente suave, a partir de uma família de curvas permitidas pelo modelo e que,

de alguma maneira, descrevem os dados. Esta abordagem constitui o método mais explorado

na análise de dados na ciência em geral, o que não difere do que é realizado na análise em

cosmologia.

Outra abordagem que pode ser utilizada para a reconstrução de um observável é a técnica não

paramétrica. Estes métodos permitem uma grande flexibilidade na forma em que se relacionam

as variáveis X e Y e em particular não é assumida uma forma funcional específica para m̂. Uma

reconstrução não paramétrica supõe, unicamente, que a regressão pertence a alguma coleção

infinita de funções [92]. Por exemplo, o conjunto de funções com condições de diferenciabi-

lidade específicas (C1,C2, ...,Cn). Embora as reconstruções paramétricas podem possuir estas

caracterizas de diferenciabilidade, a forma funcional de m̂ é, consideravelmente, mais restrita.

Uma diferença importante entre os métodos de reconstrução paramétrico e não paramétrico

é o respectivo grau de confiança nas informações sobre m̂ obtidas do experimentador e dos da-

§ Como veremos mais adiante neste capítulo, alguns métodos levam em conta a possibilidade dos dados estarem
correlacionados.
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dos. Para especificar o modelo de reconstrução não paramétrico, o experimentador escolherá

um espaço de funções apropriado que se acredita que contem a curva de regressão desconhecida

m. Os dados são utilizados para determinar um elemento deste espaço de funções que é repre-

sentativo da curva de regressão desconhecida. Contrariamente, em um modelo paramétrico, o

experimentador escolhe uma possível família de curvas do espaço de todas as curvas e insere

esta escolha no processo inferencial. A informação que os dados podem fornecer em relação ao

desenvolvimento do modelo é restrita ao que pode ser extraído dos dados através dessa forma

paramétrica assumida. Sendo assim, é esperado que os resultados obtidos a partir desta abor-

dagem possuam um viés produto da escolha arbitrária da forma funcional que os representa

[92].

As técnicas de regressão não paramétrica dependem mais dos dados para obter informações

sobre m̂ do que a regressão paramétricas, evitando também o possível viés devido a uma escolha

incorreta da forma funcional de m̂. Em contrapartida, a utilização destas reconstruções implica

uma perda na eficiência que produziria um modelo paramétrico adequado, bem como, a perda

na interpretação direta dos resultados na ausência de parâmetros de um modelo.

Em algumas situações, os modelos paramétricos apresentam vantagens. Os métodos infe-

renciais correspondentes são, em geral, eficientes. Além disto, os parâmetros podem ter algum

significado físico que os torne facilmente interpretáveis. Outra vantagem fundamental dos mé-

todos paramétricos refere-se à estimativa do erro quadrático esperado, que decai proporcional

ao número de dados como n−1. Este comportamento do erro é válido quando a forma funcio-

nal escolhida é apropriada. Caso isto não ocorra, a relação entre o erro e o número de dados

não é mantida e os resultados obtidos com um método não paramétrico podem ser superiores

[50, 48, 92]. O uso de um modelo paramétrico inapropriado pode ser perigoso no sentido de pro-

duzir inferências enganosas ou incorretas sobre a curva de regressão. Na Ref. [93], utilizou-se a

metodologia de reconstrução não paramétrica para demonstrar que certos modelos paramétricos

aplicados a um problema específico ignoravam características importantes do comportamento

dos dados.

Para ilustrar de maneira breve as vantagens das reconstruções não paramétricas e a possi-

bilidade de resultados peculiares quando utilizamos métodos paramétricos, apresentamos dois

exemplos de análise de dados reais e simulados.

Exemplo 1
Considera-se o valor médio mensal da taxa de câmbio entre o dólar e o iene desde fevereiro

de 1987 até maio de 1999. Estes dados estão aparentemente caracterizados por uma grande

variação de período longo e uma variação fina de rápida oscilação (ver Fig. 3.1). Estas duas

classes de variações evidenciam diferentes tendências econômicas e, portanto, a separação dos

dados nestes dois tipos diferenciados de comportamento proporciona um entendimento mais

claro do sistema.

Estes dados podem ser analisados com diferentes métodos. Um deles é o cálculo do valor

médio local dos dados chamado média dinâmica (moving average). Contudo, a reconstrução
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Figura 3.1: Valor médio mensal da taxa de câmbio entre o dólar e o iene entre fevereiro de 1978
e maio de 1999. Figura retirada da Ref. [91].

Figura 3.2: Ajuste do valor médio mensal da taxa de câmbio entre o dólar e o iene em termos de
séries de Fourier. O painel esquerdo corresponde ao meses de fevereiro de 1978 até
maio de 1999. O painel direito corresponde aos primeiros 80 meses deste período.
Figura retirada da Ref. [91].

m̂ resultante desta análise não é compatível com os dados, apresentando vales onde os dados

mostram cristas e vice-versa. O comportamento peculiar da reconstrução pode ser causado ao

ignorarmos conceitos teóricos como alguns ciclos econômicos com diferentes periodicidades.

A existência de ciclos econômicos motiva a descrição destes dados em termos de séries de

Fourier. Estas séries são facilmente interpretáveis e, geralmente, úteis para descrever fenômenos

periódicos. Entretanto, os resultados obtidos com a expansão da taxa de câmbio em séries de

Fourier não são essencialmente compatíveis com os dados. Estes resultados são mostrados na

Fig. 3.2.

A análise destes dados pode ser melhorada ao aplicarmos o método não paramétrico conhe-

cido como smoothing splines (ver seção 3.2). Contrariamente ao caso das séries de Fourier, a

utilização de splines permite a variação contínua do grau de suavidade da curva m̂. Os resultados
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Figura 3.3: Ajuste do valor médio mensal da taxa de câmbio entre o dólar e o iene em termos
de splines. O painel esquerdo corresponde ao meses de fevereiro de 1978 até maio
de 1999. O painel direito corresponde aos primeiros 80 meses deste período. Figura
retirada da Ref. [91].

da análise com splines são apresentados na Fig. 3.3 [91].

Exemplo 2
Neste exemplo, mostraremos que, em algumas situações, reconstruções paramétricas de m̂

podem produzir resultados anômalos, inclusive com dados gerados utilizando a mesma forma

funcional da regressão proposta, em outras palavras, quando m e m̂ pertencem à mesma família

de funções. Usualmente, polinômios e séries de Fourier (séries de funções trigonométricas)

são utilizados para realizar regressões, embora elas não representem exatamente o fenômeno

que gera os dados. Considera-se que as reconstruções finais com estas formas paramétricas

descrevem aproximadamente o fenômeno não especificado (não se conhece a relação funcional

real m que gera os dados).

Quando a função real m é conhecida suporiamos que a análise de regressão de m̂ deveria ser

realizada com a mesma forma funcional, sem a necessidade de explorar outras parametrizações.

Como veremos a seguir, esta afirmação não tem validade universal .

Consideremos um conjunto de dados simulados tal que a variável independente está igual-

mente espaçada,

Xi = 0.02i, com (1 ≤ i ≤ 50) (3.4)

e se relaciona com a variável dependente Y via um polinômio de sétimo grau,

Yi = 0.5 + Xi − X2
i + X3

i − X4
i + X5

i − X6
i + X7

i + εi, (3.5)

onde εi é uma variável randômica com distribuição gaussiana N(0, 0.52)¶. Na Fig. 3.4(a), é

mostrado o comportamento da Eq. (3.5) sem levar em conta o erro εi (medidas totalmente

¶ N(µ, σ2): distribuição normal com média µ e variância σ.
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perfeitas) e na Fig. 3.4(b), é apresentado o conjunto de 50 dados simulados com as caracte-

rísticas anteriormente descritas. Realizando um análise de mínimos quadrados, é ajustado um

polinômio de sétimo grau (esperado que represente os dados realisticamente) e um polinômio

de segundo grau. Os melhores ajustes destas duas curvas são apresentados na Fig. 3.4(c) e (d).

Com o objetivo de estimar a predizibilidade destas duas regressões, são efetuadas 1000 rea-

lizações de conjuntos de 50 dados utilizando a Eq. (3.5). O estimador da predizibilidade das

reconstruções utilizado é

Epred =
1

1000

1000∑
j

1
50

50∑
i

(m̂(Xi) − Y ( j)
i )2, (3.6)

onde Y ( j)
i é o i-ésimo dado da j-ésima realização. Este estimador corresponde ao erro quadrá-

tico médio do conjunto de dados e de todas as realizações. Portanto, valores menores de Epred

implicam uma melhor predizibilidade. Note que unicamente foram ajustados os polinômios

de segundo e sétimo grau com o primeiro conjunto de dados simulados (Fig. 3.4(a)), e estas

reconstruções foram utilizadas para estimar a confiabilidade na predição de dados futuros (si-

mulações). O valor do estimador Epred encontrado para o polinômio de sétimo grau é 0.288,

enquanto para a função quadrática é 0.260. O que evidencia uma melhor predizibilidade para

um polinômio diferente ao utilizado para gerar os dados e, inclusive, de menor grau.

Este exemplo mostra que embora os dados sejam gerados com uma equação conhecida, nem

sempre esta mesma parametrização é aplicável para descrever o fenômeno [91].

Note-se que, embora os modelos de regressão paramétrica e não paramétrica representem

abordagens distintas da análise de regressão, isso não significa que o uso de uma abordagem

exclua o uso da outra. Técnicas de regressão não paramétrica podem ser utilizadas para testar

a validade de um modelo paramétrico proposto. Inversamente, pode ser que a forma de uma

curva de regressão obtida por técnicas não paramétricas sugerirá um modelo paramétrico apro-

priado para uso em estudos futuros. Assim, os procedimentos de regressão não paramétrica

podem representar o estágio final de análise de dados ou simplesmente uma etapa exploratória

ou confirmativa no processo de modelagem [92].

Desse modo, foi possível observar que as técnicas de regressão paramétrica e não paramétrica

representam duas abordagens diferentes para o problema da análise de regressão. Modelos

paramétricos requerem informações quantitativas muito específicas do experimentador sobre

a forma de m̂. Tais informações geram restrições sobre o que os dados podem nos fornecer

sobre a função de regressão. Os modelos paramétricos são mais apropriadas quando há uma

teoria ou conhecimento a priori que fornecem informação detalhada sobre o processo em estudo.

Em contrapartida, as técnicas de regressão não paramétrica confiam no experimentador para

fornecer apenas informações qualitativas sobre m̂ e permitir que os dados falem por si mesmos
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.4: Simulação e ajuste de dados a partir de um polinômio de sétima ordem. (a) Corres-
ponde ao polinômio utilizado para simular os dados sem incluir o erro da medida.
(b) Conjunto de 50 dados simulados a partir da Eq. (3.5). (c) Ajuste de um polinô-
mio de sétimo grau aos dados do painel anterior. (d) Ajuste de um polinômio de
segundo grau aos dados do painel (b). Figura retirada da Ref. [91].

sobre a forma real da curva que representa o fenômeno. Além disto, as reconstruções não

paramétricas permitem (geralmente) o controle contínuo do grau de suavidade que possui a

regressão m̂. Esses métodos são mais adequados para inferências em situações onde há pouca

ou nenhuma informação prévia disponível sobre a curva de regressão [92, 94].

Cabe ressaltar que os métodos não paramétricos também possuem parâmetros que devem ser

ajustados para otimizar a descrição dos dados. Contudo, e contrário aos métodos paramétricos,

nestas reconstruções o número de parâmetros ou o valor deles não são quantidades de relevância

fundamental na análise estatística. Usualmente, tanto o valor quanto o número de parâmetros

são obtidos ao minimizar a função de risco ou erro quadrático médio (EQM) de m̂ definido por:

EQM[m̂] = E[(m̂(x) − m(x))2], (3.7)

onde E[W] representa o valor médio de uma quantidade W. Esta expressão pode ser reescrita

em termos do viés e da variância da reconstrução m̂,

EQM[m̂(x)] = (Viés[m̂](x))2 + Var[m̂(x)], (3.8)
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sendo o viés

Viés[m̂(x)] ≡ E[m̂(x)] − m(x) (3.9)

e a variância

Var[m̂(x)] ≡ E[(m̂(x) − E[m̂(x)])2]. (3.10)

Na seção a seguir, apresentaremos alguns dos métodos não paramétricos mais utilizados na

literatura, com ênfase nos métodos: Processos Gaussianos e Suavização Não Paramétrica

3.1 Análise das Componentes Principais

A Análise das Componentes Principais ou Principal Component Analysis (PCA) é um método

de reconstrução proposto por Karl Pearson, em 1901. Este método consiste na transformação

ortogonal de um conjunto de variáveis (parâmetros) que descrevem uma coleção de dados em

um conjunto de parâmetros descorrelacionados na nova base. Este método torna-se essenci-

almente útil quando a dimensão da base de funções utilizadas na reconstrução é reduzida aos

parâmetros que são fortemente vinculados pelas observações, ou seja, os parâmetros com me-

nor erro. O número de parâmetros que devem ser utilizados é obtido pela minimização do risco

da reconstrução (Eq. (3.8)). Abaixo explicaremos com mais detalhes em que consiste esta

abordagem:

Seja m(z) uma quantidade de interesse escrita em termos de um conjunto de funções arbitrá-

rias ci(z) e βi seus respectivos coeficientes, tal que

m(z) =

N∑
i=1

bici(z). (3.11)

A análise estatística desta regressão com os dados observacionais permite o cálculo da matriz de

covariância C~β dos parâmetros βi. Assim, é possível encontrar uma base de funções ortonormais

ei(z) tal que a expressão linear de m(z) (3.11) seja reescrita de modo que os novos parâmetros

αi estejam descorrelacionados, isto é,

m(z) =

N∑
i=1

αiei(z), (3.12)

onde a nova matriz de covariância C̃~α é diagonal. Devido à ortogonalidade das funções, os

parâmetros αi satisfazem a relação:

αi =

∫
m(z)ei(z)dz. (3.13)

Computacionalmente, a matriz de covariância pode ser calculada de maneira rápida com a rela-
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Figura 3.5: Espetro de possíveis redundâncias na descrição de um conjunto de dados utilizando
dois parâmetros. Figura retirada da Ref. [95].

ção C = F−1, onde F é a matriz de Fisher dos parâmetros,

Fi j =
∂2 lnL(~p)
∂pi∂p j

, (3.14)

eL(~p) é a distribuição de probabilidade do conjunto de parâmetros ~p. A informação dos modos

melhor vinculados pelas observações está contida na matriz C̃~α. Esta informação permite esco-

lher os modos que descreverão a função m(z) reduzindo a dimensão do espaço paramétrico. Na

Fig. 3.5, apresenta-se de maneira esquemática a funcionalidade de trabalharmos com coeficien-

tes de regressão descorrelacionados, de tal forma que a expansão de m(z) não utilize informação

redundante. No painel (c) da Fig. 3.5, é desnecessária a regressão dos dados utilizando dois

parâmetros visto que eles encontram-se altamente correlacionados.

Na Ref. [96], utiliza-se uma função constante definida por partes em N intervalos para mo-

delar o parâmetro de desaceleração. Com esta abordagem, as funções ci são definidas como

ci(z) = 1 dentro do intervalo zi e ci(z) = 0 fora dele. O valor do coeficiente βi determina o valor

de m(z) em cada intervalo. No limite em que N → ∞ a função m(z) é totalmente arbitrária.

Realizando o processo mencionado anteriormente com 157 dados de SN Ia [97], obtém-se uma

nova base de funções com coeficientes descorrelacionados e utiliza-se os modos de menor va-

riância. Na Fig. 3.6, mostra-se os componentes principais melhor vinculados para exemplificar

o processo da mudança de base ci(z) para ei(z).

Um problema potencial do método de PCA em cosmologia é o efeito dominante em altos

redshifts das componentes principais fortemente vinculadas em baixos redshifts. Este efeito

produz estimativas enviesadas em altos z. Comumente, tem sido utilizada uma função descon-

tínua definida por intervalos, embora, este problema mantenha-se para outras bases utilizadas

[50].
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Figura 3.6: As seis componentes principais melhor vinculadas do parâmetro de desaceleração
utilizando uma função constante definida por traços. Figura retirada da Ref. [96].

3.2 Splines

Uns dos métodos não paramétricos mais utilizados na interpolação de dados é o spline. Este

tipo de regressão consiste em uma função definida por partes, onde em cada um dos subinter-

valos, a função é representada por um polinômio. Devido a sua simples implementação e as

suas propriedades de diferenciabilidade, é comum o uso do spline cúbico, ou seja, a definição

de polinômios de terceiro grau em cada subintervalo. Este tipo de spline é realizado da seguinte

maneira:

O primeiro passo consiste na definição do intervalo de reconstrução, isto é, o domínio da

função D = [zmin, zmax], sendo estes os valores mínimo e máximo da variável dependente. Em

seguida, devem ser definidos os subintervalos em que é dividido o domínio D. Nos casos em

que estes subintervalos são de igual tamanho, o spline é chamado de uniforme e quando isso

não ocorre, o spline é não uniforme. A regressão é definida por traços

q̂(z) =


p0(z) = a0(z − z0)3 + b0(z − z0)2 + c0(z − z0) + d0 z ∈ [z0, z1)

p1(z) = a1(z − z1)3 + b1(z − z1)2 + c1(z − z1) + d1 z ∈ [z1, z2)
...

...

pn−1(z) = an−1(z − zn−1)3 + bn−1(z − zn−1)2 + cn−1(z − zn−1) + dn−1 z ∈ [zn−1, zn],

sendo z0 = zmin, zn = zmax, pi o polinômio cúbico definido no intervalo i-ésimo e as constantes
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di são os valores da função em cada ponto zn. Os n + 1 limites dos n subintervalos (zi) são

conhecidos como nós (knots). Cada um destes polinômios está definido por 4 parâmetros (ai,

bi, ci e di), portanto a reconstrução q̂ terá um total de 4n coeficientes a serem determinados.

Impondo a condição de continuidade da função, e sua primeira e segunda derivada contínuas,

pi+1(zi+1) = pi(zi+1), (3.15)

p′i+1(zi+1) = p′i(zi+1), (3.16)

p′′i+1(zi+1) = p′′i (zi+1), (3.17)

que correspondem a 3(n − 1) vínculos sobre os n − 1 nós internos (zi, i ∈ [1, n − 1]). Adicional-

mente, impomos condições de fronteira no segundo e penúltimo nó, tal que

q̂′′′0 (z1) = q̂′′′1 (z1) e q̂′′′n−2(zn−1) = q̂′′′n−1(zn−1). (3.18)

Com isto, o processo de regressão se reduz à determinação dos valores de q̂ em cada um dos

nós, ou as componentes do vetor Q̂ = {d0, ..., dn} = {qi}. Finalmente, o vetor Q̂ é ajustado com

os dados disponíveis.

O erro de interpolação para um spline cúbico tem limite superior proporcional à distância

máxima entre nós consecutivos elevada à quarta potência e proporcional à quarta derivada da

função com respeito à variável dependente. Este resultado implica que um maior número de

nós produziria reconstruções de menor erro. Todavia, um incremento desmesurado do número

de nós, ou de subintervalos, conduziria a uma função sobreajustada com excessivo número de

parâmetros. Sendo que a melhor escolha do número de nós corresponderia a dados satisfatori-

amente ajustados por polinômios cúbicos em cada um dos n intervalos. Esta escolha pode ser

realizada testando vários valores de n.

Em conclusão, o método de splines constitui uma melhora significativa à utilização de fun-

ções definidas constantes por intervalos, a qual precisa de um maior número de intervalos para

atingir a mesma ordem do erro da reconstrução.

3.3 Processos Gaussianos

Um Processo Gaussiano (Gaussian Process) (PG) é a generalização de uma distribuição

gaussiana de uma variável aleatória para um espaço de funções. Seja f a função resultante

de um PG. O valor da função em qualquer ponto x é uma variável aleatória de média µ(x) e

variância Var(x). O valor da função em um ponto do domínio x depende do valor de f em

todos os outros pontos x̃ do domínio. Como é intuitivo, esta dependência aumenta conforme a

distância entre estes dois pontos diminui. Esta correlação está determinada pela matriz

cov( f (x), f (x̃)) = k(x, x̃), (3.19)
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onde k(x, x̃) é uma função escolhida para representar a covariância. Com isto, a distribuição de

funções fica determinada pelo valor médio de f e a covariância k(x, x̃),

µ(x) = E[ f (x)] , (3.20)

k(x, x̃) = E[( f (x) − µ(x))( f (x̃) − µ(x̃))] , (3.21)

e a variância num ponto x dada pelo valor k(x, x). Este PG é escrito como

f (x) ∼ GP (µ(x), k(x, x̃)) . (3.22)

Diferentes funções podem ser selecionadas como covariâncias desde que sejam simétricas

com respeito aos seus dois argumentos e não negativas. A forma mais simples é o valor da

distância entre os pontos x e x̃. Outras formas podem ser utilizadas, como uma exponencial

quadrática

k(x, x̃) = σ2
f exp

(
− (x − x̃)2

2`2

)
. (3.23)

Esta expressão tem a vantagem de ser infinitamente diferenciável para qualquer valor de x e x̃, o

que é de grande importância ao reconstruirmos as derivadas de f . A Eq. (3.23) é definida de tal

forma que depende de dois hiperparâmetros‖, cada um deles associado com uma característica

de f . Como pode ser concluído com as definições acima mencionadas, o hiperparâmetro σ f

está fortemente associado ao erro da reconstrução. Enquanto o segundo hiperparâmetro, está

mais relacionado com a suavidade de f .

Dado o conjunto de dados {Y, X} = {xi, yi}, a matriz de covariância entre os valores de X está

dada por [K(X, X)]i j = k(xi, x j) e o conjunto pode ser descrito por um PG assumindo a validade

da Eq. (3.2). Para um valor específico da variável X, a função reconstruída corresponde a

uma distribuição normal, nós adicionamos a matriz de covariância dos dados C à função de

covariância escolhida tal que

y ∼ N (µ,K(X, X) + C) , (3.24)

onde N representa a distribuição gaussiana de uma variável aleatória e µ o valor médio da fun-

ção assumido a priori em cada ponto X. Quando os dados são descorrelacionados, a matriz C

terá forma diagonal com os valores das variâncias de cada dado σ2
i . Agora, seja f ∗ os valores

de f (desconhecidos) que nós queremos reconstruir e X∗ os respetivos valores da variável inde-

pendente. Os PGs combinados dos dados considerados e dos valores que desejamos reconstruir

são escritos como:  y
f ∗

 ∼ N

 µµ∗

 ,
K(X, X) + C K(X, X∗)

K(X∗, X) K(X∗, X∗)


 . (3.25)

‖ Esta denominação é utilizada para enfatizar que a forma da função não está totalmente determinada por estes
coeficientes.
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Neste ponto, o processo de reconstrução se reduz ao cálculo da distribuição condicionada de

f ∗ dado y, f ∗|y. Para simplificar a notação, definimos K̃ ≡ K(X, X) + C, K∗ ≡ K(X, X∗),
K∗∗ ≡ K(X∗, X∗) e

K =

 K̃ K∗

K∗T K∗∗

 . (3.26)

Esta é uma matriz quadrada (n + n∗) × (n + n∗), onde n é o número de dados e n∗ o número de

pontos da função que queremos reconstruir. A distribuição de probabilidade conjunta é:

p(y, f ∗) =
1

(2π)N/2
√

det(K)
exp

−1
2

[
(y − µ)T , ( f ∗ − µ∗)T

]
K−1

 y − µ
f ∗ − µ∗


 . (3.27)

A partir desta expressão e utilizando elementos da álgebra matricial e as propriedades das dis-

tribuições gaussianas de várias variáveis, podemos calcular a distribuição marginalizada de y,

p(y) =

∫
p(y, f ∗)d f ∗ (3.28)

e finalmente a distribuição de probabilidade condicional

p( f ∗|y) =
p(y, f ∗)

p(y)

=
1

(2π)n∗/2
√

det(A)
exp

[
−1

2
( f ∗ − f ∗)

T
cov( f ∗)−1( f ∗ − f ∗)

]
= N( f ∗, cov( f ∗)), (3.29)

onde

f ∗ = µ∗ + K∗T K̃−1(y − µ) (3.30)

e

cov( f ∗) = K∗∗ − K∗T K̃−1K∗. (3.31)

O erro da reconstrução, ou variância, corresponde aos valores da diagonal desta matriz**.

Um aspecto importante que pode ser visto a partir destas equações é a dependência do va-

lor esperado da função reconstruída f ∗ e o valor médio µ proposto a priori . Como veremos

no capítulo seguinte, esta função média afeta grandemente os resultados. A abordagem mais

conservadora é utilizar uma função constante (µ(x) = 0).

Analisando a variância da reconstrução (elementos diagonais da Eq. 3.31), e visto que a

covariância é definida positiva (3.23), ou seja, K∗∗ ≥ 0 e K∗ ≥ 0, o erro máximo é atingido

quando K∗ → 0. Isto corresponde aos casos em que os pontos x∗ em que f é reconstruída

encontram-se longe de todas as observações [99].

Por último, é necessário conhecer os valores dos hiperparâmetros. Este processo pode ser

** Para uma dedução exaustiva destas expressões, ver as Refs. [98, 52]
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Figura 3.7: Efeito dos hiperparâmetros da Eq. (3.23) na reconstrução de uma função via Proces-
sos Gaussianos. A região sombreada corresponde ao intervalo de confiança de 1σ
enquanto a linha sólida representa o valor esperado da reconstrução. Os valores dos
hiperparâmetros e do erro na simulação dos dados são: (l, σ f , ε) = (1, 1, 0.1) painel
(a); (l, σ f , ε) = (0.3, 1.08, 0.00005) painel (b); (l, σ f , ε) = (3, 1.16, 0.89) painel (c).
Figura retirada da Ref. [98].

realizado ao maximizarmos a função de verossimilhança (likelihood) das observações dada a

matriz de covariância e o modelo prior. Esta distribuição de probabilidade é:

L = p(y|X, σ f , `)

=
1

(2π)n∗/2
√

det(K̃)
exp

[
−1

2
(y − µ)T K̃−1(y − µ)

]
. (3.32)

Por motivos de eficiência computacional, é mais conveniente a maximização do logaritmo da

equação anterior.

Obtidos os valores dos hiperparâmetros, podemos calcular o valor esperado da função re-

construída e a sua covariância com as Eqs. (3.30) e (3.31), respectivamente. Na Fig. 3.7,

mostra-se o efeito que tem a variação dos hiperparâmetros da Eq. (3.23) para um conjunto de

dados com distinto erro ε (assumido gaussiano). Na Fig. 3.7(a), os valores dos hiperparâmetros

e do erro das observações são (l, σ f , ε) = (1, 1, 0.1), obtendo um bom ajuste. Na Fig. 3.7(b),

a reconstrução e a simulação de dados é feita com o conjunto (l, σ f , ε) = (0.3, 1.08, 0.00005).

Ainda nesta figura, o valor de l foi reduzido em 70%, o que produz uma curva mais acidentada.

O pequeno valor de ε faz com que o valor médio da curva (linha sólida preta) seja finamente
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Figura 3.8: Comparação da função prior com a função a posteriori (reconstrução) para um
conjunto de dados simulados. Figura retirada da Ref. [55].

compatível com os dados e que a variância da função nestes pontos seja mínima. Evidente-

mente, os hiperparâmetros (l, σ f ) não estão optimizados para esse conjunto de dados com erro

ε = 0.00005. Por último, na Fig. 3.7(c), os valores de l e ε são aumentados, produzindo uma

curva de variação mais suave -o que está associado ao valor de l- e de maior variância.

Em suma, a reconstrução de uma função através de um PG é efetuada com os seguintes passos

[55]:

• Seleção dos dados com seus respetivos erros ou, de maneira geral, sua matriz de covari-

ância;

• Seleção da matriz de covariância entre os pontos da reconstrução (exponencial quadrática

no caso apresentado neste texto);

• Escolha dos pontos do domínio em que vai ser reconstruída a função;

• Seleção de uma função prior µ(x). Com o objetivo de minimizar o viés da regressão, é

recomendável utilizar uma função constante (µ(x) = 0) devido à flexibilidade do método

para se adaptar ao comportamento dos dados [55, 98];

• Maximização da distribuição de verossimilhança dos dados, Eq. (3.32), em função dos

hiperparâmetros;

• Cálculo do valor esperado e da covariância de f ∗ com as Eqs. (3.30) e (3.31), respectiva-

mente.

Uma comparação entre a função média prior e o resultado da reconstrução é apresentada na

Fig. 3.8.
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3.3.1 Derivadas de uma reconstrução via Processos Gaussianos

A derivada de uma função pode ser estimada considerando que ela é de novo um processo

Gaussiano. Mantendo igual a covariância entre os dados, é necessário também calcular a cova-

riância entre os pontos da função e da sua derivada, e a covariância entre os pontos da derivada

em si. Estas covariâncias são obtidas pela diferenciação direta da matriz de covariância inicial

como:

cov
(

fi,
∂ f j

∂x j

)
=
∂k(xi, x j)
∂x j

(3.33)

e

cov
(
∂ fi

∂xi
,
∂ f j

∂x j

)
=
∂2k(xi, x j)
∂xi∂x j

. (3.34)

A primeira derivada é calculada com a distribuição conjunta dos dados y e f ∗′ dada por y
f ∗′

 ∼ N

 µµ∗′

 ,
 K̃ K′∗

K′∗T K′′∗∗)


 , (3.35)

sendo

[K′∗]i j =
∂k(xi, x∗j)

∂x∗j
(3.36)

e

[K′′∗∗]i j =
∂2k(x∗i , x

∗
j)

∂x∗i ∂x∗j
. (3.37)

Com estas expressões, o resultado final da reconstrução da derivada de f é

f ∗′ = µ∗′ + K′∗T K̃−1(y − µ) (3.38)

e

cov( f ∗) = K′′∗∗ − K′∗T K̃−1K′∗. (3.39)

Os mesmos hiperparâmetros obtidos na reconstrução de f ∗ podem ser utilizados para a re-

construção da sua derivada. Isto devido ao fato que a distribuição de verossimilhança depende

somente das observações e da função prior µ e não da função que queremos reconstruir (ver

Eq. (3.32)). O cálculo de derivadas de ordem superior realiza-se de maneira análoga à primeira

derivada [55].

3.3.2 Funções de um PG e propagação de erros

Intuitivamente, poderíamos pensar que o cálculo de uma função arbitrária de uma recons-

trução via PGs e suas derivadas g( f (x), f ′(x)...) corresponde ao cálculo direto da função e da

propagação em quadratura de cada um dos erros envolvidos. Esta abordagem constitui uma boa

aproximação de g quando os demais erros envolvidos são pequenos.
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De maneira mais exata, para calcular uma função de uma reconstrução via PGs e suas de-

rivadas, precisa-se do conhecimento da covariância entre as funções envolvidas. Ou seja, é

necessária a informação correspondente à correlação entre f ∗ = f (x∗), f ∗′ = f ′(x∗) . . . em cada

ponto x∗ em que reconstruiremos g(x). As matrizes de covariância entre f e cada uma das suas

derivadas f (i) (derivada i-ésima de f ) em cada ponto x∗ estão dadas por:

cov( f ∗(i), f ∗( j)) = k(i, j)(x∗, x∗) − K(i)(x∗, X) [K(X, X) + C]−1 K( j)(X, x∗) , ,

sendo k(i, j)(x∗, x∗) a i-ésima derivada da covariância (3.19) com respeito ao primeiro argumento

e a j-ésima derivada com respeito ao segundo argumento calculada no ponto (x∗, x∗).

Com esta informação, podemos obter g( f (x∗), f ′(x∗)...) a partir de uma simulação Monte

Carlo, onde os valores aleatórios de f (i) são sorteados com uma distribuição Gaussiana de várias

variáveis com uma matriz de correlação por blocos composta pelas matrizes dadas na Eq. (3.40).

Assim, a simulação Monte Carlo para determinar g em cada valor de x∗ é realizada com a

distribuição: 
f ∗

f ∗′
...

 ∼ N



f̄ ∗

¯f ∗′
...

 ,


var( f ∗) cov( f ∗, f ∗′) · · ·
cov( f ∗, f ∗′) var( f ∗′) · · ·

...
...

. . .


 . (3.40)

Esta simulação pode produzir erros assimétricos, contrário à propagação habitual.

3.4 Suavização Não Paramétrica

Outra abordagem não paramétrica frequentemente utilizada para realizar regressões é o mé-

todo de suavização. Este método, basicamente, busca estimar de maneira local o valor médio

da variável de resposta.

Uma das técnicas mais simples é a construção de um estimador do valor médio local mediante

a aplicação de uma função da variável independente, chamada kernelK , aos valores da variável

de resposta. Matematicamente, isto é escrito como:

m̂(x) =

∑n
i K(x − xi; ∆)yi∑n

i K(x − xi; ∆)
. (3.41)

O efeito desta função na regressão é proporcionar pesos diferentes a cada uma das observa-

ções no cálculo local do valor médio de m̂. Geralmente, a função kernel é uma função positiva e

suave que apresenta um valor máximo quando seu argumento é igual a zero (K(0) = max[K]).

Com esta característica, as observações que terão a maior contribuição no estimador da função,

no ponto de interesse, serão aquelas que encontram-se próximas a este ponto. A condição de

suavidade do K ou, formalmente, as condições de continuidade e diferenciabilidade não são

estritamente necessárias, podendo encontrar kernels do tipo janela, triangulares, etc.

O parâmetro ∆ controla o comprimento efetivo da função kernel, o que se traduz em uma
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reconstrução mais ou menos suave. Ao utilizarmos uma distribuição normal como kernel, ∆

corresponde ao desvio padrão, e as observações dentro de um intervalo centrado no ponto de

interesse x e de tamanho 4∆ contribuirão significativamente no valor da função em x. Ao au-

mentarmos o valor de ∆, a reconstrução resultante perde detalhes finos do comportamento dos

dados. Quando o parâmetro de suavização diminui, o estimador m̂ segue os dados proxima-

mente, sendo que no limite ∆ → 0, a curva passa exatamente pelas observações. Como já foi

mencionado neste capítulo, isto não representa o melhor estimador do fenômeno em estudo,

uma vez que parte do sinal medido inclui o ruído ou o erro das medidas (ver Eq. (3.2)). Por-

tanto, será necessária a aplicação de um método que estime o valor ótimo do parâmetro de

suavização. Uma das principais vantagens deste método é o controle contínuo sobre a suavi-

dade de m̂, contrário aos métodos PCA e splines, onde o número de componentes ou o número

de splines determina a suavidade da reconstrução.

Na literatura podem ser encontrados livros dedicados exclusivamente à análise de dados uti-

lizando o método de suavização, como por exemplo os citados nas Ref. [100, 101]. Entretanto,

neste texto analisaremos o método proposto por Shafieloo em 2006 (Ref. [102]) e modificado

pelo mesmo autor em 2010 para levar em conta os erros das medidas (Ref. [103]). Com o obje-

tivo de resolver algumas dificuldades encontradas ao aplicar este tipo de suavização [102, 103],

nesta tese, são propostas algumas modificações para estimar o melhor valor do parâmetro de

suavização e os intervalos de confiança da reconstrução††.

3.4.1 Suavização Não Linear

O método de suavização proposto por Shafieloo está motivado em uma forma de suavização,

comum na análise da estrutura em grande escala, onde é utilizado um filtro F para evitar as

flutuações do campo de densidade e obter um contraste suavizado. A expressão para obter um

contraste suave é

δs(x,Rs) =

∫
δ(x′)F(|x − x′|; Rs)dx′, (3.42)

onde Rs corresponde a escala de suavização. Os filtros usualmente são funções janela, F(|x −
x′|; Rs) ∝ Θ(1 − |x − x′|/Rs), sendo Θ a função passo de Heaviside; e filtros Gaussianos F(|x −
x′|; Rs) ∝ exp(−(x − x′)2/2R2

s).

Uma forma geral da função de suavização proposta na Ref. [102] é‡‡

f s(z,∆) = f g(z) + N(z)
∑

i

[
f (zi) − f g(zi)

] × K(z, zi; ∆), (3.43)

onde fs é a quantidade suavizada, fg é um modelo sobre o comportamento dos dados utilizado

†† Estas modificações foram publicadas no artigo da Ref. ([60]).
‡‡ A forma da função de suavização apresentada na Ref. [102] possui características específicas da natureza

dos dados utilizados, como a suavização do logaritmo da quantidade estudada e a aplicação de um kernel
lognormal.
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como ansatz e N(z) é uma função de normalização dada por

N(z)−1 =
∑

i

K(z, zi; ∆). (3.44)

A ideia principal por trás desta proposta é a suavização do ruído das medições e não da quan-

tidade em estudo diretamente. Para tal fim, é subtraído um modelo ansatz aos dados disponíveis

e depois disto é aplicado o kernel da suavização. Como passo final, é adicionado novamente o

modelo ansatz para recuperar a quantidade analisada.

Como podemos conferir rapidamente, este tipo de suavização difere da fórmula simples mos-

trada na Eq. (3.41) em que a suavização produz uma resposta linear, ou seja,

(α f1 + β f2)s = α f s
1 + β f s

2 , (3.45)

onde α e β são coeficientes constantes, f1 e f2 quantidades arbitrárias e o superíndice s re-

presenta a aplicação da suavização. Contrariamente, na Eq. (3.43), a subtração do ansatz e

aplicação do kernel fazem com que nenhuma das duas condições para satisfazer a linearidade,

multiplicação por um escalar e a soma de elementos, sejam intercambiáveis com o processo de

suavização.

Continuando com o processo de suavização da Ref. [102], a escolha arbitrária do modelo

inicial produziria resultados enviesados, dependentes do modelo selecionado. Para resolver

este problema, é aplicada a função de suavização Eq. (3.43) de forma iterativa. A primeira

suavização é exatamente como na Eq. (3.43). Assumindo que a nova quantidade suavizada

aproxima-se mais à curva real que relaciona as variáveis, é efetuada uma nova suavização subs-

tituindo o modelo inicial pelos valores da quantidade suavizada em cada um dos passos. Este

processo é realizado várias vezes. Para medir quantitativamente que em cada etapa do processo

a quantidade suavizada se adapta melhor aos dados, calcula-se o valor do χ2 em cada passo. Foi

encontrado que o valor do χ2 decresce continuamente com cada iteração até atingir um valor

mínimo. A partir deste ponto, o χ2 aumenta novamente até alcançar um valor máximo de ma-

neira assintótica, como mostrado na Fig. 3.9(a). Este efeito é um problema comum em alguns

algoritmos de reconstrução iterativa que não são sensíveis aos erros dos dados. Nestes casos, o

ruído é adicionado novamente à reconstrução e o processo deveria ser finalizado ao atingir o χ2

mínimo [59].

Um resultado fundamental deste método é a independência da reconstrução final em relação

ao modelo ansatz. A dependência do modelo inicial desaparece durante o processo de iteração,

esta propriedade tem sido testada amplamente na literatura [59, 60, 102, 104].

Outra parte importante desta técnica é a análise necessária para escolher o melhor valor do

parâmetro ∆, como em qualquer método não paramétrico. Foi mostrado no anexo da Ref. [102]

que para uma suavização linear com kernel Gaussiano, o viés é proporcional a ∆2, enquanto o

erro da reconstrução é inversamente proporcional ao parâmetro de suavização. Por tal motivo,

se faz necessária a procura de um valor ótimo para aplicar o método. Na Ref. [59], o valor de ∆
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Figura 3.9: (a) Comportamento do valor da função χ2 com respeito ao número de iterações da
suavização. (b) Reconstrução utilizando o método de suavização da Eq. (3.43). A
linha vermelha representa o valor esperado da reconstrução, enquanto a região for-
mada pelas linhas verdes representa o intervalo de 1σ de confiança. Figura retirada
da Ref. [59].

é fixado e a melhor reconstrução é escolhida no processo de iteração com o valor da função χ2.

Finalmente, os contornos de confiança da reconstrução são obtidos considerando o número

de iterações como um parâmetro livre e que os contornos estão formados por todas as curvas

produzidas nas iterações que possuem um valor de χ2 < χ2
min + 1. Na Fig. 3.9(b), apresenta-se

a reconstrução do parâmetro de desaceleração utilizando o método anteriormente descrito.

3.5 Aplicação de métodos não paramétricos em

cosmologia

Nesta seção, apresentaremos brevemente algumas das diferentes aplicações de métodos não

paramétricos em fenômenos cosmológicos.
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3.5.1 Reconstrução de H(z) e q(z) via Processos Gaussianos

Este método foi aplicado pela primeira vez para a cosmologia nos trabalhos nas Refs. [53, 54]

e, desde então, tem sido amplamente utilizado para vários propósitos. Por exemplo, reconstru-

ções da equação de estado da energia escura [55], testes nulos do modelo de concordância

cósmica [56, 105], cosmografia [58], determinação da constante de Hubble H0 [60, 106, 107] e

reconstruções da relação de dualidade cósmica [108, 109].

Uma das maiores aplicações dos métodos não paramétricos em cosmologia é a determinação

do parâmetro de Hubble a partir de diferentes conjuntos de dados. Na Ref. [55], os PGs são

aplicados aos dados de SNs do tipo Ia provenientes do conjunto Union 2.1 [110] e a uma amostra

simulada com as especificações do levantamento DES (Dar Energy Survey).

O conjunto Union 2.1 contem um total de 580 SNs até z = 1.41. Os dados são disponibili-

zados em termos do módulo de distância µ = m − M, onde m é a magnitude aparente e M a

magnitude absoluta para cada SN Ia com seu respectivo redshift. As estimativas do módulo de

distância são transformadas em valores de distância de luminosidade com a relação

m − M + 5 log
(H0

c

)
− 25 = 5 log((1 + z)D), (3.46)

assumindo o valor da constante de Hubble H0 = 70 km/s/Mpc. Definimos a quantidade D em

termos da distância de luminosidade como:

D(z) =
H0

c
dL(z)

(1 + z)
. (3.47)

Para levar em conta os erros sistemáticos da calibração da magnitude absoluta, é utilizada a

matriz de covariância completa que considera correlações entre os dados (não diagonal). Im-

plicitamente, os PGs assumem que a distribuição dos erros é Gaussiana, entretanto pequenos

desvios desta distribuição não afetam significativamente os resultados [55].

Para simular as SNs Ia do levantamento DES é utilizado o modelo ΛCDM como modelo

fiducial, produzindo 4000 SNs com uma distribuição no redshift dada na Ref. [111]. A análise

desta amostra simulada permite saber se os PGs recuperam de maneira confiável o modelo

fiducial por trás dos dados.

Com a informação da distância D e suas derivadas, é calculado tanto o parâmetro de Hubble,

quanto o parâmetro de desaceleração. Os resultados desta análise são apresentados na Fig.

3.10. Como podemos observar, para ambos os conjuntos de dados, em baixos redshifts não se

apreciam desvios consideráveis do modelo ΛCDM.
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Figura 3.10: Reconstrução da distância D, do parâmetro de Hubble e do parâmetro de desa-
celeração a partir de dados de SNs Ia. Os painéis esquerdos correspondem ao
resultados utilizando o conjunto Union2.1. Os painéis direitos correspondem aos
resultados utilizando a amostra simulada com as especificações do levantamento
DES. Figuras retiradas da Ref. [55].
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3.5.2 Reconstrução de H(z) via splines

Na Ref. [50], é realizada uma complexa análise estatística ao método de splines para calcular

o parâmetro de Hubble e o parâmetro de desaceleração a partir das observações de SNs Ia, seis

sinais de Oscilações Acústicas Bariônicas e estimativas da taxa de expansão do Universo.

Como foi apresentado na Seção 3.2, a implementação deste método se reduz, basicamente,

à determinação dos valores dos polinômios em cada um dos nós do domínio da reconstrução

vinculados a partir de dados. Uma possibilidade do método é a variação do número de nós.

Todavia, em [50], é proposta uma abordagem em que na análise estatística se penalizam valores

independentes dos parâmetros. O fator de penalização, proporcional à diferença dos valores

dos coeficientes em nós consecutivos (|q̂i − q̂i+1|), correlaciona cada um dos parâmetros q̂i do

método. A correlação será proporcional ao peso da penalização. Para uma correlação extrema,

todos os coeficientes serão iguais, q̂i = q̂i+1. Nesta situação, independentemente do número de

nós, o grau de liberdade da reconstrução será igual a 1. Desta forma, o número efetivo de graus

de liberdade pode variar conforme varia a correlação.

O fator de penalização proposto está dado pela equação:

Pi(σi) =

( ¯̂qi − q̂i

σi

)2

, ¯̂qi =
(q̂i−1 + q̂i+1)

2
, σi = σabs + ¯̂qiσrel, (3.48)

onde σabs = 10−7 evita denominadores nulos em caso de que algum ¯̂qi seja igual a zero, e σrel

caracteriza a complexidade da regressão. Quando σrel → 0, a regressão tende a uma linha reta,

enquanto valores elevados produzem uma curva flexível.

A determinação dos parâmetros obtem-se com a minimização de

− 2 ln
[
LP(~D, ~θ)

]
≡ −2 ln

[
L
(
~D, ~θ

)]
+

n−1∑
i=2

Pi(σi). (3.49)

A função total de verossimilhança está composta pela contribuição de cada um dos observá-

veis utilizados. A compilação de SNs Ia utilizada será descrita na Seção 4.1, assim como as

estimativas do parâmetro de Hubble a partir de idades de galáxias.

O resultado do parâmetro de desaceleração é mostrado na Fig. 3.11.

3.5.3 Reconstrução dos testes nulos Om e Ok via suavização

Na Ref. [103], é realizada a reconstrução de dois testes nulos a partir de dados de SNs do

tipo Ia do conjunto [112] e de estimativas do parâmetro de Hubble a partir de idades de galáxias

e de sinais de Oscilações Acústicas Bariônicas.

O teste Om(z) foi proposto, independentemente, nas Refs. [113, 114] com o objetivo de medir

desvios do modelo cosmológico padrão ΛCDM. Este teste define-se como
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Figura 3.11: Reconstrução do parâmetro de desaceleração utilizando a técnica de splines pro-
posta em [50]. Figura retirada da Ref. [50].

Om =
h2(z) − 1

(1 + z)3 − 1
=

1 − D′(z)2

[(1 + z)3 − 1]D′(z)
, (3.50)

sendo h(z) ≡ H(z)/H0 e D′ a deriva da distância definida na Eq. (3.47). Para o modelo ΛCDM

espacialmente plano, o valor de Om é igual ao valor do parâmetro de densidade da matéria hoje,

Ωm. Portanto, uma reconstrução da quantidade h(z) ou da distância D, permite o cálculo de Om

em função do redshift. Independentemente do valor obtido, é necessário que este seja um valor

constante em todo o intervalo de redshift. Desvios de um valor constante implicam em uma

violação do modelo ΛCDM. Para a implementação do teste Om, somente é necessário o uso de

um observável cosmológico.

Em [103], utilizam uma modificação da suavização apresentada na Seção 3.4.1 sensível aos

erros das observações e dada pela Eq. (4.9) (ver Seção 4.2.3). Com esta análise é obtida a

distância D no intervalo de redshift [0, 1.6]. Os resultados deste teste são mostrados na Fig.

3.12(a).

Por outro lado, a quantidade Ok, definida por

Ok =
[h(z)D′(z)]2 − 1

D(z)2 , (3.51)

é um teste de consistência do paradigma de um universo de FLRW (ver Seção 2.2.2). Similar ao

teste anterior, o Ok corresponde ao valor constante do parâmetro de curvatura hoje Ωk indepen-

dente do redshift. Desvios de um valor constante implicam em uma violação da homogeneidade

ou isotropia do Universo.

O teste Ok é um pouco mais complexo e precisa do conhecimento de dois observáveis cos-

mológicos independentes para ser calculado. Por tal motivo, são utilizadas as estimativas de

H(z) a partir de idades de galáxias (junto com as observações de SNs Ia). Estas estimativas não

fazem nenhuma suposição sobre a curvatura do Universo e podem ser contempladas para este

objetivo. Os resultados deste teste são apresentados na Fig. 3.12(b).



3.5. APLICAÇÃO DE MÉTODOS NÃO PARAMÉTRICOS EM COSMOLOGIA 60

Figura 3.12: (a) Reconstrução do teste nulo Om. (b) Reconstrução do teste nulo Ok. Figura
retirada da Ref. [103].

3.5.4 Evidência da aceleração cósmica utilizando PCA

# modos χ2 h α1 α2 α3 α4

1 177.7 .644 -1.10 – – –
2 173.2 .653 -1.08 -1.61 – –
3 172.6 .664 -1.08 -1.71 -1.10 –
4 172.6 .662 -1.08 -1.56 -1.30 .61

σ(αn) 0.22 0.72 1.52 2.54

Tabela 3.1: Componentes principais do parâmetro de desaceleração. Tabela retirada da Ref.
[96].

Na Ref. [96], é utilizado um PCA vinculado por observações de SNs Ia para obter várias

características da aceleração cósmica a partir de um método independente de modelo cosmoló-

gico.

Como foi explicado na Seção 3.1, o parâmetro de desaceleração é modelado por uma função

constante definida por intervalos. Os valores da função em cada intervalo são obtidos pela

análise estatística com observações de 157 SNs do conjunto de dados [97].

Os valores dos coeficientes são apresentados na Tabela 3.1, onde é aumentado progressiva-

mente o número de modos da parametrização começando com o componente principal melhor

vinculado. Os coeficientes αi do primeiro e segundo modo são negativos em até 5σ e 2σ,

respectivamente. Enquanto modos de ordem superior são compatíveis com valores nulos de-

vido ao grande incremento da variância. Como podemos observar, o incremento do número de

modos modifica finamente os valores dos coeficientes do ajuste prévio. É esperado que a utili-

zação de modos de maior ordem não produza mudanças significativas (maior do que 1σ) posto

que os dados não são sensíveis a modos de altas ordens e que os coeficientes são totalmente
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descorrelacionados pelas características do método.

A conclusão principal dos resultados, mostrados na Tabela 3.1, é a necessidade de uma fase

acelerada do Universo. Devido à relação entre os coeficientes αi e o parâmetro de desaceleração

q(z) dada pela Eq. (3.13), é necessário que a função q(z) seja menor do que 0 em algum intervalo

de z para obter um valor negativo dos coeficientes αi. Em particular, o modo melhor vinculado

(α1) implica um valor negativo de q(z) em até 5σ de confiança. Pela forma funcional da base

e1(z), é esperado que esta fase tenha acontecido em baixos redshifts (ver Fig. 3.6).



4 Construção de um diagrama de

Hubble de SN Ia independente de

modelo cosmológico

Neste capítulo, apresentaremos os resultados obtidos da aplicação de dois métodos não para-

métricos, Processos Gaussianos (3.3) e Suavização (3.4.1), para reconstruir a taxa de expansão

do Universo de uma maneira independente de modelos cosmológicos. Para este fim, utilizamos

15 estimativas da taxa de expansão provenientes de dados de idades de galáxias passivamente

evoluídas. A reconstrução do parâmetro de Hubble H(z) nos permitirá calcular a distância de

luminosidade em função do redshift e com isto calibrar os parâmetros das curvas de luz que

determinam a magnitude absoluta de Supernovas do tipo Ia. Possibilitando assim, a construção

de um diagrama de Hubble independente de modelo cosmológico para esta classe de superno-

vas. Esta análise será aplicada a uma das mais recentes compilações de Supernovas do tipo Ia,

o conjunto JLA (Joint light-curve analysis).

4.1 Análise com Supernovas do tipo Ia

Uma supernova é a explosão de uma estrela que se encontra em uma das suas fases evolutivas

finais. Nesta explosão, a supernova pode atingir uma luminosidade ∼ 109L�, o que é uma fração

considerável da luminosidade total de uma galáxia. Depois do pico característico, a luminosi-

dade das supernovas decresce em uma escala de semanas. Neste evento, a estrela progenitora é

dissociada e a maior parte do seu material é ejetado ao meio interestelar, enriquecendo o meio

com os elementos pesados gerados nas diferentes fases estelares ou no processo de explosão

[84].

Uma SN Ia é considerada a explosão de supernova de um sistema binário formado por uma

anã branca e uma gigante vermelha. O intercâmbio de material da gigante vermelha para a

62
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anã branca*, faz com que esta última alcance a massa máxima que permite a sua estabilidade.

Este limite é chamado limite de Chandrasekhar e seu valor é ≈ 1.4M�. Quando o limite de

Chandrasekhar é ultrapassado, a pressão de degeneração eletrônica não é suficiente para impe-

dir o colapso gravitacional da anã branca†. A instabilidade produzida pelo excesso de massa

gera uma contração da estrela e, consequentemente, um aumento de temperatura. As altas tem-

peraturas causam a ignição de reações nucleares explosivas dos materiais que se encontravam

inertes (carbono e oxigênio). O efeito resultante é a forte explosão de supernova sem nenhum

tipo de remanescente.

O mecanismo de acreção de matéria por parte de uma anã branca para a explicar a explosão

de uma SN Ia faz com que estes fenômenos sejam bastante homogêneos enquanto à quantidade

de energia que eles emitem. Entretanto, a sua luminosidade intrínseca apresenta uma grande

dispersão, impedindo que estes objetos constituam estritamente uma vela padrão. A variabi-

lidade destes objetos pode ser bem modelada por uma relação empírica entre o comprimento

temporal da curva de luz x1 e a cor no seu brilho máximo c. Esta relação permite que as SNs Ia

sejam calibradas e analisadas como objetos padronizáveis.

A compilação de SNs Ia JLA utiliza o modelo de calibração SALT2 para obter os parâmetros

da curva de luz (x1, c e o pico observado da magnitude no referencial em repouso na banda B

m∗B). O estimador de distância assume que SNs Ia com igual cor, forma e entorno galáctico tem a

mesma luminosidade intrínseca independente do redshift. Esta suposição pode ser quantificada

com a expressão linear

µ = m∗B − MB + α × x1 − β × c, (4.1)

produzindo um modulo de distância padronizável que, por sua vez, está relacionado com a

distância de luminosidade via

µ = 5 log
[

dL

Mpc

]
+ 25. (4.2)

O parâmetro α e o parâmetro β que caracterizam as relações entre o comprimento da curva de

luz e a luminosidade; e entre a cor e a luminosidade, respectivamente, são cosmologicamente

irrelevantes (nuisance). Estas relações bem conhecidas mostram que curvas mais compridas e

mais azuis correspondem a supernovas mais brilhantes. O parâmetro MB também é irrelevante e

corresponde ao valor da magnitude absoluta na banda B de uma SN Ia. Este parâmetro depende

das propriedades da galáxia hospedeira, como por exemplo a massa estelar da galáxia Mestelar

[115, 116]. A fim de corrigir este efeito, seguimos o procedimento da Ref. [117]:

* O caso degenerado deste sistema acontece quando o sistema binário esta formado por duas anãs brancas.
† Na fase de anã branca, a estrela não possui uma atividade termonuclear significativa, fazendo com que a

pressão que compensa o colapso gravitacional seja, principalmente, devida ao princípio de exclusão de Pauli
sobre os elétrons.



4.2. DETERMINAÇÃO DE DISTÂNCIAS A PARTIR DE DADOS DE H(Z) 64

MB =

 M1
B se Mestelar < 1010 M� ,

M1
B + ∆M se Mestelar ≥ 1010 M�.

(4.3)

Em geral, os parâmetros de ajuste, α e β, são tratados como parâmetros livres e determinados

no ajuste global do diagrama de Hubble. Este tratamento resulta na dependência da estimativa

da distância no modelo cosmológico utilizado na análise estatística. Portanto, as conclusões

obtidas a partir da análise de SNs Ia com o ajuste dos parâmetros da Eq. (4.1) são, de alguma

maneira, dependentes de modelo cosmológico. Por tal motivo, é de grande importância utilizar

técnicas que permitam a determinação destes parâmetros de calibração de maneira independente

de qualquer modelo cosmológico.

4.2 Determinação de distâncias a partir de dados de H(z)

A taxa de expansão do Universo H(z) ≡ ȧ/a pode ser obtida a partir da derivada do redshift

com respeito ao tempo cósmico, ou seja,

H(z) = − 1
1 + z

dz
dt

(4.4)

ou de maneira aproximada pela variação finita destas quantidades

H(z) ' − 1
1 + z

∆z
∆t
. (4.5)

O principal desafio é a determinação da mudança na idade do Universo como uma função do

redshift, ∆t(z). Uma abordagem possível é o cálculo da diferença de idades entre duas galáxias

vermelhas luminosas que encontram-se em redshifts próximos. Esta técnica foi proposta na

Ref. [118] e é conhecida como idade diferencial. As galáxias analisadas para determinar a

varição do tempo cósmico são chamadas de cronômetros cósmicos. O motivo para usar galáxias

elípticas vermelhas é que elas apresentam um único surto de formação estelar nas fases iniciais

da sua formação, permitindo determinar a sua idade ao conhecer a idade do grupo estelar que

a conforma. Atualmente, existe um total de 52 estimativas da taxa de expansão do Universo,

sendo 31 baseadas na técnica de idade diferencial. Na Tabela 4.1, apresenta-se uma compilação

atualizada das estimativas de H(z).

Estas medidas de H(z) não assumem um modelo cosmológico. Contudo, sua principal de-

pendência encontra-se nos modelos de síntese de população estelar que influenciam a determi-

nação da diferença de idades ∆t. Estes modelos são de grande importância para galáxias em

altos redshifts (z & 1.2). Na Ref. [107] foi ressaltado que para estimativas em redshifts meno-

res do que 1.2, os modelos de síntese de população estelar produzem as mesmas idades para o

conjunto de dados da Tabela 4.2, em outras palavras, em redshifts baixos e intermediários estas

estimativas tornam-se, também, independentes dos modelos estelares. Por esta razão, utilizare-
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z Hobs(z) [km s−1 Mpc−1] Método Ref.
0.00 73.240 ± 1.74 SN/Cefeidas [119]
0.07 69.0 ± 19.6 Cronômetro Cósmico [120]
0.10 69.0 ± 12.0 Cronômetro Cósmico [121]
0.12 68.600 ± 26.2 Cronômetro Cósmico [120]
0.17 83.000 ± 8.0 Cronômetro Cósmico [121]
0.1791 75.000 ± 4.0 Cronômetro Cósmico [122]
0.1993 75.000 ± 5.0 Cronômetro Cósmico [122]
0.20 72.900 ± 29.5 Cronômetro Cósmico [120]
0.24 79.690 ± 2.65 BAO [123]
0.27 77.000 ± 14.0 Cronômetro Cósmico [121]
0.28 88.800 ± 36.6 Cronômetro Cósmico [120]
0.30 81.700 ± 6.22 BAO [124]
0.31 78.170 ± 4.74 BAO [125]
0.35 76.300 ± 5.6 BAO [126]
0.3520 83.000 ± 14.0 Cronômetro Cósmico [122]
0.36 79.930 ± 3.39 BAO [125]
0.38 81.500 ± 1.9 BAO [127]
0.3802 83.000 ± 13.5 Cronômetro Cósmico [128]
0.40 95.000 ± 17.0 Cronômetro Cósmico [121]
0.4004 77.000 ± 10.2 Cronômetro Cósmico [128]
0.4247 87.100 ± 11.2 Cronômetro Cósmico [128]
0.4290 91.800 ± 5.3 Cosmic chronometer [128]‡

0.43 86.450 ± 3.68 BAO [123]
0.44 82.600 ± 7.8 BAO [129]
0.4497 92.800 ± 12.9 Cronômetro Cósmico [128]
0.47 89.000 ± 34.0 BAO [130]
0.4783 80.900 ± 9.0 Cronômetro Cósmico [128]
0.48 97.000 ± 62.0 Cronômetro Cósmico [131]
0.51 90.400 ± 1.9 BAO [127]
0.52 94.350 ± 2.65 BAO [125]
0.56 93.330 ± 2.32 BAO [125]
0.57 92.900 ± 7.8 BAO [132]
0.59 98.480 ± 3.19 BAO [125]
0.593 104.00 ± 13.0 Cronômetro Cósmico [122]
0.60 87.900 ± 6.1 BAO [129]
0.61 97.300 ± 2.1 BAO [127]
0.64 98.820 ± 2.99 BAO [125]
0.68 92.000 ± 8.0 Cronômetro Cósmico [122]
0.73 97.300 ± 7.0 BAO [129]
0.781 105.00 ± 12.0 Cronômetro Cósmico [122]
0.875 125.00 ± 17.0 Cronômetro Cósmico [122]
0.88 90.000 ± 40.0 Cronômetro Cósmico [131]
0.90 117.00 ± 23.0 Cronômetro Cósmico [121]
1.037 154.00 ± 20.0 Cronômetro Cósmico [122]
1.30 168.00 ± 17.0 Cronômetro Cósmico [121]

Tabela 4.1: Estimativas atuais da taxa de expansão do Universo e seu respetivo método. Tabela
retirada da Ref. [133].
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z Hobs(z) [km s−1 Mpc−1] Método Ref.
1.363 160.00 ± 36.3 Cronômetro Cósmico [134]
1.43 177.00 ± 18.0 Cronômetro Cósmico [121]
1.53 140.00 ± 14.0 Cronômetro Cósmico [121]
1.75 202.00 ± 40.0 Cronômetro Cósmico [121]
1.965 186.50 ± 50.4 Cronômetro Cósmico [134]
2.33 224.00 ± 8.0 BAO Quasar [135]
2.34 222.00 ± 7.0 BAO Quasar [136]
2.36 226.00 ± 8.0 BAO Quasar [137]

Tabela 4.1: Estimativas atuais da taxa de expansão do Universo e seu respetivo método. Tabela
retirada da Ref. [133].

z Hobs(z) [km s−1 Mpc−1] Ref.
0.100 69 ± 12 [121]
0.170 83 ± 8 [121]
0.179 75 ± 4 [122]
0.199 75 ± 5 [122]
0.270 77 ± 14 [121]
0.352 83 ± 14 [122]
0.400 95 ± 17 [121]
0.480 97 ± 62 [131]
0.593 104 ± 13 [122]
0.680 92 ± 8 [122]
0.781 105 ± 12 [122]
0.875 125 ± 17 [122]
0.880 90 ± 40 [131]
0.900 117 ± 23 [121]
1.037 154 ± 20 [122]

Tabela 4.2: Estimativas da taxa de expansão do Universo independentes de modelos de síntese
de população estelar.

mos em nossa análise as 15 estimativas do parâmetro de Hubble via cronômetros cósmicos que

satisfazem a condição de independência dos modelos estelares. Estas medidas encontram-se no

intervalo z ∈ [0.1, 1.037]. Assim como na Ref. [107], aumentamos em 20% o erro do ponto

de maior redshift para levar em consideração incertezas dos modelos de síntese de população

estelar. Feitas essas considerações, espera-se que ao aplicar métodos não paramétricos aos da-

dos analisados, nossos resultados sejam independentes tanto de modelos cosmológicos como

de síntese estelar.

4.2.1 Integração de H(z) e propagação de erro

Para obter o valor da distância comóvel a partir do conhecimento da expansão do Universo,

temos que resolver numericamente a integral (2.39)
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dc =

∫ z

0

dz′

H(z′)
,

que pode ser aproximada por um método trapezoidal [138]

dc ≈ 1
2

N∑
i=0

(zi+1 − zi)
(

1
Hi+1

+
1
Hi

)
. (4.6)

Com esta aproximação o erro associado ao i-ésimo intervalo é propagado a partir dos erros da

função H(z) com a expressão:

s2
i =

1
2

(zi+1 − zi)

σ2
Hi+1

H4
i+1

+

σ2
H4

i

Hi

 , (4.7)

e, portanto, o erro da integral da Eq. (2.20) entre z = 0 e z = zn é:

σ2
dc

(n) =

n∑
i=1

s2
i . (4.8)

A precisão deste método é sensível ao espaçamento dos valores de H(z), bem como, ao número

de valores acessíveis. Como indicado na Ref. [139], os erros relativos da integração trapezoidal

decresce quando o número de intervalos aumenta.

Nós reconstruímos a função H(z) aplicando dois métodos de regressão não paramétricos aos

dados de cronômetros cósmicos mostrados na Fig. 4.2. Estes métodos são: Processos Gaus-

sianos (3.3) e Suavização (3.4.1). Obtida uma curva contínua de H(z), calculamos de maneira

independente de modelo cosmológico a distância comóvel com um espaçamento pequeno e uni-

forme ∆z. Sob esta abordagem é possível atingir o limite de precisão do método de integração

relacionado ao número de valores disponíveis da função a integrar.

4.2.2 Reconstrução com Processos Gaussianos

Um dos métodos que utilizamos para reconstruir o parâmetro de Hubble é o método não para-

métrico de Processos Gaussianos, apresentado em detalhe na Seção 3.3. Como foi mencionado

anteriormente e visto explicitamente na Eq. (3.30), a reconstrução via PGs depende da função

média prior escolhida. Esta dependência foi discutida no anexo da Ref. [103]. Para conse-

guir uma reconstrução sem viés, devemos escolher um prior não informativo, o que se traduz

no contexto dos PGs em uma função média prior constante. Além disto, é razoável e seguro

selecionar uma função constante quando não temos informações prévias sobre o reconstruído.

Como foi amplamente utilizado na literatura, esta é a melhor escolha porque qualquer modelo

utilizado como prior pode introduzir um viés significativo nos resultados. No entanto, também

é necessário verificar a dependência da reconstrução e suas implicações quando a função média

prior selecionada não é a padrão. Aqui, fazemos isso utilizando os melhores ajustes de dife-

rentes modelos como priors. Estes modelos são: modelo Einstein-de Sitter (E-D), ΛCDM e
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wCDM. Os resultados são resumidos na Tabela 4.3.

Para realizar as reconstruções via Processos Gaussianos, é utilizado o programa disponibili-

zado GaPP (Gaussian Processes in Python)§ [55].

4.2.3 Reconstrução com suavização não linear

Modificação da suavização não linear

O método de suavização não linear apresentado na Seção 3.4.1 possui grandes vantagens

como: a independência de modelos cosmológicos dos resultados com ele obtidos; a flexibilidade

do método para se ajustar aos dados; o controle contínuo da suavidade da função; a suavização

é aplicada principalmente ao ruído dos dados e não à quantidade em si. Entretanto, ele também

possui alguns pontos fracos que podem ser aliviados.

A primeira modificação do método foi proposta por Shafieloo em 2010 na Ref. [103], onde

a insensibilidade do método aos erros das observações é resolvido ao adicionarmos um peso ao

kernel inversamente proporcional ao erro da medida. Em termos matemáticos, isto é

f s(z,∆) = f g(z) + N(z)
∑

i

[
f (zi) − f g(zi)

]
σ2

f (zi)

× K(z, zi; ∆), (4.9)

e, consequentemente, também deve ser modificada a função de normalização,

N(z)−1 =
∑

i

K(z, zi; ∆)
σ2

f (zi)

. (4.10)

Nós desenvolvemos o algoritmo computacional para realizar este tipo de suavização e ve-

rificamos que o problema do ruído ser adicionado novamente à reconstrução a partir de um

número de iterações ótimas é resolvido, ou seja, o ruído é eliminado. Nós encontramos que o

comportamento do valor χ2 com o número de iterações é monotonicamente decrescente e atinge

assintoticamente um valor constante. Este comportamento cria um segundo problema: a deli-

mitação dos contornos de confiança. Embora o valor global mínimo do χ2 não seja estritamente

atingido, podemos considerar um valor do χ2 de um número elevado de iterações nmax. Neste

caso, a delimitação do nível de confiança com a condição χ2 < χ2
min + 1 unicamente demar-

caria um limite em alguma iteração n < nmax. Este comportamento anômalo permitiria uma

reconstrução em que o valor esperado do estimador da quantidade analisada (E[m]) encontra-se

como limite (superior ou inferior) do nível de confiança. Esta impossibilidade para determinar

os limites do nível de confiança da reconstrução faz inviável a aplicação deste método quando a

função χ2 comporta-se assintoticamente com o número de iterações. Como pode ser observado

na Fig. 3.9(b) no intervalo 0.2 < z < 0.4, este resultado peculiar apresenta-se, inclusive, quando

a função χ2 possui o comportamento mostrado na Fig. 3.9(a).

O problema anteriormente descrito pode surgir pelo fato de considerar a variável discreta

§ http://www.acgc.uct.ac.za/∼seikel/GAPP/index.html
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n (número de iterações) como o grau de liberdade da função χ2 que determina os níveis de

confiança da reconstrução. Para resolver esta complicação do método, calculamos o nível de

confiança 1σ extrapolando a técnica desenvolvida na Ref. [100] para suavização linear. Neste

formalismo, o erro da reconstrução é obtido com a expressão:

σ f s(z) =

∑
i

v2
i σ̂

2

1/2

, (4.11)

onde σ f s(z) é o erro em 1σ da reconstrução, vi é o fator de suavização

vi = N(z)K(z, zi)/σ2
H(zi) (4.12)

e σ̂ é o estimador da variância das observações dado por:

σ̂2 =

∑
i (H(zi) − H s(zi))2∑

j(1 − v j(z j))
, (4.13)

onde a quantidade no denominador corresponde ao fator que determina o grau de liberdade do

método.

Para testar a validade desta técnica aplicada à suavização não linear, simulamos vários con-

juntos de dados com distintos tipos de modelos fiduciais. Na Fig. 4.1, apresentamos as re-

construções obtidas para dados simulados a partir de uma função sinusoidal e a partir de uma

combinação linear entre uma sinusoide e uma parábola. Como é observado, a função que gera

os dados, encontra-se dentro do nível de confiança estimado com o método proposto.

A outra modificação que propusemos para este tipo de suavização é a implementação de uma

quantidade estatística que permita estimar, de maneira mais rigorosa, o valor do parâmetro ∆.

É bem conhecido para vários tipos de regressões (ver seção anterior 3.4.1) que se o objetivo

principal é ajustar finamente os dados, obteremos uma reconstrução com variância elevada.

Por outro lado, se pretendemos obter um estimador dando prioridade à suavidade da função,

obteremos um incremento no viés [92]. Este conflito entre o valor do viés e da variância de uma

regressão é chamado de trade-off entre viés e variância. A impossibilidade da minimização do

viés e da variância ao mesmo tempo leva a explorar outro tipo de quantidade como estimador

da fidelidade de uma regressão. Como já foi mencionado, a quantidade usualmente utilizada é

o risco ou erro quadrático médio (EQM), dado pela Eq. (3.7),

EQM[m̂(x)] = E[(m̂(x) − m(x))2],

e que em termos do viés e a variância é dado pela Eq. (3.8). Contudo, o EQM é uma quantidade

que depende de um valor específico da variável preditor. Ou seja, o EQM estima a fiabilidade da

regressão de maneira local. Para lograr um resultado que consiga estimar quão boa é a recons-

trução ao longo do domínio de interpolação, consideramos o erro quadrático médio integrado,

definido como:
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Figura 4.1: Reconstrução utilizando a suavização não linear dada pela Eq. (4.9) e calculando
os intervalos de confiança com a Eq. (4.11). A linha verde corresponde à função
geradora dos dados, enquanto a linha azul e a região sombreada correspondem à
função média e ao nível de confiança de 1σ da reconstrução. (a) Dados simulados
utilizando uma função sinusoidal. (b) Dados simulados utilizando uma combinação
linear de uma sinusoide e uma parábola.

EQMI[m̂(x), f (x)] =

∫
EQM[m̂(x)] f (x)dx =

∫
E[(m̂(x) − m(x))2] f (x)dx, (4.14)

onde f (x) representa a distribuição de probabilidade da variável independente. Quando não

conhecemos a distribuição espacial das nossas medidas ( f (x)), podemos considerar unicamente

os pontos de observação. Neste caso, a distribuição corresponde à superposição de distribuições

δ de Dirac,

f (x) =

∑n
i δ(x − Xi)

n
. (4.15)

Isto faz com que a Eq. (4.14) torne-se uma soma ordinária. Como o valor do EQMI e do EQM

dependem da função desconhecida m(x), eles não são determináveis diretamente. Na prática,

constrói-se um estimador do EQMI chamado validação cruzada (cross validation) definido por

CV(∆) =

∑n
i (Yk − m̂−k(Xk))2

n
. (4.16)

A quantidade m̂−k(xk) representa a reconstrução realizada utilizando o conjunto de dados {(Xi,Yi)}
sem levar em conta o par (Xk,Yk). Em outras palavras, a validação cruzada calcula a diferença
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(soma das diferenças) entre uma observação e a reconstrução obtida sem levar em conta tal

observação. Em certo sentido, isto estima o efeito que tem uma medida sobre o conjunto total.

No caso do método de suavização, o valor da validação cruzada depende unicamente do

parâmetro ∆. Portanto utilizamos a expressão

CV(∆) =
1
n

∑
i

( f (xi) − f s
−i(xi; ∆))2. (4.17)

O valor de ∆ que minimiza esta função é utilizado como o melhor valor para realizar a recons-

trução de um conjunto de dados específicos.

Aplicação da Suavização não linear

Com as modificações mencionadas do método de suavização não linear apresentado na Seção

3.4.1, aplicamos a Eq. (4.9) aos dados de H(z) obtidos a partir de idades de galáxias e mostrados

na Fig. 4.2. Posteriormente, testamos reconstruções tanto com o kernel lognormal utilizado nas

Refs. [102, 59, 57] e um kernel Gaussiano. Encontramos que as diferenças entre as recons-

truções obtidas com estes dois tipos de kernels não são significativas. Portanto, adotaremos o

kernel Gaussiano para uma comparação mais direta com os resultados das reconstruções via

PGs que utilizam um kernel deste tipo.

É factível pensar que o método de suavização poderia ser mais geral, ou melhor ainda, mais

flexível no momento de descrever os dados, ao acrescentar um parâmetro análogo a σ f dos PGs

(Eq. (3.23)). Todavia, a inclusão de um parâmetro multiplicando ao kernel nas Eqs. (3.43)

e (4.9) mostra-se desnecessária, uma vez que um fator multiplicativo global no kernel seria

cancelado pela função de normalização.

Como descrito na Seção (3.4.1), o método de suavização é um processo iterativo em que é

necessária a utilização de um modelo fiducial inicial. Este modelo será substituído pelos resul-

tados de cada uma das suavizações da função. Observamos que o comportamento da função χ2

é assintoticamente decrescente e paramos o processo na milésima iteração.

A reconstrução depende do valor do parâmetro de suavização ∆. Por exemplo, para valores

∆ < 0.6, a regressão obtida apresenta várias oscilações, o que não é compatível com o esperado

para a taxa de expansão do Universo; para valores de ∆ entre [0.6,0.9], as oscilações desapa-

recem, mas a reconstrução é altamente dependente da escala de suavização em altos redshifts;

enquanto que para valores de ∆ > 1.0, a curva obtida é fracamente dependente da escala de

suavização em todo o intervalo considerado (z ∈ [0, 1.2]). Entretanto, valores muito altos do

comprimento de suavização carecem de sentido porque os dados em altos redshifts não deve-

riam estar fortemente correlacionados com dados em baixos redshifts. Para estimar o melhor

valor de ∆, minimizamos a função de validação cruzada dada pela Eq. (4.17). Para os da-

dos considerados, o valor da validação cruzada é assintoticamente minimizado e o fixamos em

∆ = 1.4.

Com o objetivo de determinar o erro da reconstrução, utilizamos a técnica proposta na seção
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Figura 4.2: (a) Reconstrução da taxa de expansão aplicando o método de PGs com uma função
prior constante (região azul) e o método NPS com um modelo ΛCDM como modelo
fiducial inicial (região cinza). Os dados utilizados para realizar estas regressões são
representados com pontos vermelhos. (b) Cálculo da função H(z)/(1+z) para ambas
as reconstruções.

anterior resumida nas Eqs. (4.11), (4.12) e (4.13). Como estas expressões provêm da extrapola-

ção do erro para uma suavização linear, simulamos dados de H(z) utilizando o modelo ΛCDM

como modelo fiducial com diferentes valores do erro das medidas simuladas. Ao compararmos

os erros da reconstrução σrec e dos dados simulados σsim, encontramos que σrec é ' 30% menor

do que σsim. Para levar em conta esta discrepância, aumentamos o valor do erro da reconstrução

em 30%.

Na Figura 4.2(a), apresenta-se ambas as reconstruções via PGs e suavização (referida como

NPS - Non Parametric Smoothing) da história de expansão utilizando os dados de cronômetros

cósmicos e os valores ótimos dos hiperparâmetros de cada um dos métodos. Os resultados

mostrados nesta figura correspondem às reconstruções em que uma função prior µ(z) = 0 e o

modelo ΛCDM como modelo fiducial são utilizados no PG e no NPS, respectivamente. Por

completeza, apresentamos o gráfico da função H(z)/(1 + z) = ȧ na Fig. 4.2(b). Como podemo

observar, a reconstrução via NPS mostra um mínimo em zt ∼ 0.6 correspondente à transição

entre a fase desacelerada e acelerada do Universo, enquanto o resultado via PG não evidência

esta transição no intervalo considerado. Por tal motivo, poderia se pensar que se a expansão real

(desconhecida) do Universo for compatível com o modelo padrão da cosmologia, a reconstrução

via NPS produzirá uma melhor e mais razoável calibração da amostra de SNs JLA.

4.3 Calibração dos parâmetros da curva de luz

Com o objetivo de calibrar os parâmetros da curva de luz e construir um diagrama de Hubble

independente de modelo cosmológico para a amostra de SNs JLA, transformamos as reconstru-
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ções da taxa de expansão em medidas de distância seguindo o método descrito na Seção 4.2.1.

Assumindo um universo espacialmente plano, calculamos os valores da distância com seu res-

pectivo erro, considerando um passo ∆z=0.005. Para finalizar, comparamos a diferença entre os

resultados a partir da solução numérica da Eq. (2.20) com o cálculo analítico para um modelo

cosmológico. No intervalo de redshift considerado [0,1.2], e assumindo um modelo ΛCDM, a

diferença dos módulos de distância é menor do que 0.003 mag, o que é desprezível comparado

com as incertezas atuais das observações de SNs Ia (' 10−1 mag).

Tanto as estimativas da taxa de expansão obtidas a partir dos dados de cronômetros cósmi-

cos quanto os métodos de regressão utilizados são independentes de modelos cosmológicos,

as distâncias derivadas da integração de H(z) são consideradas os valores verdadeiros de dver
L

ou, consequentemente, µver. Os parâmetros α e β são ajustados utilizando uma análise de χ2

marginalizando analiticamente a magnitude absoluta MB,

χ2(α, β,MB) = A − 2 × MB × B + M2
B ×C, (4.18)

onde

A(α, β) =

740∑
i=1

[µSN(zi, α, β; M = 0) − µtrue(zi)]2

σ2
tot,i(α, β)

, (4.19)

B(α, β) =

740∑
i=1

[µSN(zi, α, β; M = 0) − µtrue(zi)]
σ2

tot,i(α, β)
, (4.20)

B(α, β) =

740∑
i=1

1
σ2

tot,i(α, β)
. (4.21)

Os termos σ2
tot são propagados a partir das incertezas estatísticas das SNs Ia e das incertezas

produzidas no cálculo de µver. A função χ2(α, β,MB) na Eq. (4.18) possui um mínimo em

MB = B/C [140], igual a

χ̃2(α, β) = A(α, β) − B(α, β)2

C(α, β)
. (4.22)

Desse modo, ao minimizarmos χ̃2(α, β), podemos obter calibrações para α e β com distâncias

verdadeiras derivadas das observações dos cronômetros cósmicos. Por outro lado, também po-

demos obter uma estimativa para o parâmetro MB a partir deste ajuste. No item a seguir, ao

investigarmos as implicações cosmológicas do diagrama de Hubble, iremos notar que a esti-

mativa da magnitude absoluta quebra a degenerescência entre a constante Hubble de H0 e MB.

4.4 Resultados

Os resultados da análise estatística realizada para calcular os parâmetros da curva de luz são

resumidos nas Tabelas 4.3 e 4.4, para PGs e NPS, respectivamente. Nesta tabela, são levadas
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Figura 4.3: Diferença do módulo de distância calculado utilizando as reconstruções via PGs e
NPS e o modelos para calibrar os parâmetros da curva de luz.

em consideração as possíveis variações nos resultados relativas aos modelos utilizados como

priors em nos dois métodos. Como é mostrado na Tabela 4.3, as reconstruções via PGs e

as correspondentes calibrações e implicações cosmológicas são sensíveis ao pressuposto da

função prior. No entanto, os resultados mostrados na Tabela 4.4 são essencialmente diferentes.

Verifica-se que as reconstruções via NPS e suas implicações cosmológicas não dependem do

modelo fiducial inicial.

A diferença entre o módulo de distância µ(z) derivado das funções H(z) reconstruídas com

PGs e com NPS apresentadas na Fig. 4.2 e o µ(z) obtido com o modelo ΛCDM é mostrada na

Fig. 4.3. De acordo com os resultados da Fig. 4.2(b), os valores obtidos aplicando o método

NPS resultam em um diagrama de Hubble mais consistente com a previsão do modelo ΛCDM

do que os valores via PGs. Cabe ressaltar que em vez de fixar o valor da constante de Hubble

(por exemplo em H0 = 70 km s−1 Mpc−1 [77]) -como usualmente é feito nas análises com dados

de SNs Ia- para determinar os valores de M1
B e ∆M no ajuste global do modelo cosmológico,

estes valores, em nossa análise, podem ser estimados a partir da calibração independente de

modelo. Isto é realizado através do contraste dos módulos de distância obtidos com o ajuste da

curva de luz com aqueles obtidos a partir da reconstrução de H(z) (ver Eqs. (4.1) e (4.2)).

Por último, quantificamos algumas das implicações deste diagrama de Hubble independente

de modelo cosmológico para a compilação JLA. Assumimos um modelo de universo ΛCDM

espacialmente plano, cujo parâmetro de Hubble está dado pela expressão:

H(z) = H0[Ωm(1 + z)3 + (1 −Ωm)]1/2. (4.23)

Realizando uma análise estatística com os dados da compilação JLA com os módulos de distân-

cias calibrados com o procedimento anteriormente descrito, vinculamos o plano Ωm−H0. Estes

resultados são apresentados nas Tabelas 4.3 e 4.4. Conforme esperado, os resultados obtidos
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Função prior Calibração de (α, β,M,∆M) Vínculos em Ωm e
H0 (km/s/Mpc)

Constante 0.137, 3.036, -19.081, -0.056 0.291+0.029
−0.027, 68.924+0.476

−0.477

E-D 0.149, 3.157, -19.042, -0.029 0.270+0.028
−0.027, 70.838+0.493

−0.494

ΛCDM 0.158, 3.439, -18.983, -0.031 0.255+0.029
−0.028, 72.795+0.521

−0.522

wCDM 0.152, 3.307, -19.053, -0.042 0.267+0.029
−0.028, 70.216+0.497

−0.498

Tabela 4.3: Resultados obtidos para diferentes funções médias prior no método PGs.

Modelo ansatz Calibração de (α, β,M,∆M) Vínculos em Ωm e
H0 (km/s/Mpc)

E-D 0.154, 3.190, -19.022, -0.019 0.264+0.028
−0.027, 71.738+0.500

−0.501

ΛCDM 0.155, 3.221, -19.014, -0.017 0.261+0.028
−0.027, 72.070+0.504

−0.505

wCDM 0.153, 3.172, -19.028, -0.021 0.265+0.028
−0.027, 71.525+0.498

−0.499

Tabela 4.4: Resultados obtidos para diferentes modelos ansatz no método NPS.

via PGs são dependentes do modelo prior. Contrariamente, ao utilizarmos o método NPS, os

resultados obtidos são fracamente sensíveis ao modelo fiducial inicial. Os contornos de con-

fiança do plano Ωm − H0 são apresentados na Fig. 4.4(a). Para os PGs, obtemos que o valor

da constante do Hubble é compatível com o valor de H0 estimado a partir das flutuações de

temperatura da RCF, das colaborações Planck + WMAP9 + BICEP2 reportado na Ref. [141].

Para o método de suavização, encontramos que o vínculo da constante de Hubble é compatível

com a medida recente da constante de Hubble local, obtida a partir da velocidade de recessão

de objetos próximos (H0 = 73.80 ± 2.40 km/s/Mpc com 68.3 % de confiança) [142] (ver Fig.

4.4(b)).
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Figura 4.4: (a) Vínculos no plano Ωm − H0 assumindo um modelo ΛCDM espacialmente
plano utilizando a compilação JLA calibrada de maneira independente de modelo.
(b)Distribuição de probabilidade marginalizada do parâmetro H0. A linha azul con-
tínua corresponde aos resultados utilizando a calibração via PGs, enquanto a linha
preta tracejada corresponde à calibração via NPS. A regiões sombreadas verde e
amarela correspondem aos intervalos de 68% de confiança do parâmetro H0 prove-
nientes das medidas de RCF das colaborações Planck+WMAP9+BICEP2 [141] e
de observações de variáveis cefeidas [142], respetivamente.



5 Reconstrução das Perturbações

Cosmológicas de Matéria na

Teoria da Relatividade Geral

Nos capítulos anteriores, foram apresentadas várias aplicações dos métodos de reconstrução

não paramétricos na área da cosmologia. Estes métodos têm sido utilizado para reconstruir o

parâmetro de Hubble e de desaceleração, a equação de estado da energia escura, os testes nulos

Ok e Om, validar a relação de dualidade cósmica, entre outros. A característica comum de todas

estas aplicações é que estão focadas no estudo de quantidades em um nível de background, ou

seja, no contexto de um universo sem perturbações.

Do ponto de vista observacional, é bem conhecido que a precisão das medidas de quantida-

des em um nível de background (por exemplo, a distância de diâmetro angular, a distância de

luminosidade e a taxa de expansão do Universo) não é suficiente para distinguir entre modelos

de EE e teorias de GM. Além disso, do ponto de vista teórico, mesmo com dados de alta pre-

cisão, é impossível decidir se a aceleração cósmica é um efeito geométrico ou dinâmico. Esta

impossibilidade decorre do fato de que diferentes cenários de GM podem produzir a mesma

taxa de expansão que modelos de EE e, consequentemente, os observáveis cosmológicos em

um nível de background encontram-se degenerados [47, 83]. No entanto, quando considera-

mos um modelo de universo mais realístico possuindo flutuações geométricas e flutuações nos

campos de energia, esta degenerescência pode ser quebrada ao analisarmos o crescimento das

perturbações da densidade de matéria, uma vez que diferentes classes de modelos produzem,

em geral, previsões características do crescimento das estruturas cósmicas (ver Fig. 5.1). As

quantidades perturbativas, como o contraste de densidade δ, a taxa f e o índice de crescimento

γ, constituem ferramentas de vital importância para desvendar a verdadeira natureza da acelera-

ção cósmica [47, 83]. Nas teorias da gravidade modificada, a taxa de crescimento geralmente é

diferente da predita por modelos no marco da TRG. A constante gravitacional efetiva Ge f f apa-

rece no termo fonte que impulsiona a evolução de δ, mudando significativamente em relação à

77



5.1. O CONTRASTE DE DENSIDADE E OUTRAS QUANTIDADES PERTURBATIVAS78

Figura 5.1: (a) Taxa de expansão e (b) taxa de crescimento para diferentes modelos cosmoló-
gicos. Os pontos azuis correspondem a dados reais enquanto os pontos vermelhos
correspondem a dados simulados assumindo um modelo de EE como modelo fidu-
cial. A linha pontilhada representa o modelo ΛCDM, a linha tracejada um modelo
de EE e a linha solida o modelo DGP. Estes modelos produzem a mesma taxa de
expansão cósmica com diferente taxa de crescimento das perturbações de matéria.
Figura retirada da referência [47].

constante gravitacional de Newton G, usual no regime da TRG*.

Neste capítulo, apresentaremos um estudo pioneiro ao utilizarmos métodos de regressão não

paramétrica, Processos Gaussianos e Suavização, para reconstruir de maneira contínua quan-

tidades em um nível perturbativo a partir de observáveis no nível de background. Especifica-

mente, calcularemos a taxa de expansão do Universo utilizando as estimativas provenientes do

método de idades diferenciais de galáxias, que são independentes de modelos cosmológicos

e de modelos de síntese de população estelar, e estimativas em altos redshifts obtidas a partir

da função de correlação tridimensional da fração de fluxo transmitido em sistemas Lyα-forest

de quasares. Com a reconstrução do parâmetro de Hubble H(z) -assumindo que a teoria que

descreve corretamente a gravidade é a TRG e que o Universo (sem perturbar) é plano, homo-

gêneo e isotrópico- calcularemos as perturbações lineares de matéria não relativística dentro do

horizonte de Hubble, o que corresponde ao cálculo do contraste de densidade e as quantidades

que dele se derivam. Iremos comparar nossos resultados obtidos a partir da taxa de expansão

do Universo com as estimativas da taxa de crescimento obtidas a partir das observações do

Universo em grande escala, permitindo a validação das hipóteses envolvidas nas nossas recons-

truções. Finalmente, reconstruiremos um teste nulo definido utilizando tanto observáveis do

tipo background quanto observáveis do nível perturbativo.

5.1 O contraste de densidade e outras quantidades

perturbativas

* As perturbações em teorias de GM serão desenvolvidas no Capítulo 6.
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Na Seção 2.3, foi apresentado o arcabouço teórico das perturbações cosmológicas dentro do

marco da TRG. O ponto de partida desta análise é a perturbação da métrica, em que por sim-

plicidade assumimos um universo espacialmente plano. Baseados no contexto de um universo

de background homogêneo e isotrópico, consideramos as perturbações escalares da métrica de

FLRW no calibre Newtoniano

ds2 = a2[(1 + 2φ)dη2 + −((1 − 2ψ)δi, j)dxidx j], (5.1)

onde ψ = φ em ausência de um estresse anisotrópico. Estas quantidades estão relacionadas com

o contraste de densidade

δ(x, t) ≡ δρm(x, t) − ρm(t)
ρm(t)

, (5.2)

via a equação de Poisson

k2φ = −4πGa2ρmδ, (5.3)

sendo consideradas distâncias dentro do horizonte de Hubble. Seguindo o formalismo desenvol-

vido na Seção 2.3.2, obtemos a equação diferencial de segunda ordem que governa a evolução

das perturbações de matéria

δ̈m + 2Hδ̇m − 4πGρmδ = 0. (5.4)

Onde foi assumido que a EE escura não se aglomera nestas escalas e que a matéria é covarian-

temente conservada.

No caso simples em que o universo pode ser descrito com matéria, curvatura e uma constante

cosmológica, ou seja, que o parâmetro de Hubble ao quadrado pode ser escrito em termos de

um polinômio de terceiro grau [143],

H2(z) = C1 + C2(1 + z)2 + C3(1 + z)3, (5.5)

a Eq. (5.4) possui solução analítica exata dada por

δ ∝ H(z)
∫ z

∞

1 + z′

H3(z′)
dz′, (5.6)

correspondente ao modo crescente das perturbações. Para uma evolução distinta, da anterior-

mente mencionada, a Eq. (5.4) tem que ser solucionada numericamente. Este é o caso de um

campo de EE arbitrário. A Eq. (5.4) pode ser reescrita em termos da distância física adimensi-

onal,

D = H0

∫ t0

t

dt
a(t)

= H0

∫ z

0

dz1

H(z1)
, (5.7)
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como: (
δ′

1 + z(D)

)′
=

3
2

Ωm0δ , (5.8)

onde a linha representa a derivada com respeito a D e foi utilizada a suposição que ρm ∝ (1+z)3†.

A solução desta equação diferencial pode ser escrita em termos do seguinte sistema de equações

integrais [48, 144]:

δ(D) = 1 + δ′0

∫ D

0
[1 + z(D1)]dD1 (5.9a)

+
3
2

Ωm0

∫ D

0
[1 + z(D1)]

(∫ D1

0
δ(D2)dD2

)
dD1 ,

δ′(D) = δ′0[1 + z(D)] (5.9b)

+
3
2

Ωm0[1 + z(D)]
∫ D

0
δ(D1)dD1 .

O fato do processo de integração reduz a propagação de erros de dados ruidosos constitui a

vantagem principal desta solução de δ. Note que esta solução integral do contraste de densidade

δ não está acoplada com a sua primeira derivada δ′. Contrariamente, a solução de δ′ requer a

informação sobre o contraste de densidade.

Para resolver o sistema integral de equações, nós devemos utilizar informação a priori do va-

lor do parâmetro de densidade da matéria hoje Ωm. Em nossa análise, adotamos duas diferentes

estimativas desta quantidade, provenientes das colaborações Planck e WMAP. Com o objetivo

de obter uma solução única do sistema de equações, fixamos as duas constantes de integração

da Eq. (5.9b) na nossa solução integral. A primeira constante de integração é implicitamente

fixada na Eq. (5.9b), visto que foi normalizada a solução do contraste de densidade ao seu valor

atual, isto é, δ0 = δ(z = 0) = 1. Para fixar a segunda constante de integração, δ′0 = δ′(z = 0),

é necessário analisar o comportamento de δ na era dominada pela matéria, e escolher o valor

desta constante tal que o contraste de densidade seja proporcional ao fator de escala em al-

tos redshifts. Na prática, entretanto, é mais simples fixar o valor de δ′0 ao analisar o fator de

crescimento, definido como‡:

g(z) ≡ (1 + z)δ(z) . (5.10)

Uma solução única da Eq. (5.4) implica que a história da expansão cósmica e o valor do

conteúdo de matéria em um momento específico (em nossas equações, o valor atual Ωm(z =

0) = Ωm0) determinam univocamente o contraste de densidade da matéria. Cabe ressaltar que no

contexto de um modelo cosmológico dado, não há dependência entre as perturbações de matéria

† Neste capítulo e posteriores, escrevemos explicitamente o sub-índice 0 para denotar a densidade atual de
matéria, Ωm0.

‡ Em alguns textos, o contraste de densidade normalizado em z = 0 é chamado de fator de crescimento.
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e a constante de Hubble H0
§. Portanto, podemos realizar uma determinação indireta de δ ao

reconstruirmos o parâmetro de Hubble a partir dos dados de H(z). Além disso, como mostrado

na Ref. [81], a unicidade da Eq. (5.9b) permite uma solução analítica do problema inverso, ou

seja, a determinação da expansão cósmica como uma função do contraste de densidade H(δ(z)),

H2(z) = 3Ωm0H2
0

(1 + z)2

(dδ/dz)2

∫ ∞

z

δ|dδ/dz|
1 + z

dz. (5.11)

Porém, enquanto a taxa de expansão cósmica pode ser estimada diretamente a partir da idade

de galáxias -ou por meio da derivada da distâncias de diâmetro angular ou de luminosidade- o

contraste de densidade não constitui um observável cosmológico e não pode ser determinado

diretamente das observações. Por tal motivo, é útil definir outras quantidades que tenham uma

conexão direta com as observações para poder vincular o crescimento das estruturas. Podemos

definir o espectro de potência da matéria como:

P(k, a) ≡ A|δk(a)|2, (5.12)

sendo equivalente à transformada de Fourier da função de correlação de dois pontos ζ(r), cujo

estimador é dado por

ζ(r) =
DD(r)
RR(r)

− 1, (5.13)

onde DD(r) é o número de galáxias que localizam-se a uma distância r num catálogo real

e RR(r) o número de galáxias que localizam-se na mesma distância num catálogo aleatório.

Outros tipos de estimadores para ζ(r) têm sido explorados na literatura. Alguns deles podem

ser encontrados nas referências [145, 146, 147]. Por sua vez, podemos relacionar o espectro de

potência com o valor quadrático médio da amplitude das flutuações de massa (a variância das

flutuações de massa) dado por:

σ2
R =

∫ ∞

0

k3Plinear(k, a)
2π2 W(kR)d ln k, (5.14)

onde W(x) = 3 j1(x)/x é a transformada de Fourier da função janela no espaço real e Plinear o

espectro de potência no regime linear. σR(a) contem a informação do valor médio da quantidade

de flutuações de matéria em uma esfera de raio R em um dado redshift, assumindo que as

perturbações encontram-se no regime linear e, portanto, que a Eq. (5.4) é válida. O tamanho

desta esfera é padronizado em R = 8h−1 Mpc e o valor rms das flutuações em função do redshift

em termos do contraste de densidade é

σ8(z) = σ8δ(z)/δ(0) (5.15)

sendo σ8 ≡ σ8h−1 Mpc(z = 0).

§ Este fato pode ser conferido diretamente nas soluções de δ apresentadas, onde as expressões sempre envolvem
o parâmetro de Hubble normalizado (h(z) = H(z)/H0) que independe de H0.
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A partir das observações da estrutura em grande escala do Universo, analisando o espectro de

potência da matéria ou os dados de lenteamento gravitacional, podem ser inferidas as variações

de σ8(z) e δ(z). Estas observações são sensíveis à taxa de crescimento, definida como

f (z) ≡ d ln δ
d ln a

= − (1 + z)H0

H(z)
δ′

δ
, (5.16)

e à taxa de variação da amplitude de aglomeração definida como

fσ8(z) ≡ f (z)σ8(z) =
dσ8(a(z))

d ln a
. (5.17)

As estimativas de f (z) e de fσ8(z) a partir das observações da estrutura em grande escala e as

estimativas obtidas solucionando as Eqs. (5.4), (5.16) e (5.17) a partir de uma reconstrução do

parâmetro de Hubble são independentes. Consequentemente, uma tensão entre estas evidenci-

aria uma violação de algum dos nossos postulados para derivar a Eq. (5.4). As implicações da

discrepância destas estimativas são:

• O Universo não é homogêneo, isotrópico ou espacialmente plano em grandes escalas.

Por exemplo, em um cenário cosmológico LTB, universo inomogêneo, as equações das

perturbações têm que ser modificadas, como mostrado na Ref. [45, 46];

• A EE e a matéria escura não se conservam separadamente e, portanto, a densidade de

matéria não decai proporcional a a−3. Estes cenários correspondem a modelos em que

existe interação entre as componentes escuras [148, 149, 150, 151] ou quando elas cons-

tituem um único campo, como é o caso do gás de Chaplygin [152]. Nestes modelos a

EE aglomera-se parcialmente junto com a matéria escura em pequenas escalas. Como

consequência disto, o contraste de densidade torna-se dependente da escala k [144].

• A TRG não é a teoria correta para descrever a gravitação em grandes escalas ou a EE

aglomera-se e seu efeito tem que ser levado em conta, inclusive, em distâncias menores do

que o horizonte de Hubble. Em ambos os casos, G não se comporta como uma constante

e deve ser reescrita em termos de uma função gravitacional efetiva que pode depender

tanto da escala quanto do tempo (redshift), Ge f f = Ge f f (k, t) [153, 154, 155, 156].

Finalmente, se introduz o índice de crescimento γ como uma forma de aproximar a taxa de

crescimento em termos do conteúdo de matéria [157, 158, 159]

f (z) ' Ωm(z)γ. (5.18)

Nesta expressão, a dependência com respeito ao redshift está totalmente contida no parâmetro

de densidade, sendo γ uma constante. Para a precisão atual dos dados, esta expressão constitui

uma boa aproximação de f , no entanto, para dados futuros será necessária uma forma funcional

mais geral [47]. Por este motivo, definimos o índice de crescimento de maneira geral como uma

função de z,
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Figura 5.2: Valores do índice de crescimento em modelos de EE lentamente variável. A linha
preta denota o valor do índice de crescimento em função da equação de estado da
EE dado por γ ' 3(w−1)

6w−5 . A linha azul e a região sombreada denotam os vínculos do
índice de crescimento encontrados nesta tese.

γ(z) ≡ ln f (z)
ln Ωm(z)

, (5.19)

onde o parâmetro de densidade da matéria é definido como

Ωm(z) ≡ Ωm0(1 + z)3H2
0

H2(z)
. (5.20)

Como foi mencionado, tanto a taxa de crescimento quanto o índice de crescimento são quanti-

dades essenciais para distinguir entre modelos de EE e teorias de GM [47, 83, 153]. Especifica-

mente, o índice de crescimento é útil na caracterização de teorias de gravitação. Por exemplo,

γ = 6/11 para o modelo ΛCDM [159, 160, 161], γ = 11/16 para o modelo DGP [160] e o

valor de γ encontra-se no intervalo 0.40 < γ < 0.43 [153] para o tipo de teoria f (R) proposta

na Ref. [37]. Por outro lado, para modelos de EE, sem aglomeração, com uma equação de

estado que evoluciona lentamente, γ ' 3(w−1)
6w−5 [47]. É possível utilizar vínculos sobre o índice de

crescimento para restringir a equação de estado da EE escura. Porém, como é visto na Fig. 5.2,

as estimativas do valor de γ, não vinculam fortemente w, não sendo estes limites competitivos

com os obtidos com dados de observáveis de background (SNs Ia, flutuações na RCF, sinais de

BAO).

5.2 Construção do teste nulo

Podemos construir um teste nulo assumindo a validade da Eq. (5.4) que governa o cresci-

mento das perturbações. Por tal motivo, os postulados utilizados para derivar esta expressão

devem ser satisfeitos. Este teste nulo que faz uso de quantidades de background e perturbativas
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foi proposto nas Refs. [162, 163]. A seguir, apresentamos a forma de construir este teste:

Primeiramente, escrevemos a Eq. (5.4) em termos do fator de escala

δ′′(a) +

(
3
a

+
H′(a)
H(a)

)
δ′(a) − 3

2
ΩmH2

0δ(a)
a5H(a)2 = 0, (5.21)

onde a linha representa a derivada com respeito ao argumento da função. Assumimos que

esta expressão provém das equações de Euler-Lagrange, com δ considerada uma coordenada

generalizada,

d
da

(
∂L(a, δ, δ′)

∂δ′

)
− ∂L(a, δ, δ′)

∂δ
= 0. (5.22)

Como usual, escrevemos a Lagrangiana em função de um termo "cinético"e um "potencial"da

coordenada generalizada,

L = T − V, (5.23)

onde T e V são escritas como

T =
1
2

f1(a,H(a))δ′(a)2 (5.24)

V =
1
2

f2(a,H(a))δ(a)2 (5.25)

sendo f1 e f2 duas funções desconhecidas a serem determinadas. Substituindo esta Lagrangiana

nas equações de Euler-Lagrange (5.22), obtemos

δ′′(a) +

(
∂a f1(a,H)

f1(a,H)
+

H′(a)∂H f1(a,H)
f1(a,H)

)
δ′(a) +

f2(a,H)
f1(a,H)

δ(a) = 0 . (5.26)

Por comparação com a Eq. (5.21), determinamos as funções f1 e f2:

f1(a,H(a)) = a3H(a)/H0, (5.27)

f2(a,H(a)) = − 3Ωm0

2a2H(a)/H0
. (5.28)

Desta forma, o Lagrangiano e o Hamiltoniano do sistema ficam definidos como

L =
1
2

a3δ′(a)2H(a)/H0 +
3Ωm0

4a2H(a)/H0
δ(a)2, (5.29a)

H =
1
2

a3δ′(a)2H(a)/H0 − 3Ωm0

4a2H(a)/H0
δ(a)2. (5.29b)

Neste sistema, o Hamiltoniano depende explicitamente da parâmetro "temporal"a e, portanto,

H não é uma constante de "movimento", ou seja, não é uma quantidade conservada deste sis-
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tema. Contudo, ao conhecermos a função Lagrangiana do sistema, podemos aplicar o teorema

de Noether para encontrar uma quantidade conservada e adaptá-la a um teste nulo. Para este

fim, utilizamos a derivada de Lie do Lagrangiano ao longo da direção do vetor X para encontrar

uma direção de simetria do sistema.

Dado um vetor X

X = α(a)
∂

∂δ
+

dα(a)
da

∂

∂δ′
(5.30)

ao longo de uma direção de simetria do sistema, temos que a derivada de Lie do Lagrangiano

na direção X é nula,

LXL = 0. (5.31)

Aplicando a derivada de Lie de uma função escalar na direção do vetor X, X[ f ], temos que

Σ = α(a)
∂L
∂δ′

(5.32)

é uma constante de "movimento"do sistema. Para o caso particular do Lagrangiano na Eq.

(5.29a), esta constante é

Σ = α(a)δ′(a)a3H(a)/H0. (5.33)

Neste ponto basta determinar a função α(a), o que pode ser feito pela substituição da Eq. (5.29a)

no operador da Eq. (5.30). Esta operação produz a equação diferencial

α′(a)a3H(a)/H0δ
′(a) +

3Ωmδ(a)α(a)
2a2H(a)/H0

= 0 , (5.34)

cuja solução de α(a) é dada por

α(a) = c exp
[
−

∫ a

a0

3Ωmδ(x)
2x5H(x)2/H2

0δ
′(x)

dx
]
, (5.35)

onde c é uma constante de integração. Substituindo o valor de α na Eq. (5.33) e escolhendo o

valor de c de tal forma que Σ seja igual a 1, temos

Σ =
a2H(a) f (a)

a2
0H(a0) f (a0)

exp
[∫ a

a0

(
f (x)

x
− 3Ωm

2x4H(x)2 f (x)

)
dx

]
= 1, (5.36)

onde δ foi escrito em termos da taxa de crescimento como δ(a) = δ(a0)e
∫ a

a0

f (x)
x dx. Finalmente,

escrevemos o teste nulo em termos de f (a)

O(z) =
a2H(a) f (a)

a2
0H(a0) f (a0)

exp
[∫ a

a0

(
f (x)

x
− 3Ωm

2x4H(x)2 f (x)

)
dx

]
(5.37)



5.3. DADOS 86

ou em termos de fσ8(a)

O(z) =
a2H(a) fσ8(a)

a2
0H(a0) fσ8(a0)

exp

−3
2

Ωm

∫ a

a0

σ8(a = 1) δ(a0)
δ(1) +

∫ x

a0

fσ8(y)
y dy

x4H(x)2/H2
0 fσ8(x)

dx

 . (5.38)

Este teste nulo tem a vantagem de utilizar uma quantidade de background como o parâmetro

de Hubble e uma quantidade perturbativa como o contraste de densidade ou as funções f (z) ou

fσ8(z).

5.3 Dados

Para realizar a reconstrução da taxa de expansão cósmica aplicando os métodos não paramé-

tricos - Processos Gaussianos e Suavização- utilizamos o conjunto de dados descrito na Seção

5.3. Estes dados correspondem a estimativas de H(z) a partir de idade de galáxias passivamente

evoluídas. A vantagem principal deste conjunto de medidas é a sua independência de mode-

los cosmológicos quanto de modelos de síntese de populações estelares, fazendo com que os

resultados não sejam enviesados por estes modelos.

Contudo, este conjunto de dados não é suficiente para realizar a reconstrução do contraste

de densidade e as outras quantidades perturbativas, descritas na seção anterior. O problema

fundamental é a necessidade de informação em altos redshifts para fixar as condições iniciais

(constantes de integração). Como podemos observar na Fig. 4.2, a reconstrução de H(z) via PGs

para este conjunto de dados não apresenta uma transição entre uma fase acelerada e uma desa-

celerada na expansão cósmica. Esta reconstrução evidencia, unicamente, uma fase acelerada.

Portanto, não é possível utilizar esta informação para reconstruir as perturbações assumindo

que existe uma fase dominada pela matéria em que δ ∝ a. No caso da reconstrução efetuada

com o método de suavização, esta apresenta as duas fases. Contudo, os resultados obtidos não

seriam robustos ao extrapolarmos a informação em redshifts baixos e intermediários (z < 1.2) a

redshifts muito altos (z>2).

Para resolver este problema, acrescentamos ao nosso conjunto de cronômetros cósmicos,

duas estimativas de H(z) provenientes do sinal de BAO em redshifts muito altos (z ∼ 2.4),

utilizando dados de quasares. Na teoria, qualquer traçador da distribuição de matéria em grande

escala pode ser utilizado para estimar o sinal de BAO, ou seja, pode ser usado como uma régua

padrão estatística como prova cosmológica. A primeira detecção do sinal de BAO foi realizada

analisando a distribuição espacial de galáxias em baixos redshifts (z < 0.4) [164, 165] e depois

estendido a galáxias em redshifts intermediários (0.4 < z < 0.8) [166, 167]. Entretanto, há

uma grande variedade de levantamentos cujo objetivo é determinar o sinal de BAO a partir da

distribuição de fontes de raios [168], emissão de 21 cm [169], galáxias emissoras de Lyα [170],

quasares [171] e a distribuição de hidrogênio neutro traçado pelo Lyα forest [172].
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z fobs σ Ref.
0.15 0.51 0.11 [174],[175]
0.22 0.60 0.10 [176]
0.32 0.654 0.18 [177]
0.35 0.70 0.18 [178]
0.41 0.70 0.07 [176]
0.55 0.75 0.18 [179]
0.60 0.73 0.07 [176]
0.77 0.91 0.36 [180]
0.78 0.70 0.08 [176]
1.4 0.90 0.24 [181]

Tabela 5.1: Estimativas de fobs utilizadas na análise. Tabela adaptada da Ref. [182]

Estas duas estimativas de H(z) a partir de dados de quasares são:

• H(z = 2.34) = 222 ± 7km/s/Mpc. Este valor foi determinado através da função de

autocorrelação do Lyα-forest utilizando dados de aproximadamente 160.000 quasares do

SDSS DR11 [137, 173];

• H(z = 2.36) = 226±8km/s/Mpc. Este valor foi determinado através da correlação cruzada

(cross-correlation) do campo de densidade de quasares e absorções de Lyα utilizando,

também, dados de aproximadamente 160.000 quasares do SDSS DR11.

Cabe ressaltar que estas duas estimativas da taxa de expansão cósmica, utilizando dados de

quasares em redshifts muito altos do SDSS DR11, não estão correlacionadas [136].

Por outro lado, em sua maioria, as estimativas da taxa de crescimento f (z) e a taxa de variação

da amplitude de aglomeração fσ8(z) provém da análise das distorções no espaço de redshift

(redshift-space distortion, RSD).

As galáxias e os quasares são traçadores enviesados da estrutura subjacente do Universo.

Este viés provém da natureza dos objetos observáveis. A impossibilidade de observar a ma-

téria escura faz com que sua distribuição tenha que ser inferida a partir dos objetos lumino-

sos. Relaciona-se, então, a sobre-densidade de galáxias (ou qualquer outro traçador, como

quasares) com a sobre-densidade de matéria escura via uma função viés b, tal que δg(z, k) =

b(z, k)δme(z, k), o que causa uma degenerescência entre as estimativas das flutuações de matéria

e os parâmetros de b. Entretanto, os dados de levantamentos espectroscópicos possuem infor-

mações adicionais sobre o campo de velocidade produzido pelo colapso gravitacional, medindo

separadamente o espectro de potência ao longo e perpendicular à linha de visada. Esta informa-

ção do campo de velocidade ajuda a diferenciar os efeitos da EE ou da modificação da gravidade

através das medidas de RSD, quebrando a degenerescência produzida pela função viés.

As RSD originam-se porque a atração gravitacional das sobre-densidades de matéria causa

desvios de velocidade com respeito ao fluxo de Hubble. Essas velocidades peculiares são im-

pressas nos dados de levantamentos em que a velocidade de recessão é utilizada como a co-

ordenada radial das posições dos objetos, levando a uma aparente compressão da aglomeração
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z fσ8(z) Refs.
0.02 0.360 ± 0.040 [184]
0.067 0.423 ± 0.055 [185]
0.25 0.3512 ± 0.0583 [186]
0.37 0.4602 ± 0.0378 [186]
0.30 0.407 ± 0.055 [187]
0.40 0.419 ± 0.041 [187]
0.50 0.427 ± 0.043 [187]
0.60 0.433 ± 0.067 [187]
0.17 0.510 ± 0.060 [188]
0.35 0.440 ± 0.050 [188]
0.77 0.490 ± 0.018 [180, 188]
0.44 0.413 ± 0.080 [129]
0.60 0.390 ± 0.063 [129]
0.73 0.437 ± 0.072 [129]
0.80 0.470 ± 0.080 [189]
0.35 0.445 ± 0.097 [126]
0.32 0.384 ± 0.095 [190]
0.57 0.423 ± 0.052 [191]

Tabela 5.2: Estimativas de fσ8(z) utilizadas na nossa análise. Tabela retirada da Ref. [163]

radial em relação à aglomeração transversal em grandes escalas espaciais (algumas dezenas de

Mpc). Em escalas menores (alguns Mpc), observa-se um alongamento adicional, conhecido

como dedo de Deus (finger-of-God), devido às velocidades aleatórias das galáxias no aglome-

rado. A anisotropia resultante na aglomeração de galáxias está correlacionada com a velocidade

em que a estrutura cresce. Portanto, as RSD são sensíveis às taxas de crescimento f (z) e fσ8(z).

As medidas de f (z) e fσ8(z), utilizadas neste trabalho para comparar com as reconstruções

das mesmas realizadas via dados de H(z), são apresentadas nas Tabelas 5.1 e 5.2. Uma tabela

completa das estimativas atuais de fσ8(z), junto com um conjunto de medidas que não apresenta

correlações, pode ser encontrada na Ref. [183].

5.4 Reconstrução das Perturbações de Matéria utilizando

Processos Gaussianos

Utilizamos os dados de H(z), descritos na seção anterior, para obter uma curva suave da

história da expansão cósmica utilizando o método de PGs. Como descrito na Seção 3.3, ma-

ximizamos a função de verossimilhança (3.32), obtendo, desta maneira, os valores ótimos dos

hiper-parâmetros para realizar a reconstrução de H(z). Na Fig. 5.3(a), mostramos os resultados

desta reconstrução junto com os dados utilizados. Também apresentamos, na Fig. 5.3, a varia-

ção temporal do fator de escala em função do redshift, dado pela quantidade ȧ = H(z)/(1 + z).

Esta função apresenta um mínimo em z ' 0.62 correspondente à recente transição entre a de-
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Figura 5.3: (a) Reconstrução da expansão cósmica (em km/s/Mpc) via PGs a partir de dados de
cronômetros cósmicos de quasares em altos-z. A linha preta sólida corresponde à
reconstrução via PGs enquanto as regiões sombreadas correspondem ao intervalos
de confiança em 1σ e 2σ. Os pontos representam os dados observacionais apresen-
tados. (b) H(z)/(1 + z) como função de z.

saceleração e aceleração cósmica. Como podemos ver, diferentemente da Fig 4.2, o efeito da

inclusão dos dados de quasares em altos redshifts modifica consideravelmente a reconstrução

via PGs, produzindo uma fase desacelerada. Conforme mencionado, esta fase é necessária em

nossa análise uma vez que as constantes de integração são fixadas de acordo com o comporta-

mento de δ na era da matéria.

Na Fig. 5.4, apresentamos a evolução de Ωm(z) (Eq. (5.20)). Nas Figs. 5.4(a) e 5.4(b), fo-

ram adotados os valores atuais do parâmetro de densidade da matéria, dados pela colaboração

Planck [14], Ωm0 = 0.308 ± 0.012 e pela colaboração WMAP [13], Ωm0 = 0.279 ± 0.025, res-

pectivamente. Este comportamento implica no aumento da importância da matéria na dinâmica

do Universo em altos redshifts (para uma comparação com o comportamento desta quantidade

no modelo padrão, ver Fig. 2.2).

Após a reconstrução de H(z) via PGs, calculamos a distância física adimensional e, com

esta informação e os valores de Ωm0 mencionados, calculamos a solução do contraste de den-

sidade (Eq. (5.9b)) de maneira iterativa. O único parâmetro livre na Eq. (5.9b) é δ′0, sendo

necessário encontrar um valor apropriado. Como estudado na Seção 2.3.3, da teoria de per-

turbações cosmológicas, é esperado que δ ∝ a = 1/(1 + z) em altos redshifts ou, igualmente,

que g(z) → constant. Na prática, calculamos o fator de crescimento g(z) para vários valores

de δ′0 até obter o comportamento requerido em z ' 2.36, o ponto de maior redshift de nossos

dados. Para os valores de Ωm0 das colaborações Planck e WMAP, respectivamente, estimamos

δ′0 = 0.515±0.003 e δ′0 = 0.485±0.003. Os fatores de crescimento calculados são apresentados

na Fig. 5.5. Como esperado, a reconstrução de g(z) depende significativamente do valor atual

da fração de matéria hoje assumido na análise. Estas reconstruções de g(z) são similares às

obtidas na Ref. [144] que utiliza uma suavização linear dos dados de SNs Ia para derivar H(z)

e, com isto, calcular as perturbações de matéria.
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Figura 5.4: Evolução do parâmetro de densidade de matéria calculado utilizando a reconstrução
de H(z) mostrada na Fig. 5.3(a) e as estimativas atuais de Ωm0 provenientes das
colaborações Planck (a) e WMAP (b). As regiões sombreadas correspondem ao
intervalos de confiança em 1σ e 2σ.
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Figura 5.5: (a) Fator de crescimento em escalas menores do que o horizonte de Hubble obtido
resolvendo a Eq. 5.9b e utilizando o valor de Ωm0 da colaboração Planck. (b) Fator
de crescimento calculado assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração WMAP.

Na reconstrução da taxa de crescimento, o valor de δ′0 tem um papel importante pela sua rela-

ção com o valor atual de f , f (0) = −δ′0. Esta relação pode ser derivada a partir da Eq. (5.16). A

reconstrução de f como uma função do redshift, junto com as medidas desta quantidade mos-

tradas na Tabela 5.1, é apresentada na Fig. 5.6. Esta clara compatibilidade entre a reconstrução

de f (z), a partir dos dados de cronômetros cósmicos e quasares em altos redshifts, com as me-

didas da taxa de crescimento provenientes de levantamentos de galáxias, pode ser interpretada

como uma medida da consistência do formalismo teórico apresentado, bem como, do método

de reconstrução não paramétrica utilizado na nossa análise.

Mais importante ainda, para os valores de Ωm0 dados pelos experimentos de RCF atuais,

os resultados da Fig. 5.6 mostram ser compatíveis com a descrição cosmológica padrão, ou

seja, um universo relativista geral descrito pelo elemento de linha de FLRW e cujo campo
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Figura 5.6: Taxa de crescimento das perturbações de matéria. A linha preta sólida corresponde
ao valor médio da reconstrução solucionado a Eq. (5.16), enquanto as regiões som-
breadas correspondem ao intervalos de confiança em 1σ e 2σ. (a)Taxa de cresci-
mento obtida assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração Planck. (b) Taxa de
crescimento obtida assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração WMAP. (c)
Taxa de crescimento obtida assumindo o valor de Ωm0 dado pela análise de SNs Ia
[192]. Os dados foram extraídos da Tabela II da Ref. [182]

de matéria é covariantemente conservado. Note que, no entanto, esta conclusão pode mudar se

considerarmos os valores dos parâmetros de densidade de matéria fora dos intervalos permitidos

pelos experimentos atuais de RCF. Isto é claramente visto na Fig. 5.6(c) que assume Ωm0 =

0.399±0.025, conforme obtido de uma análise recente de dados de SNs Ia (assumindo o modelo

Λ CDM) [192]. Quantitativamente falando, os valores do χ2 entre os dados de f (z) e o valor

esperado das curvas reconstruídas de f (z) (linhas sólidas nos gráficos) são: χ2 = 7.51 e χ2 =

5.20 para os valores de Ωm0 mostrado nos painéis 4a e 4b, respectivamente, e χ2 = 25.80 para o

valor de Ωm0 considerado no painel 4c.

Finalmente, calculamos o índice de crescimento γ utilizando a função reconstruída de f (z)

e os valores de Ωm0 discutidos acima. Em z = 0, encontramos γ0 = 0.56 ± 0.12 (2σ) e

γ0 = 0.57 ± 0.13 (2σ) para os valores Planck e WMAP de Ωm0, respectivamente. A partir

de nossa reconstrução, o índice de crescimento é mais efetivamente limitado em z = 0.09, ou

seja, γ = 0.57 ± 0.11 (2σ), assumindo o Ωm0 dado pelo Colaboração Planck. Para a estima-
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Figura 5.7: Índice de crescimento γ(z) das perturbações de matéria. A linha preta sólida cor-
responde ao valor médio da reconstrução, enquanto as regiões sombreadas corres-
pondem ao intervalos de confiança em 1σ e 2σ. (a) Índice de crescimento obtido
assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração Planck. b) Índice de crescimento
obtido assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração WMAP.

tiva do WMAP-9 do parâmetro densidade da matéria, encontramos um valor muito similar em

z = 0.05. Observa-se também que a precisão atual das medidas de H(z) não é suficiente para

colocar restrições significativas no valor γ′0, que poderia fornecer um teste do modelo ΛCDM

[153]. A reconstrução final do índice de crescimento é apresentada na Fig. 5.7.

5.5 Reconstrução das Perturbações de Matéria utilizando

Suavização

Nesta seção, iremos comparar os resultados apresentados na seção anterior com os resultados

obtidos a partir da reconstrução de H(z) via o método de Suavização modificado (Seção 3.4.1

e 4.2.3). Além da diferença do método de reconstrução, vamos acrescentar ao nosso conjunto

de dados da taxa de expansão (Seção 5.3), o ponto H(z = 0.4293) = 91.8 ± 5.3 km/s/Mpc

[128]. Também apresentamos os resultados da reconstrução do teste nulo Op(z) calculado com

as reconstruções de H(z) e fσ8(z) (Tabela 5.2) via suavização.

A reconstrução final utilizando o método de suavização é mostrada na Fig. 5.8(a), juntamente

com a variação temporal do fator de escala, ou seja, ȧ = H(z)/(1 + z) (Fig. 5.8(b)). Na Fig.

5.8(b), o z de transição (desaceleração / aceleração) corresponde ao mínimo da função em zt '
0, 48, o que está de acordo com estimativas recentes desta quantidade [128, 193, 194]. Vale

notar que os valores da constante Hubble e o zt derivado do método NPS são, respectivamente,

∼ 4% maiores e ∼ 29% menores que os valores obtidos com os PGs (Seção 5.4).

Nas Figs. 5.4(a) e 5.4(b), mostramos o parâmetro de densidade de matéria (Eq. (5.20)) obtido

a partir da função suavizada H(z) e de dois priors por Ωm0 fornecido pela colaboração Planck
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Figura 5.8: Reconstrução da expansão cósmica (em km/s/Mpc) via PGs a partir de dados de
cronômetros cósmicos de quasares em altos-z. A linha preta sólida corresponde à
reconstrução via PGs enquanto as regiões sombreadas correspondem ao intervalos
de confiança em 1σ e 2σ. A linha tracejada corresponde à reconstrução utilizando
PGs Os pontos representam os dados observacionais apresentados na Seção 5.3. b)
H(z)/(1 + z) como função de z.
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Figura 5.9: Evolução do parâmetro de densidade de matéria calculado utilizando a reconstru-
ção de H(z) via suavização, mostrada na Fig. 5.8(a), e assumindo as estimativas
atuais de Ωm0 provenientes das colaborações Planck (a) e WMAP (b). As regiões
sombreadas correspondem ao intervalos de confiança em 1σ e 2σ.

[14], Ωm0 = 0.308 ± 0.012 e pela colaboração WMAP-9, Ωm0 = 0.279 ± 0.025 [13]. Utilizando

a função suavizada H(z) e os priors de Ωm0, conforme mencionado na Seção 5.4, calculamos o

contraste de densidade de matéria resolvendo a integral (5.9b). Como foi discutido, a evolução

de δ(z) é totalmente determinada pela expansão cósmica normalizada e pelo conteúdo de matéria

no presente, quando o valor da constante de integração δ′0 é fixado. Seguindo o procedimento

descrito na seção anterior, exploramos diferentes valores para a constante δ′0 e o fixamos quando

alcançamos a evolução esperada do fator de crescimento (g(z) = (1 + z)δ(z) → const) próximo

ao redshift mais alto da nossa amostra, z = 2.34. O fator de crescimento final é muito sensível

ao valor δ′0, portanto, podemos obter uma estimativa precisa dessa constante de integração.
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Figura 5.10: Reconstrução da taxa de crescimento das perturbações de matéria. A linha sólida
corresponde à reconstrução via suavização.(a) Taxa de crescimento obtida assu-
mindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração Planck. (b) Taxa de crescimento
obtida assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração WMAP. A linha tracejada
corresponde à taxa de crescimento calcula utlizando a reconstrução de H(z) via
PGs. Os pontos foram tomados da Tabela II da Ref. [182] e as regiões sombreadas
representam os níveis de confiança da reconstrução em 1σ and 2σ.

.

O g(z) resultante depende do Ωm0 e, consequentemente, o valor δ′0 correto também depende

do conteúdo material. Para o contraste de densidade de matéria calculado com os valores de

Ωm0 - provenientes das colaborações Planck e WMAP-9- estimamos δ′0 = 0.518 ± 0.003 e

δ′0 = 0.488 ± 0.003, respectivamente.
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Figura 5.11: Taxa de variação da amplitude de aglomeração fσ8(z). A linha sólida corresponde
à reconstrução enquanto as regiões sombreadas representam os níveis de confiança
em 1σ e 2σ. Por comparação, apresentamos o valor de fσ8 previsto pelos modelo
ΛCDM (linha tracejada). Taxa de variação da amplitude de aglomeração obtida
assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração Planck (a) e assumindo o valor
de Ωm0 dado pela colaboração WMAP (b). Os dados foram tomados da Tabela I
da Ref. [163].
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Figura 5.12: Índice de crescimento γ(z) das perturbações de matéria. A linha preta sólida cor-
responde ao valor médio da reconstrução, enquanto as regiões sombreadas corres-
pondem ao intervalos de confiança em 1σ e 2σ. (a) Índice de crescimento obtido
assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração Planck. (b) Índice de crescimento
obtido assumindo o valor de Ωm0 dado pela colaboração WMAP.

Na Fig. 5.10, apresentamos a reconstrução resultante da taxa de crescimento, junto com

os dados provenientes da estrutura em grande escala. Para comparar estes resultados com os

apresentados na seção anterior, também traçamos a taxa de crescimento calculada utilizando

a reconstrução de H(z) via PGs (ver a Fig. 5.8(a)). Este resultado mostra claramente a sen-

sibilidade das quantidades perturbativas à taxa de expansão. Neste caso, a principal diferença

entre as reconstruções da expansão de Hubble (via suavização e PGs) é o valor em z = 0.

Note-se que, quando consideramos um modelo cosmológico com expansão cósmica dado por

H(z) = H0E(z), as perturbações de matéria são independentes da constante de Hubble visto que

dependem apenas de H(z)/H0. Porém, no caso de uma reconstrução não paramétrica, o valor

da normalização (H0) afetará a função H(z)/H0 em todo o intervalo de redshift.

O observável fσ8(z) é mostrado na Fig. 5.11. Neste caso, também é necessária a informação

sobre o parâmetro σ8 para determinar a função (Eq. (5.17)) a partir da expansão cósmica

reconstruída. Utilizamos os valores da colaboração Planck e WMAP-9, σ8 = 0.815 ± 0.009

e σ8 = 0.821 ± 0.023, respectivamente. Na Fig. 5.11, também mostramos as medidas de

fσ8(z) compiladas na Ref. [163]. A compatibilidade entre as quantidades reconstruídas via o

conhecimento de H(z) e os dados observacionais demonstra a coerência do modelo cosmológico

padrão, isto é, a validade da hipótese de um universo homogêneo e isotrópico, contendo matéria

e um fluido de EE covariantemente conservados no cenário da TRG (ver Seção 5.1). Conforme

descrevemos, a aplicação do método de suavização ou dos PGs traz resultados compatíveis

com os dados observacionais, portanto, notamos que a coerência dos resultados não depende do

método não paramétrico utilizado para reconstruir a expansão cósmica.

A última quantidade perturbativa definida, γ(z), é calculada com a taxa de crescimento re-

construída (Fig. 5.10) e com o parâmetro de densidade de matéria (Fig. 5.9 ) para ambos os
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Figura 5.13: Resultados do teste nulo Op(z). (a) Evolução de O(z) obtiada assumindo o valor de
Ωm0 e de σ8 da colaboração Planck. (b) TEvolução de O(z) obtiada assumindo o
valor de Ωm0 e de σ8 da colaboração WMAP. As regiões sombreadas denotam os
níveis de confiança de 2σ e 3σ. A linha tracejada denota o valor de Op(z) quando
a TRG é válida.

valores de Ωm0. Em z = 0, encontramos γ0 = 0.56 ± 0.11 (2σ) e γ0 = 0.56 ± 0.13 (2σ) para

os valores de Ωm0 das colaborações Planck e WMAP-9, respectivamente. O que é compatível

com os resultados apresentados na seção anterior. A reconstrução do índice de crescimento é

mostrada na Fig. 5.12.

Finalmente, também aplicamos o método de suavização aos dados de fσ8(z) exibidos, na

Tabela 5.2, para obter a evolução dessa quantidade em uma forma não paramétrica. Com os

observáveis H(z) e fσ8(z) reconstruídos e os valores de fσ8(z) e Ωm0 dos experimentos de RCF,

calculamos o teste nulo perturbativo Op(z), discutido na Seção 5.2. Os resultados são mostrados

na Fig. 5.13. Observamos que a reconstrução não paramétrica da quantidade Op(z) mostra uma

tensão entre a previsão do modelo padrão e os dados num nível de ∼ 3σ para os resultados

obtidos com os priors da colaboração Planck. Como foi apontado na Ref. [163] o valor do

teste Op(z) é muito sensível ao processamento dos dados que, no nosso caso, corresponde à

escala de suavização para realizar a reconstrução. Exploramos diferentes valores de ∆ para

reconstruir o fσ8(z), apesar disso, a tensão em baixos redshifts permanece. Esta tensão entre

os dados da taxa de crescimento e os resultados da colaboração Planck foi apontada nas Refs.

[183, 195]. Por outro lado, a mesma reconstrução realizada com os priors da colaboração

WMAP-9 é consistente com a cosmologia padrão.



6 Reconstrução das Perturbações

Cosmológicas de Matéria em

Teorias de Gravidade Modificada

As inconsistências teóricas no modelo cosmológico padrão (por exemplo, ajuste fino e pro-

blemas de coincidência cósmica [19]) e algumas tensões do ponto de vista observacional (ver

Ref. [20] para uma breve revisão) têm motivado a investigação de diferentes mecanismos para

explicar a aceleração cósmica. Conforme discutido ao longo desta tese, tais mecanismos po-

dem ser divididos em dois tipos: uma abordagem dinâmica em que as equações de campo da

TRG são mantidas, somada a inclusão de um campo no conteúdo material com pressão negativa

que chamamos de energia escura; a outra abordagem consiste na modificação das equações de

campo, é considera uma abordagem geométrica e que chamamos de teoria de gravidade modi-

ficada (GM). Em ambos os casos, a EE ou a GM podem ser descritas pela inclusão de campos

escalares (por exemplo, chameleons [196], symetrons [197], dilatons [198], galileons [199]).

O efeito desses campos é fortemente limitado por experimentos locais, o que implica que eles

são ocultados (screened) em ambientes densos [90, 200]. Conforme discutido, a resposta da

causa da aceleração cósmica não pode ser resolvida simplesmente aumentando a precisão e o

número de dados de observáveis cosmológicos em um nível de background. Por exemplo, to-

dos os campos mencionados (dilatons, chameleons, symetrons, galileons) produzem a mesma

expansão cósmica que o modelo ΛCDM. Porém, o crescimento das quantidades perturbativas

apresenta um comportamento anômalo [90].

Por tal motivo, neste capítulo, estudaremos o comportamento das perturbações de matéria

em teorias de GM aplicando técnicas de reconstrução não paramétricas para extrair informação

dos dados observacionais. Iremos generalizar a solução integral do contraste de densidade de

matéria válido no marco da TRG, apresentado na Ref. [48, 144], para teorias de GM, onde a

matéria decai proporcionalmente a a−3 e o efeito da modificação da gravidade é levado em conta

na constante efetiva de Newton, Ge f f (k, a). Esta solução requer o conhecimento do parâmetro

97
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Hubble, o parâmetro de densidade da matéria na época presente e a forma funcional do efeito

da teoria de GM. Para obter uma reconstrução independente de modelo do parâmetro Hubble,

aplicaremos o método de suavização [57, 59, 60, 61, 62, 102, 104] aos dados de cronômetros

cósmicos na faixa de redshift [0,07, 1,04] [121, 122, 128, 131, 134, 201] e os dados de quasares

em altos-z (z ≈ 2.3 [173]). Por fim, reconstruiremos as perturbações de matéria seguindo

o processo descrito no capítulo anterior para os mesmos valores dos parâmetros da teoria de

GM utilizada na Ref. [90]. Para isso, utilizaremos a reconstrução não paramétrica da taxa de

expansão e a parametrização da GM exibida na Ref. [90, 200]. Essa abordagem nos permitirá

explorar a validade da teoria selecionada utilizando apenas dados de background, comparando

os cálculos puramente teóricos e os obtidos neste trabalho.

6.1 Solução Integral Generalizada

Para estudar o comportamento das perturbações de matéria em teorias de GM em grandes

escalas, consideramos a parametrização {m(a), β(a)} apresentada em [90, 200]. Esses modelos

são definidos pelo efeito sobre a evolução das perturbações da matéria, enquanto a dinâmica do

Universo é a mesma do modelo ΛCDM no nível de background. Nesta abordagem, a gravidade

é modificada em grandes escalas por um campo escalar e permanece inalterada em ambientes

densos.

Na Ref. [90], os autores obtêm as equações que regem a evolução das perturbações da matéria

em um universo homogêneo e isotrópico com os efeitos de uma Screened Modified Gravity

(SMG) . Neste caso, as perturbações escalares podem ser descritas pela métrica

ds2 = −(1 + 2Φ)dt2 + (1 − 2Ψ)a2(t)d~x2 , (6.1)

onde Φ e Ψ são os potenciais escalares no calibre longitudinal. Além disso, assumimos que os

potenciais são proporcionais por uma função que depende da escala e do tempo, Γ(k, a), como:

Φk = Γ(k, a)Ψk. (6.2)

onde o sub-índice k representa a quantidade no espaço de Fourier. Nesse cenário, a equação de

Poisson é modificada pela função paramétrica µ(k, a) como:

k2Φk = −4πµ(k, a)GNρmδk, (6.3)

onde GN , ρm e δk correspondem à constante de Newton, à densidade da matéria no nível de

background e ao contraste de densidade (δ(~x, t) ≡ (ρ(~x, t) − ρ(t))/ρ(t)), respectivamente.

Finalmente, é encontrada a equação diferencial de segunda ordem para as perturbações da
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matéria [90] *

δ′′ +
a′

a
δ′ − 3Ωm(a)

2

(
a′

a

)2

µ(k, a)δ = 0 , (6.4)

ou

δ̈ + 2Hδ̇ − 3Ωm(a)
2

H2µ(k, a)δ = 0 , (6.5)

a linha denota a derivada em relação ao tempo conforme e o ponto refere-se à derivada em

relação ao tempo cósmico. Ωm(a) é o parâmetro de densidade da matéria definido por:

Ωm(a) ≡ Ωm0H2
0

a3H2(a)
. (6.6)

Neste caso, a evolução das estruturas de matéria é totalmente determinada pelas funções H e

µ(k, a) e o valor da densidade da matéria hoje Ωm0. Nessas equações, qualquer efeito da GM é

codificado na função µ(k, a).

Como foi feito no caso da TRG (capítulo anterior), definimos a distância física adimensional

como:

D = H0

∫ t0

t

dt
a(t)

= H0

∫ z

0

dz1

H(z1)
, (6.7)

e reescrevemos as Eqs. (6.4) e (6.5) em termos do redshift e de D como:

d
dD

(
dδ/dD

1 + z(D)

)
=

3
2

Ωm0µ(k, a)δ, (6.8)

onde é assumido que ρm ∝ a−3.

A solução da equação anterior pode ser escrita como uma função integral:

δ(D) = 1 + δ′0

∫ D

0
[1 + z(D1)]dD1 +

3
2

Ωm0 (6.9a)

×
∫ D

0
[1 + z(D1)]

(∫ D1

0
µ(k, a)δ(D2)dD2

)
dD1 ,

δ′(D) = δ′0[1 + z(D)] (6.9b)

+
3
2

Ωm0[1 + z(D)]
∫ D

0
µ(k, a)δ(D1)dD1

que são facilmente calculados se conhecemos o parâmetro de Hubble e µ(k, a(D)).

A forma particular da função µ(k, a) depende dos valores dos parâmetros {m(a), β(a)}. Nesta

parametrização, m(a) representa a massa do campo escalar no nível de background e β(a) repre-

senta a função de acoplamento entre o campo e as partículas de matéria escura fria [90]. Neste

* No resto do texto, ignoramos o sub-índice do espaço de Fourier k
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pesquisa, consideramos a mesma família de parametrização do que as Refs. [90, 200], onde a

GM selecionada é caracterizada por

µ(k, a) =
(1 + 2β(a)2)k2 + m(a)2a2

k2 + m(a)2a2 . (6.10)

Estudamos casos com função de acoplamento constante β = 1/
√

6 e com a massa do campo

dada por:

m(a) = m0a−3(n+2)/2, (6.11)

onde m0 é uma escala livre próxima de 1 Mpc−1 e n > 0. É importante destacar que, para este

valor β, a parametrização (6.10) descreve modelos F(R) [200].

Se identificamos
Ge f f (k, a)

GN
= µ(k, a), (6.12)

a Eq (5.9b) constitui uma generalização da solução para o contraste de densidade mostrado na

Ref. [144] para qualquer teoria de GM que satisfaça a equação diferencial de segunda ordem

[202]

δ̈ + 2Hδ̇ − 4πGe f fρm = 0 , (6.13)

onde Ge f f é a constante efetiva de Newton.

Assim, definimos a taxa de crescimento como:

f (k, z) ≡ d ln δ(k, z)
d ln a

= − (1 + z)H0

H(z)
δ′(k, z)
δ(k, z)

. (6.14)

Esta quantidade tem importância crucial porque é estimada diretamente pelas observações da

estrutura em grande escala do Universo. Partindo do fato da taxa de crescimento constituir

um observável cosmológico, é possível comparar o resultado da equação anterior utilizando

informações de background com o resultado obtido das observações da estrutura em grande es-

cala. Esta comparação nos permite provar as hipóteses da dinâmica de background do Universo

utilizadas para calcular a Eq. (6.4). Tais hipóteses são:

• O princípio cosmológico é válido, portanto, a geometria do Universo no nível de back-

ground é descrita pela métrica FLRW não perturbada. Por exemplo, em geometrias não

homogêneas, as equações são modificadas conforme apresentado nas Refs. [45, 46];

• O TME da matéria é covariantemente conservado. Isso implica que a densidade da ma-

téria decai proporcionalmente a a−3. Nos modelos em que há interação no setor escuro,

a matéria escura não decai na mesma taxa e, no caso geral, a equação diferencial precisa

ser modificada [148, 149, 150, 151, 156, 203];



6.2. RESULTADOS DA RECONSTRUÇÃO DE PERTURBAÇÕES EM SMG 101

• A teoria correta da gravidade é a GM selecionada, caracterizada pela função µ(k, a) no

nível de perturbação (Eq. (6.10)) que se comporta como uma cosmologia ΛCDM no nível

de background. Conforme mencionado acima, podemos generalizar esta condição para

qualquer teoria de GM que satisfaça a Eq. (6.13).

Finalmente, completamos o conjunto de quantidades perturbativas, definindo o índice de

crescimento

γ(k, z) =
ln f (k, z)
ln Ωm(z)

, (6.15)

que é uma excelente ferramenta para caracterizar teorias de GM. Como foi dito, no capítulo

anterior, alguns valores destacáveis do índice de crescimento são: modelo ΛCDM , γ0 = 6/11;

modelos de EE com equação de estado w lentamente variável γ ' 3(w−1)
6w−5 [159, 160] e modelo

DGP, γ0 = 11/16 [160]. Nestes casos, o índice de crescimento é bem descrito por uma função

constante [204]. No entanto, de uma maneira geral, ele pode evoluir com o redshift e para dados

futuros de alta precisão, sua evolução deve ser levada em consideração [47].

6.2 Resultados da Reconstrução de Perturbações em

SMG

Aplicamos o método de suavização apresentado na Seção 3.4.1 e modificado na Seção 4.2.3

aos dados de H(z) descritos na Seção 5.3 obtendo uma função suave para a taxa de expansão

cósmica. Como o método de reconstrução e os dados são independentes do modelo, espera-se

que nossa estimativa do parâmetro Hubble não esteja enviesada por qualquer modelo cosmoló-

gico. Estes resultados podem ser encontrados na Fig. 5.8 da Seção 5.5, onde , por compara-

ção, também mostramos o resultado obtido utilizando o método não-paramétrico PG. Como foi

visto, esta reconstrução apresenta uma fase desacelerada em altos redshifts, o que é esperado

na cosmologia padrão quando a matéria domina a dinâmica do Universo. Enfatizamos que esse

comportamento é exigido por causa das premissas utilizadas para resolver a equação diferencial

do contraste de densidade. Também apresentamos o parâmetro de densidade de matéria (Eq.

(6.6)) utilizando a reconstrução de H(z) e o valor do parâmetro de densidade na época atual da

colaboração WMAP-9 [13] (ver Fig. 5.4(b)).

Dando prosseguimento ao raciocínio, para resolver a Eq. (6.9a) é necessário escolher um

valor para Ωm0 e uma parametrização para a teoria de SMG. Utilizamos a parametrização mos-

trada na Eq. (6.10). Para realizar uma comparação direta de nossos resultados -obtidos a partir

de uma reconstrução não paramétrica do parâmetro Hubble- e a previsão das perturbações de

matéria neste cenário de GM, exploramos os mesmos valores que os utilizados na Ref. [90] para

{(m0, n)} = {(1 Mpc −1, 0), (0,1 Mpc −1, 0), (1 Mpc −1, 1), (0,1 Mpc −1, 1)} e o mesmo valor Ωm0
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Figura 6.1: (a)Taxa de crescimento em escalas menores do que o horizonte de Hubble. As
curvas correspondem à solução da Eq. (6.9a) utilizando o valor de Ωm0 dado pela
colaboração WMAP-9 e os parâmetros {(m0, n)} da SMG (Eq. (6.10)). (b) A mesma
quantidade do painel anterior obtida de maneira analítica na Ref. [90]. m0 é dada
em unidades de Mpc−1.

m0 n γteo
0 γrec

0
1 Mpc−1 1 0.54 0.54 ± 0.06
0.1 Mpc−1 1 0.47 0.46 ± 0.06
1 Mpc−1 0 0.54 0.53 ± 0.06
0.1 Mpc−1 0 0.44 0.44± 0.06

Tabela 6.1: Valor do índice de crescimento calculado via reconstrução das perturbações de ma-
téria e os valores teóricos obtidos em [90].

do WMAP-9 [13]. Com uma teoria da gravidade fixa e uma densidade de matéria hoje, resolve-

mos a Eq. (6.9a) para muitos valores de δ′0 e selecionamos aquele que produz (1 + z)δ ∝ const

no redshift da última observação H(z) (ver Seção. 5.4 para mais detalhes). Esta condição é exi-

gida pela teoria padrão de perturbações cosmológicas em uma época de dominância da matéria

e compatível com a teoria de GM estudada.

Obtivemos a taxa de crescimento para quatro valores dos parâmetros da SMG utilizando os

cálculos do contraste de densidade. Estes resultados são mostrados na Fig. 6.1(a). Encontra-

mos compatibilidade entre os resultados obtidos e os teóricos mostrados na Fig. 6.1(b) [90].

No entanto, reconhecemos uma diferença na intersecção das curvas com (m0, n) = {(1.0), (1.1)

} e seus comportamentos em altos-z. Na Fig. 6.2, traçamos a taxa de crescimento para os parâ-

metros da SMG (m0, n) = (1, 0), (0.1.0) com o respectivo nível de confiança de 1 σ, seguindo a

abordagem proposta neste trabalho. Isto mostra que a informação do parâmetro do Hubble pode

distinguir entre esses dois parâmetros nessa teoria de GM no nível 1σ. A comparação desses

resultados com os dados observacionais da taxa de crescimento pode restringir os parâmetros

da teoria de gravidade considerada ou, de maneira mais geral, outras teorias GM.

Finalmente, calculamos o índice de crescimento (Eq. (6.15)) apresentado na Fig. 6.3. É
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Figura 6.2: a) Taxa de crescimento em escalas menores do que o horizonte de Hubble para
dois pares de parâmetros {(m0, n)}. As linhas contínuas correspondem aos valores
médios da reconstrução enquanto as regiões sombreadas correspondem ao níveis de
confiança de 1σ. m0 é dada em unidades de Mpc−1.

possível observar que o índice de crescimento com os parâmetros (m0, n) = {(1.0), (1.1) } não

evidencia evolução com o redshift (tempo) e, neste caso, f ≈ Ωm(z)γ0 seria uma boa aproxima-

ção da taxa de crescimento. Por outro lado, para os parâmetros da SMG selecionados (m0, n) =

{(0.1, 0), (0.1, 1)}, há evolução do índice de crescimento, o que é compatível com o esperado

em teorias além da TRG [153, 205]. Como apontado na Ref. [206], a derivada do índice de

crescimento pode ser usada para caracterizar teorias de gravidade. Na Tabela 6.1, apresentamos

os valores de γ0 para a abordagem analítica da Ref. [90] e os valores obtidos com os cálculos

das perturbações da densidade de matéria, através da reconstrução não paramétrica da taxa de

expansão.
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Figura 6.3: Índice de crescimento calculado solucionando a Eq. 6.9a para quatro combinações
dos parâmetros m0 and n utilizando o valor de Ωm0 dado pela colaboração WMAP9.
A linha contínua corresponde ao valor médio da reconstrução enquanto a região
sombreada denota os níveis de confiança em 1σ e 2σ.



7 Conclusões

A busca por um mecanismo satisfatório que explique a aceleração cósmica tem motivado o

estudo de um grande número de modelos compatíveis com as observações atuais. Em algu-

mas ocasiões, as conclusões obtidas da análise estatística podem estar enviesadas pelo modelo

proposto para representar os dados. Por esta razão, na área da cosmologia, a implementação

de técnicas que produzam resultados independentes de modelos cosmológicos vem crescendo

continuamente. Nesta tese, temos explorado em detalhes alguns métodos de reconstrução ou

regressão não paramétricos. Tais métodos não modelam os dados assumindo uma forma fun-

cional específica, em vez disso, permitem a obtenção de uma curva que represente os dados

de maneira flexível. Desta forma, evita-se o possível viés introduzido ao assumir um modelo

particular. Os métodos não paramétricos que temos explorado em profundidade são Proces-

sos Gaussianos e Suavização. Podemos ressaltar algumas similaridades globais destes métodos

como: i) não assumem uma forma funcional para modelar um conjunto de dados; ii) assumem

que existe correlação entre as diferentes medidas, limitando, assim, os valores da função que

representa os dados; iii) assumem que a função que descreve os dados é contínua e suave e não

são processos lineares. No entanto, estes dois métodos são independentes e podem produzir

resultados consideravelmente diferentes. Neste trabalho, estudamos duas aplicações da recons-

trução não paramétrica da taxa de expansão do Universo via PGs e Suavização com dados que

também são independentes de modelos cosmológicos. Estas duas aplicações correspondem à

calibração do diagrama de Hubble de SNs Ia e à reconstrução das perturbações cosmológicas

de matéria.

As aplicações derivadas das análises de SNs Ia, onde os parâmetros de ajuste da curva de

luz são normalmente determinados no ajuste global no marco de um modelo cosmológico, são

dependentes do modelo considerado. Com o objetivo de obter uma calibração independente,

aplicamos os dois métodos não paramétricos mencionados a 15 estimativas da taxa de expansão

provenientes de cronômetros cósmicos em z ≤ 1.2. A escolha desta amostra reduzida de dados

de H(z) está baseada no fato que estas medidas são independentes de modelos cosmológicos e de

síntese de populações estelares [107]. Portanto, ao utilizarmos dados e métodos independentes
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de modelos, é esperado que os resultados obtidos desta análise também sejam independentes.

Com a reconstrução do parâmetro de Hubble calculamos a distância de luminosidade, o que

permite calibrar os parâmetros da curva de luz e construir um diagrama de Hubble independente

de modelo para a amostra de supernovas JLA.

Os resultados obtidos sugerem que as incertezas dos parâmetros próprios do ajuste da curva

de luz -obtidos a partir das reconstruções de H(z)- são da mesma ordem de grandeza que os

determinados no ajuste global para o modelo ΛCDM. Portanto, esperamos que o poder restritivo

de uma análise derivada desses diagramas de Hubble calibrados com medidas de H(z) seja

semelhante àquele obtido quando o ajuste global é realizado com um modelo específico, com a

vantagem de ser livre de viés.

Foi mostrado que os diagramas e suas implicações dependiam razoavelmente do método uti-

lizado para reconstruir o parâmetro de Hubble. Especificamente, para a reconstrução via PGs, e

suas implicações, a análise é sensível à função média prior. Ao assumirmos um modelo ΛCDM

espacialmente plano, impomos vínculos no parâmetro de densidade da matéria Ωm0 e na cons-

tante de Hubble utilizando a amostra JLA. Como esperado, estes vínculos nos parâmetros Ωm0

e H0 variam quando são utilizadas diferentes funções prior. No caso conservador em que a fun-

ção média prior é uma constante, mostra-se que a estimativa de H0 é compatível com o derivado

das observações recentes de Planck + WMAP9 + BICEP2 em um nível de confiança de 68.3

%. Por outro lado, quando o método de suavização não paramétrica é aplicado, os resultados

dependem fracamente do modelo fiducial e favorecem consistentemente um valor maior de H0,

o que é compatível com o média local recente da taxa de expansão proveniente de observa-

ções de variáveis cefeidas. É importante notar que ao contrário dos resultados da reconstrução

de H(z) via PGs, a taxa de expansão obtida a partir do método de suavização comporta-se de

forma semelhante ao previsto pelo modelo ΛCDM, com uma transição entre a fase desacelerada

e acelerada do Universo acontecendo em torno de z ' 0.6 (Fig. 4.2(b)). Portanto, tomando a

evolução prevista pelo modelo cosmológico padrão como uma boa descrição para a evolução

tardia do Universo, os resultados obtidos com o método de suavização nesta análise são mais

consistentse do que aqueles derivados com o método de PGs.

Por outro lado, também utilizamos a função suave de H(z) obtida a partir destes métodos não

paramétricos para reconstruir as perturbações cosmológicas de matéria no regime linear dentro

do horizonte de Hubble. Entretanto, para calcular estas perturbações é necessária informação

do parâmetro de Hubble em altos redshift quando a matéria dominava a dinâmica do Universo.

Por este motivo, acrescentamos à nossa amostra de cronômetros cósmicos as estimativas de

H(z) provenientes de dados de quasares em altos redshifts. O contraste de densidade e demais

quantidades perturbativas são obtidas univocamente solucionando a Eq. (5.4) a partir da infor-

mação de H(z) reconstruído e do valor de Ωm0 proveniente das colaborações Planck e WMAP9.

Esta equação é obtida sob as hipóteses de um universo homogêneo, isotrópico e espacialmente

plano onde a gravidade é corretamente descrita pela TRG (ver Seção 5.1). Encontramos que

as quantidades perturbativas calculadas via a reconstrução de H(z) (com ambos os métodos) e,



107

em particular, a taxa de crescimento f (z) e a taxa de aglomeração fσ8(z) são consistentes com

as estimativas observacionais destas quantidades provenientes do mapeamento da estrutura em

grande escala do Universo, o que não evidencia desvios da cosmologia padrão. Também mos-

tramos a influência que tem o parâmetro de densidade da matéria nestas reconstruções e a pos-

sibilidade de se obter resultados anômalos quando o valor deste parâmetro ultrapassa os limites

estabelecidos pelas análises das flutuações de temperatura da RCF.

A consistência da cosmologia padrão também é confirmada calculando o teste Op(z) através

da suavização de H(z) e fσ8(z) e assumindo os valores de σ8 e Ωm0 da colaboração WMAP-9.

No entanto, o resultado não é o mesmo quando calculamos o teste nulo perturbativo assumindo

os valores correspondentes da colaboração Planck. Nesse caso, encontramos uma violação do

teste nulo num nível de ∼ 3σ, o que não é evidente nas Figs. 5.10(a) e 5.11(a), mostrando a alta

sensibilidade do teste Op(z) quando comparado com as quantidades perturbativas usuais. Essa

tensão merece investigação adicional e parece estar de acordo com os resultados discutidos na

Ref. [183], onde uma discrepância 3σ foi relatada utilizando uma abordagem diferente. A

última quantidade analisada no marco da TRG é o índice de crescimento. Nesta tese, o vínculo

obtido é γ0 = 0.56 ± 0.06, sendo aproximadamente igual para os dois valores de Ωm0 (Planck

e WMAP9) independente do método não paramétrico utilizado para realizar a reconstrução.

Este vínculo de γ0 é uma estimativa mais precisa do que as encontradas na literatura [207].

Ressaltamos que este valor é compatível com o valor esperado no modelo ΛCDM onde γ '
0.545 e com a sua primeira derivada γ′0 ' −0.015 [153]. Visto que os PGs e a suavização

são métodos de reconstrução independentes que podem produzir resultados distintos para os

mesmos conjuntos de dados, o fato de que a estimativa do índice de crescimento obtida com os

dois métodos seja compatível mostra a robustez de ambas as análises.

Finalmente, generalizamos a solução do contraste de densidade dada na Eq. (5.4) e proposta

nas Refs. [48, 144]. Esta generalização é valida para qualquer teoria de gravidade que satisfaz

a Eq. (6.13) e que apresenta no passado uma fase dominada pela matéria. Com esta expressão

generalizada, calculamos as perturbações de matéria assumindo o valor Ωm0 e a parametrização

de uma SMG µ(k, a) proposta na Ref. [90, 200]. Os resultados da taxa de crescimento mos-

trados nesta tese são compatíveis com os cálculos teóricos [90], o que evidencia a validade da

expressão generalizada. Como mostrado na figura 6.2, analisando a taxa de crescimento, os

diferentes valores dos parâmetros de µ(k, a) podem ser distinguidos pelos dados de H(z) num

nível de confiança de 1σ. Por tal motivo, é esperado que comparando as reconstruções das per-

turbações de matéria com as futuras estimativas da taxa de crescimento dependentes da escala,

seremos capazes de testar a validade das hipóteses fundamentais envolvidas na análise (seção

6.1). Calculamos o índice de crescimento (apresentado na Fig. 6.3), encontrando que, para os

casos (m0, n) = {(1, 0), (1, 1) }, o índice de crescimento é degenerado e pode ser bem descrito

por um índice de crescimento constante. Os outros dois casos considerados são caracterizados

univocamente e revelam uma possível evolução de γ(z). Os valores calculados do índice de

crescimento na presente época são compatíveis com os teóricos (ver Tabela. 6.1). Por compara-
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ção, calculamos o índice de crescimento utilizando a reconstrução não paramétrica de H(z) via

PGs e encontramos que as diferenças nos valores de γ0 não são superiores a 5 %. Isso expõe a

robustez dos métodos aplicados.

Temos mostrado que a reconstrução das perturbações de matéria a partir de dados de back-

ground é competitiva em ordem de grandeza. Com a metodologia apresentada, podemos testar

a compatibilidade do paradigma cosmológico atual ao compararmos estas reconstruções com

os dados provenientes do mapeamento da estrutura em grande escala do Universo. Com da-

dos futuros que levem em conta não linearidades e sua dependência com a escala, poderá se

testar a validade de teorias de gravidade alternativas à relatividade geral. Portanto, o presente

estudo apresenta uma maneira promissora de integrar dados provenientes de diferentes tipos de

observações para revelar se a natureza da aceleração cósmica é geométrica ou dinâmica.
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