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A meu pai, José€,

a forga presente na auséncia,
a luz que iluminou meu caminho até aqui.
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“What is a scientist after all? It is a curious man looking through a keyhole, the keyhole of
nature, trying to know what’s going on.”

- Jacques Cousteau

“There are more things between heaven and earth, Horatio, than are dreamt of in your
philosophy.”
- William Shakespeare
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Resumo

Entender a origem da expansio acelerada atual € um dos maiores desafios da cosmologia
neste momento. No contexto do modelo cosmoldgico padrdo, essa aceleracdo € atribuida a
energia escura através de um termo de constante cosmoldgica A. Todavia, desconhecer a na-
tureza dessa componente, assim como a existéncia de outros problemas em aberto no modelo
padrdo, desencadeou o interesse por cendrios alternativos para explicar 0 mecanismo por tras
da aceleracdo cosmica. Neste sentido, t€ém-se utilizado diferentes extensdes da Teoria da Rela-
tividade Geral, como a introduc¢do de campos ou dimensdes extras ou ainda generaliza¢des do
escalar de Ricci, R, presente na Lagrangiana de Einstein-Hilbert, por uma funcao geral f(R).
As teorias f(R) constituem uma das principais extensoes da Relatividade Geral, mas € comum
encontrarmos fungdes mais gerais de outras quantidades escalares como, por exemplo, o inva-
riante de curvatura de Gauss-Bonnet, G, construido a partir dos tensores de Riemann e Ricci.
Todas essas modificacdes apresentam uma caracteristica em comum de explicar a expansao
acelerada sem recorrer a introdu¢do de uma componente exotica de energia.

Nesta tese, analisamos a viabilidade dinAmica e observacional de teorias de gravidade f(R, G).
Inicialmente, aplicamos a abordagem de sistemas dindmicos a uma classe de teorias do tipo
f(R,3) = aR"G'™" para estudar sua dindmica cosmolégica. A partir da anélise de estabilidade
dos pontos fixos, que sdo solugdes de um sistema de equagdes diferenciais representando a dina-
mica de evolucao do Universo, mostramos que esta classe de modelos ndo consegue reproduzir
a sequéncia padrdo de eras cosmoldgicas por nao possuir uma era dominada pela matéria.

Posteriormente, examinamos as predi¢des tedricas e observacionais da classe de modelos
f(R,3) = aR"G'™ considerando solucdes do tipo lei de poténcia. Para tal, comparamos as
predi¢cdes tedricas com as observacdes cosmoldgicas mais recentes, incluindo dados da RCF,
de SNe Ia, medidas locais do parametro de Hubble e dados da estrutura em grande escala
do Universo. Isto foi feito empregando uma andlise MCMC afim de vincular os parametros
cosmoldgicos associados ao modelo, o que resultou em solucdes de aceleracao vidveis a partir
de termos geométricos, que descrevem os dados observacionais sem incluir energia escura.

Todavia, a andlise estatistica mostrou um forte suporte ao modelo de referéncia (ACDM), tal
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que podemos descartar este modelo como um modelo cosmolégico vidvel.

Por fim, motivados por resultados recentes que mostram o cendrio inflacionério de Staro-
binsky - f(R) = R + aR? - como o melhor ajuste aos dados atuais da RCF, exploramos uma ex-
tensdo deste modelo, baseada na equivaléncia entre as teorias f(R) e as teorias escalar-tensoriais.
Discutimos a dinamica inflaciondria do modelo estendido, assim como investigamos seus as-
pectos tedricos e predi¢cdes observacionais. Neste caso, os resultados obtidos ndo sdao muito
restritivos, pois as predi¢des sao muito similares aquelas do modelo ACDM (dentro da regido
de 95% de confianga). Concluimos, portanto, que € necessaria uma analise complementar con-

siderando todo o espago de parametros e utilizando um conjunto maior de dados observacionais.

Palavras chaves: Cosmologia; aceleracdo césmica; gravidade modificada; sistemas dinami-

cos; inflagao primordial.

Xii



Modified Gravity and Cosmology
Simony Santos da Costa

Submitted to the Observatorio Nacional of Rio de Janeiro on
March 12th 2019, in partial fulfillment of the requirements
for the Ph.D degree in Astronomy.

Abstract

Understanding the origin of the current cosmic acceleration is one of the biggest challenges
in cosmology nowadays. In the context of the standard cosmological model, this acceleration
is assigned to a dark energy through the cosmological constant term A. However, the fact that
we do not know the nature of this component, as well as other open issues in the standard
model, motivated the interest for alternative scenarios to explain the physics behind the cosmic
acceleration. In this sense, it has been proposed several extensions of the General Relativity
Theory, such as the introduction of extra fields or extra dimensions or even generalizations of
the Ricci scalar, R, in the Einstein-Hilbert Lagrangian, by a general function f(R). f(R) theories
constitute one of the main extensions of General Relativity, but it is also common to find more
general functions involving other scalar quantities like the Gauss-Bonnet invariant curvature,
@G, built from the Riemann and Ricci tensors. All of these modifications exhibit the common
feature of explaining the accelerated expansion without the introduction of an exotic energy
component.

In this thesis, we analyzed the dynamical and observational viability of f(R, G) gravity the-
ories. First, we perform a dynamical systems analysis for a class of models of type f(R,G) =
aR"G'™" in order to study its cosmological dynamics. From the stability analysis of the fixed
points, which are solutions of a system of differential equations representing the dynamical evo-
lution of the Universe, we have shown that this class of theories can not reproduce the sequence
of cosmological eras since it does not show a matter dominated epoch.

Then, we examined the theoretical predictions of the class of models f(R,G) = aR'G'™
considering power-law solutions. For that, we compared the theoretical predictions with the
recent cosmological observations, including CMB data, SNe Ia data, local measures of the
Hubble parameter and large scale structure data. This was done by employing a MCMC analysis
in order to constrain the cosmological parameters of the model, which results in new viable
accelerated solutions from geometrical terms, that describes well the observational data without
consider dark energy. However, the statistical analysis showed strong support in favor of the

reference model (ACDM), such that we can discard this model as a cosmologically viable one.
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Finally, motivated by the recent results showing that the Starobinsky inflationary scenario -
f(R) = R + aR® - is the best fit model to the current CMB data, we explore an extension of
this model, based on the equivalence between the f(R) theories and scalar-tensor theories. We
discussed the inflationary dynamics of the extended model as well as investigated its theoretical
aspects and observational predictions. In this case, the constraints derived are not restrictive
because the predictions are very close to that from the ACDM model (inside the 95% confi-
dence region). Therefore, we conclude that it is necessary to perform a complementary analysis

considering all the parameter space and using a largest set of observational data.

Keywords: cosmology; cosmic acceleration; modified gravity; dynamical systems; primor-

dial inflation.
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1 Introducao

Na busca por uma melhor compreensiao dos fendmenos cotidianos, a gravidade foi a primeira
dentre as quatro interagdes fundamentais da natureza a ser posta sob investigagdes experimen-
tais. Por volta do século X VI, Galileo Galilei utilizou péndulos e planos inclinados para estudar
os efeitos da gravidade terrestre. Somente um século depois, Isaac Newton desenvolveu uma
teoria unindo a descricdo dos fendmenos gravitacionais terrestres e celestes na Teoria da Gra-
vitacdo Universal, através da conhecida “lei do inverso do quadrado da distancia” (para uma
revisdo histdrica veja as referéncias Drake et al., 1957; Drake, 1973, 2003; Shea and Artigas,
2003; Daxecker, 2004; Gleick and Alexanderson, 2005; Westfall and Devons, 1981). O trabalho
de Newton € baseado em duas ideias principais: o espaco e o tempo sdo quantidades absolu-
tas e separadas e o principio da equivaléncia fraco, que estabelece a igualdade entre as massas
inerciais e gravitacionais. Naquela época, esta teoria dava conta de explicar todos os aspectos
gravitacionais conhecidos até entdo e permaneceu assim até os primeiros problemas comegarem
a surgir. Durante o século XIX, medidas da precessao do periélio de Mércurio feitas por Urbain
Le Verrier e Simon Newcomb colocaram em cheque a teoria da gravitacio Newtoniana (Adams,
1846; Newcomb, 1895).

Em 1905 Albert Einstein completou a Teoria da Relatividade Especial (TRE), baseado em
dois postulados: o principio da relatividade, que estabelece que as leis da Fisica sdo as mesmas
em todos os referenciais inerciais e a constancia da velocidade da luz. De maneira geral, a TRE
estende a mecanica newtoniana e o conceito de referencial absoluto deixa de existir, adquirindo
o cardter relativo. Todavia, a TRE concilia apenas 6ptica e mecanica; a gravidade sé foi in-
corporada dez anos depois, quando Einstein incluiu os referenciais nio-inerciais e postulou a
Teoria da Relatividade Geral (TRG) (Einstein et al., 1916). A questao do periélio de Merctrio
foi prontamente resolvida e novas previsdes foram feitas como, por exemplo, o valor do dngulo
de deflex@o gravitacional da luz ao passar pela vizinhanga do Sol, verificado durante o eclipse
solar de 1919 em Sobral (Dodwell and Davidson, 1924). Outra modificacdo que a TRG trouxe
¢ a interpretacdo da gravidade como uma propriedade geométrica e ndo mais como uma intera-

cdo a distancia. De fato, na TRG, a geometria do espago-tempo € modificada pela distribui¢ao



de matéria e energia nele presente. O passar dos anos apenas fortaleceu a TRG e colocou a
gravitacdo Newtoniana como um caso limite para baixas velocidades e campos gravitacionais
fracos. Hoje, pouco mais de 100 anos apds a dedugdo das equacdes de campo de Einstein, a
TRG continua sendo confirmada. A ultima confirmacio se deu com a detec¢do de ondas gravi-
tacionais a partir de um evento de colisdo de buracos negros (Abbott and et al., 2016), reportado
pelas colaboragdes LIGO* e VIRGO' e que recebeu o prémio Nobel de Fisica em 2017. Fica
claro, portanto, que teorias possuem limitagdes e 0s avancos tecnoldgicos e observacionais tor-
nam possivel o desenvolvimento de teorias novas e mais completas. Note, por exemplo, que a
mecanica newtoniana nao deixou de ser vélida enquanto teoria da gravitacdo, apenas tornou-se
um caso limite da TRG, assim como o ¢ a TRE.

A TRG ¢ a teoria do campo gravitacional mais bem consolidada que possuimos. Se con-
siderarmos um espago-tempo homogéneo e isotropico, as equacdes de campo de Einstein dao
origem as equacdes de Friedmann, que fornecem uma boa descri¢do da dinamica da evolugao
do universo. O Modelo Cosmolégico Padrao (MCP), que recebe esse nome por ser o modelo
cosmolégico mais aceito atualmente, estd fundamentado sobre a TRG juntamente com o Prin-
cipio Cosmolégico*. Neste cendrio, a evolugdo do Universo é caracterizada por uma época
no universo primordial dominada pela radiacao seguida por uma era da matéria, que estdo em
acordo com as observacdes cosmoldgicas disponiveis (Peebles and Ratra, 2003; Mukhanov,
2005; Weinberg, 2008).

Todavia, nos ultimos 40 anos, o desenvolvimento da cosmologia observacional tem nos mos-
trado que o universo passou por duas fases de aceleracdo césmica. A primeira € a que denotamos
por inflacdo primordial, que consiste em um periodo de expansdo quase exponencial anterior
a era da radiacdo. A segunda corresponde ao periodo de aceleracao atual e que comecou logo
apos a era da matéria. Nesta ultima fase, a origem da expansdo acelerada € atribuida a uma
componente exética de energia, denominada Energia Escura e que € representada, no contexto
do MCP, por um termo de constante cosmoldgica (A), a qual tem sido confirmada por diferentes
observagdes (Krauss and Turner, 1995; Riess et al., 1998; Alcaniz and Lima, 1999; Perlmutter
et al., 1999; Tegmark and et al., 2004, 2006; Eisenstein and et al., 2005; Nichol et al., 2007;
Spergel et al., 2003, 2007; Komatsu et al., 2009). A constante cosmoldgica A corresponde a
aproximadamente 70% do contetido energético do universo atual. Esse fluido tem a propriedade
peculiar de possuir pressdo negativa, ou seja, px = —pa, onde p, € pp correspondem a pressao
isto é pp ~ 1074GeV*

¢ discrepante em 120 ordens de grandeza do valor predito pela Teoria Quantica de Campos

e densidade, respectivamente. Contudo, o valor observado de p, = ﬁ,

Do inglés, Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory. Este observatdrio estd situado nos Estados
Unidos e conta com a participacdo de 900 cientistas de 40 institui¢des em todo o mundo, com o objetivo
principal de observar ondas gravitacionais de origem cdsmica.

Faz parte de uma colaboracao cientifica entre 6 paises europeus que tem como objetivo detectar ondas gravi-
tacionais.

i O Principio Cosmolégico sustenta o argumento de que ndo hé local nem dire¢do privilegiada na estrutura
em grande escala do Universo. Em outras palavras, ele estabelece a homogeneidade e isotropia espaciais em
grandes escalas.



(TQC) (Weinberg, 1989). O fato de desconhecermos a natureza dessa componente exdtica
constitui um dos principais problemas da fisica tedrica atualmente.

Apesar de ser o modelo mais simples e satisfatério para a cosmologia, existem alguns pro-
blemas que o MCP nio € capaz de explicar, como a natureza da componente exdtica de energia
escura, citada anteriormente, € outros problemas relacionados as condi¢gdes iniciais como, por
exemplo, a dificuldade de explicar porque a curvatura espacial € tdo pequena hoje. Reescre-
vendo a equagdo de Friedmann em termos de um parametro de densidade (Q2) (veja Eq. 17 da
referéncia Copeland, 2004), chega-se a conclusdo de que no inicio da evolu¢do do Universo,
o termo Q7 — 1 (sendo Q7 o parametro de densidade total) deveria ser muito préximo de zero
e, portanto, precisariamos de condi¢des iniciais finamente ajustadas que conduzissem ao valor
tao pequeno observado hoje (Mukhanov, 2005; Weinberg, 2008). Por outro lado, a escala do
horizonte na superficie de ultimo espalhamento corresponde a 1° no céu, tal que, acima desta
escala deveriamos observar uma distribuicdo de temperatura nao isotrépica. Todavia, as obser-
vacoes das flutuagdes de temperatura da Radiacdo Césmica de Fundo (RCF) nos indicam um
grau elevado de isotropia. A explicacdo de maior sucesso para estes e outros problemas é o
cendrio inflaciondrio (Guth, 1981; Linde, 1982; Albrecht and Steinhardt, 1982). Com relagdo
ao problema do horizonte, esse periodo de expansdo quase exponencial garante que o horizonte
na superficie de ultimo espalhamento cubra toda a regido celeste hoje, assegurando que as flu-
tuacoes de temperatura da RCF estiveram em contato causal no universo jovem. Na conjuntura
atual, a maioria dos modelos inflaciondrios descrevem a inflagdo através de um campo escalar,
¢, que estd sujeito a um potencial, V(¢), com a propriedade de que o campo escalar rola len-
tamente partindo do topo do potencial até atingir o seu minimo no fim da inflagdo. Esse tipo
de comportamento é conhecido como slow-roll. Todavia, o primeiro modelo inflaciondrio foi
apresentado por Starobinsky (1980) com a introdu¢do de um termo quadratico do escalar de
Ricci, R?, dominando a densidade Lagrangiana no Universo primordial, sendo este um dos mo-
delos que apresenta melhor acordo com as observagdes astrondmicas atualmente (Martin et al.,
2014b; Akrami et al., 2018).

Recentemente, tem crescido o interesse por alternativas ao MCP que permitam explicar os
dois periodos de aceleragdo cdsmica sem recorrer a alguma componente exdtica de energia ou
campos escalares de origem desconhecida. Um dos caminhos possiveis sdo modificacdes na
TRG. Vale salientar que as teorias de gravidade modificada tem sido objeto de estudo hd um
longo tempo, mas o interesse em explicar a aceleracdo cosmica nesse cendrio € relativamente
recente(Capozziello, 2002a). A quantidade de propostas de modificacdo da TRG € enorme.
Encontramos na literatura modelos com campos extras, como a teoria de Brans-Dicke (Brans
and Dicke, 1961a), em que um campo gravitacional € descrito pelo tensor métrico, g, € por um
campo escalar, ¢; modelos de dimensdes extras como o de Kaluza-Klein (Kaluza, 1921; Klein,
1926a,b), cujo objetivo é descrever a gravidade em 5 dimensdes, sendo uma delas espacialmente
pequena e compactificada, dentre outros (veja Clifton et al., 2012, para uma revisao recente).

As teorias f(R), uma das principais extensdes da TRG, sdo caracterizadas pela generalizacao



da Lagrangiana na acdo de Einstein-Hilbert (Capozziello, 2002a)

1
Sey = Zfd“x\/gR, (1.1)

por uma fun¢ao mais geral do escalar de Ricci R,

|
Sy= ﬂfd“m@f(R), (1.2)

onde k = 871G, G € a constante gravitacional de Newton e g € o determinante do tensor mé-
trico, considerando unidades em que ¢ = 1°. Além do escalar de Ricci, é possivel construir
teorias que sejam funcdes gerais de quantidades escalares construidas a partir dos tensores de
Ricci, Ry, € Riemann, R,,,, tais como R,,R* e R,,,-R"*7. O invariante de curvatura de
Gauss-Bonnet G = R* — 4R,3R% + R,5,sR™", por exemplo, quando considerado na densidade
Lagrangiana em uma func¢do do tipo f(G), permite construir modelos vidveis que sdo consis-
tentes com a evolugdo de background e com restricdes na gravidade local (Nojiri and Odintsov,
2005¢; De Felice and Tsujikawa, 2009b,c). Outro ponto importante é que tanto a aceleracdo
inicial quanto a tardia podem ser explicadas por meio de termos de curvatura de alta ordem
na agdo gravitacional (Capozziello and De Laurentis, 2011a; Nojiri and Odintsov, 2011, 2007;
Capozziello and Francaviglia, 2008a; Capozziello et al., 2009; De la Cruz-Dombriz and Séez-
Gomez, 2012; Lobo, 2008; Faraoni and Capozziello, 2011a). Em particular, quando ambos R e
G estdo presentes na agdo, se exaurem todos os possiveis graus de liberdade de curvatura neces-
sarios para se estender a Relatividade Geral. Além disso, a presenga do invariante topolégico
de Gauss-Bonnet pode resolver alguns problemas associados com a gravidade f(R) (veja, por
exemplo, Nojiri and Odintsov, 2005a; De Felice and Suyama, 2009a; De Felice et al., 2011;
Capozziello et al., 2014a; De Laurentis and Lopez-Revelles, 2014b; De Laurentis, 2015a, para
uma discussdo detalhada).

Neste ponto, nos deparamos com uma situac@o similar a que a teoria Newtoniana enfrentou
quando seus problemas foram resolvidos a partir do desenvolvimento da TRG. Em principio,
o ideal seria obter um modelo cosmoldgico que estivesse em concordincia com os resultados
observacionais e trouxesse o minimo de alteracdes no MCP, uma vez que, dependendo da altera-
¢a0 necessaria, poderiamos ter mudancas substanciais na fisica em seu nivel mais fundamental
como, por exemplo, na fisica de particulas. O que resta € investigar as predi¢des tedricas dos
modelos de gravidade modificada e confronté-las com os dados observacionais afim de verificar
sua viabilidade observacional.

Nesta tese, analisaremos a viabilidade de teorias de gravidade f(R, &) no contexto cosmo-
l6gico. Investigaremos a viabilidade dindmica e observacional de uma classe de modelos do
tipo f(R,G) = aR"G'™ com solugdes do tipo lei de poténcia. Com relagdo a abordagem de

sistemas dinamicos, a metodologia para estudar a dindmica cosmoldgica consistird em defi-

¥ A menos que explicitamente especificado, utilizaremos unidades em que ¢ = 1.



nir um conjunto de varidveis adimensionais, tal que a evolu¢do dessas varidveis constitui um
sistema de equagdes para o qual as solucdes representam regimes assint6ticos na evolugdo do
Universo. Além disso, iremos comparar este modelo as observacdes cosmoldgicas mais recen-
tes, incluindo dados de supernovas do tipo Ia (SNe Ia), medidas locais do pardmetro de Hubble
e dados da estrutura em grande escala do Universo. Examinaremos suas predi¢des tedricas e
realizaremos uma andlise de cadeias de Markov Monte Carlo (MCMCY) afim de vincular os
parametros cosmoldgicos associados ao modelo. Os resultados baseados na andlise de sistemas
dindmicos apontam que esta classe de modelos ndo consegue reproduzir a sequéncia padrdao
de eras cosmoldgicas por ndo possuir uma era dominada pela matéria. Por outro lado, quando
consideramos esta classe de modelos com solugdes do tipo lei de poténcia, obtemos solucdes
de aceleracdo vidveis obtidas a partir de termos geométricos que conseguem descrever os dados
observacionais recentes sem contribui¢des adicionais de energia escura. Além disto, explorare-
mos as condicdes de viabilidade de uma generalizacdo do modelo inflaciondrio de Starobinsky,
baseados na equivaléncia entre as teorias f(R) e as teorias escalar-tensoriais.

A organizacdo geral deste trabalho se dard da seguinte forma: no capitulo 2 apresentaremos
uma revisao sobre teorias de gravidade modificada, onde discutiremos as principais motivacoes
para estender a TRG. Abordaremos algumas das teorias alternativas a TRG e apresentaremos
restri¢des sobre estes modelos advindas das observacdes recentes das ondas gravitacionais. No
capitulo 3 exploraremos a abordagem de sistemas dindmicos, mostrando algumas defini¢des
basicas e empregando-as no contexto de teorias de gravidade modificada do tipo f(R) e f(G).
A contribui¢do original desta tese encontra-se nos capitulos 4, 5 e 6 e no apéndice A. No ca-
pitulo 4, aplicaremos e discutiremos a abordagem de sistemas dindmicos aplicada a classe de
modelos f(R,G) = aR"G'™ (Santos Da Costa et al., 2018). Averiguaremos sua viabilidade
observacional a luz dos dados mais recentes da RCF, SNe Ia e da estrutura em grande escala
do Universo (Benetti et al., 2018), no capitulo 5. No capitulo 6, analisaremos uma extensao do
potencial inflaciondrio de Starobinsky e discutiremos suas consequéncias tedricas (Santos da
Costa et al., prep). As conclusdes deste trabalho sdo apresentadas no capitulo 7. Finalmente,
nos apéndices A e B, apresentaremos, respectivamente, os resultados de uma andlise de com-
paracdo Bayesiana para parametrizacdes do espectro de poténcia primordial (Santos da Costa

et al., 2018) e a lista de publicac¢des durante o periodo de doutorado.

1 Do inglés Monte Carlo Markov Chain






2 Teorias de Gravidade Modificada

Neste capitulo, daremos ao leitor uma nocdo geral da novidade conceitual que sdo as teorias
de gravidade modificadas, assim como discutiremos suas caracteristicas qualitativas em com-
paracdo com a TRG. Além disso, veremos a motivacao e o desenvolvimento histérico da fisica
tedrica num passado recente que estimulou a busca por uma teoria da gravidade além da de

Einstein.

2.1. Por que modificar a gravidade?

A TRG € uma teoria bem consolidada, uma vez que ela descreve o espago, o tempo, a gravidade
e a matéria num nivel macroscopico de maneira consistente com as observacoes € experimen-
tos (Dodwell and Davidson, 1924; Abbott and et al., 2016). A partir da formulagdao da TRG,
surge um novo conceito de universo, que pode ser considerado como um sistema dindmico
suscetivel a uma modelagem matemadtica e que possui quantidades mensuraveis.

Em sua teoria, Einstein postulou que as forg¢as gravitacionais sdo descritas através da cur-
vatura de um tensor métrico g,,, relacionado ao elemento de linha ds* = gudx'dx” de um
espaco-tempo quadridimensional. Nesse cendrio, a curvatura do espago-tempo € determinada
pela distribuicdo de matéria (descrita pelo tensor energia-momento T/(jf)). Dada a métrica g, a
curvatura € dada pelo tensor de Riemann

4
- rﬁ#,a

oa’

Rip = Topp

+ Topl e, = gl 2.1
onde a virgula denota derivada parcial. A contra¢do do tensor de Riemann,
Roy = Rop,”, (2.2)

€ o tensor de Ricci, assim como a contracdo do tensor de Ricci,

R = Rﬁ =g" Ry, (2.3)
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€ o escalar de curvatura (ou escalar de Ricci).
Einstein assumiu a matéria como sendo um fluido perfeito descrito pelo tensor energia-

momento
T = (P + puyit, + Py, (2.4)

com u, sendo a quadrivelocidade do fluido de particulas e P e p a pressdo e densidade de energia

do fluido, respectivamente. A equagdo de continuidade requer a seguinte lei de conservagao
vIT = 0, (2.5)

onde v, é a derivada covariante.
Ap6s algumas tentativas, Einstein e Hilbert concluiram, de maneira independente, que as

equagdes de campo deveriam ser escritas da seguinte forma:

1
Gy =Ry — EgﬂvR = KTS:}), (2.6)

onde k = 871G (em unidades de ¢ = 1).

A TRG estd baseada em trés principios:

1. O Principio da Relatividade: todos os observadores sdo igualmente véalidos para descrever

as leis da fisica;

2. O Principio da Equivaléncia: relacionado ao fato de que os efeitos da aceleracdo sdo

localmente indistinguiveis dos efeitos gravitacionais;

3. O Principio da Covariancia Geral: exige que as equacdes de campo sejam equacgdes tenso-
riais covariantes que possuem a mesma forma independente do sistema de coordenadas,
o que implica que todos os sistemas de coordenadas sdo equivalentes para descrever a

fisica.

Como mencionado anteriormente, o MCP concorda bem com as observacdes cosmoldgicas
disponiveis atualmente. Todavia, também existem deficiéncias neste modelo e elas sdo os moti-
vos pelos quais tem-se questionado se a TRG é, de fato, a melhor teoria de campo gravitacional.
Esse questionamento emerge do estudo da Cosmologia e da Teoria Quantica de Campos, no sen-
tido de que a TRG ndo funciona como uma teoria fundamental quando uma descri¢do quéntica
do espago-tempo e da gravidade € requerida. Esta foi a primeira razio pela qual foram desen-
volvidos modelos de gravidade estendida, como uma tentativa de formular, a0 menos no nivel
semi-classico, modelos de gravidade quantica (Faraoni and Capozziello, 201 1b).

Em razdo das observacdes astrofisicas recentes, principalmente aquelas relacionadas com
a aceleracdo cdésmica atual, e de investigacdes cosmoldgicas, como as citadas no pardgrafo

anterior, é razoavel colocar em divida o papel desempenhado pelas equacdes de Einstein no
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nivel do sistema solar, galatico, extragaldtico e em escalas cosmoldgicas, a menos que se esteja
disposto a mudar o lado direito das equacdes de campo,* incluindo formas de energia exdticas
na composicdo do universo, como a energia € matéria escuras.

Nesse sentido, as teorias de gravidade modificada (ou estendidas) sdo baseadas em corre-
coes ou ampliagdes da TRG. Elas consistem, basicamente, em adicionar termos invariantes de
curvatura de altas ordens ou campos escalares acoplados minimamente (ou nao) na dindmica
emergente de alguma acdo gravitacional efetiva. De maneira geral, podemos elencar em trés as
motivagdes para estender a teoria da Relatividade Geral: (1) caminhar na dire¢do de uma teoria
de gravitacdo quantica, (i) descrever o periodo de aceleracdo césmica e (iii) permitir acopla-
mentos nao-minimos com um campo escalar ou teorias com invariantes de curvatura de altas
ordens. Esta tltima nao serd discutida aqui, mas indicamos ao leitor a referéncia Faraoni and

Capozziello (2011b) para uma discussdo detalhada.

Motivacio quantica

Um dos principais desafios da fisica teérica moderna € construir uma teoria que descreva as
interacdes fundamentais da natureza com seus diferentes aspectos a partir de uma mesma cons-
trucdo tedrica. Isso se daria em termos da riqueza conceitual da teoria quantica, que ja consegue
unificar as interacdes forte, fraca e eletromagnética (Glashow, 1961; Weinberg, 1967; Salam,
1968; Georgi and Glashow, 1974; Buras et al., 1978) e rendeu o Prémio Nobel de Fisica em
1979 a Sheldon Lee Glashow, Abdus Salam e Steven Weinberg. No entanto, uma teoria de
gravidade quantica consistente (unitdria e renormalizavel) ainda ndo existe. O que existem sao
caminhos que estdo sendo tomados na dire¢do de construir esta teoria. As duas abordagens
principais usadas no programa de quantizacao gravitacional sdo o tratamento candnico e o co-
variante’, porém nenhuma das duas conseguiu produzir ainda uma teoria de gravitacdo quantica
definitiva.

De maneira geral, a abordagem covariante consiste em dividir a métrica g, numa parte cine-
matica 7, (plana) e uma parte dindmica £,,. Em seguida, o processo de quantizacdo € aplicado
ao campo dinamico, considerado como um (pequeno) desvio da métrica do background de Min-
kowski. Esse método permite construir uma teoria que € renormalizdvel em um loop na série
perturbativa (Birrell and Davies, 1984) e produz corre¢des na acdo de Einstein-Hilbert do tipo
R?, RYR,y, R’”"ﬂRﬂmﬂ, ROR, ROFR ou termos com acoplamento nao-minimo entre campos de
matéria e geometria, ¢R, entre outros (veja Faraoni and Capozziello, 2011b, e referéncias 14
contidas).

Do ponto de vista da Cosmologia, as modificacdes na gravidade padrdo com termos quadra-

ticos do escalar de Ricci, por exemplo, proporciona cendrios inflaciondrios interessantes para

Possibilidades de modifica¢do no lado esquerdo ou direito das equagdes de campo de Einstein serdo detalha-
das na préxima subsecdo.

T Indicamos ao leitor a referéncia Faraoni and Capozziello (2011b) que contém uma descri¢io mais detalhada
sobre cada uma das abordagens citadas.
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adequar o modelo cosmoldgico padrdo as observacdes (Martin et al., 2014b; Akrami et al.,
2018). Em todo caso, uma condic@o que deve ser satisfeita a fim de que essas teorias sejam fisi-
camente aceitas € que elas recuperem a TRG no limite de baixas energias. Entretanto, a inser¢ao
de termos ndo lineares na Lagrangiana de Einstein aumenta a ndo-linearidade das equacdes de
campo, tornando-as mais dificeis de serem estudadas. Uma op¢do para simplificar as equacdes
de movimento seria procurar por simetrias da Lagrangiana e quantidades conservadas que per-
mitissem solugdes exatas para a dindmica (Capozziello et al., 1996; Faraoni and Capozziello,
2011b; Dialektopoulos and Capozziello, 2018).

Motivac¢iao cosmoldgica e astrofisica

Virias explicagdes sdo possiveis para descrever a atual fase de expansao acelerada do Universo.

Por exemplo, as equagdes de campo de Einstein

1
R, - Eg’”R = kT, 2.7)

podem ser modificadas tanto do lado direito quanto do lado esquerdo. A abordagem de modifi-
car o lado direito dessas equacdes considera formas especificas para o tensor energia-momento
com pressdo negativa. Modelos pertencentes a essa classe sdo conhecidos como modelos de
quintesséncia (Fujii, 1982; Ratra and Peebles, 1988; Ferreira, 1997; Caldwell, 1998; Copeland
et al., 1998) e k-esséncia (Chiba et al., 2000; Armendariz-Picon et al., 2001), por exemplo. A
modificacdo mais simples nesta perspectiva € o termo de constante cosmoldgica A, que € in-
terpretado como uma contribuic¢io das flutuacdes quanticas do vacuo (Weinberg, 2008). Como
mencionado anteriormente, essa abordagem falha, pois o valor observado da constante cosmo-
l6gica tem um valor 120 ordens de magnitude menor do que o valor tipico da densidade de
energia do vicuo predito pela TQC (Weinberg, 1989).

Neste cendrio, algo comumente feito na literatura é propor a existéncia de um campo escalar
¢, minimamente acoplado com a gravidade e que evolui até o minimo de seu potencial V(¢). A

Lagrangiana descrevendo modelos deste tipo € escrita como

1
Ly=+-g [Egﬂwa% - V(¢)], (2.8)

e o tensor energia-momento € dado por

1
T = 0,00 = v [Eg“ﬁaaw% - V<¢>] . 2:9)

A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) considera uma variedade homo-

génea e isotropica, descrita pelo elemento de linha,

d 2
ds® = —c*df* + a(?) [;

+ erQZ] , (2.10)
1-Kr?
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sendo a(t) o fator de escala e K a curvatura do Universo, tal que K = 0, +1, indica um Universo
plano, com geometria hiperbdlica ou esférica, respectivamente. A variacdo da ac@o correspon-
dente a Lagrangiana (2.8) com respeito ao campo ¢, produz a equagdo de Klein-Gordon (para a

métrica FLRW plana)
é+3Hp+V'(¢)=0. (2.11)

Dado o potencial V(¢), conseguimos resolver esta expressao para obter ¢ e, consequentemente,
sua equacao de estado
132
ps 29— V(9)

W¢:—:

7 2.12
Py 1>+ V($) (12

pode ser resolvida, com —1 < w < 1 ao longo da evolug¢do do universo.

Sdo vérias as parametrizagdes adotadas na literatura para V(¢) (veja a tabela 2.1 de Bar-
boza Jr., 2010). Contudo, os modelos de quintesséncia seguem apresentando o problema da
coincidéncia césmica e a origem do campo escalar ¢ ainda € misteriosa (Faraoni and Capozzi-
ello, 2011b).

Por outro lado, a modifica¢do do lado esquerdo das equacgdes de Einstein (2.6) constitui os
chamados modelos de gravidade modificada. Neste cendrio, estamos reconsiderando o nosso
conhecimento sobre a estrutura do espaco-tempo, explicando a aceleracdo césmica com uma
geometria diferente da proposta por Einstein € que ndo considera componentes exdticas de
matéria/energia. Pertencem a essa classe as chamadas teorias f(R) (Capozziello, 2002b; Ca-
pozziello et al., 2003; Nojiri and Odintsov, 2007; Capozziello and Francaviglia, 2008b; De Fe-
lice and Tsujikawa, 2010; Sotiriou and Faraoni, 2010), teorias escalar-tensoriais (Bergmann,
1968; Barrow, 1993; Bartolo and Pietroni, 1999; Chiba, 1999; Fujii and Maeda, 2003; Brans,
2005), modelos de brana (Dvali et al., 2000a; Alcaniz, 2002; Sahni and Shtanov, 2003), dentre
outras (veja Clifton et al., 2012, para uma discussdo completa de modelos de gravidade modifi-
cada). Isto nos leva ao tema das proximas secoes, em que serdo consideradas com maior riqueza

de detalhes algumas dessas classes de modelos.

2.2. Teorias de gravidade com campos extras

Como vimos na se¢do anterior, na TRG, a gravidade € descrita pelo tensor métrico com o qual
os campos de matéria se acoplam. Todavia, existe a possibilidade de que campos adicionais
também descrevam a gravidade, podendo estes ser escalares, vetoriais ou tensoriais. Algu-
mas teorias de gravidade modificada desse tipo sdo chamadas teorias escalares-tensoriais e te-
orias bimétricas. Contudo, outras classes envolvendo campos vetoriais, tais como o modelo de
Einstein-ZAther (Jacobson, 2008) ou modelos tensorial-vetorial-escalar (Skordis, 2009) também

tem sido estudados na literatura.
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As teorias escalares-tensoriais compde uma das classes de teorias de gravidade modificada
mais estabelecidas e estudadas na literatura. Elas surgem, naturalmente, como uma teoria efe-
tiva de dimensao reduzida a partir de teorias de altas dimensdes, como € o caso de modelos de
Kaluza-Klein de cordas.

A forma geral da acdo gravitacional pode ser escrita como (Bergmann, 1968; Nordtvedt Jr,
1970)

1
S = f d*x~\=g [b(fﬁ)R — 71870, p0vp = V()| + LY, 8), (2.13)

onde L,,(¥, g,,) representa a Lagrangiana de matéria e b(¢), h(¢) e V(¢) sdo funcdes arbitrdrias
de ¢ que especificam a teoria. O termo de acoplamento com a curvatura € b(¢), h(¢) € um termo
de energia cinética e V(¢) é o termo de energia potencial que pode ser identificado como uma
generalizagcao (dependente de ¢) da constante cosmoldgica.

A variagdo da acdo (2.13) com respeito a gt produz as equacdes de campo (Caldwell and
Kamionkowski, 2009)

11, 1
Gy = 0 [ETLQ + ETfjﬁ) +V,V,b($) — g,,0b(¢) |, (2.14)
onde O = g"V,V, e
1
T = h($)(Vup) (Vo) — guv [Eh(qb)g"f’(vaqsvpcb) + V(¢)} . (2.15)

Note que também devemos variar a Eq.(2.13) com respeito ao campo escalar ¢ (grau de liber-

dade adicional da teoria). Nesse caso, obtemos

1
h(@)ng + (PR + SH (V' $Vagp — V'(9) =0, (2.16)

onde " denota derivada com respeito a ¢.
Para a métrica FLRW plana, obtemos as seguintes equagdes de movimento para o fator de

escala a(?),

avy  p  h¢? b Vv
H? = (—) =—+—-H—+—, 2.17
) "o er Up 6 217
e para o campo escalar ¢,
) oy, WE 1V
3Hp =3— (H + 2H?) - — — ——. 2.18
b+ 3Hp =35 (H+2H) - - =5 (2.18)

E possivel notar dessas equacdes que a liberdade de escolha para as fungdes b(¢), h(¢) e
V(¢) é grande e, portanto, torna-se dificil elencar considera¢des gerais para validar as teorias
escalares-tensoriais. Além do que, também € necessario especificar as condi¢gdes iniciais para o

novo grau de liberdade escalar da teoria - o campo ¢.
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2.2.1. Teoria de Brans-Dicke

A primeira teoria escalar-tensorial completa e de sucesso foi a teoria de Brans-Dicke (TBD) (Brans
and Dicke, 1961b). A agdo dessa teoria no frame de Jordan € escrita tomando b(¢) = ¢/(167G)
e h(¢) = wpp/(16n1G¢) na Eq. (2.13):

1
S D) = Ton d4xx/—_g[¢R - %gﬂv WPV = V()| + L, (2.19)

onde o parametro de Brans-Dicke wpp € uma constante, tal que quanto maior seu valor, menor
o efeito do campo escalar adicional ¢. Isso implica que a TRG € recuperada quando wgp — .
Vale salientar ainda que originalmente V(¢) = 0.

Observe que a matéria ndo estd acoplada diretamente com o campo ¢, uma vez que a La-
grangiana de matéria € independente de ¢, o que é conhecido como acoplamento minimo de
matéria. Todavia, este campo acopla-se diretamente com o escalar de Ricci. Logo, o campo
gravitacional € descrito por ambos o tensor métrico g, € o campo escalar de Brans-Dicke, ¢.
Além disso, o campo escalar ¢, juntamente com as varidveis de matéria, constituem os graus
de liberdade da teoria. A TBD pode ser vista como uma teoria de acoplamento gravitacional
varidvel, pois a acdo e a equacdo de campo sugerem que o campo ¢ seja identificado como uma
fun¢do dependente da localizacdo espacial através do inverso da constante gravitacional efetiva
Gerr(d) = (—; (Brans and Dicke, 1961b; Faraoni and Capozziello, 2011a).

Encontra(zrbn—se na literatura diversos trabalhos abordando a TBD, que envolvem, por exemplo,
o estudo do comportamento gravitacional na vizinhanca de um corpo massivo isolado para uma
simetria esférica e estdtica, assim como solugdes para o vicuo no caso de simetria esférica nao-
estatica (Brans and Dicke, 1961b). Da mesma forma, encontramos trabalhos que estudam a
evolucdo das perturbacdes de matéria no cenario FLRW (Nagata et al., 2002) e em cosmologias
anisotropicas (veja Clifton et al., 2012, e referéncias 14 citadas). Os vinculos mais rigorosos
sobre o parametro wgp, dentro do Sistema Solar, foram obtidos através de medidas da mudancga
de frequéncia de fétons de radio quando emitidos e recebidos pela sonda Cassini depois de
passarem proximo do Sol. Os valores obtidos sdo muito altos, da ordem de ypy — 1 = (2.1 £
2.3) X 1075 (wpp > 40.000), onde ypy = (1 + wpp)/(2 + wpp), em um nivel de confianca de
68% (Bertotti et al., 2003). Testes complementares utilizando dados da RCF (Ade et al., 2016a;
Aghanim et al., 2016a) e medidas de BAO (Staveley-Smith et al., 2011; Anderson and et al,
2014; Ross etal., 2015) restringem 1—ypy < 0.003 em um nivel de confianca de 95% (Ballardini
et al., 2016).

2.2.2. Teorias bimétricas

As teorias de gravidade bimétricas foram inicialmente propostas por Rosen (1973) e envolvem

dois tensores métricos de ordem 2. O primeiro deles € a métrica dindmica g,,, que geralmente
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acopla-se com os campos de matéria e, a partir dela, se constréi o tensor energia-momento; o
segundo € uma métrica ndo-dindmica g,s. O fato de ser ndo-dindmica permite que a métrica
8op seja altamente simétrica e, portanto, a escolha mais dbvia € tomd-la como a métrica de
Minkowski, 7,,,, tal que todas as componentes do tensor de Riemann construidas a partir de g,
sejam nulas. Vale salientar que as equagdes que governam g,, ndo sdo as equacoes de campo
de Einstein apenas, mas também envolvem g,g.

A seguir, introduziremos no¢des bdsicas sobre alguns modelos dessa linha de pesquisa e
indicaremos ao leitor a referéncia Clifton et al. (2012), que aborda com mais detalhes alguns

casos que vem sendo tratados na literatura.

Teoria de Drummond

A teoria de Drummond (Drummond, 2001) é uma versao mais recente das teorias bimétricas
que se propde a trabalhar com a formulagdo de tétradas, com g,z = nABeﬁeg € 8op = nggééég .
Neste cendrio, ambas as tétradas sdo dindmicas, com éé sendo usada para construir a acdo de
Einstein-Hilbert e eg usada para construir a a¢do a partir da qual o tensor energia-momento €
calculado. Para completar a teoria existe um tensor de transformacao, MA, e um escalar, ¢, que

relacionam éﬁ e eﬁ através de

=e?M* 5. (2.20)

B u

T >

Por fim, a ac@o que conecta todas essas quantidades € definida como:

1 1
S, = d*x -85 Tr(j,j, d*x \-33"(,00, 2.21
L 16HG1f x—88"Tr(juj,) + 16ﬂG2f x+/—88"(0,90,¢) (2.21)

1 m? 7 7 1
P (MAMA + MAMA — ) — fd4 “am2s,
167rG1f xV=3 7 (MAM] + MiM3 ) T6rG, ) 4 XV-8me

+

onde a corrente j, € definida como

1MP.., (2.22)

-AB
u

B = g5V, M

B
e onde G| e G, s@o novas constantes gravitacionais, m € um parametro de massa e y é um
parametro livre que corresponde a constante cosmolégica.

Em sua teoria, Drummond (2001) mostrou que o limite Newtoniano é bem definido, tal que
a correcdo de alta ordem obtida é exatamente aquela necessdria para satisfazer as restricdes do
Sistema Solar, para a precessdao do periélio de Mercurio. Além do mais, no limite de campo

fraco, a métrica dindmica g,z = 14p + hop produz um potencial na forma

GM /[ G
hoo = — 22 (1 + —le_""), (2.23)
r G

de modo que para mr < 1 a constante efetiva de Newton é Gy = G + G, enquanto que para
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grandes escalas Gy =~ G. Essa corre¢do € capaz de mimetizar o papel da matéria escura em

galdxias espirais, embora ndo resolva completamente o problema (Drummond, 2001).

Bigravidade

Esta classe de teorias de gravidade bimétricas teve sua primeira proposicao feita ainda na década
de 1970 (Isham et al., 1973) e foi recentemente revisitada por Bafiados e colaboradores (Baia-
dos et al., 2009; Banados et al., 2009). O ponto de partida dessas teorias € considerar dois
campos dindmicos, a métrica g,, € a conexao ¢}, com o tensor de Ricci K,,,[C]. A agdo corres-

pondente € escrita como:

1 2
SI8.Cl = 1 | d'xy=gR-20) + — \/—det[gw—fzK,W], (2.24)

onde A € a constante cosmoldgica, @ € um parametro adimensional e £ é uma escala de com-
primento. E possivel mostrar que introduzindo uma segunda métrica g,,, correspondendo a

conexdo Cy,, a agdo anterior € apenas um caso especifico da a¢do mais geral (Banados, 2008):

16 c | 4« [«/_ (R—=2A) + y-R -2A) - V-3 fz(g )aﬁgw] (2.25)

onde A = % é um termo de constante cosmoldgica e ambas as métricas sdo utilizadas para cons-
truir a acao de Einstein-Hilbert, mesmo que apenas uma delas esteja acoplada com o contetddo
de matéria.

O comportamento dessas teorias em escalas cosmoldgicas foi estudado em Banados (2008)
e Banados et al. (2009). As métricas homogéneas e isotropicas FLRW sdo escritas como g,z =
diag(—1,a*,a*,a*) e o = diag(—X*, Y, Y*, Y?), com X e Y sendo fungdo apenas do tempo
t. As equacdes de Friedmann e de conservacdo sdo escritas de maneira usual, substituindo

p — p+p,tal que,

8nG

H* = —=(p+p), (2.26)
onde p = Y3 /(87G{*Xa?), e "
P o\~
— = -3(1 +w)p, 2.27
0 (1+w)p (2.27)
com w satisfazendo a equacdo:
daw ~ 1+ 3%
d—V: =2w|1 43w+ \/4(—W)3/29a/ - 2& , (2.28)
Pe

onde p. = p +p, pe = (87G*) ™ e Q = p/p..
E importante mencionar que essa classe de teorias tem o potencial de mimetizar o comporta-

mento da matéria escura. Esse resultado foi mostrado em Hu (1998) onde os autores estudam a
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evolucdo das perturbacdes cosmoldgicas e mostram que o campo auxiliar pode ser reescrito na
forma de um fluido de matéria escura generalizado. Em Bafiados et al. (2009), os autores utili-
zaram as anisotropias da RCF e dados da estrutura em grande escala do universo para mostrar as
assinaturas caracteristicas desses modelos no periodo de expansdo acelerada. Eles encontraram
que, se o campo p ¢ dominante e responsavel pela aceleracido cosmica, existe uma instabilidade
nos potenciais gravitacionais que faz com que o efeito Sachs-Wolfe integrado produzido seja
muito grande em grandes escalas. Consequentemente, torna-se dificil conciliar o espectro de
poténcia angular das flutuagdes de temperatura da RCF e o espectro de poténcia da distribui-
¢do de matéria preditos por uma teoria bimétrica com os dados atuais. Por outro lado, se o
campo p se comportar apenas como a matéria escura, o melhor ajuste do modelo bimétrico é

indistinguivel do cenario ACDM padrao.

2.3. Teorias de gravidade de ordem superior

A extensdo da TRG, incluindo termos de derivadas superiores a segunda ordem nas equagdes
de campo, € desejavel pois permite que a teoria de gravidade seja renormalizdvel* (Clifton
et al., 2012). Teorias pertencentes a essa classe sdo muito interessantes fenomenologicamente,
embora sofram com instabilidades devido ao teorema de Gauss-Ostrogradski® (Ostrogradsky,
1850). Essas instabilidades geralmente estdo associadas com campos do tipo ghost, que sao
campos cujo termo cinético é negativo (veja Sbisa, 2014, e referéncias 14 citadas para uma
discussdo sobre a importancia das instabilidades associadas a estes campos).

A classe de teorias mais estudada nesse cendrio sdo as teorias f(R), que sdo teorias de gravi-
dade de quarta ordem que generalizam a acdo de Einstein-Hilbert com a introduc¢ao de uma fun-
¢ao geral do escalar de Ricci. Podemos citar também a gravidade de Horava-Lifschitz (Horava,
2009a,b,c), mas esta teoria permite derivadas com ordem superior a 2 apenas nas coordenadas
espaciais.

Nesta secdo, nos deteremos principalmente ao estudo das teorias f(R), abrangendo desde a
deducdo das equacdes de campo nos formalismos métrico e de Palatini, passando pela equi-
valéncia destas com a teoria de Brans-Dicke, o cendrio inflaciondrio utilizando teorias f(R), e
indo até as restri¢des observacionais recentes. Por fim, abordaremos um pouco sobre teorias
que incluem combinagdes da curvatura de Ricci e Riemann e, assim, consideram todos os graus

de liberdade de curvatura possiveis para estender a TRG.

¥ Uma teoria renormaliz4vel é uma teoria que nio contém resultados de integrais divergentes e, portanto, pode
ser quantizada da maneira convencional.

§ Uma instabilidade no Hamiltoniano associada com Lagrangianas que dependem de derivadas temporais com
ordem maior que um e que nao podem ser eliminadas através de uma integragdo por partes (Woodard, 2007).
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23.1. Teorias f(R)

A ideia de generalizar a acdo de Einstein-Hilbert com a inclusdo de invariantes de curvatura
ou uma funcdo geral do escalar de Ricci data do inicio do século XX (Weyl, 1918), apenas
alguns anos depois da teoria da Relatividade de Einstein ter sido proposta. O interesse por essa
classe de teorias apenas aumentou ao longo dos anos, especialmente depois da descoberta de
que elas podem explicar os periodos de aceleragdo césmica primordial e atual (Starobinsky,
1980; Capozziello, 2002b; De Felice and Tsujikawa, 2010).

A acdo de Einstein-Hilbert generalizada com uma fun¢do do escalar de Ricci € escrita como:

S;=S;+S,= %(fd“x\/?gf(lenfd“x\/—_gzm. (2.29)

Neste ponto, podemos adotar pelo menos dois formalismos variacionais distintos para obter
as equagdes de campo: os formalismos métrico e de Palatini. Embora tenhamos adotado o
formalismo métrico nas investigacdes observacionais deste trabalho, mostraremos como obter

as equagdes de campo nos dois formalismos.

Formalismo métrico

O formalismo métrico considera a métrica g,, como o Unico campo livre e, portanto, a variacdo
da agdo deve ser feita somente com respeito a essa varidvel. Utilizando o principio da minima

acdo para variar a agdo com respeito a métrica inversa gt”, isto €, 65, = 0S5 s + 65, = 0, temos:

1 1
88 =o | d'xs| V=gfR)| = — | d*x[6(v=)f(R) + V=gfa(R)GR|. (2.30)
2K 2K

A partir de agora, utilizaremos a seguinte notacdo: fi = df/dR, frr = d*f/dR? e assim suces-
sivamente.

Da definicao do escalar de Ricci, segue-se que:
OR = R,,08" + g"6R,,,, (2.31)
e a variagdo do termo com determinante da métrica ( 4/—g) € escrito como:
V= - e e
A partir da defini¢do do tensor de Ricci, temos que

g76R,, = " (V,0T%, — V,8T%), (2.33)
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onde
" =2\ = 1 ) 9 5 23
70 {/1\/} - 2g ( u8 v v8u /lgv,u) ( . 4)

sdo os simbolos de Christoffel e {ffv} sdo as conexOes de Levi-Civita para a métrica g,,. E

possivel mostrar que
gﬂvdRuv = V,uvv — 8w, (2.35)

onde O = gV, V,, considerando V,(+/-g) =0e V,g,, = 0.

Desta forma, conseguimos reescrever a Eq. (2.30) como

1 1
68 =5 | dxN=g|frx®Rw = 58w f(R) + gD fr(R) = V.V, fr(R)|6g" = 0. (2.36)
2K 2
A variagdo da a¢do da matéria € feita de modo similar, ou seja,

0S 1

[ atov=zL
= [atevm (-5 e @37)

2 6(v=8Lw)
V=g g

tes equacdes de campo de quarta ordem:

onde T, = — € o tensor energia-momento usual. Portanto, obtemos as seguin-

1
fR(R)R,uv - Egﬂvf(R) + gvafR(R) - V,uVVfR(R) = KT,uv- (238)

Note que, para f(R) = R, essas equacdes de campo se reduzem aquelas da TRG dadas pela

Eq. (2.6). E possivel mostrar também que o traco da Eq. (2.38) é dado por
30/r(R) + fr(RR - 2f(R) = «T, (2.39)

onde T' = g"T,, € o trago do tensor energia-momento. O fato da relagdo entre R e T ser
diferencial mostra que as equacdes de campo das teorias f(R) admitem uma variedade maior de
solugdes se comparadas com a Relatividade Geral, onde temos uma relagdo algébrica do tipo
R = —«T.

Optando por reescrever a Eq. (2.38) de forma andloga as equacdes de campo de Einstein,

teremos:

Guy = Kepr[Tp + TS, (2.40)



2.3. TEORIAS DE GRAVIDADE DE ORDEM SUPERIOR 19

onde a quantidade k. = 871G = 8nG/ fr define um acoplamento gravitacional efetivo e

guv + V,uVVfR - guvaR . (241)

=1 [(f - Ry

Um caso interessante € encontrado se introduzirmos um novo campo y na acao (2.29), tal que

1
Si=7- fd4x V=8Lf00) + f (R = )] + S, (2.42)

onde f, = df/dy. Uma vez que y = R, esta a¢do € dinamicamente equivalente a agdo (2.29).
Por outro lado, a varia¢do da agdo (2.42) com respeito a y produz f,, (R—yx) = 0, tal que teremos

R = x se, e somente se, f,, # 0. Por fim, se redefinirmos f,(y) = ¢, teremos que:

J&(@) + f(R=x) = ¢R = [x(#)¢ = f(x(#)] = ¢R — U(¢), (2.43)

onde U(¢) € o potencial do campo ¢. Assim sendo, a a¢do (2.29) torna-se:

S, = %( f d*x\=g[¢pR — U(@)] + S ., (2.44)
que ¢ idéntica a Eq. (2.19) mas sem o termo cinético. Isso significa que as teorias f(R) no
formalismo métrico sdo equivalentes a teoria de Brans-Dicke com wgp = 0.

Neste ponto, € importante enfatizar um aspecto importante da equivaléncia dindmica entre
as teorias f(R) e a teoria de Brans-Dicke, que € utilizar os resultados deduzidos no cendrio
uma teoria e aplicd-los no da outra. Por exemplo, mostrou-se em Chiba (2003) que um modelo
f(R) no formalismo métrico ndo passa por testes no Sistema Solar, pois a teoria equivalente
de Brans-Dicke com wpp = 0 ndo concorda com o valor restringido pelas observacdes (como
vimos na se¢do 2.2.1).

Para estudar a dindmica cosmoldgica, vamos considerar um universo descrito pela métrica
FLRW plana (k = 0) e o conteido energético descrito pelo tensor energia-momento de um
fluido do tipo perfeito, tal que 7}, = diag(p, —P, —P,—P), com p e P representando a densidade
de energia e a pressdo do fluido, respectivamente. As componentes tempo-tempo € espaciais

correspondem a

1 .
3fxH® Kkp + E(fRR —f)—3H/[r (2.45)
-2fxH = «(p+ P)+ fr — Hfg, (2.46)

onde p = p,, + p, € P = P,. O escalar de Ricci € escrito como R = 6(H + H?).

No caso em que f(R) = R, temos fz = 1, frr = 0 e as equagdes de Friedmann se reduzem
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aquelas da Relatividade Geral, isto é,

3H> = «p, (2.47)
2H = kp+P) = H*=-«kP-22. (2.48)
a

E importante observar que nio estamos incluindo qualquer componente de energia escura
ou exdtica aqui para explicar a expansdo acelerada do universo. Estamos considerando tnica e
exclusivamente um universo composto por matéria (escura e baridnica) e radiacdo, e todos os
termos de curvatura fazem o papel da energia escura no contexto da Relatividade Geral para
explicar a expansdo cosmica apenas através da geometria.

Nesse sentido, € ttil redefinir as quantidades devido a modificag@o na gravidade, relacionando-

as com a densidade e pressao, tal que se

C1GR-D o f
Koor = g Mg
k(ope + Ppg) = fr— Hfz, (2.49)

podemos reescrever as Eqs.(2.45) e (2.46) como:

3 frH?
—2fxH

KPeff (2.50)
K(pefr + Per), (2.51)

ondepeff :p+pDEePeff =P+ Ppg.
Sendo assim, a densidade de energia ppg € a pressdo Ppg devido a contribui¢do geométrica
obedecem a equacgdo de conservagdo usual ppr = —3H(ppg + Ppg) € o parametro da equagdo

de estado, wpg = Ppe/ppE, torna-se:

4

WpE = —3

3

(2.52)

zﬁ—aﬁR—ﬂ]
fxR—f—6Hfr |

Por fim, a partir das Egs. (2.50) e (2.51), definimos um parametro de equacdo de estado

efetivo, como:

=—-1-=—. (2.53)

No capitulo 3, a dindmica das teorias f(R) serd abordada do ponto de vista de sistemas dina-

micos e alguns critérios gerais de viabilidade serdo demonstrados.

Formalismo de Palatini

O formalismo de Palatini foi introduzido pelo préprio Einstein (Einstein, 1925), mas levou esse

nome por conta de um mal entendido historico (Ferraris et al., 1982). Sua principal caracteris-
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tica € que a conexdo I'j,, que entra na defini¢do do tensor de Ricci € independente da métrica
8- Portanto, teremos um novo tensor de Ricci, R,,,, formado a partir da conexdo independente
e, consequentemente, um novo escalar de Ricci, R = g*"R,,,. A ac¢@o no formalismo de Palatini

continua como a a¢ao (2.29), mas com R — R, tal que

1
Spa=Ss+Sn= 5 f d*x\=gf(R) + f d*x =8 L (g V), (2.54)

onde, vale ressaltar, a agdo da matéria depende apenas da métrica g,, € dos campos de matéria,
mas ndo das conexdes I,
As equagdes de campo s@o obtidas ao variarmos a ag@o gravitacional com respeito aos dois

campos independentes:

1
fRR(pv)_Efgyv = KT,uv (255)
V(=g frg") + Vo2 frg”")5” = 0, (2.56)

onde (2.55) é o resultado da variac@o da a¢do com respeito a metrica e (2.56) € obtida através da
variacdo com relacdo as conexdes. Vale ressaltar ainda que V € a derivada covariante construida
a partir da conexao de Levi-Civita, {;fv}, e @a representa a derivada covariante construida a partir
das conexdes independentes, fgv.

Note que as equacdes de campo sdo equagdes de segunda ordem, ao contrario do formalismo
métrico que fornece equagdes com derivadas de quarta ordem da métrica g,,. Além disso, o

traco da (2.56) produz

Vo(vV=gfrg") = 0, (2.57)

tal que, para f(R) = R = fg = 1, a Eq. (2.57) recupera a definicdo da conexao de Levi-Civita
para a conexao inicialmente independente fﬂy. Isto implicaem R, = R, € R = R, e que os dois
formalismos sdo equivalentes, uma vez que as equagdes de campo se reduzem aquelas da TRG.
Note ainda que, para que a Eq. (2.57) recupere a definicdo da conexdo de Levi-Civita, devemos

considerar uma nova métrica h,, = frg,. tal que:
Vo(V=hH") = 0. (2.58)

Esse resultado nos permite escrever a conexao I';, em termos da nova métrica como:

1
[ = Sh™ @uhg, + 0yl = Ighyy), (2.59)

de modo que, ao substituirmos a métrica g,,, obtemos:

~ 1
=)+ %@favfﬂ + 020, fr — 88" 0pfR)s (2.60)
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onde {j,} sdo as conexdes de Levi-Civita para a métrica g, dadas pela Eq.(2.34). A Eq.(2.60)

nos permite escrever o tensor de Riemann generalizado como (Vollick, 2003)

R (1) = 91, — 0,175 + 1 I, — 17, 177 (2.61)

E possivel mostrar que o tensor de Ricci generalizado é escrito como (Oliveira, 2010):

3ViufgVifr 1
Ry = Ry + W - (V,.V, = gw0) fr: (2.62)

e o escalar de Ricci, obtido a partir do trago da equagdo anterior, €:

3V 30k

R=R .
" 2(fr)? NE:

(2.63)

A partir dessas defini¢des, podemos reescrever as equagdes de campo (2.55) em termos do

tensor de Einstein como (Sotiriou and Faraoni, 2010):

guv 1
G;zv = KeffTuv - % (R - f_];) + f_R (V#V" - g.“VD) fR
3

8uv 2]
—— |V 2V, fa — —(V , 2.64
S |Vt = 22 fo) (2.64)
onde k. = k/fz é 0 acoplamento gravitacional efetivo. E importante notar que ambos os lados
da Eq. (2.64) dependem apenas da métrica g, € dos campos de matéria, o que faz elas serem
semelhantes as da TRG mas com o lado da fonte modificado. Essas modificagcdes podem ser
entendidas como derivadas do tensor energia-momento, pois fg € uma funcio implicita de 7,

uma vez que se tomarmos o trago da Eq. (2.55), obtemos
JrR=2f = «T, (2.65)

que pode ser resolvida para R = R(T).

Podemos também reformular as teorias f(R) no formalismo de Palatini como uma teoria
de Brans-Dicke (Flanagan, 2004; Olmo, 2005a; Sotiriou, 2006b). Para isso, vamos utilizar
novamente a relagdo ¢ = fg, tal que h,, = ¢g,,, € reescrever a Eq. (2.63) como:

3V.eV'e  3o¢

R=R - . 2.66
YT (2.00)

Por fim, utilizando a Eq. (2.44) no contexto do formalismo de Palatini, o que significaR — R,

obtemos:

3
PR+ 5287 0,¢0,¢ — U(@)| + S 1m(8pur> ¥)- (2.67)

1
Spa=— | d*x=g
Pal 2/<f AV—E 26

Esta acdo é matematicamente equivalente a acdo (2.19) com parametro de Brans-Dicke wgp =
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-3/2e U(¢) = 30¢.

Novamente, a equivaléncia entre as teorias f(R) e as teorias de Brans-Dicke podem ser utili-
zadas para fazer o confronto com as observacdes. No caso do formalismo de Palatini as coisas
sd0 mais complicadas. A expansio PPN! destas teorias foi calculada em Olmo (2005b), tal
que o confronto com as observacdes indicam que uma teoria f(R) vidvel no neste formalismo
deve ser linear para densidades relevantes e os termos nao-lineares devem ser suprimidos atra-
vés de coeficientes muito pequenos (veja Sotiriou, 2006c, e referéncias 14 citadas). Portanto, a
principio, as teorias f(R) em ambos os formalismos métrico e de Palatini ndo sdo compativeis
com experimentos no Sistema Solar. Todavia, tem-se estudado a viabilidade destes modelos
através do chamado mecanismo de screening, tais como 0s mecanismos chameleon e symme-
tron (Koyama, 2016), que consistem em suprimir as modificacdes da gravidade em pequenas
escalas, mas permitem que os efeitos da modificagdo continuem importantes em escalas cos-
moldgicas.

Utilizando a métrica FLRW nas equagdes de campo (2.64), obtemos a seguinte equacdo de

Friedmann generalizada:

1 fer ) 1

RR

H+ -—— =— k(o +3p)+ f]. (2.68)
( 2 I ) 6 I T

Fazendo a derivada temporal da Eq. (2.65) (onde T = —p,,) € combinando com a equagdo de

continuidade da matéria, p,, = —3Hp,,, obtemos:

. 3xHp,,
R= ——. 2.69
JrrR — fr ( )
Substituindo este resultado em (2.68), temos:
Kpm + 2Kp, + |
H> =" - 2.70
6/ 270
onde
3 f'R’R KOm
=l+ = 2.71
= TR 7D

A histoéria cosmica pode ser determinada uma vez que se defina uma forma funcional para f(R).
De maneira geral, as teorias f(R) no formalismo de Palatini ndo conduzem a uma fenomeno-
logia cosmologicamente vidvel. Este formalismo ndo permite, por exemplo, a existéncia do
periodo inflaciondrio pois ndo possui uma dinadmica extra em compara¢do com a TRG (Meng
and Wang, 2004c; Sotiriou, 2006a). Vdrios estudos buscando testar a viabilidade destes mode-
los a luz dos dados observacionais podem ser encontrados na literatura; indicamos ao leitor as
referéncias Vollick (2003); Meng and Wang (2004a,c,b); Sotiriou (2006d); Pires et al. (2010);
Santos et al. (2012) e Santos (2013) para maiores detalhes.

1 Do inglés, Parametrized Post-Newtonian.
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2.3.2. Inflacao em teorias f(R)

A ideia de inflagdo primordial foi inicialmente proposta por Alan Guth nos anos 1980 (Guth,
1981) como uma tentativa de resolver os problemas da homogeneidade e planeza e o problema
do horizonte (Mukhanov, 2005). A variedade de modelos inflaciondrios que surgiram desde
entdo é grande, sendo em sua maioria modelos com campos escalares que rolam lentamente
até o minimo de seu potencial (condicdo de rolamento lento), tais que as pertubacdes de den-
sidade geram um espectro aproximadamente invariante de escala que pode ser observado a
partir de medidas das flutuacdes de temperatura da RCF (Aghanim et al., 2018; Akrami et al.,
2018). Por outro lado, modelos assumindo uma abordagem geométrica, envolvendo termos de
curvatura de altas ordens também obtiveram sucesso na descricdo de um cendrio inflacionario
primordial. O primeiro modelo inflacionério deste tipo foi proposto por Alexei Starobinsky em
1980 (Starobinsky, 1980), onde o termo quadratico do escalar de Ricci, R?, domina a densi-
dade Lagrangiana durante o periodo inflaciondrio e permite um estdgio com evolugdo do tipo
de Sitter para o espago-tempo (Artymowski and Lalak, 2014).

Apesar do modelo de Guth (1981) ser simples e intuitivo, ele pertence a classe de modelos
de “inflacdo velha”, onde o periodo inflaciondrio corresponde a uma fase de expansio expo-
nencial do universo em um estado de falso vacuo super-resfriado. Acontece que modelos desse
tipo sofrem com o graceful exit problem, associado com a impossibilidade de explicar como o
universo desacelerou de sua inflagdo inicial e seguiu para uma época dominada por radiagdo e,
posteriormente, para uma fase transiente dominada por matéria (Starobinsky, 1984; Vilenkin,
1985; Mijic et al., 1986). Neste sentido, o modelo de Starobinsky tem a vantagem de produzir
a inflacdo mediante modificacdes na geometria e, portanto, nao sofre com este problema. Além
do mais, foi o primeiro a prever ondas gravitacionais com um espectro plano (Starobinskii,
1979; Mukhanov and Chibisov, 1981; Kofman et al., 1987).

Dinamica inflacionaria

O modelo de Starobinsky inclui uma correcdo quadratica do escalar de Ricci, que generaliza a

densidade Lagrangiana de Einstein-Hilbert com a seguinte fun¢do f(R):

(2.72)

onde a constante M tem dimensio de massa.

Num universo FLRW plano, as equacdes de Friedmann (2.45) e (2.46), tornam-se (com p =

0):
H i + 1M2H = -3HH (2.73)
2H 2 B ’ '
R+3HR+ M?’R = 0. (2.74)
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Para que tenhamos uma fase de expansao acelerada, o parametro de Hubble deve variar len-
tamente, tal que | H/H? |< 1e| H/(HH) |< 1. Assim, a Eq. (2.73) resulta em H ~ —M?/6,

cuja solucdo é:

MZ
H =~ H,’ - ?(I - t,‘), (275)
M2
a =~ ajexp|Hi(t—-1t)- E(z— )%, (2.76)
R =~ 12H*-M° (2.77)

onde H; e a; sdo, respectivamente, o parametro de Hubble e o fator de escala no inicio da
inflacdo (r = ;). O periodo inflaciondrio continua enquanto o pardmetro de rolamento lento
€ = —Hiz < 1, o que implica em
H M = H? > M? (2.78)

€ =—"5~ —— > M. .

T H T 6H?
O fim da inflagdo (r = f5) acontece quando a condi¢do € = 1 € satisfeita, o que significa
Hy ~ ﬁﬁ Usando esse resultado na Eq. (2.77), obtemos R ~ M?.

\f
Por fim, podemos definir o nimero de e-folds de ¢ = 1; até ¢ = ¢ty como:

iy M2
N = f Hdt ~ Hy(ty = 1) = 7=ty = 1)’ (2.79)
ti

Uma vez que a inflagdo acaba em 1y ~ ; + 6H; /M? (De Felice and Tsujikawa, 2010), segue-se

que:

3H? 1

N~—f~_—,
M2 26]

(2.80)

O numero de e-folds suficiente para resolver os problemas do horizonte e planaridade € N >
70, que produz €(t;) < 7 x 107 (Liddle and Lyth, 2000). Por outro lado, as flutuagdes de
temperatura correspondem as perturbacdes cujos comprimentos de onda cruzaram o raio de
Hubble em torno de N = 55 — 60 e-folds antes do final da inflacdo (De Felice and Tsujikawa,
2010).

Apesar das observagdes advindas do experimento BICEP2, que sugeriam uma quantidade
significativa de ondas gravitacionais desfavorecendo o modelo de Starobinsky, terem sido inva-
lidadas (Artymowski and Lalak, 2014), é necessario estudar pequenas modificacdes na funcdo
f(R) que continue ajustando-se bem aos dados observacionais. Nesse sentido, estudou-se na re-

feréncia (Codello et al., 2015) uma generalizagdo do modelo de Starobinsky da seguinte forma:

f(R) =R+ aR", (>0,n>0), (2.81)
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que claramente é reduzido ao caso de Starobinsky quando n = 2 e @ = 1/(6M?). Desta forma,

as Eqgs.(2.45) produzem (com p = 0):
1 .
3(1 + naR"HH? = 5(n — DaR" - 3n(n — 1)aHR"R. (2.82)

A condi¢do de aceleracdo exige que fz > 1 e, portanto, fz ~ naR"™ ! (De Felice and Tsuji-

kawa, 2010). Isso permite reescrever a Eq. (2.82) como:

n—-1 R
H? ~ R - 6nH-—|. 2.83
6n ( " R) (283)

Como vimos, durante a inflacdo devemos ter | H/H? |< 1 e | H/(HH) |< 1, o que produz

H 2—-n

BT YT a-Den-1

(2.84)
A solucdo da Eq. (2.84) é

HxL o ax te, (2.85)
€t

para > 0. Para satisfazer a inflacio devemos ter €, < 1, o que implica em n > (1 + V3)/2.
Além disto, quando n = 2 temos € = 0, tal que H é constante no regime de fz > 1. Para
valores de n > 2, temos um regime de super inflacio caracterizado por H > 0 e a(t) | t) —
t |7Vl (De Felice and Tsujikawa, 2010). Este fato limita o periodo inflacionrio padrio na faixa

de valores de (1 + V3)/2 < n < 2.
Um estudo aprofundado sobre a dindmica do reaquecimento e a produgdo de particulas re-
sultante apos o periodo inflacionario foge do escopo desse trabalho e, sendo assim, indicamos
a referéncia (De Felice and Tsujikawa, 2010, e referéncias 14 citadas) onde o leitor encontrara

essa discussdo em detalhes.

2.3.3. Combinacoes da curvatura de Ricci e Riemann

Outra possibilidade € generalizar a acao de Einstein-Hilbert com uma fun¢do nao somente de R,
mas que inclua uma contragdo quadrdtica de R ou alguma das trés contragdes lineares do tensor
de curvatura de Riemann: R, R,,R" e R,,,-R""". Estudos desse tipo de teorias podem ser
encontrados nas referéncias Ishak and Moldenhauer (2009) e Moldenhauer and Ishak (2009).

A acdo mais geral que se pode construir a partir de g, R, R,,R" e R,,,,R"*" € escrita
como (Clifton et al., 2012):

S =y f d*x V=g f(R, R\ R, R,1yps R*F7), (2.86)

onde y € uma constante que pode ser determinada a partir do limite Newtoniano.
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Adotando o formalismo métrico para obter as equa¢des de campo, temos!:

1
8S = y! f d*x\—-g [5 1808, + fx0X + fyoY + fzaz]

1
X~ f d'x =8| 58" 08 = fx(R" 68, — 8" OR;») (2.87)

- sz(Rp(”RV)pég,uv - RﬂvdRyv) - 2fZ(RpO'E(VR#)€G-p6g,uv - Ruvpa-(SRﬂvp(r)]a

onde estamos utilizando as seguintes notacdes e defini¢des:

X =R, Y=R,R"  Z=R,,R", (2.88)
)
= 6_f com i=XY,Z (2.89)
l
. 1 .. ..
AW = E(A” + A%, (2.90)

Levando em consideracdo que:

1
5Rﬂvp0’ = Egﬂe(vvvp(sgea + Va'Vp(Sgev - Vevpéga'v - Vvvaégep - VpVO'(sgev + Vevvdgpv)(zgl)

a parte gravitacional da acdo pode ser reescrita como (Clifton et al., 2012):

68 = —x! f d*x\=gP" 53, (2.92)
onde
1
P = o f@ o xR+ 2 RVRY, + 2 fsRPVR o
+V, Vo fx(g"e" — g%g") + a(fyRY) + gV, V (fyR)
=2V, VU(fyR?) — 4V, V ,(f,R7*P). (2.93)

Utilizando o principio da minima agao, isto €, 65 = 0, obtemos as equagdes de campo

P = %Tw — gwA, (2.94)

onde estdo incluidos também os campos de matéria (o tensor energia-momento 7#”) e uma
constante cosmolégica (A), ambos independentes de f(X, Y, Z). Note que estas equacdes sao
de quarta ordem, a menos que a funcdo f seja linear nas derivadas de segunda ordem da mé-
trica (De Witt, 1963).

Nesse contexto, muitos trabalhos estudando diferentes solugdes cosmoldgicas para essas te-
orias contendo os termos R,,R*” € R,,-R**” tem sido desenvolvidos. Podemos citar trabalhos

que consideram solucdes no espaco de Sitter (Clifton and Barrow, 2005), solucdes exponenciais

I Para estudos envolvendo o formalismo de Palatini, indicamos ao leitor as referéncias Li et al. (2007a); Exiri-
fard and Sheikh-Jabbari (2008); Olmo et al. (2009); Rosenthal (2009).
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e do tipo lei de poténcia (Maeda and Ohta, 2005; Akune et al., 2006) e a evolucao de solucdes
do tipo FLRW estudadas a partir da abordagem de sistemas dindmicos (Cognola and Zerbini,
2008). No que segue, vamos discutir um pouco sobre a relevancia de algumas solu¢des para a
cosmologia observacional e o problema da aceleragdo césmica.

Uma das teorias mais gerais neste cendrio € construida a partir do invariante de curvatura de
Gauss-Bonnet. Esse termo origina-se naturalmente nos processos de regularizacio e renormali-
zacdo de teorias quanticas de campos no espaco-tempo curvo (Birrell and Davies, 1984) e tem
sua motivagdo principal na compactificacio das teoria de cordas (Metsaev and Tseytlin, 1987).

Uma exemplificagdo disso € a teoria discutida em Carroll et al. (2005a),

4n+2
2l

+ :
(@R? + DRy R + CR 1y RFPT )"

UVPO™

L=R (2.95)

onde L € a densidade Lagrangiana capaz de produzir o estdgio de expansao acelerada atual e
onde M, n,a, b e ¢ sdo constantes.
Em Carroll et al. (2005a), os autores encontraram solucdes do tipo lei de poténcia para um

universo FLRW espacialmente plano, dadas por

812 +10n+2-3a+ VT

t A(n+1)
a(t) = ag (—) , (2.96)
fo
onde
12a + 4b + 4c¢
- LT noTRe 2.97
12a + 3b + 2¢ 297
= 9n%a? — (80n° + 116n* + 40n + 4)a
+64n* + 160n° + 132n* + 40n + 4. (2.98)

Foi mostrado que esse modelo consegue explicar os resultados de supernovas, porém com o
custo do contetido de matéria do Universo possuir uma equacao de estado do tipo 0.07 < w <
0.21, com um nivel de confianca de 20~ (Mena et al., 2006). Solugdes do tipo FLRW para teorias
com poténcias dos termos R, R € R, R'"*7, com a possibilidade de expansao acelerada atual
foram analisadas por Easson (2004).

E importante mencionar o lugar de destaque das teorias que sdo fungdes do escalar de Ricci,

R, e do invariante de curvatura de Gauss-Bonnet,
G =R* — 4R, R" + R,pe R (2.99)

Estas teorias tem sido bastante estudadas na literatura, principalmente devido a motivag¢ao pro-
veniente da teoria de cordas (Metsaev and Tseytlin, 1987; Gasperini and Veneziano, 1993; Gas-
perini et al., 1997; Nojiri et al., 2006), e serd abordada com maior riqueza de detalhes no pro-

ximo capitulo, onde adotaremos a abordagem de sistemas dindmicos para investigar suas con-
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di¢des de viabilidade. Além disso, indicamos ao leitor a referéncia Clifton et al. (2012), onde
encontra-se uma revisao geral sobre uma grande variedade de trabalhos em teorias de gravidade

modificada e suas consequéncias cosmoldgicas.

2.4. Teorias de gravidade com dimensoes extras

Como vimos na secdo (2.1), uma das motivacdes iniciais para estender a TRG € construir uma
teoria de gravidade quantica. Neste sentido, no inicio do século XX, Nordstrom (2007) e,
posteriormente, Kaluza (1921) e Klein (1926a), propuseram a ideia de dimensdes extras como
um cendrio alternativo para combinar os principios da Mecanica Quantica e Relatividade. Mais
especificamente, eles construiram teorias baseadas em supersimetrias, que € o caso das teorias
de supercordas expressas em 10 dimensdes (Clifton et al., 2012). De fato, o estudo de teorias
de gravidade em altas dimensdes ndo constitui apenas uma curiosidade tedrica, mas € algo
decorrente das ferramentas que ja dispomos, uma vez que a geometria Riemanniana ndo esta
restrita a 3 + 1 dimensoes (3 dimensdes espaciais € 1 temporal). O problema (ou obsticulo)
consiste em ndo observarmos a gravidade comportando-se como uma for¢ca em 10 dimensdes
em experimentos na Terra e/ou observacdes astrondmicas. Por exemplo, para um universo com
D-dimensdes, o potencial Newtoniano devido uma fonte pontual comporta-se como 1/r°73,
produzindo orbitas planetdrias estdveis para D = 4. Do contrdrio, caso existam dimensodes
extras além das 3 espaciais e 1 temporal, estas devem atuar a distdncias muito curtas (escalas
proximas a de Planck) ou a distancias muito grandes, tais como as cosmolégicas.

Nesta secdo, vamos nos restringir basicamente aos modelos de branas. Em particular, vamos
discutir o modelo Dvali-Gabadaze-Porrati (DGP), que aborda apenas dimensdes espaciais ex-
tras™. Em Clifton et al. (2012), encontramos um estudo detalhado sobre essas e outras classes
de modelos como, por exemplo, as teorias de Kaluza-Klein, que sdo uma tentativa de unificar a
gravidade e a eletrodindmica (Kaluza, 1921; Klein, 1926a,b; Nordstrom, 2007), e a gravidade
de Randall-Sundrum (Randall and Sundrum, 1999b,a), que sdo modelos de brana em que o

bulk™ é um espaco anti-de Sitter.

2.4.1. Modelo de Branas

O paradigma dos modelos de branas estd bem motivado pela teoria de cordas (Horava and
Witten, 1996; Antoniadis et al., 1998; Lukas et al., 1999). Estas teorias possuem objetos funda-
mentais, as D-branas*, nas quais as cordas abertas acabam. Dessa forma, o modelo de branas
¢ construido sobre a interpretagdo de que as D-branas estdo embebidas em espagos de dimen-

sO0es maiores, como mostra a Fig. (2.1). Nestes cendrios, as cordas abertas conectam-se com

ek

Para modelos que envolvem dimensdes temporais extras indicamos ao leitor Shtanov and Sahni (2003).

T Um espago-tempo com dimensdes superiores a 3 + 1.

#  Hipersuperficie de 3 + 1 dimensdes que possuem carga, dinimica interna e sio funcdes delta no tensor
energia-momento.
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Figura 2.1.: Ilustracdo do paradigma do modelo de branas. Figura retirada de Antoniadis
(2007).

as D-branas e podem ser identificadas como os campos do modelo padrdo de particulas. As
cordas fechadas, por sua vez, sdo as dnicas que se propagam através do bulk e sdo tidas como
as interagOes gravitacionais.

Os modelos de branas®*vdo de encontro ao cendrio das teorias de Kaluza-Klein, onde as
dimensdes extras sdo pequenas e compactas. Neste cendrio alternativo, as dimensdes extras
podem ser infinitamente grandes, uma vez que os campos que descrevem o modelo padrao
de particulas encontram-se confinados em uma brana, embebida em um espago-tempo com
dimensdes superiores, o bulk. Nesta situagdo, presume-se que apenas a gravidade pode se
propagar nas dimensdes extras, assim a espessura do bulk pode ser medida a partir de testes
gravitacionais. O modelo padrao de particulas, por sua vez, restringe apenas o limite até onde a
brana se estende no bulk.

Outro cendrio importante foi o modelo proposto por Arkani-Hamed et al. (1998) (ADD),
onde as dimensdes extras sdo exploradas a fim de explicar a grande hierarquia entre a escala
electro-fraca, Mgy ~ TeV, e a escala de Planck, M, ~ 10'¢ TeV. Os autores consideram os
férmions e bosons do modelo padrdo de particulas localizados em uma parede de dominio de
3 + 1 dimensdes, imersa em um espaco-tempo de D-dimensdes (onde D=4+n e n denota o
nimero de dimensdes extras). Neste cendrio, a hierarquia é reformulada em termos da escala
das dimensdes extras, u ~ 1/L, e da escala eletro fraca. Segue-se entdo que: a espessura da
parede ndo pode exceder a escala de TeV~!, que é a escala de energia em que as interacdes
eletro fracas atuam, enquanto a espessura do bulk deve ser L > TeV~!, tal que podemos tratar

a parede como uma 3-brana infinitamente fina.

8 Indicamos ao leitor Brax and van de Bruck (2003) e Maartens and Koyama (2010) para boas revisdes sobre o
tema.
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A acdo do bulk € descrita através da acdo de Einstein-Hilbert generalizada:

D-2

M
S puik = 12) deX V=R, (2.100)

onde M, € a escala fundamental de Planck em D-dimensdes, o que implica em 87Gp = M%,‘D ,
vap € a métrica D-dimensional com seu tensor de Ricci correspondente, R4g, € escalar de Ricci
R = y*BR 5. Seja a interacdo gravitacional ao longo da brana mediada pelo graviton de modo
zero, a acdo efetiva 4-dimensional resultante é

MbP2y,

Seff = Dz "fd“x\/_—gR, (2.101)

onde g, € a métrica ao longo da brana, que produz o tensor de Ricci R, € o escalar de Ricci
R = g"R,,. Nesse caso, V, o« L" é o volume das dimensOes extras e a massa de Planck
4-dimensional, M, se relaciona com a massa de Planck D-dimensional, M), (a escala gravita-
cional da teoria dimensional extra), de acordo com

M, = Mp"L". (2.102)
Se, por exemplo, o volume da dimensao extra € a escala de Planck (L ~ M;ll), entdo Mp ~ M.
Todavia, se o volume da dimensao extra for muito maior do que a escala de Planck entdo a escala
fundamental real Mp, pode ser muito menor do que a escala de Planck efetiva, M,; ~ 10"GeV.
Isto significa que a gravidade “espalha-se” nas dimensdes extras e apenas parte dela é sentida
em 4 dimensdes (Maartens and Koyama, 2010).

Mostrou-se o limite inferior em Mp ao testar desvios das leis de Newton em 4 dimen-
soes (Long et al., 2002),

L<107'mm ~ (107 TeV)™! = Mp » 1087150/ 2D ey, (2.103)

Outros limites, também utilizando modelos de brana com dimensdes extras planas compactas,
podem ser derivados a partir de resultados em aceleradores de particulas e astrofisica de altas
energias (Hebecker and March-Russell, 2001; Cavaglia, 2003; Cheung, 2003; Guzzo et al.,
2008).

2.4.2. Modelo Dvali-Gabadaze-Porrati

Este modelo consiste basicamente em uma brana de (3+1) dimensdes (nosso Universo) imersa
em um bulk de 5 dimensdes vazio (Dvali et al., 2000b), como mostra a Fig. (2.2). Nesta figura,
estdo representados os dois setores que o modelo DGP pode apresentar: o ramo normal e o
auto-acelerado. Este dltimo é de grande interesse pois pode originar a aceleracdo cdsmica

sem recorrer a energia escura (Deffayet, 2001; Alcaniz, 2002; Deffayet et al., 2002). A acdo
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Minkowski
bulk

de Sitter

self — — _
~1| accelerating

Figura 2.2.: Ilustracdo do espaco-tempo do modelo DGP: uma brana de Sitter imersa em um
bulk de Minkowski em 5 dimensdes, onde o volume da brana € representado pelo
hiperboloide mostrado na figura. O ramo normal corresponde ao interior do hiper-
boloide enquanto o ramo auto-acelerativo situa-se na regido exterior a ele. Figura
retirada de Antoniadis (2007).

gravitacional € escrita como Dvali et al. (2000b):

2

S =M: dex V=YR + fd4x vV-g [—2M§K + %R — 0 + Lonatter |» (2.104)

onde vy, € a métrica do bulk, com correspondente escalar de Ricci, R, e Ms € a escala de Planck

no bulk. A métrica induzida na brana € g,,, e K = g"’K,,, € o trago da curvatura extrinseca,

K, = %Lngﬂv. Adicionalmente, a brana possui uma tensao, o, as contribui¢des de matéria estao

contidas em L aer € O termo MﬁR € gerado a partir de correcdes em um loop de matéria. O

problema da hierarquia (M, > Ms) permite identificar uma escala caracteristica, r, ~ Mi /2M3,

tal que para r < r. a gravidade € 4D e a teoria situa-se na brana, e para r > r. a gravidade parece
ser 5D.

As equagdes de campo podem ser divididas em duas partes: uma para o bulk e outra para a

brana. Para o bulk, temos as equacdes de campo de Einstein no vécuo, tal que:

1
Gar = Rap — ER’)/ab =0, (2.105)

com as condi¢des de contorno na brana sendo dadas pelas condi¢des de juncdo de Israel (Clifton
etal., 2012),

2MA(K,y — Kgu) = MiGoy + 081y — Ty (2.106)
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_ 2 ) 4 2 . L. ..
onde 7, = V=t f d*x \[—gLmaer € O tensor energia-momento para a matéria adicional.

Deffayet (2001); Deffayet et al. (2002) mostraram que existem dois vacuos distintos quando

Tuw=0eo0 >0,tal que

€+ 41+

3
H = _z (2.107)
4

oM

Mia]

onde € = +1, o que corresponde a branas de Sitter com curvatura intrinseca. O valor do parame-
tro € caracteriza os dois ramos mencionados anteriormente: € = —1 caracteriza o ramo normal
do modelo DGP e € = 1 caracteriza o ramo auto-acelerado.

Por outro lado, as equagdes de campo de Einstein na brana foram encontradas por Shiromizu
et al. (2000), tal que

G,y = (167Gr)"11,, — E,,,, (2.108)
onde
M = 3T+ 5T T+ 2 37T~ T2 g (2.109)
€
Ty =T — &Gm. (2.110)
Aplicando as identidades de Bianchi, mostra-se que:
V,E’, = (167Gr)*V,IT,. (2.111)

Por fim, o tensor energia-momento continua satisfazendo a lei de conservagéo local: V, 7", = 0.
As solugdes cosmoldgicas para um bulk de Minkowski (E,, = 0) e uma brana sem tensao

(oo = 0) foram obtidas como sendo (Deffayet, 2001),

81G
2 LA 2 B ey (2.112)
a r, a? 3
Para p = 0 no ramo normal (¢ = —1) temos um espaco de Minkowski, enquanto no ramo

auto-acelerado (e = 1) teremos um espaco de Sitter com constante de Hubble H,, = %, que d4
origem a possibilidade de explicar a expansao acelerada do universo sem um termo de constante

cosmoldgica explicito (Deffayet et al., 2002). Para a equacgdo de aceleracdo, temos que:

o 3H*+%-2er, [H2+ % 87GP

dH
2— +3H + — = - : (2.113)
a

dt 1 =2er. \|H*+ %5

Quando r. > H,', obtém-se o setor auto-acelerado em tempos tardios, desde que Hy < Hew.

~
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Uma vez que se defina o parametro adimensional caracteristico como

1

Q, = ——.
" 4(Hor.)?

(2.114)

tem-se a seguinte relacdo sendo satisfeita

Q,+2JQ, V1 -Q,+Q, =1, (2.115)

onde €, € o parametro de densidade adimensional de curvatura.

Quanto as restricdes observacionais, a evolu¢ao do background no setor auto-acelerado tem
sido bastante explorada na literatura, principalmente devido a possibilidade de explicar a ex-
pansdo cOsmica sem recorrer a energia escura. Para isso tem-se utilizado uma grande variedade
de observaveis cosmoldgicos, como por exemplo, dados de SNe Ia, RCF, BAO, taxa de cres-
cimento de estruturas, etc. No entanto, os estudos nesse sentido mostram que o modelo DGP
¢ desfavorecido frente as observagdes cosmoldgicas (Alam and Sahni, 2006; Fairbairn and Go-
obar, 2006; Guo et al., 2006; Maartens and Majerotto, 2006; Song et al., 2007; Fang et al.,
2008; Schmidt, 2009; Rubin et al., 2009; Santos et al., 2017). Na Fig. (2.3), mostramos os
contornos de probabilidade nos niveis de confianca de 68.3% e 95.4% no plano €, — h para o
modelo DGP (Zhang et al., 2012). As restri¢des para esses parametros foram feitas utilizando
os seguintes conjuntos de dados: dados de supernovas da compilagdo Supernova Legacy Survey
(SNLS3) (Conley et al., 2011), dados da RCF obtidos com o Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe 7-yr (Komatsu et al., 2011) (WMAP), dados de BAO da compilacdo Sloan Digital Sky
Survey (Percival et al., 2010), e medidas da constante de Hubble obtidas com o Hubble Space
Telescope (Riess et al., 2011) (HST), apresentados em diferentes cores na Fig. (2.3). No painel
da esquerda da Fig. (2.3), podemos perceber que existe uma inconsisténcia entre as diferentes
sondas cosmoldgicas, o que implica no desfavorecimento do modelo DGP por esses observa-
veis.

O painel da direita da Fig. (2.3), por sua vez, mostra a evolugdo da taxa de crescimento de
estruturas, f(z), predita pelo modelo ACDM e pelo modelo DGP, juntamente com os dados do
fator de crescimento f,,,. Novamente, notamos a diferenca entre as predi¢cdes para a evolugao
de f(z) de acordo com os dois modelos considerados. Todavia, ndo é possivel distinguir entre
eles tendo em vista esse conjunto de dados.

Além dos problemas referentes as restrigdes observacionais, mostrou-se que o modelo DGP
apresenta um modo ghost no setor escalar do campo gravitacional (Goldberger and Wise, 1999;
Koyama, 2002; Charmousis et al., 2006). O estudo das perturbagdes mostra que a gravidade no

modelo DGP coincide com a teoria de Brans-Dicke, com o parametro de Brans-Dicke dado por

Wap

%(,8— 1), (2.116)

K\'? H 2K
2 2

B
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Figura 2.3.: Painel da esquerda: Contornos de probabilidade nos niveis de confianga de 68.3%
€ 95.4% no plano Q,,) — h, para o modelo DGP. Esta figura mostra a inconsisténcia
entre as diferentes sondas cosmoldgicas para o modelo DGP. Painel da direita: A
evolucdo de f(z) predita pelos modelos ACDM e DGP. Os valores de melhor ajuste
e as regides de 20 sdo determinadas pela andlise utilizando o conjunto de dados
SNIa+CMB+BAO+H,. Figura retirada de Zhang et al. (2012).

O ghost € indicado pelo sinal negativo do pardmetro de Brans-Dicke (wgp <0 = g < 1). Isso
exclui efetivamente o modelo DGP como alternativa para a energia escura, mas permite que ele
permaneca como um toy model para ilustrar os tipos de comportamento que podem acontecer

ao se modificar as equagdes de Einstein.

2.5. Gravidade modificada e ondas gravitacionais

Como visto nas se¢des anteriores, existe um nimero considerdvel de teorias de gravidade modi-
ficada propostas com o intuito de explicar as fases de expansao acelerada inicial e tardia do Uni-
verso sem recorrer a hipdtese da energia escura (veja, por exemplo, os artigos de revisao Nojiri
and Odintsov, 2006; Capozziello and De Laurentis, 2011b). Para testar a viabilidade observaci-
onal dessas teorias, podemos utilizar, além dos dados observacionais padrdao como supernovas,
RCEF, BAO, taxa de crescimento e o parametro de Hubble, por exemplo, as ondas gravitacionais
(OGs) detectadas recentemente pelo LIGO. Além disso, a observagdo simultanea do evento de
onda gravitacional GW170817 detectada pela Colaboracao LIGO-VIRGO (Abbott et al., 2017)
e sua contrapartida eletromagnética (EM) GRB170817A detectada pelo monitor de explosdo de
raios gama Fermi (Goldstein et al., 2017), resultante da fusdo de estrelas de néutrons bindrias,
inaugurou a era da astronomia multi-mensageira. Essa observac¢do colocou uma restricdo im-
portante sobre a velocidade de propagacdo das OGs: elas se propagam com a velocidade da luz,
tal que | c3;/c* — 1 |< 6 x 10715 (com cog sendo a velocidade da onda gravitacional e ¢ a velo-
cidade da luz). Este resultado implica que muitas teorias de gravidade modificada ndo sdo mais
vidveis (Casalino et al., 2018), pois algumas delas sdo construidas sobre a suposicdo de um meio

cosmoldgico efetivo que quebra a invariancia de Lorentz, implicando que as OGs ndo viajariam
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com a velocidade da luz (Bettoni et al., 2017). Desde a observagdo desse evento simultaneo,
muitos trabalhos tem estudado a viabilidade de diferentes teorias de gravidade modificada (Ba-
ker et al., 2017; Creminelli and Vernizzi, 2017; Ezquiaga and Zumalacarregui, 2017; Sakstein
and Jain, 2017; Ezquiaga and Zumalacarregui, 2018). Nesta secdo, abordaremos alguns desses
estudos, destacando as principais consequéncias da restri¢do cog = ¢ sobre alguns modelos.

No contexto das teorias escalares-tensoriais, estudos com diferentes abordagens restringiram
a gama de possibilidades dessa classe de teorias. As consequéncias desse resultado experi-
mental para modelos de energia escura e de gravidade modificada caracterizadas por um tnico
grau de liberdade escalar sdo discutidas na referéncia Creminelli and Vernizzi (2017). Nesse
trabalho, os autores aplicam a abordagem da teoria de campo efetiva e, utilizando a restri¢ao
coc = ¢, obtiveram restricdes e relacdes entre os coeficientes dos operadores, tal que teorias de
Horndeski quérticas e de quinto grau foram excluidas®l. Este fato implica ainda que o meca-
nismo de Vainshtein*** € valido apenas para teorias de terceiro grau e que nenhuma assinatura
dos operadores lineares associados devem aparecer na estrutura em grande escala (Takushima
et al., 2014). Por outro lado, Nojiri and Odintsov (2018) investigaram a propaga¢ao das ondas
gravitacionais para teorias f(R) e teorias do tipo escalar-tensorial e mostraram que a propaga-
¢do depende de qual teoria se estd considerando. Mesmo que a velocidade de propagacao seja a
mesma para as OGs e para a luz, eles encontraram uma diferenca na fase de propagacdo. Neste
sentido, € interessante aplicar a mesma metodologia as teorias f(G) pois o termo quadratico de
R presente na defini¢do do invariante de Gauss-Bonnet poderia produzir uma pequena corre¢ao
na propagacdo da OG. Todavia, € necessdrio investigar antes se a velocidade de propagacao da
OG nesse tipo de teoria € igual ou diferente a velocidade da luz.

A deteccdo conjunta da GW 170817 e de sua contrapartida eletromagnética proporcionou que
a astronomia multi-mensageira fosse, pela primeira vez, utilizada para restringir a geometria de
dimensdes extras (Visinelli et al., 2018). Como vimos, nos modelos de brana, a gravidade € a
unica for¢a que se propaga livremente no bulk enquanto as outras forcas estdo confinadas na
brana. A consequéncia imediata disto é que as ondas gravitacionais podem viajar ao longo de
uma geodésica extra-dimensional, tal que o sinal da OG alcangaria o observador num intervalo
de tempo mais curto se comparado com um sinal luminoso emitido simultaneamente, mesmo
que os sinais viajem com a mesma velocidade (Chung and Freese, 2000). A partir dos dados
do atraso temporal entre os sinais GW 170817 e GRB170817A, Visinelli et al. (2018) obtiveram
um limite superior para o raio de curvatura da dimensdo extra de ¢ < 0.535Mpc, num nivel
de confianca de 1o. Esse valor € uma restricdo fraca se comparada com restricdes obtidas a

partir de experimentos no sistema solar, que conseguem limites da ordem submilimétrica (Long

' A menos que se reduza o acoplamento conforme padrio para YR. Para mais detalhes veja Creminelli and
Vernizzi (2017).

*= Um mecanismo que permite esconder através de efeitos ndo lineares - tipicamente para distdncias menores
que o chamado raio de Vainshtein que depende da fonte e da teoria considerada - alguns graus de liberdade
cujos efeitos sdo importantes apenas para grandes distancias, por exemplo, escalas cosmoldgicas (Babichev
and Deffayet, 2013).
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et al., 2002; Iorio, 2012; Linares et al., 2014; Tan et al., 2016), mas € um marco para restri-
cdo de dimensdes extras a partir da astronomia multi-mensageira. Além disso, comparando as
estimativas da distancia de luminosidade, obtidas pela medida da OGs (d;,,.) e pela sua con-
trapartida eletromagnética (d;,,,), Pardo et al. (2018) mostraram que as OG propagam-se num
espaco-tempo de dimensdo D ~ 4, como esperado na Relatividade Geral.

As restricdes advindas dos sinais GW170817 e GRB170817A também foram utilizadas para
investigar as consequéncias sobre as teorias f(7") (Cai et al., 2018). Esta classe de teorias é
construida a partir de uma formulacdo baseada no escalar de tor¢do, 7', definido a partir da
contragdo do tensor de tor¢do 7, = T,, onde T,, = ffy - lA"fw, e fﬁv sdo as conexdes de
Weitzenbock construidas a partir dos campos tétradas ¢/,. A partir do estudo das propriedades
de propagacao das OGs através da abordagem da teoria de campo efetiva, que permite explorar
as perturbagdes cosmoldgicas separadamente da evolu¢do do background, encontrou-se que
a velocidade das OGs € igual a velocidade da luz no limite Minkowiskiano e, portanto, as
restricdes provenientes do sinal simultaneo OG-EM sdo trivialmente satisfeitas.

A gravidade de Hotava, caracterizada por conter termos de altas ordens nas derivadas espa-
ciais que violam a invariancia de Lorentz localmente, também foi analisada a partir da restricao
coc = ¢ (Emir Gumriikciioglu et al., 2018). Além de impor limites sobre um de seus pa-
rametros, a restricdo das OGs também imp0s limites sobre a regido permitida no espaco de
parametros tri-dimensional da teoria (veja Figs. (2) e (3) de Emir Giimriikciioglu et al. (2018)).
Ocasionalmente, esta teoria pode vir a ser excluida como uma possibilidade de teoria de gra-
vidade renormalizdvel, todavia, sdo necessdrios limites mais robustos sobre outros parametros
associados a ela.

Por fim, teorias que incluem um termo do tipo f(¢)G a ag¢do de Einstein-Hilbert sdo ex-
cluidas pelo evento GW170817, pois predizem uma velocidade de propagacdo para as OGs
diferentes da velocidade da luz (Ezquiaga and Zumalacarregui, 2017). Todavia, como as teorias
f(R) permanecem vidveis, extensdes do tipo f(R, G) podem ser mantidas pois sdo teorias livres
de singularidade onde a contribui¢do de Gauss-Bonnet refor¢ca o comportamento de quintes-
séncia e da inﬂag'ZloHT (Benetti et al., 2018). Além disso, teorias do tipo vetoriais-tensoriais,
escalar-vetorial-tensorial, ou outras em que existem acoplamentos do tipo R,,*v", sdo forte-
mente restringidas pois também modificam a velocidade de propagacao das OGs. Em Ezquiaga
and Zumalacarregui (2017) sdo discutidas em detalhes algumas das teorias que s@o afetadas por
essa restri¢ao.

De maneira geral, a astronomia multi-mensageira (OG-EM) tem se mostrado uma excelente
ferramenta para testar modelos que buscam explicar a origem da aceleracdo césmica a partir
de modifica¢cdes da geometria, de maneira que novos modelos e/ou teorias terdo que satisfazer
a forte restricdo da velocidade de propagacdo das OGs. Além disso, as futuras detec¢des de
OG-EM também serdo determinantes para a busca por uma energia escura dindmica, uma vez

que se restrinja melhor a presenca de polarizagdes adicionais (Ezquiaga and Zumalacérregui,

" Embora seja necessdrio um estudo detalhado sobre a velocidade de propagacio das OGs nesse tipo de teoria.
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2017).

2.6. Sumario

Neste capitulo, abordamos alguns dos muitos caminhos que estdo sendo tomados na literatura
para explicar o atual cendrio de expansido cosmica. Algumas dessas alternativas tém sido bas-
tante investigadas, com as teorias f(R) desempenhando um papel de destaque nesse contexto.
Recentemente, no entanto, o advento da astronomia multi-mensageira com a observacao simul-
tanea do evento de onda gravitacional e sua contrapartida eletromagnética, desfavoreceu muitas
dessas teorias como boas candidatas a fornecerem modelos cosmoldgicos consistentes. O pro-

ximo capitulo serd dedicado ao estudo da abordagem de sistemas dindmicos aplicado as classes

de teorias f(R) e f(G).



3 Sistemas dinamicos e teorias de gra-
vidade modificada

Neste capitulo, discutiremos brevemente defini¢des basicas da teoria de sistemas dindmicos e

abordaremos sua aplica¢do no contexto de teorias de gravidade modificada, especialmente as

teorias f(R) e f(G).

3.1. Alguns aspectos de sistemas dinimicos

Podemos pensar em um sistema dindmico como um sistema abstrato constituido de um espago
(espago de fase ou espaco de estados) e alguma regra matemaética que descreva a evolucao de
qualquer ponto nesse espaco. Em um sistema de interesse, o estado de um dado ponto seré des-
crito por quantidades consideradas importantes sobre o sistema e o espaco de fase € o conjunto
de todos os valores que estas quantidades podem assumir (Boehmer and Chan, 2014). Dessa
forma, € possivel analisar o mesmo sistema com diferentes conjuntos de varidveis, optando-se
por aquelas que sejam mais adequadas ao problema em questao.

A origem da teoria de sistemas dindmicos data do final do século XIX, com o trabalho de
Poincaré (veja Hirsch, 1984, e referéncias 14 citadas). Nele, é proposto o uso de métodos geo-
métricos e topoldgicos para determinar as propriedades de um conjunto de solu¢des no espago
de fase ao invés de buscar por solugdes exatas de uma equacao diferencial.

A abordagem de sistemas dindmicos € bastante utilizada para estudar sistemas fisicos que
evoluem com o tempo, ou seja, cujo estado num instante de tempo ¢ pode ser descrito por um
conjunto de pontos X = (xy, X2, ..., x,) € X, de um espaco de fase X C R e cuja evolugado é

governada por uma equacao diferencial autbnoma em X, escrita como (Wiggins, 2003):

dx
i J(x), (3.1)

39
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onde f : X — X. A funcdo f pode ser vista como um campo vetorial em R, tal que

f(x) = (i(X), /o(X), ..., fu(X)). (3.2)

Portanto, as equagdes diferenciais (3.1) definem os campos vetoriais do sistema. Isso significa
que, em qualquer ponto x € X e em qualquer tempo 7, f(x) define um campo vetorial em R".

Um dos principais objetivos da abordagem de sistemas dindmicos €é determinar o comporta-
mento assintético futuro (+ — +c0), uma vez que estamos interessados na evolucao de longo
prazo do sistema fisico em questdo. Em Cosmologia, € fundamental saber também o compor-
tamento assintético préximo da singularidade inicial, ou seja, no passado. Além de descrever o
comportamento assintotico, € igualmente interessante descrever o comportamento intermedid-
rio. Dessa forma, o propdsito de aplicar esse método é obter uma descricao qualitativa sobre
como classes gerais de modelos cosmoldgicos evoluem desde tempos primordiais até o futuro
distante.

Quando se deseja uma descri¢ao qualitativa de uma classe de modelos cosmoldgicos € inte-
ressante que as equagdes que governam a dindmica sejam compostas por um sistema autdnomo
de equacdes diferenciais ordindrias (EDOs). Dessa forma, a abordagem de sistemas dinamicos
pode ser facilmente realizada. Nesses casos, usualmente se introduz uma variavel temporal (lo-
garitmica) adimensional, de tal forma que os modelos possam ser analisados em todo periodo
temporal (assume valores reais) e se escolhe conjunto de varidveis adimensionais. A partir
dessas escolhas, destacamos que: (i) podemos obter um sistema dinAmico compacto, (ii) as va-
ridveis sdo bem comportadas e possuem um significado fisico “direto” e (iii) devido a simetria
das equacdes, uma delas pode ser desacoplada (Coley, 1999). O fato de trabalharmos com uma
varidvel temporal adimensional e com um conjunto de varidveis adimensionais faz com que
as EDOs definam um fluxo, assim a evolu¢do dos modelos cosmolégicos pode ser analisada
estudando-se as Orbitas deste fluxo no espago de fase. Para além disto, ainda é possivel obter
ambos os limites @ e w, de tal forma que existird um atrator no passado e no futuro do espaco
de fase (Coley, 1999).

Pode-se definir dois tipos de sistemas dindmicos. O primeiro sdo os sistemas dindmicos con-
tinuos, cuja evolugdo é definida pelo conjunto de equagdes diferenciais ordindarias. O segundo
€ conhecido como sistemas dinamicos discretos, os quais sao definidos através de um mapea-
mento (Boehmer and Chan, 2014). No contexto de teorias de gravidade modificada, os sistemas
dindmicos sdo dimensionalmente finitos e do tipo continuos. Neste caso, o requisito basico é

que a funcdo f seja pelo menos diferencidvel em X.

d
Definicao 1 (Ponto critico ou ponto fixo). A equacdo autdbnoma d_)t( = f(x) possui um ponto

critico (ou um ponto fixo) em X = X, se e somente f(xy) = 0.

A principio, o sistema pode permanecer no ponto fixo indefinidamente, dependendo das con-

di¢des de equilibrio do ponto. O fato de um ponto fixo ser estdvel ou instdvel desempenha um
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papel muito importante no sistema dinamico e torna-se ttil, entdo, fazer uma classificacdo dos

pontos fixos baseada na sua estabilidade.

Definicao 2 (Ponto fixo estdvel). Seja xo um ponto fixo do sistema (3.1), ele € dito estdvel
se para todo £ > 0 podemos encontrar um ¢ tal que se ¥(¢) é uma solucdo qualquer de (3.1),
satisfazendo ||/(7y) —Xol| < 9, entdo a solugdo Y(¢) existe para todo t > t, e satisfard |[y(¢)—xXo|| <

£ para todo t > t,.

Definicao 3 (Ponto fixo assintoticamente estavel). Seja X, um ponto fixo estavel do sistema
(3.1), ele é chamado de assintoticamente estdvel se existe um numero ¢ tal que se ¥(f) € uma

solucdo qualquer de (3.1), satisfazendo ||y (f) — Xol| < 9, entdo lim,_,, Y (f) = X.

Dito de outra forma, um ponto fixo Xy do sistema (3.1) € dito estdvel se todas as trajetorias
que iniciam préximas ao ponto X, permanecem préximas a ele a medida que ¢t aumenta. Seme-
lhantemente, um ponto fixo € dito assintoticamente estdvel se ele € estavel e, além disso, todas

as trajetorias inicialmente proximas a X, tendem a Xy quando ¢ — oo.

3.1.1. Teoria de estabilidade linear

Dado o conceito de estabilidade, veremos agora um método que pode ser utilizado para analisar
as propriedades de estabilidade dos pontos fixos. A ideia basica é que podemos estudar o
comportamento do sistema em torno dos pontos de equilibrio e, entdo, analisar os sinais dos
autovalores das equagdes linearizadas.

Na pratica, a linearizacdo do sistema se traduz em expandir as equacdes em série de Taylor

proximas a x,. Assim, uma vez que f(x) = (fi(x),..., f4(X)), a expansdo em série de Taylor
fi(x1, X2, ..., x,) proxima a X, produz
- Of: 1 v 8*f
(X)) = f; + — () + — Oy + ..., 33
1) = fi(x0) ; 5, N0 + 5 kzl 3, KOO (3.3)

onde o vetor y(¢) é definido como y(¢) = x(¢) — Xo(#). Como queremos analisar o problema em
X = X (f(x¢) = 0), os termos ndo-lineares (", n > 2) podem ser desprezados em uma primeira

aproximacdo. Dessa forma, obtemos
(X) = o (7). 34
fi(x) ;:1 o, (X0)y (1) (3.4)

A derivada parcial pode ser interpretada como a matriz Jacobiano, tal que

of of
o Ot
of
=l : (3.5)
6tj
o Tt Ot
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Os autovalores do Jacobiano J, calculados nos pontos criticos Xy, contém as informagdes sobre
a estabilidade. Visto que J é uma matriz n X n, teremos n autovalores reais e/ou complexos.

Considerando o sistema autdnomo bi-dimensional

dx1

dt = f(x1,x), (3.6)
d
2 = g, (3.7)
podemos reescrevé-lo na forma:
dx
— = A()x + b, 3.8
o — AKX (3.8)

onde A é uma matrix 2 X 2, b € uma constante e X = (xy, x»).

Os autovalores de A sdo dados pelas raizes da equacdo caracteristica:
det(A(2) — Al) = 0. (3.9

Em geral, isso produzird uma equag¢do polinomial de n-ésima ordem quando A for uma matriz
n X n. Para o sistema (3.8), teremos 2 autovalores (4; e A,) que poderdo ser reais e diferentes,
reais e iguais ou complexos. Existem dois autovetores E; e E, associados aos autovalores A;
e Ay, que mudam de direcio a medida em que se movem ao longo da trajetéria xy. Esses

autovetores satisfazem a defini¢do a seguir.

Definicao 4 (Autovetores e autovalores). Dada uma matriz real A n X n, um vetor ndo-nulo £

satisfazendo
AME(t) = L,(E (1), i=1,2,...n (3.10)

¢ chamado de autovetor E e corresponde a um autovalor 4. A equacgdo (3.10) € a equacgdo de

autovalores de A.

Podemos agora classificar os pontos fixos de acordo com sua estabilidade. No caso do sistema

(3.8), a matriz Jacobiano é escrita como:

J:(f”” f’”}, (3.11)
8xi 8x

onde f,, significa diferenciacdo com respeito a x;. Os autovalores 4, e A, sdo dados por:

1 1

A= 50+ 80+ 5y = 8 +4f g (3.12)
1 I -

/12 = E(.f,xl + g,xz) - E \/(f,xl - g,xz) + 4f,ng,x1a (313)

e devem ser calculados nos pontos (xi,, x2,)-
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O aumento ou diminui¢io da perturbacdo y é determinado pelo sinal da parte real dos auto-
valores A;. A Tabela (3.1), retirada de Boehmer and Chan (2014), exemplifica todos os casos
possiveis dos autovalores 1; e 4,. Assim, é possivel entender as propriedades de estabilidade

ou instabilidade dos pontos fixos (xj,, X,).

Tabela 3.1.: Estabilidade dos pontos criticos baseados nos autovalores A, e A5.
| Autovalores | Descrigio |

A1 <0,4, <0 o ponto fixo € assintoticamente estdvel e as trajetdrias co-
mecando perto desse ponto irdo se aproximar dele quando
limy 0 (x1(2), X2(2)) = (X1, X2,)

A1 >0,4,>0 o ponto fixo € instdvel e as trajetérias serdo repelidas para
longe do ponto quando lim,_,_(x(?), y()) = (xo, o). Pode-se
dizer que (x,, x,) € um atrator passado

A1 <0,4,>0 o ponto fixo € um ponto de sela. Algumas trajetérias serao
repelidas e outras serdo atraidas

M =a+if, h=a—-if | coma > 0epf # 0o ponto € uma espiral instiavel
A =a+if, L, =a—-iB | coma < 0ep # 0o ponto fixo é uma espiral estavel
A =if, A =—-if as solucdes sdo oscilatérias e o ponto € dito central

Em 3 ou mais dimensdes, a classificagdo € a mesma, embora seja mais dificil fazé-la ba-
seada apenas nos autovalores. Desde que tenhamos pontos fixos simples, ou seja, desde que
det(A) # 0, A™! exista e nenhum dos autovalores seja 0, a teoria de estabilidade linear ¢ vélida
e a classificacdo dos pontos criticos segundo sua estabilidade pode ser feita de acordo com a
Tabela (3.1).

Para pontos fixos ndo simples (det(A) = 0), o método de linearizacdo falha e outros métodos
sd0 necessdrios para estudar as propriedades de estabilidade. Uma ferramenta relevante, neste
caso, € o expoente caracteristico de Lyapunov, utilizado principalmente para especificar como
as perturbacdes crescem (ou diminuem) ao longo de uma trajetoria.

Para cada solucdo ndo trivial y do sistema (3.8), isto €, quando todos os pontos criticos sao
diferentes de zero, existird um expoente caracteristico de Lyapunov, definido por (Anishchenko
etal., 2014)

—1
sty(®)] = lim~In ly@)ll, (3.14)

onde a barra indica limite superior e || || denota a norma do vetor. Para N solu¢des linearmente
independentes y',onde i = 1,2,...,N, formando uma matriz fundamental de solugcdes Y do

sistema (3.8), existirdo N expoentes caracteristicos de Lyapunov:
—1 ; .
= hm;lnlly’(t)ll, i=1,...,N. (3.15)
t—o00

Os expoentes organizados de maneira decrescente, s; > s, > --- > sy, formam o espectro de

expoentes caracteristicos de Lyapunov, em que cada expoente determina a taxa de contragdao ou
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alongamento exponencial de uma componente da perturbacdo na dire¢do de um autovetor da
matriz fundamental, Y(¢), ao longo da trajetoria.

Entretanto, no caso de uma solugdo particular x, de um sistema do tipo (3.8) ser um ponto
de equilibrio, ou seja, f(x¢) = 0, os autovalores e autovetores da matriz A sdo constantes no
tempo e os expoentes de Lyapunov coincidem com as partes reais dos autovalores (s; = Red;).
Sendo assim, a classificacdo de estabilidade € feita de acordo com a Tabela (3.1). Para um
espaco de fase com dimensdo N > 3, o ponto de equilibrio é considerado um atrator se for
assintoticamente estdvel e se todos os expoentes de Lyapunov forem negativos. Por outro lado,
este ponto € definido como repulsor quando todos os expoentes sdo positivos € um ponto de sela
inclui expoentes positivos e negativos. Além disso, quando um dos expoentes (autovalores) for

0, é preciso considerar também os sinais de todos os outros expoentes, ou seja,
1. 4, =0, 4; > 0: o ponto € instavel;
2. 41 =0, 4; <0: o ponto € estdvel;
3. 4; =0, 4; apresentam sinais diferentes: o ponto € uma sela.

Para uma descricao mais detalhada sobre os expoentes caracteristicos de Lyapunov e a estabili-
dade de sistemas dinamicos, indicamos ao leitor as referéncias Bowtell (2008), Skokos (2010)
e Anishchenko et al. (2014). Para uma revisao sobre aplicacdes de sistemas dinamicos em Cos-
mologia, indicamos os trabalhos de Ellis and Wainwright (1997), Tavakol (1997), Coley (1999)
e Boehmer and Chan (2014).

3.2. Sistemas dinamicos em teorias f(R)

O modelo cosmoldgico minimo possui uma série de eras cosmoldgicas: inflagdo primordial,
radiacdo, matéria e constante cosmoldgica. Desta forma, um modelo cosmoldgico genérico
deveria comegar com um periodo inflacionério, correspondendo a um repulsor no inicio do
sistema dinamico. Os repulsores, por sua vez, sdo caracterizados por valores negativos para
todos os autovalores da matriz do Jacobiano associados a esse ponto, o que garante que todas
as trajetorias evoluem para longe dele. Continuando com nosso modelo ideal, deveriamos ter
agora dois pontos de sela, correspondendo as épocas dominadas pela radiacio e, em seguida,
pela matéria. O fato de serem dois pontos de sela faz com que algumas trajetdrias sejam atraidas
e, logo em seguida, repelidas por estes pontos, de forma que o universo ird evoluir através de
ambas as épocas. Por fim, é necessdrio que tenhamos um atrator final representando a época de
expansdo acelerada (solugdo de Sitter), o que corresponde a todos os autovalores da matriz do
Jacobiano negativos.

Em busca de analisar sob quais condi¢des os modelos f(R) sdo vidveis, a abordagem de siste-
mas dindmicos tem sido bastante utilizada na literatura (Amendola et al., 2007a; Carloni et al.,

2005, 2015, 2018; Ivanov and Toporensky, 2012). De maneira geral, para discutir a dindmica
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cosmoldgica de uma teoria da gravidade f(R), devem ser seguidos dois passos principais: (1)
introduzir varidveis adimensionais convenientes e (ii) derivar as equagdes de evolucdo dessas
variaveis. Nessa situacdo, os pontos fixos do sistema de equagdes representam alguns regimes
assintoticos da evolucdo do Universo.

Tendo em vista que todas as teorias de gravidade modificada do tipo f(R) sd@o conformalmente
idénticas a modelos de quintesséncia, nos quais a matéria estd fortemente acoplada a energia
escura, Amendola et al. (2007b) mostraram que o comportamento de modelos f(R) = R+ aR™
(com n > 0) no formalismo métrico, em altos redshifts, produz uma evolugdo cosmoldgica
muito diferente da cosmologia padrdao. Em tal caso, o fator de escala durante a fase domi-
nada pela matéria cresce de acordo com /% ao invés da lei padrdo */3. Tal comportamento é
demasiadamente inconsistente com as observacdes cosmoldgicas.

Essa caracteristica comum aos modelos do tipo lei de poténcia f(R) oc R™ (n # —1) passou
despercebida durante algum tempo na literatura, até que Amendola et al. (2007a) estudou essa
questdo em detalhes e a estendeu para todas as Lagrangianas f(R) bem comportadas. Nesse
mesmo trabalho, Amendola et al. (2007a) encontram as condi¢des gerais em que qualquer teoria
f(R) contém uma era da matéria padrao seguida por um atrator acelerado em um background

espacialmente plano, homogéneo e isotrépico.

3.2.1. Equacoes autonomas

A seguir, caracterizamos todas as quantidades necessdrias para o sistema de equacdes autd-
nomo, a partir do qual serdo analisadas as condi¢des gerais de viabilidade dos modelos de
gravidade f(R). As equagdes bésicas no frame de Jordan para uma teoria f(R) foram vistas no
capitulo anterior (sec@o 2.3.1). Variando a a¢do geral (Eq. 2.29) e utilizando a métrica FLRW

plana, obtemos as seguintes equagdes de campo:

3 frH*

1 .
K(Pm + py) + E(fRR - f) —3H, (3.16)

—2fkH = «k(om + §Pr) + fr — Hfg. (3.17)

Neste ponto, € conveniente introduzir um conjunto de varidveis adimensionais:

F
- 3.18
X1 HF ( )
f
A 3.1
X2 CFI? (3.19)
R H
X3 = @ = E +2, (320)
2
X, = X Prnd (3.21)

3FH?’
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A partir da Eq. (3.16), temos a seguinte identidade algébrica

K Pm
3FH?

Qm :1—x1—x2—x3—x4. (322)

As equacdes de evolucdo das varidveis {x;, x,, X3, x4} sdo facilmente calculadas:

dx

N —1 = x3 = 3x + X] — X1X3 + X4, (3.23)
% - % Q-4 —x), (3.24)
% = -% —2x3(x3 - 2) (3.25)
% = —2X3Xx4 + X1 X4, (3.26)
onde N =Inae
oot

_dlogf _ _Rfr _ X5 (3.28)
dlogR f ox’ '

com fr=df/dRe frr = d*fdR°.

E possivel deduzir R em funcdo de x3/x, a partir da Eq. (3.28), tal que m agora também ¢é
uma func¢do de x3/x, e obtém-se a fung¢do m(r). Se tomarmos o caso do modelo lei de poténcia
com f(R) = aR™, a varidvel m torna-se uma constante (m = —n — 1), com r = n = x3/x;.
Neste caso, o sistema é reduzido para um conjunto de 3 equagdes com as varidveis xi, x, € X4.
Contudo, para modelos de gravidade f(R) gerais, a varidvel m depende de r.

Por fim, € util escrever as expressdes para os parametros da equacdo de estado efetivo e da

componente representando a energia escura:

1
Wef = —§(2X3 -1, (3.29)
1 1 — x4y —2x3
= = , 3.30
I O T (3.30)

onde y = F/F).

3.2.2. Dinamica cosmoldgica

A dinamica cosmoldgica € analisada através das propriedades analiticas do espaco de fase asso-

ciado ao sistema de equagdes (3.23)-(3.26). Na auséncia de radiacdo (x4 = 0), os pontos criticos
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do sistema para qualquer m(r) sdo:

Py:(x1,x0,x3) =(0,-1,2), Q,=0, wer=-1, (3.31)
Py (x1,x,x3) =(=1,0,0), Q, =2, w;r=1/3, (3.32)
P3:(x1,x,x3) =(1,0,0), Q,=0, wgr=1/3, (3.33)
Py (x1,x0,x3) = (=4,5,0), Q, =0, wer=1/3, (3.34)

PSZ(xl’xbxg):( I A+dm 1+4m), i+ 10m)
T+m 20 +m2 20+ m) 21+ m)?
Wep =~ (3.35)
2 —5m — 6m? (3.36)

IS = 3+ 2m)

onde Q,, =1 —x; — x, — x3.

Em linhas gerais, podemos analisar os pontos fixos conforme o comportamento do parametro
da equacdo de estado efetivo. Em tal caso, as tnicas solu¢des que produzem uma equagdo de
estado exata para a era da matéria padrdo, ou seja, w.;r = 0 = a o« 23 ou x3 = 1/2, sdo
aquelas param = 0 (Ps) ou param = —(5 £ V73)/12 (Pg) (Capozziello et al., 2006). Porém,
o ultimo caso corresponde a Q,, = 0, o que ndo gera uma era da matéria dominada por um
fluido ndo relativistico (Amendola et al., 2007¢). Por outro lado, apenas P, ou aqueles que se
originam a partir de Ps¢, podem ser acelerados e apenas P, ou Ps podem dar origem a eras da
matéria. Todavia, P, corresponde a um valor de w.sr = 1/3 e pode ser descartado como uma
era da matéria padrdo, pois produz um comportamento do fator de escala a o t'/? (para mais
detalhes, veja Amendola et al., 2007b). Por fim, Ps parece descrever uma era da matéria padrao,
mas apenas para um valor de m préximo de 0. Portanto, uma “boa"cosmologia seria dada por
alguma trajetdria passando préxima a Ps e acabando em algum atrator acelerado.

No que se segue, a andlise de estabilidade dos pontos fixos é feita baseada nas técnicas
de linearizacdo, comentadas brevemente na sec¢do anterior, e € a partir dela que € realizada
a classificacdo dos pontos fixos como atratores, selas ou repulsores no espaco de fase. Vale

salientar que se assume um m = m(r) e € definido um m; = m(P;).

e (1) P,: Ponto de de Sitter

O ponto P, corresponde a solucdes de de Sitter (H = 0) pois weg = —1 e apresenta os

seguintes autovalores:

3 3 . V25 - 16/m,

2 2

onde m; = m(r = =2). Consequentemente, P, € estdvel quando 0 < m; < 1 e um ponto
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de sela caso contrario.

e (2) P,: MDE

Adotando a nomenclatura usada por Amendola (2000), tal que no frame de Einstein a
fun¢do f(R) corresponde a um cendrio de quintesséncia acoplado com um potencial ex-
ponencial, considera-se que o ponto P, € caracterizado por uma época cinética em que
matéria e campo coexistem com fracdes de energia constantes. O que é denotado como

¢-matter dominated epoch ()MDE). Os autovalores sdo:

2

1 1 m’ 1 ' 2 3 '
=2, |7+ —-=2r(1+r) \/{7+———§r(1+r)} —4{12+———§r(3+4r)}
m

2 ny 5 my m; ny my

onde a linha representa derivada com respeito a r. Assim sendo, P, pode ser um né estivel

ou um ponto de sela.

Podemos ter um ponto de sela quando m(r) for uma constante, tal que os autovalores se
reduzem a -2, 3,4+ 1/m,. Para este ponto ser um né estavel, devemos estar no sub-espaco
X3 = rx; para —1/4 < m < 0. Levando em conta as Egs. (3.24) e (3.25), o termo x3/m,
deve se anular. Portanto, a condicao necessdria e suficiente para a existéncia do ponto P,

¢é expressa de acordo com

lim = =0, (3.37)
x2’3—>0 m2
que implica em
H{]’j -0, (3.38)
,RR

para R/H*> — O e f/frH* — 0. Este fato, por sua vez, quando aplicado a vdrios modelos
como, por exemplo, f(R) = logR, f(R) = R", f(R) = R+ aR" e modelos f(R) bem
comportados no geral, mostra que uma era da matéria “errada” é comum aos modelos

F(R).
e (3) P5: Ponto puramente cinético

Este ponto corresponde a uma época ‘““cinética”’, mas também apresenta uma componente

de matéria nula. Os autovalores correspondentes sao

ms 3 3 3 3 3

1 1 m/ 1 . 2 5 '
2, =9 —+ =211+t 99— —+=2r(1+1r)} —4320- —+ =2r(5+4r}],
2 m?2 my  m? my  m?

o que revela que P; pode ser uma sela ou um né instdvel. Quando m(r) é constante os
autovalores se reduzem para 2,5,4 — 1/m3. Neste caso, P3 € instavel para m; < 0 e

ms3 > 1/4 e um ponto de sela caso contrério.

o (4 Py
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Os autovalores associados ao ponto P, sdo:
-5, -3, 41+ 1/my).

Sendo estdvel para —1 < my < 0 e um ponto de sela caso contrdrio. Nem o ponto P;
nem o ponto P4 podem ser usados para caracterizar as épocas dominadas por matéria ou
aceleragdo, devido o comportamento das componentes de matéria e parametro da equacao
de estado (€2, = 0 e weg = 1/3).

e (5) Ps: Solugdes de escala

Esse ponto recebe esse nome pois produz solucdes com a razdo €2,,/Qpg constante. No
limite ms — 0, Ps representa uma era da matéria padrdo com a o« t*/* e Q,, = 1. Isso nos

leva a condi¢@o necessdria para existir uma era da matéria padrao exata,
m(r=-1)=0. (3.39)

Os autovalores associados sd@o dados por

~3ms & \Jms(256m + 160m — 31ms — 16)

4ms(ms + 1)

3(1 + my),

Como queremos um m muito pequeno, no limite |ms| < 1 os autovalores sdo reduzidos

para
1
+ 4.

3(1 +my), — ~
5

W

Modelos com ms = Rfgg/fr < 0 tem autovalores divergentes quando ms — 0 (pela
esquerda), o que implica que o sistema ndo pode ficar muito tempo em torno do ponto Ps.
Por outro lado, uma era aproximada da matéria existe se ms for negativo e ndo-nulo, mas
neste caso os autovalores sdo muito grandes e o problema torna-se encontrar condi¢des
iniciais que facam o sistema permanecer préximo ao ponto por mais tempo. Outro caso
interessante ocorre quando 0 < ms < 0.327 pois os dois ultimos autovalores na Eq. (3.40)
sdo complexos com as partes reais negativas. Isso produz um ponto de sela com uma
oscilagdo, de modo que o universo pode evoluir através do ponto Ps e entdo seguir para
um ponto acelerado. Uma vez que P, também € um ponto de sela, exceto para o caso
especifico em que € estdvel, qual trajetéria serd escolhida (P, ou Ps) vai depender das

condigdes iniciais e, para isso, € necessario uma analise numérica.

e (6) Ps: Ponto dominado por curvatura

Conforme a nomenclatura dada afirma, esse ponto € dominado pela curvatura com equa-
¢ao de estado efetiva dependente do valor de m. A condi¢do de aceleragdo (we.g < —1/3)
¢ satisfeita quando mg < —(1 + \/§)/2, —1/2 <meg < 0emg > (\/§ —1)/2, como mostra
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a Fig. 3.1. Os autovalores sido dados por:

4 1 2-3mg— 8m§ 2(m§ = DA + my)
— _I_ —_— —
m6’ m6(1 + 2m6) ’ Wl6(1 + 21’]’16)

De tal forma que a estabilidade de Ps depende de mg € my.

O ponto Py € estavel e acelerado em quatro regimes distintos:

(1] mg > -1
Quando my > —1, Pg € estavel e acelerado em trés regioes:

- (A)mg < —(1+ \/§)/2: Py € acelerado mas ndo € phantom, pois w,s¢ > —1. Possui

werr — —1 no limite mg — —o0.
- (B) —1/2 < mg < 0: P € fortemente phantom com w,¢¢ < —7.6.

— (C) mg > 1: Ps admite um comportamento phantom com —1.07 < w,¢r < —1. Pos-

Sul weg — —1 no limite mg — +o00 e mg — 1.

(0] my < —1
Quando my < —1, o ponto Pg € estdvel e acelerado na regido em que:
— (D) (V3 = 1)/2 < mg < 1: Pg ndo é phantom, wesr > —1.

Em decorréncia dessa andlise, a aceleragcdo assintdtica dos modelos f(R) ndo pode ter

uma equagdo de estado na faixa de —7.6 < w,ss < —1.07 (Amendola et al., 2007a).

Ao adicionar radiacdo, ou seja, incluir a varidvel x, na andlise, os pontos P;¢ permanecem

os mesmos com x4 = 0 e dois novos pontos sdo encontrados, ou seja,

° Py . (x1,x,x3,x4) =(0,0,0,1), €, =0, Werf = 1/3, (3.40)
4dm 2m 2m 1 —2m— 5m?
Pg : ) ) ) = s ’ ’ Qm = O’
* P ) =\ T T Tam A mp )

1-3m

3 3m (3.41)

Wepf =

Notadamente, P; € um ponto de radiacdo padrdo, cujos autovalores (quando m(r) € constante)
1,4,4,—1 fazem dele um ponto de sela. O ponto Pg, por sua vez, pode ser considerado uma
nova era da radiacao contendo energia escura ndo nula. Porém, como a equacgdo de estado ja é
bem restrita pela nucleossintese para ter o valor de 1/3, Pg somente € aceitdvel como uma época
dominada pela radiagdo se mg for proximo de 0.

Os autovalores de Pg sdo:

my =1 & \[81m2 +30ms — 15
2(ms + 1)

1, 4(1 + my),
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Figura 3.1.: Equagdo de estado efetiva w, s para P em fungdo de m. O ponto € estavel e acele-
rado nas regides cinza. Na regido (A) m < —( V3 + 1)/2, Ps € sempre ndo phantom
(werr > —1); naregido (B) —1/2 < m < 0 € fortemente phantom (w.rr < —7.6); na
regido (C) m > 1 € um pouco phantom e na regido (D) nio € phantom(w,ss > —1).
Em todas as outras regides P¢ € desacelerado ou instavel. Figura retirada de Amen-
dola et al. (2007a).

No limite de mg — 0, os dois dltimos autovalores sdo complexos com partes reais negativas
e, portanto, Pg é uma sela em torno do ponto de radiacdo. Essa fato permite que as trajetorias
sejam afastadas da era da radiacdo e seguidas por um dos pontos fixos dados anteriormente.
Dado que Pg estd na linha m = —r — 1, assim como o ponto Ps, uma vez que a condicdo para
a existéncia do ponto Ps como era da matéria (m ~ 0 e r ~ —1) seja satisfeita, também existird
um ponto de radiacdo na mesma regido. Dessa forma, uma trajetoria cosmoldgica vidvel pode
comecar em torno do ponto de radiagdo Pg com m = 0 e, entdo, se conectar com 0 ponto
de matéria Ps com m ~ 0. Posteriormente, as solu¢des devem se aproximar de algum ponto

acelerado.

3.2.3. Classificacao de modelos f(R)

Para que um modelo cosmolégico esteja em conformidade com as observagdes astrondmicas,
ele deve possuir uma época dominada por radiacdo seguida de uma época dominada por matéria
e, por fim, uma época de expansao acelerada. No cendrio de teorias f(R), do ponto de vista de
sistemas dinamicos, essa sequéncia corresponde a uma era da matéria longa o suficiente para
permitir a formacdo de estruturas, com equacdo de estado w.sr = 0 e um ponto atrator final
(aceleracdo estdvel) para caracterizar a expansao acelerada.

Faz-se necessario examinar quais condi¢des iniciais permitirdo a evolu¢do de uma época
dominada pela radiagcdo (P; ou Pg) seguida de P, ou Ps. Isso porque P, (pMDE) sempre existe
como um ponto de sela ou estavel desde que a condi¢do (3.37) seja satisfeita. Uma vez que
Ps também exista como uma sela, sdo examinadas as condi¢des que conduzem ao atrator final

acelerado.
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De modo geral, a cosmologia dos modelos f(R) pode ser estudada através das propriedades
geométricas da curva m(r) no plano (r, m) e nas suas intersecdes com a linha critica* m = —r—1.
A primeira condi¢do para um modelo f(R) ser aceitdvel € ele possuir uma era dominada pela
matéria padrio. Isso acontece para Ps quando m(—1) — 0. Mas, se m(—1) for ndo nulo, a época
da matéria ainda pode ser caracterizada por a ~ *1*™/3 aceitdvel desde que |m| < 1. Vamos
denominar o caso em que |m| < 1 como P;O). Desta forma, a partir da época da matéria P;O)
em (r,m) = (—1,0), as trajetorias podem seguir para P;, ou ainda para os pontos Ps (além de
Pg.o)) ou Pg, 0s Unicos que originam solucdes aceleradas. P; é estdvel e acelerado apenas para
0 < m; < 1. Todavia, a andlise de estabilidade mostra que Ps ndo € estdvel nas regides em que
¢ acelerado (ms > 1/2 e ms < —1). Portanto, a transi¢do do ponto de matéria sé pode ocorrer
para um dos pontos acelerados P ou Pg.

Outra questdo que deve ser avaliada € o sinal das derivadas de m(r) referentes aos pontos Ps
e Pe (mi, > —1 oumj, < —1) pois, dependendo disso, podem existir regides com diregdes
proibidas no plano (r, m), correspondendo a uma era da matéria estavel ou uma época acelerada
que nao € estavel. Isso pode ser visto na Fig.(3.2) onde sao mostradas varias curvas de m(r)
pertencentes a uma das quatro classes gerais de modelos f(R) (que serdo descritas abaixo).
Entdo, para um dado modelo m(r), deve-se olhar para as intersecdes de m(r) com m = —r — 1
para decidir se o modelo passa pelas condi¢des de uma sequéncia matéria padrao-aceleragao.

Modelos da Classe I sdo caracterizados por uma aceleracdo final precedida por uma fase
#MDE (a « t'/?) ou ndo possuem uma fase de matéria antecedendo a época acelerada. A
maioria dos modelos pertencentes a essa classe sdo claramente descartados, por exemplo, pela
distancia de didmetro angular dos picos acusticos da RCF (Amendola et al., 2007b).

A Classe II abrange modelos que possuem uma época da matéria seguida de um ponto de de

Sitter (w.sr = —1) desde que
O0<m(r)<1 at r=-2 or m(r)y=-r—1—> +o0. (3.42)

Além disso, a curva m(r) conecta a vizinhanca do ponto de matéria Ps(r, m) = (=1,0) com uma
das regides aceleradas.

A Classe III, por sua vez, compreende modelos em que a curva m(r) intersecta a linha critica
para valores pequenos e negativos de m. Neste caso, os autovalores sdo muito altos e carac-
terizam um ponto de sela, tal que a era da matéria € muito curta. Ademais, as trajetérias sao
atraidas por um atrator fortemente phantom com weg < —7.6.

Por fim, modelos da Classe IV contém modelos que possuem uma era da matéria seguida por

um atrator acelerado ndo-phantom (wer > —1) desde que m = —r— 1 e

(V3-1D/2<m(r)<1 and m'(r)<-1. (3.43)

*

Chamada assim pois os pontos Ps e Pg se encontram nela.
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Além do mais, esses modelos também satisfazem o requisito da curva m(r) ser capaz de conectar
a vizinhanga do ponto de matéria Ps(r,m) = (—1,0) com uma das regides aceleradas e, portanto,
conduzir a uma cosmologia aceitavel.

Indicamos ao leitor a referéncia Amendola et al. (2007a), onde € feito um estudo detalhado
(analitico e numérico) de varios modelos f(R) e, entdo, realizada a classificacdo de cada um
deles. Além disto, podemos encontrar nesta mesma referéncia uma figura semelhante a Fig.(3.2)

que ilustra o comportamento das curvas m(r) para alguns dos modelos f(R) analisados.

3.3. Sistemas dinamicos em teorias f(G)

As teorias de gravidade com o termo de Gauss-Bonnet G = R? — 4RR,,, + R"P7 R0 tem
sido bastante estudadas na literatura recentemente (Antoniadis et al., 1994; Cartier et al., 2000;
Tsujikawa, 2002; Nojiri et al., 2005; Nojiri and Odintsov, 2005b; Cognola et al., 2007; Zhou
et al., 2009). Nesta secdo, faremos um breve resumo da andlise do espaco de fase de modelos
f(G), assim como serdo inferidas as condi¢des mediante as quais esses modelos de energia
escura sdo cosmologicamente vidveis.

Seguindo a ideia de modificacdo da ac¢do de Einstein-Hilbert por uma funcao genérica do es-
calar de Ricci, consideramos uma densidade Lagrangiana contendo uma funcao geral do escalar
de Ricci e do termo de Gauss-Bonnet, 1/—gf(R, G) (Carroll et al., 2005b; Cognola et al., 2007).
De maneira simplificada essa funcao foi substituida por f(R,G) = R+ f(G), com a funcio f(G)
representando a energia escura (Nojiri and Odintsov, 2005b; Li et al., 2007b) ou para explicar
ambos os periodos de aceleracao inicial e tardia do universo (Nojiri et al., 2008; De Laurentis
et al., 2015).

A acdo geral da gravidade de Gauss-Bonnet pode ser escrita como (Zhou et al., 2009)

S = f d4xx/—_g(§R+f<g>+Lr+1:m : (3.44)

onde £, e L, sdo as Lagrangianas de radiacdo e matéria, respectivamente. Variando a agdo

(3.44) com respeito ao tensor métrico g,,, obtemos as equacdes de campo para a gravidade

1(G):

1
R,uv - ERgﬂV
+8[Rypvo' + vag(ry - RpO'gv,u - Ryvga'p + R,u(rgvp
1
+§R(gyvg(rp - gﬂfrng)]VpV(rfg + (gfg - f)guv = T,uv > (345)

onde 7, € o tensor energia-momento da radiagdo e matéria.
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Figura 3.2.: Plano (r, m) para as quatro classes de modelos f(R). Em todos os painéis a linha
diagonal € a linha critica m = —r — 1. Nos trechos pontilhados, P¢ ndo é acelerado
nem instavel, se assumimos my > —1. Nos trechos s6lidos nomeados de A, B e C,
Pg € acelerado e estavel, novamente assumindo my; > —1 (a regido D € omitida por
clareza exceto no painel da Classe IV). Os tridngulos cinza representam dire¢oes
proibidas proximas aos pontos criticos. As linhas tracejadas em verde sdao curvas
m(r) hipotéticas, que intersectam a linha critica nos pontos criticos Ps and Pg. A
interse¢do em (r,m) = (—1,0) (tridngulos em cinza claro) corresponde a época
dominada pela matéria P(SO). Em modelos da Classe I, a curva m(r) ndo intersecta
(r,m) = (-1, 0) e, portanto, ndo existe era da matéria padrao. Em modelos da Classe
II, o ponto (r,m) = (—1,0) estd conectado ao ponto de de Sitter P, (ao longo do
segmento 0 < m < 1 em r = =2) e, portanto, representa uma solugdo cosmoldgica
vidvel. Os dois pontos criticos adicionais nas regides A e C sao instaveis uma vez
que as curvas entram nos tridngulos proibidos e ndo sdo, portanto, aceitiveis como
estdgios finais acelerados. Em modelos da Classe III, a linha m(r) com inclinacdo
m’ > —1 intersecta a linha critica em valores de m negativos na faixa fortemente
phantom (B). Note que, as curvas com m < —1 que sdo atraidas por Ps nas regides
(A), (B) e (C) sdo possiveis, mas tais casos nio sdo vidveis devido a auséncia de
uma era da matéria prolongada para m < 0. Em modelos da Classe 1V, a curva m(r)
conecta a era da matéria com mg; > —1 a regido (D) com a derivada m; < —1 e,
portanto, representa uma cosmologia vidvel com uma era da matéria seguida por
uma aceleracao estavel (w.g > —1). Nenhuma trajetdria tinica pode cruzar a linha
critica m = —r — 1: cada solucdo fica presa entre duas raizes sucessivas na linha
critica. Figura retirada de Amendola et al. (2007a).
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Considerando a métrica FLRW plana, as Eqs.(3.45) se reduzem a
3H® = Gfg—f—24Hfg +pr +pu, (3.46)
—2H = -8H’fz+ 16HHfg+ SH”fg + %p, + O - (3.47)
As densidades p, e p,, satisfazem as equagdes de continuidade usuais
Oom =—-3Hp, e p,=-4Hp,. (3.48)
Reescrevendo as Eqgs. (3.46) e (3.47) como
3H> = p e -2H =p+p, (3.49)

as contribui¢des geométricas para a densidade e a pressdo da energia escura sao naturalmente

definidas como

Gfs—[-24H fg,
poe = 16Hfg+ 16HHfs + 8H f5 — Gfs + f,

PDE

de tal forma que a equagdo de continuidade da energia escura € valida

ppe +3H(ppe + ppe) =0,

e o parametro da equagdo de estado torna-se

poe _ 16H3fs + 16HH fg + 8H*f5 — Gfg + f
PoE Gfs— [ - 24H fg ’

WpE =

Também é comum definir o parametro da equacao de estado efetivo como

| 2H
Wepf = —1— —,
rf 3H2
e as densidades de energia adimensionais
Px
=—, X=r,mDE
AR}z

3.3.1. Equacoes autonomas

(3.50)
(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

O procedimento padrdo para a anélise de sistemas dindmicos € definir um conjunto de varidveis

adimensionais e derivar a evolucdo de cada uma delas. Desta forma, a dindmica cosmoldgica

de um modelo f(G) podera ser avaliada a partir da andlise de pontos fixos e estabilidade do
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sistema autonomo definido. Neste caso, as varidveis adimensionais escolhidas sio:

P G H
—3H2, X5 = + 1.

_Gfg _f _ a
" 24H*  H?

NS 2T g

x3 = —8Hfg, x4=Q,
Em termos dessas varidveis, a Eq.(3.46) € reduzida a seguinte identidade algébrica:
szl—xl—xz—x3—x4. (356)

Além disto, as expressdes para wpg € w,ryr podem ser reescritas em fungdo das varidveis x;

COmo:

—2)(5 — X4 — 1
3(X1 + X, + X3) ’

1
Werr = —§(2X5 +1). (358)

(3.57)

WpDE

Derivando cada uma delas com respeito ao tempo adimensional N = In(a/a;) (a; é o valor

inicial do fator de escala), obtém-se:

dx X3X
d_]\; = —% — X3X5 — 2X1X5 + 2Xx71, (3.59)
dx X3X
d_]\? = % —2xX5 + 2x;, (3.60)
ax; +2x5 —x3x5 + 1 = 3x; = 3x, + x. (3.61)
-_ — —X — — — . .
N 3 5 — X3X5 1 2+ Xy
dx
d_]\‘; = —2X4 - 2)64)65 s (362)
dxs X303 >
Do L 402 4 4, 3.63
dN xim s T ( :
onde
_ Yles (3.64)
fe
, - Gle_x (3.65)
f ox

Para tornar o sistema (3.59)-(3.63) autdbnomo, podemos expressar G em funcdo de x;/x;
a partir da Eq. (3.65), desde que a forma de f(G) seja dada. Por exemplo, para o modelo
f(G) = a(G? - B)1, existe a linha m(r) = (1 — g)r/q+ p — 1 no plano m-r. Recordando a andlise
de sistemas dinamicos para modelos f(R), percebemos que existe uma fungao similar m(r), a
partir da qual pode ser examinada a viabilidade desses modelos de gravidade de acordo com o
comportamento da curva m(r) no plano m-r. Dada a forma de f(G), é possivel ainda expressar
G e H em termos de x; € xs, tal que, substituindo esse resultado na Eq. (3.59), x; pode ser escrito
em funcao de x, e x5 e, portanto, este se torna uma varidvel independente que pode ser eliminada

do sistema. Todavia, nem toda forma de f(G) vai permitir que x; seja eliminado facilmente.
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Portanto, € mais eficiente resolver o sistema em 5 dimensdes (3.59)-(3.63) de maneira analitica

e/ou numeérica.

3.3.2. Dinamica cosmoldgica

Para estudar as propriedades globais da dindmica dos modelos f(&G) vamos analisar os pon-
tos criticos associados ao sistema dindmico de primeira ordem descrito pelas Egs. (3.59-3.63).
Neste caso, devemos fazer o lado direito das Egs. (3.59-3.63) iguais a zero. Ao fazer isso
surge uma nova caracteristica. Ao invés de pontos criticos aparecem linhas de pontos criticos

(variedades de equilibrio), denominadas linhas criticas:

Li @ {xi=1-x3,x=x,x=0,x4=0,x5s =1},
Q, =0, Q =0, Qpp=1, wpr=-1, w; r=-1,
1 1 1 1
L, : {x= 6X3,X2 = —§X3,X3 =x3,% =0,x5 = _E’m = —5},
Qm:1_6x3’ Q, =0, QDE=6X3, wpe =0, weffZO,
X5 2Xs 2(xs—1)
L . = s = — s = s :O, = s =—=},
3 {x) X5—2X2 x5—2x3 PR X4 X5 = X5,M 2}
2 1 2 1
szoa Qr:O7 Q :17 = -3 ) e = -3 )
DE WpDE 3x5 3 Werr 3x5 3
I3 { 1 1 1 3 1 1}
. X] = —=X3,Xp = —=X3,X3 = X3, X34 =1 ——=X3,Xs =—1l,m=——y4,
4 1=7 3, X2 ) 3, X3 3, X4 2 3, X5 >
3 3 1 1
Q, =0, Qrzl—zxm QDE:ZX39 Wpg = 7. Wefy =3

As linhas criticas sao caracterizadas por retas no espaco de fase, por exemplo, x; = 1 — x, para
L,. Note que as linhas L, L, e L, tem diferentes valores de xs, que sdo 1, —1/2 e —1, respecti-
vamente e, portanto, ndo se intersectam. Por outro lado, L; intersecta L; em (—1,2,0,0, 1), com
L,em(1/5,-2/5,6/5,0,-1/2)e com Ly em (1/3,-2/3,4/3,0,-1).

Geralmente, as linhas criticas surgem quando em um sistema ndo linear a matriz Jacobiano
do sistema linearizado produz pelo menos um autovalor zero. O aparecimento de variedades de
equilibrio pode estar associado também ao fato do sistema ndo linear possuir alguma simetria
ou poder ter sua dimensionalidade reduzida. A estabilidade de um ponto critico, nesses casos,
¢ determinada pelos autovalores ndo nulos. A justificativa para tal € que ao longo das linhas
criticas praticamente nao existe dindmica (ou seja, a estabilidade ndo muda ao longo da direcao
do autovetor associado ao autovalor nulo), tal que a dindmica préxima ao ponto critico pode ser
vista como a estabilidade do espaco de fase reduzido, que € obtido a partir da supressao da dire-
cdo do autovalor zero. A excec¢do ocorre quando a estabilidade do ponto critico muda ao longo
da linha critica. Neste caso, o sistema € considerado como uma bifurcacdo sem parametros
(veja Fiedler et al., 2000; Liebscher, 2010, para maiores detalhes).

Note que m = —1/2 € a condi¢do de existéncia das linhas L,, L3 e Ly. Além disso, para L,, L
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e Ly, é vélida a condi¢do r = x;/x, = —1/2. Portanto, para estas linhas criticas temos a seguinte

relacdo sendo satisfeita

m(——) =—=. (3.66)

Isso significa que as linhas L,, L3 e L, estdo no ponto (—1/2,—1/2) no plano m-r. Percebe-se
também que L, e L, correspondem a solu¢des nas quais a energia escura escala com matéria e
radiacdo, respectivamente. Logo, sdo solugdes que podem representar as €épocas de matéria e
radiacdo padrdo, desde que a condic¢do (3.66) seja satisfeita.

Para a andlise de estabilidade, vamos nomear um ponto arbitrario em uma linha critica como,

por exemplo, P, para L.

o Pi: (1 — x0,x20,0,0, 1), ponto de de-Sitter
Este ponto € caracterizado como ponto de deSitter, pois Q,, = 0, Q, =0, Qpg =1 e
w.fr = —1, vélido para qualquer ponto ao longo da linha L, ou seja, para qualquer valor

de xyo (um valor de x,). Os autovalores associados a este ponto sao:

301 8
0, -4, -3, -2a-.|5+—° 3.67
2+2\/ G = Dmy (5-67)

onde m; = m(r; = (1 — xp0)/xy9). Para este ponto ser uma espiral estavel no sub-espago

dos dois ultimos autovalores, devemos ter:

0<ml<ﬁ(x20<l) ou ﬁ<ml<0(xzo>l), (3.68)
e para ser um no estavel:
__8 <m < _ b (x0 < 1) (3.69)
25(1 = x20) 2(1 = x20)
ou
m <m < m (x0 > 1), (3.70)

sendo um ponto instdvel, caso contrdrio. Um caso interessante € que a condi¢do de espiral
estavel (3.68) € limitada pela curva mys (r) = (r+1)/2r, que contém o ponto (—1/2,-1/2).
Portanto, a 4rea estdvel de L, estd conectada com L,, L3 e L4 no plano m-r, como visto na
Fig. (3.3).

1 1 1
o Ps: (5X30, —3%305 %30, 0, —3),

Observe que a energia escura escala com a matéria (€,,/Qpg = (6 — 5x30)/5x30) € ndo ha
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Figura 3.3.: As curvas m(r) (linhas vermelhas tracejadas) para varios modelos f(&). Uma vez

que esses modelos f(G) envolvem fungdes tais como VG, G'/* ou In(6G), G em
f(G) pode ser entendido como |G|. Note que, o ponto de matéria (radiacdo) P,
(P4) e o ponto do tipo-phantom P estdo localizados em (—1/2,—1/2). Para se ter
uma era dominada pela matéria, a curva deve passar através do ponto (—1/2, —-1/2),
enquanto nao acessando o ponto a partir das dire¢des proibidas (tridngulos em azul
claro). As dreas em verde claro e amarelo claro sdo o né potencialmente estavel e
regides em espiral estaveis do ponto de Sitter P;, respectivamente. Evoluindo ao
longo da curva m(r), o sistema tipicamente nao pode passar por nenhum ponto de
interseccdo com o eixo m (r = 0) e a linha reta particular m.(r) = —r — 1 (linha
solida preta). Todavia, o sitema pode evoluir através dos infinitos pontos da curva
m(r). Figura retirada de Zhou et al. (2009).
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radiacdo (x4 = 0). Os autovalores associados ao sistema linearizado sdo:

1 1 [96-171
0, -1, 3m(—5)+1), —7&54|——"2, (3.71)
2 4 X30
onde m’(—1/2) = dm(r)/dr|,=—,,». Este ponto € um caso em que a estabilidade muda ao
longo da linha critica, fato conhecido como ponto de bifurcacdo. Se tomarmos os dois
ultimos autovalores, a estabilidade muda nos pontos x3p = 0 ou x3p = 96/71: quando

x30 < 0 ou x39 > 96/71 o ponto € estavel, sendo instavel para os outros casos.

Para P, representar um ponto de matéria padrao (€2,, ~ 1), x3o precisa ser proximo de 0,
mas nesse caso temos um problema de divergéncia nos dois ultimos autovalores. Se x3y —
0 (pela direita), estes autovalores divergem em —oo e +oo. Contudo, se x3y € um valor
positivo muito pequeno (mas nao infinitesimal), os dois autovalores sdo grandes e finitos
com sinais opostos. A consequéncia disso € que se o sistema evolui na direcdo desses
pontos, ele ndo permanece tempo suficiente para que a era da matéria forme as estruturas
observadas hoje, e portanto, € inaceitdvel. Por outro lado, se x3p — 0 (pela esquerda),
os dois ultimos autovalores sdo complexos com a parte real negativa, o que significa que
os autovalores sdo estdveis. Todavia, a parte imagindria diverge e entdo o sistema oscila
rapidamente no subespaco associado. Para o sistema deixar o ponto da era da matéria
padrdo e entrar em um ponto acelerado, devemos garantir que 3(m’(—1/2) + 1) > 0 para

que o ponto seja instavel. Isso corresponde a
,o 1
m (—5) >—1. (3.72)

O resultado disso sdo dire¢des proibidas no plano m — r, como mostra a Fig. 3.3.

. ( x50 2xso  2(xso—1)

T3 T I a3 0, x50), ponto dominado por energia escura

Note que este ponto ndo possui matéria nem radiacdo, logo, € dominado por energia
escura. Ele pode representar radiacdo quando xsp = —1 e matéria quando xso = —1/2;
pode ser um ponto de quintesséncia (—1 < wpg < —1/3) se 0 < x50 < 1 e um ponto do

tipo phantom (wpg < —1) se xso > 1. Os autovalores do sistema linearizado sdo:
|
0 s —2)650 -1 s —X50 — 2 s —2X50 -2 s —2()65() — 1)(m (—E) + 1) . (373)

Serd um ponto estdvel quando uma das seguintes condi¢des for satisfeita

1< <1 ( 1)< 1 (3.74)

—= e m(-=)<-1, .

2 S0 2

ou

1
X50 > 1 e m’(—i) >—1. (375)
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Figura 3.4.: Evolucdo cdsmica para o caso f(G) = a/(G% - ﬁ)%. Quando o sistema oscila para
o ponto de de-Sitter, wpg assim como w, ¢y vao abaixo da divisdao w = —1. Figura
retirada de Zhou et al. (2009).

A condig¢do (3.75) € consistente com a condi¢do (3.72). Logo, se quisermos uma direcao
instdvel para o sistema deixar o ponto de matéria padrao P,, P; pode ser um ponto do tipo
phantom co-existindo com o ponto estavel de de Sitter P;. Para qual ponto o universo vai

evoluir dependerd das condicoes iniciais.

(1 1 3
o Py (zxso, —3X30, X30, | = X305 —1)
Este ponto ndo possui matéria e a energia escura pode simular a radiacdo. Os autovalores

associados ao sistema linearizado sao:

0, 1, 4(m’(—%)+1), - (3.76)

Novamente pode ser feita uma andlise de estabilidade no sub-espaco dos dois dltimos
autovalores: para x3p < 0 ou x3p > 64/47 temos um ponto estavel, e em outros casos €
instivel. Para que P4 seja um ponto de radiagdo padrao (€2, ~ 1), x3p precisa ser proximo
de 0, mas, a0 mesmo tempo, x3p = 0 € uma singularidade dos dois autovalores. Como
vimos, se x3p € um pouco maior que 0, P, é extremamente instavel; se x3p € um pouco
menor do que 0, P, é estivel no sub-espaco, mas o sistema oscila consideravelmente

quando vai na sua dire¢do.

A vista do que foi exposto na andlise de estabilidade, uma trajetéria cosmoldgica vidvel no
espaco de fase deveria iniciar-se proxima ao ponto de radiagdo padrdao P, (com x3, um pouco
menor do que 0), em seguida passando proximo ao ponto de matéria P, (também com x3p um
pouco menor do que 0) e evoluindo para o estagio final acelerado, seja ele o ponto de de Sitter
P, ou o ponto do tipo phantom P;. Olhando para o plano m — r essa evolugao corresponde a

uma trajetoria que se inicia proxima ao ponto (—1/2,—1/2), onde os pontos de radiacdo padrao
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e matéria padrdo estdo localizados, depois afastando-se lentamente dele para algum ponto da
area estavel de P, ou voltando para P;, que também reside no ponto (—1/2,—-1/2). Dadas as
condicdes de viabilidade, deve-se entdo analisar a curva m(r) de um certo modelo f(G) e entdo
indicar sua exequibilidade (ou ndo).

Zhou et al. (2009) analisaram pelo menos 6 modelos f(&) cujas curvas m(r) podem ser ob-
tidas analiticamente (ou numericamente). Para o modelo f(G) = a(G” — B)?, em particular,
trajetorias cosmologicamente vidveis sdo obtidas para o caso em que uma época de de Sitter ou
uma época do tipo phantom € o estigio de aceleracdo final. As trajetdrias simulam o cendrio
ACDM nas épocas dominadas por radiagdo e matéria, mas produzem uma assinatura distinta
no estdgio final. Essa assinatura € caracterizada por wpg indo para valores abaixo de w = —1
no final da época dominada pela matéria e oscilando rapidamente, também abaixo de w = —1,
ao evoluir para o ponto de de Sitter P;. Isso pode ser visualizado na Fig. (3.4), retirada de Zhou
et al. (2009).

Trabalhos mais recentes também tem explorado o espacgo de fase da gravidade f(&) sob ou-
tros pontos de vista (Carloni and Mimoso, 2017; Oikonomou, 2018). Carloni and Mimoso
(2017) estudaram as condicdes de viabilidade de diferentes modelos f(G) restringindo condi-
¢oOes gerais para a forma da ag¢do gravitacional que proporcionam comportamentos especificos
como, por exemplo, o surgimento da expansao acelerada. Oikonomou (2018), por sua vez, ana-
lisou o espaco de fase da gravidade f(G) utilizando um conjunto de varidveis adimensionais
diferente daquele usado por Zhou et al. (2009). Essa escolha permitiu que ele encontrasse um

tnico ponto de de Sitter instdvel, tanto na presenga quanto na auséncia de matéria e radiagao.

3.4. Sumario

Neste capitulo, apresentamos uma breve introdugdo sobre a abordagem de sistemas dinamicos,
pontos fixos e teoria de estabilidade linear, assim como a aplicagdao dessa técnica no contexto
de teorias de gravidade f(R) e f(G). A partir da andlise de estabilidade, identificamos sob quais
condig¢des essas teorias sdo vidveis. Além das abordagens apresentadas aqui, existem na litera-
tura diversos estudos que utilizam o método de sistemas dindmicos para investigar uma vasta
gama de modelos cosmologicos. Esses estudos conseguem boas restricdes e até mesmo ex-
cluem modelos utilizando bases puramente tedricas (Bahamonde et al., 2018). Por outro lado,
€ possivel também identificar modelos que precisam de uma andlise mais detalhada através
da comparacdo com os dados observacionais. Nesse sentido, indicamos ao leitor a referéncia
Bahamonde et al. (2018), para uma revisdo mais completa sobre a aplicacdo de sistemas di-
namicos em modelos cosmoldgicos, mais especificamente os que tentam explicar a aceleragdo
cOsmica atual. Bahamonde et al. (2018) abordaram desde modelos de campo escalar candnicos
e ndo-canodnicos, modelos de interacdo de energia escura e modelos de gravidade modificada.
Além disso, alguns modelos sdo selecionados e discutidos com maior riqueza de detalhes e

interpretados no contexto da evolugdo cosmoldgica atual.



4 Analise de sistemas dinamicos para a
cosmologia f(R,G)

Como vimos no Capitulo 2, uma das motivagdes iniciais para modificacdo da Teoria da Rela-
tividade Geral foi explicar a aceleragdo cdsmica sem recorrer a existéncia de uma componente
exdtica de energia escura. Além disso, estender a teoria de gravidade possibilita a inclusdao de
correcOes quanticas na TRG na forma de termos de curvatura de altas ordens. Nesse sentido,
vdarias combinagOes de invariantes de curvatura tem sido examinadas na literatura como, por
exemplo, R,,R" € R,,,,R*"7" (Bamba et al., 2014; Myrzakulov et al., 2015). No caso do in-
variante de Kretschmann (R,,,R*"7?), estudos mostram que a introdu¢@o desse termo na agdo
de Einstein-Hilbert leva a solu¢des que aumentam a anisotropia espacial (Barrow and Hervik,
2006; Toporensky and Tretyakov, 2007), fato incompativel com as observacdes. Por outro lado,
uma vez que o invariante topolégico de Gauss-Bonnet G estd relacionado com a formulagao
de teorias de gravidade com corre¢des quanticas, considerar uma teoria que contenha tanto o
escalar de Ricci quanto o termo Gauss-Bonnet, nos permitird levar em conta todos os graus de
liberdade de curvatura possiveis para estender a TRG, uma vez que o escalar de Ricci e ambos
os tensores de Ricci e Riemann estio presentes na definicdo de G.

Sabemos também que um dos principais problemas ao estudar teorias de gravidade de al-
tas ordens € a dificuldade extrema de encontrar solugdes exatas devido a alta ndo-linearidade
exibida por essas teorias. Este fato torna dificil obter solu¢des analiticas e/ou numéricas que
possam ser comparadas com as observacdes. Dada esta condi¢do, uma série recente de estudos
tem aderido a abordagem de sistemas dinamicos, como mostrado no Capitulo 3 e nas referén-
cias Amendola et al. (2007a) e Carloni et al. (2005, 2009) para teorias f(R) e em Nojiri and
Odintsov (2005b); Cognola et al. (2006); Li et al. (2007b); De Felice and Tsujikawa (2009a);
Zhou et al. (2009) para teorias f(G). Essa metodologia relativamente simples possibilita a ob-
tencao de solu¢des numéricas e, mais importante, obtém uma descri¢do qualitativa da dindmica
global desses modelos.

Devemos enfatizar, contudo, que na literatura existem trabalhos que estudaram solugdes cos-
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moldgicas que podem reproduzir um cenario ACDM e/ou um comportamento de quintesséncia
para a gravidade de Gauss-Bonnet, considerando escolhas explicitas das funcoes f(G), f(R, G)
ou um campo escalar acoplado com a gravidade (Nojiri et al., 2005; Elizalde et al., 2010).
Além disso, uma abordagem diferente de sistemas dindmicos tem sido utilizada para estudar
as condi¢des de estabilidade para diferentes evolucdes cosmoldgicas em universos FLRW, tais
como uma época inflaciondria e uma época de aceleracdo tardia como descritas pelo modelo
ACDM (de la Cruz-Dombriz and Saez-Gomez, 2012). Por fim, tdo importante quanto as con-
di¢des de estabilidade, foi verificado que a gravidade de Gauss-Bonnet pode produzir um modo
fantasma (Calcagni et al., 2006) em um universo vazio e anisotropico, o chamado background
do tipo Kasner (De Felice and Tanaka, 2010). Todavia, esse problema pode ser aliviado no
limite FLRW, principalmente se uma teoria efetiva descrevendo um pequeno desvio do uni-
verso FLRW e/ou modifica¢des da gravidade se anulam em tempos primordiais (De Felice and
Tanaka, 2010).

Neste capitulo, vamos aplicar o método de sistemas dinamicos, descrito no capitulo ante-
rior, para estudar a viabilidade de teorias de gravidade f(R,&). Este tipo de teoria tem sido
bastante estudada, inspirada principalmente na teoria de cordas*. O estudo de solugdes cosmo-
l6gicas da acdo efetiva de supercordas corrigida em um loop prediz, por exemplo, que o termo
de Gauss-Bonnet, quando acoplado com campos escalares, produz uma cosmologia sem singu-
laridade inicial (Antoniadis et al., 1994) (veja ainda Nojiri et al., 2006, e referéncias 14 citadas).
Além disso, o invariante topoldgico de Gauss-Bonnet pode resolver deficiéncias da gravidade
f(R) e contribuir para a expansao acelerada (De Felice and Suyama, 2009b; Myrzakulov et al.,
2011; Capozziello et al., 2014b; De Laurentis and Lopez-Revelles, 2014a; De Laurentis, 2015b;
De Laurentis et al., 2015). O método consiste em formular as equacdes de evolugdo como um
sistema autdonomo de equacdes diferenciais ordindrias, utilizando para tal um conjunto de va-
ridveis adequado. Escolhemos empregar esse formalismo a uma classe particular de modelos
para analisar suas solucdes e estabilidade correspondentes. Nas proximas secdes, apresenta-
mos as equagdes basicas da gravidade f(R, &), definimos o conjunto de varidveis para montar
o sistema de equacdes e analisamos os pontos fixos e estabilidade das solucdes. Os resultados

apresentados a seguir estdo contidos na referéncia Santos Da Costa et al. (2018).

4.1. Equacoes basicas

Uma acdo mais geral incluindo o escalar de Ricci e o invariante de Gauss-Bonnet pode ser

escrita como (De Laurentis, 2015b)

1

T

S fdx4 V=g[fR.G) + L], (4.1)

Onde o termo de Gauss-Bonnet € utilizado, por exemplo, como propagador para calcular os coeficientes que
parametrizam as corre¢des em dois loops na agdo efetiva de cordas (Metsaev and Tseytlin, 1987; Gasperini
etal., 1997).
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onde o invariante de Gauss-Bonnet é dado por
G = R* — 4R 3R + R, p e R, 4.2)

com «* = 877G, sendo G a constante de Newton e £, a densidade lagrangiana de matéria padrio
(usamos unidades fisicas tal que ¢ = kg = h = 1).

No que se segue, estudaremos a dindmica cosmoldgica de um cendrio derivado da acdo (4.1)
a partir do formalismo métrico. Assim, a variacdo da acdo (4.1) com respeito ao tensor métrico

g produz as seguintes equacdes de campo

1 m
Ry = 58R = T+ TP, (4.3)

onde o tensor energia-momento € definido da maneira usual

o 2 6(«/—_g£m), 4.4)

V=g 08"

e o tensor de Gauss-Bonnet é dado por

ToP = VuVyfx = gwOfr + 2RV, fg — 28,wROfg — AR,V .V, fg — 4RV, V. f5

1
+ 4R, Of5 + 48RPV Vsfs + 4R 00V VP f5 — > 8w (Rfr+Gfs— 1)

1
+ (1 - fR) (R,uv - Eg,uvR) . (45)
Note que O € o operador de d’ Alembert no espago-tempo curvo e daqui em diante usaremos as
notagdes
IfR,G) If(R.G)
= —_— = —_—, 4.6
Ir 3R e Jg 9G (4.6)

para as derivadas parciais com respeitoa R e G.
Considerando a métrica FLRW plana (k = 0), o escalar de Ricci e o invariante de Gauss-

Bonnet podem ser escritos como

R
G

6(2H? + H), 4.7)
24H*(H? + H), (4.8)

onde os pontos significam derivadas com relagdo ao tempo. Além disso, as equagdes da dina-

mica obtidas a partir da Eq. (4.3), utilizando a métrica FLRW, sao dadas por:

1 , .
3fH? = Kom +pr) + SUeR = f = 6H fr + Gfg - 24K f), (4.9)
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2frH = —K (Pm + gpr) +Hfr— fr+ 4H3fg - 8HH fg - 4H2fg , (4.10)

com as densidades de matéria e radiacao, p, € p;, respectivamente, satisfazendo as equacdes de

continuidade usuais
Pm +3Hp, =0, e or+4Hp, = 0. 4.11)

Podemos reescrever as Egs. (4.9) e (4.10) como

3fxH* = K(Om + Praa + PGB); (4.12)
. 4
2frRH = —«* (Pm + gprad + pc + pGB) , (4.13)

para que tenhamos as seguintes identidades

1 , .
PG SUrR = f = 6Hfx + Gfg - 24H f), (4.14)

Hfp — fr+4H’ fg — SHH f5 — 4H* f5. (4.15)

—K*(0GB + PGB)

As densidade de energia pgg € de pressdao pgg de uma componente geométrica de energia escura

definidas dessa forma, satisfazem a equacao de conservacao

pcs = —3H(pGp + pGa). (4.16)

Portanto, o parametro da equagdo de estado, wgp = pcr/Pca, € €scrito como

Hfg — fr+4H fg — SHH f5 — 4H* fg

WGE = — - . R (4.17)
s(frR— [ —6H fr + Gfg — 24H° f5)
Podemos definir ainda um parametro da equagdo de estado efetivo como
2H
off = —1 — —. 4.18
Weff 3 (4.18)

Na préxima se¢do, usaremos as equagoes (4.9) e (4.10) para configurar a andlise do sistema

dinamico.

4.2. Sistema dinamico para a gravidade f(R,G)

O primeiro passo para encontrar as condi¢des sob as quais uma teoria f(R, G) consegue repro-
duzir bem as eras cosmoldgicas e explicar a recente aceleracao do universo, utilizando apenas

modificagdes na geometria do espago-tempo, € a andlise da estabilidade das solucdes de siste-
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mas dinamicos. Isto porque solugdes exatas de um sistema ndo-linear de equagdes diferenciais
de quarta ordem (como as Egs. (4.9) e (4.10)) sdo dificeis de serem obtidas.

A seguir, aplicaremos a abordagem de sistemas dinamicos desenvolvida por Carloni et al.
(2005), Amendola et al. (2007a), Ivanov and Toporensky (2012) e Carloni et al. (2015), deta-
lhada no Capitulo 3, para a cosmologia da gravidade de quarta ordem f(R, G). A fim de discutir
a dindmica cosmoldgica desta teoria, seguiremos dois passos: (i) introduziremos variaveis adi-
mensionais convenientes e (ii) deduziremos as equacdes de evoluciao dessas varidveis, de tal
forma que os pontos fixos deste sistema de equacdes representam alguns regimes assintoticos
na evolug@o do Universo.

A partir da equacdo (4.9) podemos deduzir a seguinte expressao adimensional:

_Kz(pm+pr)+ R f fR 4 GfG 4HfG

1= - - - 4.19
SR> OH 6l feH | R i &1
Definindo as varidveis:
L
1 = 55
JrH
o =
R
8= enr
K2p,
= , 4.20
X4 3 foH? ( )
_ Gfg
X5 = s
6 frH?
4Hf,
v = s
Tr
KO
xX; = ,
7T 3fH?
a partir da Eq. (4.19), obtemos a seguinte identidade algébrica:
1=—=x; — X0+ x3+ X4 + X5 — X6 + X7, 4.21)
juntamente com os parametros de densidade
Q, = x, (4.22)
Q. = x4 (4.23)
QGB = —X;— X2+ X3+ X5 — Xg (424)

Introduzimos também uma varidvel de tempo adimensional, isto €, o tempo logaritmico N =
Ina(t). Assim, tomando as derivadas dessas varidveis com relagdo a N, obtemos o seguinte

conjunto de equacoes:
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dx, _ fR 2 H

P T T

dX2 _ f H

AN T GRETeT

d)C3 _ R ) H

N T oo

d

d_j; = —2xa — XX, (4.25)
dx G

d_l\; = GH™ g e T M1 - 2x5(x3 — 2),
dx6 H g

— = — +4— - ,

aN T TR

dx H

d_]\; = —3X7 —X1X7 — 2X7ﬁ.

A fim de completar o sistema, devemos ter todos os termos no lado direito das equagdes acima
expressos em termos das varidveis especificadas nas Eqgs. (4.21). Dessa forma, com ajuda das
Egs. (4.7), (4.8) e (4.10) encontramos que:

H
o= % 2, (4.26)
f _ X1X3
G " b 427
R _ X1X3
— = 2%, (4.28)
G
= m-l, (4.29)
G 1 X1X
L
4fg _ X1X3
— = Bxy—-4xs+x+2—+ X6(5 - 2)63) — 2(X3 - 2)
Jr b
X5 2 x1x3] Jr
2(x3 =2 — - = 4.31
+x3_1[<x3 |- (431)
e o sistema torna-se:
dx
d_l\} = I—xf—x1(x53—-2),
d
d_j\; = —% —x(2x3 — 4+ x1),
d
N T T -n(n -2
d
T xxy — X, (4.32)

dN
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% - (x3xi 1) % + 203 = 2)7 |+ x6(x3 — 1) — xyx5 — 2x5(x3 — 2),
% = —xe(x; +x3 —3) = 3x7 —4xy — 2(x3 — 2) + X +2%+ x3xi1 2t — 27 4 % v
% = —x72x3+x; — 1),
onde

b= cffﬂlf? = RﬁR = —ZE}]; = —RTfR. (4.33)
Este conjunto de equagdes descreve a evolugdo cosmoldgica geral de uma teoria de gravidade
f(R,G), onde o fator I = 1{2{2 especifica a teoria.

Podemos definir ainda as seguintes expressoes:

1

(,l)eff = —§(ZX3 - 1), (434)
1 [307 +4xy + 203 — 2) - 288 — 2 [0(xy - 2)2 + 12|

wes = -1-= : (4.35)
3 1- X4 — X7

Em geral, o sistema nao € passivel de resolu¢do, a menos que I seja escrito em termos das
varidveis dindmicas (4.21). Na préxima se¢do, consideraremos um caso particular para f(R, G)

fisicamente motivado e estudaremos sua dinamica e estabilidade em um universo FLRW plano.

4.3. f(R,G) tipo lei de poténcia

Nesta secdo, nos deteremos a uma classe de modelos relacionada a presenca das simetrias de
Noether (Capozziello et al., 2014b) e que representa um cendrio inflaciondrio duplo (veja, por

exemplo, De Laurentis et al., 2015)

f(R,G) = aR"G", (4.36)
onde m, n sa0 nimeros reais € @ € uma constante.
Nesse caso, a partir das Egs. (4.21) e (4.33), temos que:
b n-1, 4.37)
X3 —nxp, (438)
X5 nx; @m-1) ) .X1X3]
— + 2(x3 =2+ —|¢. 4.39
o <x3—1>{ FEART T 39
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Portanto, usando essas relagdes e a restri¢do (4.21), podemos eliminar as equagdes para xj,

X, € xg do nosso sistema, restando um conjunto de apenas quatro equagdes:

dX3 X1X3
E ~2x3(x3 — 2),
dN n—1 X3(s = 2)
dX4 )
— = =2x3X4 — X1 X4,
AN 34 114
d.XS Xsm | X1X3 2 X1X5
& N5 o =22+ 2503 — 2), 4.40
N no1l b (x3 —2) P xs5(x3 —2) (4.40)
d
d—;c\; = —X7(2X3 + X — 1),
onde
n+1 1 (x5 —2)%

-2
m—1 (x3 —1)?

[n(x3 — 1) + (m — 1)x3] x5
b(x; — 1)?

-1+ x3 +x4+x7+x5(m—1)[

X1 =

(4.41)

1+

4.3.1. Pontos fixos

Os pontos fixos podem ser obtidos fazendo as equacgdes do sistema (4.40) iguais a zero, com

m = 1 —n. As coordenadas dos pontos fixos xj, x5, X3, X4, X5 € Xg SA0:

—4dn+1 -2n+2 2n-2 =5n*+4n+2 3n—4
P . ) ’ ’ 5090 s Qm:()7 e == ’
! ( n n? n n? ) Wett 3n

20 +2n—-4  —4n*+5n 4n* - 5n 6n*—Tn+1
P : s s 5090’0 ’Qm:09 e = >
2 (2n2—3n—1 20 —3n —n’ 22— 3n - 1 ) Wl = o2 —on - 3

1
Ps: 0,0,0,1,0,0), 9, =0, wer=

)

3
1
P4 : (1707 05 07 07 0)7 Qm = 27 weff = ga
Bn-3) 3—4n 4n-73 —8n% +5n+3 1-n
P : - s s 305090 s Qm:—’ eff = s
: n 2n? 2n ) 2n? Weff n
2 -2 -
P - o,——,2,o,—”,o), Q=0 wyy=-1,
n n
8n? —12+3 4n(2n-3)(8n* — 12n + 3)
P -42n-1)(n-1),0,0,0, , ,
7 @n =D =1) 82 — 12— 1 82— 12— 1
1
Qm:O, eff — 7>
Weff 3
1

Py : (-1,0,0,0,0,0), Q,=0, Weff = 5

Note que, na maioria dos casos (com excecdo dos pontos Ps43), as coordenadas dos pontos

fixos s@o dependentes do valor do parametro n. Contudo, existem valores de n para os quais 0s

3£V17 3xV11

pontos fixos adquirem um cardter assintético: n = 0, 1, ==, =

. O primeiro caso, n = 0,
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corresponde a uma gravidade de Gauss-Bonnet (Li et al., 2007b) 7. O caso n = 1 corresponde
ao termo de Einstein, para o qual este sistema de varidveis € inttil. Finalmente, os casos onde
n= ﬁ%m, hT\m ndo sdo permitidos. Portanto, para nossos propositos, esses valores de n podem
ser excluidos.

Podemos ver que P; € um ponto que representa a época de radiacdo padrdo e o ponto P,
pode ser uma nova era de radiacdo que contém energia escura geométrica nao-nula (x;,3 # 0).
Devemos notar também que o parametro da equacdo de estado efetivo € muito bem restringido
pela nucleossintese para um valor proximo a 1/3 (na época dominada pela radiacdo) (Amendola
et al., 2007a) e, portanto, consideramos que P; seja uma era de radiagdo apenas para n proximo
de 1.

Apenas os pontos Pg e aqueles originarios de P, s podem ser acelerados, visto que w,sr = —1
ou w.ss oc n, respectivamente. Os pontos P4 € Ps podem dar origem a uma era de matéria,
pois Q,, # 0. Porém, o ponto P4 € caracterizado por w.rr = 1/3, 0 qual pode ser descartado
como sendo uma era da matéria padrdo, uma vez que isso produz um comportamento do fator
de escala do tipo a o« t'/2 (Amendola et al., 2007a). Por outro lado, as solu¢des que podem
originar uma era da matéria padro, ou seja w.rr = 0 (a o r2/%), existem apenas para n = %
(P,) oun =1 (Ps). Todavia, o caso do ponto fixo P, corresponde a Q,, = 0, logo esse ponto
ndo promove uma era da matéria dominada por um fluido nao-relativistico. Dessa forma, resta
apenas o ponto Ps como possivel correspondente a era da matéria, mas exclusivamente para n
proximo de 1.

Além disso, o ponto fixo P, tem um parametro da equacdo de estado efetivo, cujo valor
depende de n. Assim, podemos ver que a condi¢do para aceleracdo (w.rr < —1/3) € valida
quando n < L—lt(B - 17 en> i(3 + \/ﬁ). O comportamento de w, s como uma fungio de n €

mostrado na Fig. 4.1.

1.0

05
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Figura 4.1.: Parametro da equagio de estado efetivo w, s para P, em fungdo de n. Este ponto
fixo € estdavel e acelerado nas regides em cinza. Na regido (A) este ponto é um
pouco phantom com —1.03 < w,sr < —1 € na regido (B) ele € fortemente phantom
com w.sr < —1.4.

¥ Note que, neste caso, devemos considerar a a¢do gravitacional escrita como S = f d*x~\—g (W + Lm).
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Tabela 4.1.: Autovalores associados aos pontos fixos para f(R,G) = aR"G'™".

Ponto Autovalores
_ Z_
Pl [O, 1’ _4nn 4’ Snn(nl_li1)+4
P [_ 10n2-8n—-4 _ 8n>-5n-3 _ 2n(4n=5) _ _ 4n3-Tn+5S ]
2 2n2-3n—1"° 2n2-3n-1° %nz—b’n—l > 2m3-5n2+2n+1
P3 [O, 1’ 4, 8n 21_21n+5
_ 2_
P, [0’ -1, étln_l3’ 8n n£21n+5
_ 3-n __4n-3) 6n2—8n+3]
P5 [O’ 1’ 2n2-n—1" n ° n(n-1)
1
Pg -3, 25,4 -4
2_
P; |-8n+8.8n% — 12n+4,80% — 12n + 5, 2212053 |
4n=5 8n*=12n+5
P, [1,2, 423, otz

Tabela 4.2.: Estabilidade dos pontos fixos para f(R,G) = aR"G'™".

n<-1.59 -159<n<13-V17) 13-Vil)<n<? 3<n<l@+ V14

P, Sela Sela Sela Sela
P, Atrator Sela Atrator Atrator
P3 Sela Sela Sela Sela
Py Sela Sela Sela Atrator
Ps Sela Sela Sela Atrator
Pg Atrator Atrator Atrator Atrator
P, Sela Sela Sela Sela
Pg Sela Sela Sela Sela

2+ Vi <n<2  2<n<i@+ V1) n>13+ V17
P, Sela Sela Sela
P, Sela Sela Atrator
P; Repulsor Repulsor Repulsor
Py Sela Sela Sela
Ps Sela Sela Sela
P Sela Sela Sela
P; Sela Sela Sela
Py Sela Repulsor Repulsor

4.3.2. Estabilidade

A estabilidade dos pontos fixos pode ser encontrada utilizando técnicas bem conhecidas que
envolvem a linearizac¢do das equacgdes da dindmica em torno dos pontos de equilibrio e a busca
pelos autovalores correspondentes a matriz de linearizacao (o Jacobiano). Uma vez que o Ja-
cobiano esteja bem definido, podemos classificar os pontos fixos de acordo com o sinal da
parte real dos autovalores como: nds estaveis ou atratores (todos os autovalores nao nulos com
parte real negativa), nés instaveis ou repulsores (todos os autovalores ndo nulos com parte real
positiva), ou pontos de sela (alguns autovalores ndo nulos positivos e alguns negativos)*. Os
resultados estdao resumidos nas tabelas (4.1) e (4.2).

O ponto fixo P, comporta-se como um né estivel puro para n < —1.59, %(3 - V17) <n <

%(2+ Vid)en > i(3 + V17). Para todos os outros valores de n, este ponto € uma sela. Portanto,

¥ Um autovalor com parte real nula significa que a estabilidade é indiferente ao longo de uma sub-variedade
unidimensional do espago de fase; nesta andlise ndo consideramos tais tipos de autovalores.
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o ponto P, é estdvel e acelerado apenas paran < —1.59 oun > 411(3 + V17). O ponto de radiacio
P53 comporta-se como um né estavel puro paran > §(2+ V14). Para todos os outros valores de n,
este ponto € uma sela. Embora os autovalores do novo ponto de radiacdo P; dependam do valor
do parametro n, ele sempre tem um caréter sela-nd, qualquer que seja o valor de n. Os pontos
fixos P4 e Ps sdo estdveis quando % <n< %(2 + V14) e tem caréter de sela caso contrdrio. O
ponto fixo Ps ou ponto de de Sitter (,, = 0 e w,sr = —1) € estdvel quando n < %(2 + \/ﬁ),
caso contrario € um ponto de sela. O ponto fixo P; tem o caréter de sela sempre, independente
do valor do parametro n. Finalmente, o ponto fixo Pg pode ser um né instavel para n > f‘; ou
uma sela para todos os outros valores do pardmetro n.

Na Fig. 4.3, mostramos a evolucdo de vérias quantidades paran = -2 e n = 3.5. Para
n = —2, vemos nos painéis superiores apenas uma pequena elevacio na densidade de matéria
mas se olharmos para o comportamento do pardmetro da equacao de estado efetivo veremos uma
transi¢cdo rdpida da época da radiac@o para uma época acelerada. Embora tenhamos um pico na
densidade de matéria para n = 3.5 (painéis inferiores), ndo € possivel dizer qual componente é
dominante. Devemos entdo observar o comportamento de w.g € perceber que uma era dominada
pela matéria estd praticamente ausente, uma vez que o modelo tem uma época dominada por
radiacdo com uma ripida transi¢do para um universo acelerado com weg < —1.

Além disso, constatamos a partir da andlise de estabilidade (veja Tabela (4.2)) que, na faixa
3/4<n< 2+ \/ﬁ) /5, os pontos do tipo matéria P4 e Ps comportam-se como nés estaveis € o
sistema nao poderia evoluir para uma época acelerada. Isto € melhor visualizado nas Figs. (4.2)
e (4.4). A primeira exibe o comportamento de €,, € w, ¢y em fun¢do de n. Como vimos, a tinica
possibilidade de Ps representar uma era do tipo matéria ocorre quando n € préximo de 1 para
que w, ¢ seja proximo de 0. Contudo, para tal valor de n este ponto € um atrator (regido (A) da
Fig. (4.2)). Consequentemente, o sistema nao pode evoluir para um estagio acelerado. A figura
(4.4), por sua vez, mostra esse comportamento através da evolucao dos pardmetros de densidade
e do parametro da EoS efetivo para os valores de n = 0.9 e n = 0.98, respectivamente. Para
n = 0.9 (painéis superiores) o sistema evolui para um atrator (P4) com Q,, = 2 e weg = 1/3.
Semelhantemente, quando n = 0.98 (painéis inferiores), o sistema evolui para o atrator Ps,
caracterizado por um universo com ~ 10% de matéria e ~ 90% de uma componente acelerada
e com weg ~ 0.02.

E importante mencionar que, quando as varidveis xs e x¢ sd0 nulas, o espaco de fase apresenta

os mesmos pontos fixos obtidos previamente para a gravidade f(R) em Amendola et al. (2007a).

4.4. Sumario

Neste capitulo, aplicamos a abordagem de sistemas dindmicos a uma classe de teorias de gra-
vidade f(R,G) = aR"G'™. O fato de termos focado nosso trabalho em um modelo especifico
fez nossa anélise menos geral do que o ideal, mas nos permitiu investigar informagdes sobre

o comportamento global dessa cosmologia. Encontramos alguns resultados importantes sobre
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Figura 4.2.: Comportamento do pardmetro de densidade de matéria e do pardmetro da equagdo de estado
efetivo, €, (linha verde sélida) e w, ¢ (linha azul tracejada), respectivamente, para o ponto

fixo Ps em funcdo do parametro n. Este ponto € um atrator quando 3/4 <n < (2+ V14)/5
(regido cinza escuro, A) e uma sela (regides em cinza claro), caso contrario.

essa classe de teorias, descritos de maneira geral como:

e O modelo f(R,G) tem uma era dominada pela radiacdo padrdo qualquer que seja o valor

do parametro n (P3).

e Uma era dominada pela matéria esta presente exclusivamente para n — 1, o que produz

w,fr proximo a 0 (Ps). Contudo, a partir da anélise de estabilidade percebemos que para

esse valor de n este ponto comporta-se como um atrator, € consequentemente, nao pode

representar uma era dominada por matéria.

e QOutra maneira possivel de se obter um ponto do tipo matéria é para valores de n < % ou

n> §(2 + V14) em Ps. Porém, como nesse caso w, s # 0, esse ponto também ndo pode

representar uma época dominada por matéria.

e Conseguimos dois pontos fixos que admitem uma expansio acelerada, o ponto P para
n< %(2 + \/ﬁ) e o ponto P, paran < —-1.59en > %(3 + \/ﬁ).

Quanto a falta de uma época de dominagao da matéria, De Laurentis et al. (2015) ja haviam con-

siderado essa classe de modelos para estudar o fator de crescimento e notaram que para valores

de n > 1, o universo acelera para sempre sem a possibilidade de formac¢ao de estruturas. Final-

mente, verificamos que essa classe particular de modelos ndo pode descrever uma cosmologia

razoavel dada por qualquer trajetdria passando perto de P; ou P, (para n ~ 1), passando entao

por uma época dominada por matéria e chegando a um atrator acelerado. Entretanto, um estudo

mais detalhado no contexto de teorias de gravidade f(R, G) considerando dados observacionais

serd feito no préximo capitulo.
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Figura 4.3.: Painéis superiores: Evolugdo césmica dos pardmetros de densidade para o modelo
f(R,G) = aR"G'™, com n = —2. Painéis inferiores: O mesmo que nos painéis superiores
mas para n = 3.5. Ambos consideram as seguintes condi¢des iniciais x; = 4.9 x 1073,
Xy =—1078, x3 = 107, x4 = 0.999, x5 = x¢ = 0 no redshift z = 2.2 x 10*.
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Painéis superiores: Evolug¢do césmica dos parametros de densidade do modelo f(R,G) =
aR"G!™" para n = 0.9, com as condi¢des iniciais x; = 4.9 X 1072, xp = —107%, x3 = 1074,
x4 = 0.999, x5 = xg = 0 no redshift z = 3 x 10*. Painéis inferiores: O mesmo que nos
painéis superiores, mas paran = 0.98 e com as condi¢des iniciais x; = 0, x, = 0, x3 = 1073,
x4 = 0.98, x5 = 0, x¢ = 0 no redshift z = 3 X 10*. Neste caso, 0 universo tem uma época
dominada por radiagdo e evolui para um atrator correspondente ao ponto Ps, com 10% de
densidade de matéria e 90% de “energia escura”, sendo w,ry = 0.02.






5 Aspectos observacionais da cosmo-
logia f(R,G)

No capitulo anterior, introduzimos a teoria de gravidade de Gauss-Bonnet. Vimos a formulagao
da teoria, seus parametros e o comportamento global de sua dinamica.

Neste capitulo, baseados nos resultados de Benetti et al. (2018), estudaremos solugdes do tipo
lei de poténcia, a(f) ~ t°, para a classe de modelos f(R,G) = aR"G'™. Nesse cendrio, estamos
adotando uma abordagem completamente geométrica para a energia escura através do parame-
tro da equacgao de estado. Os termos geométricos comegam a contribuir mais significativamente
em uma determinada época (Nojiri et al., 2017) e, assim, podem ser relacionados com feno-
menos importantes na evolugdo do universo, tais como o processo de formacao de estruturas e
os estdgios de aceleracdo inicial e tardia. Logo, as predi¢cdes tedricas podem ser confrontadas
com os dados observacionais a fim de verificar sua viabilidade observacional. Um caso tipico
¢ a inflacdo que gera perturbagdes de densidade com um espectro aproximadamente invariante
em escala, as quais podem ser diretamente observadas através das medidas das flutuagdes de
temperatura da RCF (Ade et al., 2016a; Akrami et al., 2018).

Como vimos no Capitulo 2, uma questdo importante e que deve ser explorada depois do
evento de onda gravitacional GW170817, reportado em Abbott et al. (2017), € que muitas te-
orias alternativas de gravidade podem ser descartadas quando se considera um limite superior
na velocidade de propagac¢ao da onda gravitacional, determinado a partir das observagdes como
sendo | cg/c—1 < 5- 107'® | (Ezquiaga and Zumalacarregui, 2017). Nesse quadro, teorias
f(R) continuam vélidas, enquanto a TRG estendida com um termo do tipo f(¢)G* parece ser
excluida pelas observagdes (Ezquiaga and Zumalacarregui, 2017). Apesar de um acoplamento
nao minimo do termo de Gauss-Bonnet com um campo escalar estar em desacordo com a me-
dicao recente da GW170817, teorias do tipo f(R, G) permanecem, pois esta € uma teoria livre
de singularidade e a contribui¢do de G melhora o comportamento da quintesséncia de curva-

tura (Capozziello, 2002a) e da inflagdo (De Laurentis et al., 2015).

* Aqui f(¢) € um fun¢do de um campo fantasma arbitrario (Nojiri et al., 2005).

77
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Neste capitulo, investigaremos as predi¢des observacionais da classe de modelos f(R, G) =
aR"G'™", utilizando tanto o espectro de poténcia das flutuacdes de temperatura da RCF quanto o
espectro de poténcia da matéria. Para este fim, realizaremos uma andlise MCMC com os dados
de RCF da colaboracao Planck (2015) (Aghanim et al., 2016b), juntamente com observagdes de
SNe Ia da colaboracdo Joint Light-Curve Analysis (Betoule et al., 2014), medidas locais do pa-
rametro de Hubble, H, (Riess et al., 2016), e dados de galdxias do levantamento SDSS (Beutler
etal., 2014).

5.1. Formalismo

As caracteristicas bésicas da cosmologia de Gauss-Bonnet estdo detalhadas na se¢do (4.1). O

parametro da equacio de estado, devido a componente geométrica, € definido como:
Hfr - fr + 4H’ fg — 8HH fg — 4H" fg
(kR ~ f ~ 6Hfr + Gfg — 24H fg)

WGDE = -1 (5 1)
Especificamente, o termo de Gauss-Bonnet faz o papel de energia escura geométrica e contribui

para densidade cosmoldgica efetiva de acordo com a férmula
-3 -4 “3(1+wgs) |12
H(2) = Ho [Qua™ + Qa™ + Qgga e |1 (5.2)

Isto significa que o valor efetivo da contribui¢ao de Gauss-Bonnet pode ser medido calculando

as contribui¢des da matéria padrio e da radiacdo em diferentes épocas, ou seja,
Q(gg) =1- Qm - Qr . (53)

E importante ressaltar que o acoplamento /' ndo afeta a dinAmica da matéria padrdo (e ra-
diacdo) nas Eqgs. (4.9) e (4.10), se permanecermos no frame de Jordan. Nesse frame, a estrutura
geodésica, seguida pelas particulas de matéria e fétons, € inalterada e permanece acoplada mi-
nimamente as equagdes de campo. Isso significa que apenas a parte geométrica, ou seja, o lado
esquerdo das equagdes de campo, € estendido ao se assumir uma gravidade f(R,G). Contudo,
a situagdo muda completamente no frame de Einstein. Nesse caso, o resultado da transfor-
macao conforme acopla a matéria ao tensor energia-momento. Isso significa que €, deve ser
redefinido enquanto os resultados para €, permanecem inalterados, uma vez que a radiacdo €
conformalmente invariante.

Contudo, a forma da f(R,G) € o que determina a evolu¢do de wgg). Vamos considerar

novamente o seguinte tipo de gravidade f(R, G):

f(R,G) = aR"G'™". (5.4)

Para solugdes do tipo lei de poténcia da forma a(t) = aot’, proposta por De Laurentis (2015b),
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obtemos as seguintes relacoes

I+s 1
= d =——12s, 55
I T PO &)
tal que a Eq. (5.1) pode ser escrita em termos de n € s como:
3-2(n+ys)
= - = 5.6
W(gs) T (5.6)

onde n pode assumir os valores n; ou n,.

5.2. Analise

A fim de produzir as predicdes observacionais do modelo, modificamos o cédigo CAMB (do
inglés, Code for Anisotropies in the Microwave Background) (LLewis et al., 2000) introduzindo
0 parametro geométrico s, como descrito acima. Para comparar as predi¢cdes do modelo com
os dados, realizamos uma analise MCMC utilizando o pacote disponivel do CosmoMC (Lewis
and Bridle, 2002).

Na Fig. (5.1), mostramos o comportamento de wgg) com o parimetro geométrico s para am-
bas as relagdes n; e np. Note que, assintoticamente, w(gg) comporta-se como o modelo ACDM,
com wgg, — —1 para o caso n;. Na Fig. (5.2), mostramos a evolu¢do da densidade geométrica
P(gs) para ambas as relagdes n; (painel superior) e n, (painel inferior). Em particular, notamos
que para valores positivos de s a densidade geométrica cresce muito rapidamente no passado
e tende a zero hoje (para ambas n; e n,). Este fato ndo permitiria uma evolu¢do dindmica do
universo dominado por outras componentes no passado (radiacdo e matéria), uma vez que a
componente geométrica seria dominante. Para valores negativos de s, a relagdo n; permite uma
evolucdo da densidade crescente com o tempo e dominante (apenas) hoje. Como queremos es-
tudar valores vidveis do parametro geométrico, ou seja, valores que consigam descrever bem os
dados observacionais, restringimos nossa anélise para explorar valores negativos do parametro
s considerando apenas a relagdo n;.

Notamos ainda que o efeito do pardmetro geométrico € um desvio leve na posi¢io dos picos
do espectro de poténcia de temperatura, além de influenciar a amplitude do espectro de poténcia
da matéria, como mostra a Fig. (5.3). Percebe-se também que para valores de s < -5, as
predi¢des observacionais permanecem praticamente inalteradas. Assim, consideramos como
um intervalo apropriado para a nossa andlise o prior =20 < s < —0.005.

Variamos, além do parimetro geométrico, o conjunto usual de parametros cosmoldgicos:
densidade baridnica (Q,4?), densidade de matéria escura (Q.h?), a razdo entre o horizonte do
som e a distancia de diametro angular no desacoplamento (6), a profundidade ética (1), a am-
plitude escalar primordial (Ay) e o indice espectral (n;). Consideramos condi¢des iniciais pu-

ramente adiabaticas, fixando a soma das massas dos neutrinos em 0.06 ¢V e um universo com
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Figura 5.1.: Comportamento de wgp com o parametro geométrico s para ambas as solucdes 7,
e ny. Observe que assintoticamente wgg — —1 para o caso n;.
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Figura 5.2.: Evolucdo da densidade geométrica p(gg), para ambas as solug¢des n; (painel superior)
e n, (painel inferior) com o fator de escala a.
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Figura 5.3.: Espectros das flutuacdes de temperatura (painel da esquerda) e de matéria (painel
da direita) para varios valores do parametro s. Os dados no espectro de poténcia da
temperatura sdo os dados binados da liberacdo Planck (2015), enquanto os dados do
espectro de poténcia da matéria referem-se ao levantamento de dados de galaxias
do SDSS DR-11.

curvatura nula. Os priors usados nos parametros cosmoldgicos e geométrico sdo mostrados
na Tab. (5.1). Utilizamos os dados recentes da RCF da Colaboragdo Planck (Aghanim et al.,
2016b), considerando o espectro de poténcia em altos multipolos obtidos de mapas da missdo
completa nas frequéncias 100-,143-, e 217-GHz, e dados em baixos multipolos da likelihood
conjunta TT, EE, BB e TE, sendo que EE e BB referem-se aos espectros de auto-correlagao dos
modos E e B de polarizacao da RCF e TE € a polarizacdo de temperatura da correlacao cruzada
(daqui em diante “PLC2"). Combinamos os dados da RCF com um conjunto de dados esten-
didos, composto por Supernovas do tipo Ia, medidas locais da constante de Hubble e dados de

galéxias:

e para os dados de SNe Ia, utilizamos a amostra “Joint Light-curve Analysis"(JLA) (Be-
toule et al., 2014);

e para as medidas locais de H, utilizamos os resultados de Riess et al. (2016) na taxa de
expansio local, Hy = 73.24 + 1.74 km.s"'.Mpc™! (68% C.L.), baseados em medidas

diretas feitas com o satélite espacial Hubble (HST);

e para os dados de galdxias, utilizamos as medidas do espectro de poténcia da matéria da
amostra Baryon Oscillation Spectroscopic Survey (BOSS) CMASS DR-11 (cobrindo o in-
tervalo de redshift z = 0.43 —0.7) do experimento Sloan Digital Sky Survey (SDSS) (Beu-

tler et al., 2014), disponivel publicamente no website da colaboragdo SDSS'. .

O conjunto estendido de dados (Ext) utilizado em nossa analise compreende os dados PLC2,
HST, JLA e SDSS.

T www.sdss3.org
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Tabela 5.1.: Priors nos parametros do modelo.

Parametro | Faixa do Prior
Q,h? [0.005 : 0.1]
Q.h? 0.001 : 0.99]

) [0.5:10.0]

T [0.01 : 0.8]

ng [0.8 :1.2]
log 10104 [2.0 : 4.0]

S [-20 : —0.005]

Tabela 5.2.: Limites de confianca de 68% e valores de melhor ajuste para os parametros
cosmologicos e geométrico. O primeiro bloco de colunas mostra as restri¢cdes
para o modelo wgg usando os dados PLC2, enquanto o segundo bloco de colu-
nas refere-se as restricdes usando o conjunto de dados Ext, a saber o conjunto
PLC2+HST+JLA+SDSS. A tabela é dividida em duas se¢des: na se¢do superior
estdo os parametros primdrios e na secao inferior os derivados. As ultimas linhas
apresentam os valores de ABIC, os quais referem-se a diferenga com respeito ao
modelo ACDM usando o mesmo conjunto de dados. Note que o limite superior do
parametro geométrico s refere-se ao nivel de confianga de 95%.

Parametro PLC2 Ext
Primario
100 Q,h? 2.224 +0.024 2.228 +0.022
QN 0.1196 + 0.0022 0.1193 +0.0018
0 1.04090 + 0.00048 | 1.04098 + 0.00044
T 0.077 £ 0.020 0.079 £ 0.019
In 1004, 3.088 +0.038 3.091 +£0.037
ng 0.9657 + 0.0064 0.9670 + 0.0055
S < —=0.005 —-10.94 + 4.35
Derivado
H, 73.26 + 691 69.74 + 0.99
Q. 0.272 £0.043 0.293 +0.010
Qss 0.728 £0.043 0.707 £ 0.010
WGB) > —134 —-1.06 £ 0.02
ABIC 19.1 4.4




5.3. RESULTADOS 83

5.3. Resultados

Os resultados principais da nossa andlise sao mostrados na Tab.(5.2), onde vemos as restri¢coes
para os parametros cosmoldgicos e geométrico. Mostramos ainda na Fig. (5.4) as distribuicdes
de probabilidade posterior de s e dos parametros derivados Hj e Qgp (a constante de Hubble e
o parametro de densidade da contribuicdo geométrica). Para comparagdo, mostramos também
as restri¢cOes no parametro de densidade de energia escura, 25, do modelo padrao ACDM.

Na primeira coluna da Tab. (5.2) percebemos que, enquanto as restricdes nos parametros
primdrios concordam com os resultados do modelo ACDM (veja, por exemplo, Ade et al.,
2016b), encontramos um valor muito alto para o parametro de Hubble, o qual discorda em 1o
das predicdoes do ACDM (veja também a curva verde da Fig. 5.4). A contribui¢do do parametro
Qs também € maior com respeito a densidade de energia escura do modelo ACDM. Tais
diferencas podem ser explicadas se considerarmos que o efeito da contribui¢do geométrica € um
desvio na posic¢ao dos picos do espectro de poténcia da temperatura e na amplitude do espectro
de poténcia da matéria (veja o painel esquerdo e direito na Fig.5.3). De fato, essas assinaturas
estdo relacionadas, no modelo cosmolégico padrdao, com os valores de Q, e Hy (Dodelson,
2003). Isto significa que, uma vez que o parametro geométrico no contexto de wgg produz
um desvio nos picos das anisotropias de temperatura, como aquele produzido pelos valores
de Q, e Hj no contexto ACDM, H, deve entdo assumir valores mais altos para compensar
tal desvio. Além disso, vemos que a distribuicdo de probabilidade posterior do parametro s
ndo é Gaussiana. Este parametro é fracamente restringido usando apenas os dados PLC2, mas
as restricoes melhoram quando consideramos o conjunto de dados estendidos (assim como as
restri¢cdes nos parametros Hy e Qgp).

O melhor ajuste do modelo wgg usando os dados PLC2 (curva azul) e o Ext (curva verde) é
mostrado na Fig. (5.5). Notamos que ambos estdo em acordo com os dados do Planck (Agha-
nim et al., 2016b) para o espectro de poténcia das anisotropias de temperatura, enquanto o
conjunto de dados Ext descreve melhor os dados do SDSS-DR11 no espectro de poténcia da
matéria (painel da direita). Este resultado seria contraditério com a andlise de sistemas dina-
micos desenvolvida no capitulo anterior se olhdssemos apenas para o espectro de poténcia da
temperatura, uma vez que temos um bom ajuste entre o modelo e os dados observacionais. To-
davia, € importante analisar a viabilidade do modelo do ponto de vista estatistico. Essa anédlise
foi feita calculando o Bayesian Information Criteria (BIC), um indicador que considera o ponto
que maximiza a distribui¢io de probabilidade posterior para comparar os modelos, levando em
conta o nimero de pontos de dados e o niimero de parametros extras dos modelos considerados.
O valor de BIC € dado por

BIC = -2In L(d|0) + kIn N,

onde L(d|9) € a likelihood maxima. O numero de pontos total € N = 2499 (multipolos ¢ do
Planck CamSpec+commander) para o conjunto PLC2 e N = 3279 (£ + H, + dados de galaxias
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—— wgg PLC2 —— LCDM PLC2
—— wgg Ext LCDM Ext
/
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Figura 5.4.: Distribui¢do de probabilidade para os pardmetros cosmolégicos do modelo w(gg), usando o
conjunto de dados PLC2 (linha verde) e Ext (linha azul). Para compara¢do, mostramos tam-
bém a distribui¢do de probabilidade para os parametros cosmolégicos do modelo ACDM,
usando o conjunto de dados PLC2 (linha vermelha) e Ext (linha preta). A contribuicao total
da densidade geométrica, Qgp, € comparada com a densidade de energia escura, Qp, do
modelo cosmoldgico padrio.

+ supernovas) para o conjunto de dados Ext, e o nimero de pardmetros extras sdo k = 6 €
k =7, para os modelos ACDM e wgg, respectivamente. Desta forma, ABIC = BIC; — BICycpu
representa a preferéncia do modelo de referéncia sobre o modelo i, e ABIC <2,2 < ABIC <6,
6 < ABIC <10 e ABIC > 10 significa um suporte para o modelo de referéncia do tipo fraco,
positivo, forte e muito forte, respectivamente (Kass and Raftery, 1995).

Os valores de ABIC com respeito ao modelo ACDM s@ao mostrados nas tltimas linhas da
Tab. 5.2. Para o conjunto de dados PLC2 o valor de ABIC= 19.1 indica um forte suporte
para o modelo de referéncia e quando utilizamos o conjunto de dados Ext esse valor diminui
para ABIC= 4.4, mas ainda indica um suporte positivo em favor do modelo ACDM. Portanto,
descartamos este modelo como um modelo cosmologicamente vidvel também a partir da andlise
observacional.

Além disso, € importante notar que o vinculo sobre o parametro s ndo € restritivo nem Gaus-
siano, como mencionado anteriormente. Ela depende do limite wgg, — —1 (veja Fig. 5.1), de
modo que para valores de s < —5 existem poucas mudancgas nas previsdes observacionais, ou

seja, todos os valores de s produzem quase o mesmo observavel. Por fim, o valor de melhor
PG8)(2) _

c,0

ajuste corresponde a uma evolugio de densidade a=3wen) ~ q%3 o que significa uma

densidade que estd crescendo com o tempo.

5.4. Sumario

As teorias de gravidade f(R, &) levam em consideracdo todos os graus de liberdade de curva-
tura provenientes do tensor de Riemann ao se combinar o escalar de curvatura de Ricci com o
invariante topolégico de Gauss-Bonnet. Esta classe de modelos estd relacionada com teorias
de campo quanticas no espago curvo (Barth and Christensen, 1983; Birrell and Davies, 1984)

e tem sido amplamente investigadas como uma generaliza¢do da gravidade f(R) (De Laurentis
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Figura 5.5.: Espectros das flutuacdes de temperatura (painel superior) e de matéria (painel inferior) para
o modelo wgg, para os valores de melhor ajuste usando os dados PLC2 e Ext. No espectro
de poténcia da temperatura os dados sdo obtidos da liberacdo de dados do Planck (2015),
enquanto os dados no espectro de poténcia da matéria referem-se aos dados de galaxias do
SDSS DR11.



86 5.4. SUMARIO

et al., 2015).

Neste capitulo, examinamos a viabilidade observacional de solu¢des do tipo lei de potén-
cia (De Laurentis, 2015b) para um classe de modelos deduzida a partir das simetrias de Noether,
cuja forma da fungio é f(R,G) = aR"G'™" (Capozziello et al., 2014b). Apresentamos solu¢des
de aceleracdo vidveis obtidas a partir de termos geométricas no parametro da equagdo de estado
Wwgs). Além disso, ao confrontarmos este modelo com os dados, percebemos um desvio na po-
sicdo dos picos no espectro de poténcia das flutuagdes de temperatura da RCF e um aumento na
amplitude do espectro de poténcia da matéria, se comparados ao modelo cosmolégico padrdo.
A viabilidade observacional desta abordagem foi testada comparando-se as predi¢des tedricas
com dados conjuntos da RCF, SNe Ia, medidas locais de H, e dados de galdxias. Constatamos
que o modelo se ajusta bem aos dados, tanto no que se refere ao espectro de poténcia da tempe-
ratura quanto a distribuicdo de matéria, apenas para valores elevados para Hj e para a densidade
geométrica total Qsp. No entanto, apesar desta descricdo geométrica, assumindo solucdes do
tipo lei de poténcia, descrever os dados observacionais recentes sem contribui¢des adicionais de
energia escura, este modelo € descartado ao efetuarmos a comparacao de modelos utilizando o
valor de BIC. Além de ter uma densidade que evolui como uma fungdo que cresce com o tempo.

E importante ressaltar aqui que as solugdes 1, e n, tem um comportamento lei de poténcia
determinado pelas simetrias de Noether. Esta suposi¢do parece muito simples para abranger
toda a evolugao cosmoldgica, iniciando com a inflagdo, evoluindo para eras dominadas por ra-
diacao/matéria e, finalmente, terminando com um comportamento de energia escura. Contudo,
como discutido em detalhes em De Laurentis and Lopez-Revelles (2014a), é possivel mostrar
que solucdes do tipo

a = ag(t — 1), (5.7)

surgem como fases transientes em quaisquer teorias estendidas, por exemplo, a gravidade f(R).
Aqui, assim como antes, w € um indice barotrépico. Estas transicdes de fase podem evoluir para
comportamentos acelerados representando atratores para sistemas dindmicos que descrevem
a cosmologia relacionada (Carloni et al., 2005). Em qualquer caso, a mesma solu¢do exata,
combinando a sequéncia de inflacdo, radiacdo, matéria e energia escura, € irrealista para ser

encontrada em qualquer teoria de gravidade do tipo lei de poténcia.



6 Uma extensao do modelo inflaciona-
rio de Starobinsky

A inclusdo de um cendrio inflaciondrio no universo primordial ¢ um dos pontos centrais na
construcdo de modelos cosmoldgicos vidveis, uma vez que sua existéncia produz uma expli-
cacdo natural para os problemas da homogeneidade, planeza e horizonte, além de esclarecer
o processo de crescimento de estruturas em grande escala e das flutuacdes de temperatura da
RCF (Liddle, 2001). Como é bem conhecido, uma propriedade interessante das teorias f(R)
€ que elas s@o equivalentes a teorias do tipo escalar-tensoriais, mediante uma transformacao
conforme que leva a teoria do frame de Jordan (FJ) ao frame de Einstein (FE). A nomenclatura
de frames ndo tem relacdo com os referenciais inerciais da TRE, mas sim com o fato de que
a transformacg@o conforme permite que as equacdes de campo sejam similares as equacdes de
Einstein da TRG. Essa técnica tem sido utilizada, principalmente, como uma ferramenta para
obter solucdes exatas a partir de solugdes conhecidas da TRG (Sen and Dunn, 1971; Belinski
and Khalatnikov, 1973; Barrow and ichi Maeda, 1990, Serna et al., 2002).

No Capitulo 2, descrevemos brevemente a dinamica inflaciondria do modelo de Starobinsky,
que inclui uma correcdo quadratica do escalar de Ricci, R>. O potencial equivalente deste
modelo (no FE) foi analisado na literatura e os resultados indicam bons ajustes com os dados
observacionais mais recentes, se comparado com outros modelos (Martin et al., 2014a; Akrami
et al., 2018). Em Martin et al. (2014a) os autores investigaram os modelos inflaciondrios mais
estudados na literatura até o momento através de uma andlise Bayesiana de comparagao de
modelos. Eles utilizaram os dados da RCF obtidos na primeira liberacdo de dados do satélite
Planck (Ade et al., 2014) e calcularam a evidéncia e a complexidade de 193 modelos de inflagdo
de campo Unico com rolamento lento (Martin et al., 2014b), a partir do algoritmo MultiNest e
da biblioteca ASPIC. Os resultados encontrados por eles apontam que apenas 26% dos modelos
em questio sdo favorecidos pela evidéncia Bayesiana, o que corresponde a 15 dos modelos

considerados. Ao incluir a complexidade na andlise, esse niimero diminui para 9% (9 modelos),

87
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sendo todos os potenciais do tipo platdo*.
Neste capitulo, abordaremos a dinamica inflaciondria a partir do frame de Einstein em de-
talhes, assim como os aspectos tedricos e as predi¢des observacionais para uma extensdao do

modelo de Starobinsky, ainda ndo reportada na literatura (Santos da Costa et al., prep).

6.1. Equacoes basicas
A acdo para uma teoria f(R) é escrita como
S = f d*x =g [F(R) + L(¥.8)]. (6.1)

Como visto na se¢do (2.3.1), a Eq. (6.1) pode ser reescrita como

f d*x+—g [ @R — U(p) + L(¥, gm] (6.2)
onde

1
¢ = Jr Ulp) = 5Rfr = /). (6.3)

o que significa que uma teoria f(R) pode ser expressa como uma teoria de Brans-Dicke (escalar-
tensorial) no FJ com o parametro de Brans-Dicke wgp = 0.
Note ainda que, no FJ, o campo auxiliar ¢ estd acoplado ndo minimamente com a gravidade.

Para remover este acoplamento, vamos considerar a seguinte transformac¢ao conforme

S = P8 di = +fedt, a = \ea, (6.4)

que nos permite reescrever a acdo (6.2) da seguinte forma:

-~ 2
f N [ R——(%) - U;f) +1:m<w,§w>}, (6.5)

onde V é a derivada com respeito as coordenadas .
A partir da escolha do potencial no FE, ¢ = \/g In ¢, a acdo (6.5) € reescrita em termos de

8uv € ¢, 1st0 €,

1. 1,
= f d*x"F [ER -5 (Ve) - V@) + L, g,,v)], (6.6)

* Um potencial do tipo platd € um potencial que se torna plano no infinito (Martin, 2018).
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onde

Rfr—f) _ Ulyp)
Vig) = ;fﬁ = o2 lp=e(4) - (6.7)

Note que o potencial do campo inflaton € obtido uma vez que se especifique a forma da fun-
¢do f(R), permitindo analisar a dindmica inflaciondria do modelo a partir do FE. Outra opgao
¢ considerar uma forma funcional para o potencial V(¢), que serd equivalente a alguma forma
funcional de f(R). O modelo de Starobinsky pode ser analisado nos dois cendrios, tal que a fun-

¢do f(R) = R+R?/(6M?) (analisada na se¢do (2.3.1)) corresponde ao seguinte potencial (Martin

et al., 2014b)
2 ¢ ?
—_ A4 _ _ s v
V(g) = A [1 exp[ \/; PIH , (6.8)

onde A* é a amplitude do potencial (determinada a partir do espectro de poténcia primordial na
escala pivot escolhida’).

Para entendermos a dindmica inflaciondria, vamos assumir que o conteido energético do Uni-
verso primordial ¢ dominado pelo campo escalar ¢(#), de maneira que a densidade Lagrangiana

presente na acdo (6.6) pode ser substituida por (Martin, 2018):

1
Ly = _ngaufﬁav(P - V($) + Ln(,P), (6.9)

onde L, (¢,y) descreve a interagdo do campo inflaton com os campos de matéria. O tensor
energia-momento € obtido ao variarmos a acao correspondente a Lagrangiana (6.9) com respeito

ao tensor métrico, tal que

1
T/(; = g“"avqﬁaﬁqﬁ - 5; Eg“vaﬂqﬁayqﬁ + V(¢) . (610)
Utilizando a métrica FLRW plana, as densidades de energia e pressdo sao escritas como:

ps=—TJ = %q‘sz +V(9), P, = %5;2? = 5;;%& - V(). (6.11)
Vemos que a densidade de energia € positiva desde que V(¢) > 0. Por outro lado, se o potencial
domina sobre o termo cinético, a pressdo adquire cardter negativo, P < 0. Isso pode acontecer
em duas situagdes: 1) a energia cinética é pequena, o que significa que o campo inflaton varia
lentamente ao longo do seu potencial; ii) ou que o potencial é plano. Portanto, se o campo
inflaton domina a densidade de energia no Universo primordial e o seu potencial € quase plano,

o periodo de inflacdo pode ocorrer.

¥ Escala pivot € um ponto escolhido arbitrariamente para calcular o potencial primordial. Este valor pode ser
préximo ao valor da escala correspondente ao modo que sai do horizonte de Hubble durante a inflagdo, mas
ndo € exatamente 0 mesmo ponto.
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Por fim, a evolucdo do campo inflaton € dirigida pela equacdo de Friedmann
1.
H =3 [5& + V(¢>], (6.12)

e pela equacdo de Klein-Gordon, que € obtida a partir da variagdo da acdo correspondente a

Lagrangiana (6.9) com respeito a ¢ (num universo FLRW plano):
¢ +3Hp+ V() =0, (6.13)

onde (") denota a derivada com respeito ao campo ¢.

Como mencionado na secdo (2.3.1), para que exista uma fase de aceleracdo inicial o para-
metro de Hubble H deve variar lentamente, ou seja, H ~ 0. Ou ainda % < 1, pois esta € a
tinica combinacdo possivel com H que possuimos. Isto indica que, durante um tempo de ex-
pansdo 1/H, a variacdo de H € muito menor que a unidade. Usando este resultado na equacao

de Friedmann, obtemos a primeira condicao de rolamento lento:
#* < V(). (6.14)

Além disso, quando o termo cinético do campo escalar é desprezivel com respeito ao potencial,
a Eq. (6.11) produz:

Py ~ —py =~ =V (¢) ~ constante. (6.15)

Logo, quando o potencial do campo escalar domina sobre o termo cinético, ele se comporta
como uma constante cosmoldgica. Devemos salientar que esta condi¢do de rolamento lento ndo
necessita que o potencial seja estritamente plano (veja Kolb and Turner, 1990; Mukhanov et al.,
1992).

A condicao % < 1 € normalmente expressa em termos de um parametro, €, denominado

parametro de rolamento lento
H df1
€= —— = — (—), (6.16)

tal que, a inflagdo ocorre enquanto a condi¢do € <« 1 for valida. Isto pode ser garantido desde

que € varie lentamente (€ ~ 0),

Bl
H H?

2HE + 262 (6.17)

€ = 2
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Reescrevendo a Eq. (6.17) como

€ =2He(e —n), (6.18)
temos
__19¢
n= Hé (6.19)

que ¢ um segundo pardmetro de rolamento lento, tal que < 1 garante que a inflagdo ocorra.

Além disto, aplicando esse resultado na Eq. (6.19), obtemos
3Hp ~ -V'(¢). (6.20)

Nesta situacdo, € < 1 e n < 1 sdo quantidades de primeira ordem e é é uma quantidade
de segunda ordem. E suficiente nesse momento trabalharmos apenas com os parimetros € ¢ 17,
embora seja possivel continuar tomando derivadas temporais desses parametros e construir uma
hierarquia (Martin, 2018).

E ainda itil definir os parimetros € e  em termos de quantidades relacionadas com o poten-

cial do campo inflaton e suas derivadas. Combinando a definicdo (6.16) com o fato de que

i M3,
H= —T”Q/)Z, (6.21)
obtemos:
3 3¢ [(Y
= — = — —1 1. 6.22
“=avea - 2v 9w 622
Tomando a condic¢ao (6.14), chegamos a
MZ vV’ 2
€= 7”’ (7) =€y (6.23)

Por outro lado, esperamos que o parametro n dependa de derivadas segundas do potencial,

uma vez que apresenta derivadas segundas do campo ¢. Usando as Egs. (6.19) e (6.20), obte-

mos:
V"’ +3H
n = ,
3H
) 4
n+e = MPIV =1Ny. (624)

Durante a inflagdo, temos €y,ny < 1 e a inflacdo acaba quando a primeira condi¢do de ro-
lamento lento € violada, isto € e, = 1. Além disso, o potencial ndo precisa ser exatamente

plano, basta apenas que suas derivadas sejam muito pequenas se comparadas com o proprio



92 6.1. EQUACOES BASICAS

potencial (Kolb and Turner, 1990; Mukhanov et al., 1992; Liddle, 2015).
Por fim, € importante avaliar a quantidade de inflacdo, que € medida através do nimero de

e-folds e expressa como:

Aend lend end H Dini d Pini d
N = dlna = Hdt:ﬁ —-|d¢|:f | ¢|zf | ¢|. (6.25)
¢im’ ¢ ¢end \/2_6 Pend \} 26‘/

Para resolver o problema do horizonte sdo necessarios entre 40 e 60 e-folds (cujo valor exato

Qjni tini

depende da temperatura do reaquecimento; Baumann, 2018). Todos os pardmetros menciona-
dos anteriormente sdo utilizados para caracterizar se a inflacdo € bem sucedida. Eles também
desempenham um papel importante no controle da dindmica das perturbacdes cosmoldgicas
durante a inflac@o, principalmente o nimero de e-folds que € utilizado para calcular quando um
modo particular sai do horizonte durante a inflagao.

Além de resolver os problemas associados a cosmologia do MCP, a inflagdo também ¢é ca-
paz de explicar a origem das estruturas em grande escala do Universo através do crescimento
de flutuagdes quanticas primordiais (Padmanabhan, 2010). Durante a inflacdo tais flutuagdes
quanticas em pequenas escalas sao rapidamente deslocadas para escalas muito maiores do que
o tamanho do horizonte, onde elas sdo “congeladas” como perturbacdes na métrica de fundo.
Essas perturbagdes podem ser de dois tipos: escalares (ou perturbagdes de curvatura), que sdo as
responsdveis pela formagdo de estruturas, pois estdo acopladas com o tensor energia-momento
da matéria, e as tensoriais (ondas gravitacionais), que ndo estdo acopladas com a matéria. Am-
bas perturbacdes contribuem para as flutuacoes de temperatura que observamos na RCF, sendo
as perturbagdes escalares interpretadas como flutuacdes na densidade de matéria do Universo.
A fisica associada com as perturbacdes cosmoldgicas primordiais € calculada no cendrio da
TQC utilizando, principalmente, varias funcdes de correlagcdes parametrizadas em termos do
espectro de poténcia das perturbacdes. Uma descricdo detalhada da Teoria de Perturbacdes
Cosmoldgicas pode ser encontrada em Mukhanov et al. (1992), Riotto (2002), Baumann (2009)
e Baumann (2018).

O espectro de poténcia das perturbagdes de curvatura escalar € dado por (Riotto, 2002):

1 (H\N k" K\
i) = (_) ST Y AT 6.26
Palk) 2M3;€ \2n (aH) S(aH) (6.26)
ou ainda,
V3
=—— 4= 2
Pr(k) 1272 MV |k=arr» (6.27)

onde k € o nimero de onda associado a um dado modo que cruza o horizonte durante a inflagao,

k = aH. O indice espectral das perturba¢cdes de curvatura, n, € definido como

ng—1= = 21 — 6e, (6.28)
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tal que, um espectro invariante de escala € caracterizado por n; = 1. Da mesma forma, € possivel
calcular o espectro de poténcia para as perturbacdes tensoriais responsaveis pela producao das

ondas gravitacionais primordiais,

8 (HV K\ L k"
Pro = 3 (5] (n) =4 (aa) (29

onde o indice espectral das perturbacdes tensoriais € dado por:

o = dll’lpq'
T~ "dnk

= —2e. (6.30)

Notamos que a perturbagdo tensorial é quase invariante de escala com sua amplitude depen-
dendo apenas do valor do pardmetro de Hubble durante a inflacdo. Isto implica em dizer que
ela depende apenas da escala de energia V!/* associada ao potencial do inflaton. Portanto, a
deteccdo de ondas gravitacionais seria uma medida direta da escala de energia associada ao
inflaton (Riotto, 2002).

Finalmente, note que estes resultados predizem uma relacdo de consisténcia que € valida para
os modelos de inflacdo dirigidos por um campo escalar tnico. A razdo da amplitude tensorial-

escalar é definida como

_ A_%“ _ 8 (Zﬂlf‘i’lm)z

= A% B (26)_1( H )2

27'{Mp/

= 16¢€ ou r=-=8nr. (6.31)

Vale notar que, em casos nos quais as observagdes das flutuacdes de temperatura da RCF indi-
cam a ndo validade da relacdo (6.31) ndo significa que a inflacdo esteja errada ou mesmo a ndo
existéncia de uma fase inflaciondria, mas apenas que ela ndo € dirigida por um campo unico.
De fato, existem modelos de inflagdo em que esta € dirigida por mais de um campo escalar, mas
que estd fora do escopo desse trabalho e por isso indicamos ao leitor as referéncias Bartolo et al.
(2001) e Wands et al. (2002).

Por outro lado, desvios de um espectro de poténcia do tipo lei de poténcia podem ser carac-
terizados por parametros de rolamento lento de altas ordens. Neste sentido, a abordagem de
continuar a tomar derivadas temporais destes parametros permite construir uma hierarquia de

equacoes de fluxo inflaciondria, bem estabelecida em Martin (2018), tal que

din| e, |
€Err1 = T para n > O, (632)

onde € = H;,;/H é o topo da hierarquia e N = In (a/a;,;) € o nimero de e-folds (Schwarz et al.,

2001; Leach et al., 2002). Os trés primeiros parametros de fluxo de Hubble sdo escritos como:

My, (V'Y
€ = 7(7) s (633)



94 6.1. EQUACOES BASICAS

’ 2 Vl/
6 = 2M§,[(7) + Vl’ (6.34)
VI/IVI V/I VI 2 V/ 4
6 = 2M;‘,,{T—3 v (7) +2(7) } (6.35)

Portanto, dado um modelo de inflacdo, podemos caracteriza-lo na ordem mais baixa do ro-
lamento lento através de trés parametros independentes: Pg, Ps € n,. Para incluir efeitos com
dependéncia de escala existe o chamado running do indice espectral escalar, dn;/d In k, definido

CcOomo:

dn 3 1 d B )
Tk - Myun = =77 edN(zn 4e€) = 10en — 8¢e™ + ... (6.36)

O running é um parametro independente e em modelos de campo tnico tem valor desprezivel.
Desta forma, podemos utilizé-lo para verificar a viabilidade de modelos inflacionérios, uma vez
que uma deteccdo indicando a dependéncia de escala no indice espectral pode descartar uma
grande parte dos modelos de inflacdo de campo tnico.

Além disso, diferentes formas para o espectro de poténcia primordial podem ser consideradas
afim de explicar oscilacdes ou caracteristicas que existem no espectro de poténcia das flutuacdes
de temperatura da RCFE. A falta de poténcia em grandes escalas angulares (¢ < 40), por exemplo,
pode ser modulada pela presenga de oscilagdes no espectro de poténcia primordial motivada
pela fisica do universo primordial (veja Igbal et al., 2015, e referéncias 14 citadas). Para um
estudo considerando diferentes modelos inflaciondrios que produzem caracteristicas no espectro
de poténcia primordial, veja o apéndice A.

Por fim, podemos resumir os passos para calcular as predi¢des tedricas de um modelo parti-

cular de inflacdo da seguinte forma:

A partir do potencial V(¢), calculamos os parametros de rolamento lento € e 7;

A partir de €, calculamos o nimero de e-folds N como uma funcdo do campo ¢;

Invertemos N(¢) para encontrar ¢y, onde ¢y € o valor do campo do inflaton quando ainda

existem N e-folds até o fim da inflagdo;

Calculamos, entdo, Pg, n, € P como funcdes de ¢.
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6.2. O modelo

Analisaremos agora as consequéncias observacionais de uma generalizagao do modelo inflaci-

142
2. ¢ Y
1-(1-/3\@]‘4—”)] , (6.37)

ondrio de Starobinsky, dada por:

Vig)=WVo

que pode ser reescrita como

V(g) = Vo

2
2
1 —exp,_g (— \/;Mile] , (6.38)

onde V, € a amplitude do potencial e estamos utilizando a seguinte propriedade da fungdo

exponencial generalizada

exp,_s(f) = [1 +Bf17. (6.39)

Note que o dnico parametro livre deste modelo é S, sendo ele o parametro que caracteriza o

quanto este modelo se desvia do modelo de melhor ajuste dos dados?, isto &,

2
2
V(g) =V, [1 - exp[— &Mi”)] . (6.40)

Na Fig. (6.1), vemos o comportamento do potencial para diferentes valores de 8. Observe que
para valores de 8 < 0 temos um comportamento de campo grande para 0 < ¢ < 10%. Por outro
lado, para valores de 5 > 0 a evolugdo do campo ¢ até o minimo de seu potencial pode ser plana
(¢ > 5) ou pode acontecer de forma ndo suave (0 < ¢ < 5).

Dado o potencial (6.37), escrevemos o parametro de rolamento lento €, dado pela Eq. (6.23):

V(p)\
o = ()

4 e R

¥ Analiticamente, podemos tomar o limite 8 — 0 em ambas as Eqs. (6.38) e (6.37) para recuperar o modelo de
Starobinsky. Todavia, em termos numéricos, faz sentido tomar este limite na Eq. (6.38), para evitar termos
de divergéncia.

§ ¢ em unidades de Mp,.
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Figura 6.1.: Comportamento do potencial de Starobinsky generalizado para diferentes valores

do parametro .

Assim, utilizando a Eq. (6.25), escrevemos o ndmero de e-folds como:

d¢
Pend \/_6

[ (R I

N =

\[ M”[ (MPI) ﬂ\[(Mm) _\[(2/31— 1)[ ﬁ\[Msz W]: (042

end

A condi¢do €, = 1 viabiliza encontrar o valor do campo no fim da inflacdo, ¢,,,. Porém, a

expressdo (6.41) ndo permite inversdo direta e deve ser resolvida numericamente. Este resultado

pode ser visto na Fig. (6.2), onde mostramos os valores de ¢ e 5 para os quais a condi¢do ey = 1

¢ vélida (pontos em preto no painel superior € em vermelho no inferior). Por fim, ajustamos

uma funcio polinomial para cada uma das duas solugdes: uma correspondente a valores de

dena > 0e B < 0.4 e outra para ¢.,,; < 0e S > 0.1, as quais denominaremos solucao 1 e solugao

2, respectivamente. As expressdes polinomiais ajustadas para ¢,.,, em ambas as solugdes sdao

dadas por:

e Solucdo 1:

¢end =
4.9408 x 10738 +2.1727 x 107*8*

9.6061 x 107" + 1.5826 x 107'8 + 4.0105 x 10728* +

(6.43)
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B
Figura 6.2.: Valores de ¢.,, € 8 correspondentes a €, = 1. As curvas sélidas representam ajustes
polinomiais.
e Solucdo 2:
bena = —7.6343 +39.28078 — 97.41715% + 124.50365° — 93.30978* +

44.31788° — 13.95778° + 2.98308" — 4.3455 x 107'8% +
4.2481 x 10728° — 2.6655 x 107°8'% + 9.6981 x 108" —
1.5552 x 10763 (6.44)

A amplitude do potencial, V;, é obtida através do espectro de poténcia primordial das pertur-
bacdes de curvatura, calculada na escala onde o maior modo da RCF sai do horizonte na escala
@., isto €,

1 V(g)

R

= 24n2

li=. - (6.45)

O valor de Pg(k.) € determinado pela normalizagdo do COBE para 2.2 x 10~ na escala k, =
0.05Mpc™! (Ade et al., 2014). Substituindo V(¢) na Eq. (6.45) e invertendo para V), obtemos

327r2PR/\(2/ﬁ‘2
BT 040

Ps
Mp*

O valor do campo ¢. estd relacionado ao nimero de e-folds dado pela Eq. (6.42), no qual

ondey=1-p %



98 6.2. O MODELO

a escala pivot, definida anteriormente, cruza o horizonte de Hubble durante a inflacdo. Note
que, a expressdo (6.42) ndo pode ser invertida para ¢y e, novamente, recorremos a solugao
numeérica. Nesse caso, encontramos valores de ¢ e 8 para os quais a condi¢do N, = 55 € valida
e, em seguida, ajustamos uma func¢do polinomial para ¢.. Da mesma forma, o valor do campo
no inicio da inflacdo ¢,,; € obtido ao considerarmos N;,; = 70 na Eq. (6.42). Semelhantemente,
a expressao ndo € inversivel e devemos tratar com solugdes numéricas que resultam em fungdes
polinomiais ajustadas de acordo com a validade da condicdo N,; = 70. Os resultados das
fungdes polinomiais ajustadas para ¢. € ¢;,; sao mostrados na Fig. (6.3). Para ambas as solucoes,

obtemos ajustes polinomiais de 6° ordem para ¢. e ¢,,;, tal que:

e Solucio 1:
$. = 53761 —2.56868 — 1.44988% —4.1119 x 107'8* -
6.1549 x 10728* — 4.6186 x 107°° — 1.3667 x 107*8° (6.47)
i = 5.6398 —3.16178 — 1.766258% — 4.9973 x 107'3° —
7.4742 x 10728 — 5.6069 x 10728 — 1.6589 x 10745° (6.48)
e Solucdo 2:
¢, = —25.4825+16.62618 —8.07198% +2.10728* — 2.9749 x 107'8* +
2.1373 x 10728° - 6.1174 x 107p° (6.49)
i = —27.2418 + 15.96518 — 7.23458% + 1.79728° — 2.4459 x 107'8* +
1.7089 x 10728° — 4.7854 x 107*8° (6.50)

Vemos, a partir da Fig. (6.3), que as condi¢des de rolamento lento restringem o intervalo
do pardmetro B para —10 < S < 0.4 para a solug@o 1 (painel superior) e 0.4 < 8 < 10 para
a solugdo 2 (painel inferior). Todavia, o modelo de Starobinsky s6 € recuperado no limite de
B — 0 para a solucéo 1, onde ¢;,; = 5.6398 e ¢. = 5.3761. Isso porque a solugdo 2, no intervalo
0.4 < B < 10, representa um modelo de campo pequeno (conforme vemos na Fig. (6.1), painel
inferior) e, portanto, ndo recuperamos o modelo de Starobinsky como o caso limite de 5 — 0.

Finalmente, o indice espectral, n, e a razdo tensorial-escalar, r, tomam a seguinte forma:

n, = 1+§L)ﬁ_2|2{ﬁ[1—(1—5)/‘5]—1—(1—5)/1’}, (6.51)
[1-a-7]

r = Sa-ofi-a-o”, (6.52)
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Figura 6.3.: Ajustes polinomiais para ¢4, i € ¢., para ambas as solucdes 1 e 2.
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Figura 6.4.: O plano n; — r para a faixa de parametros g satisfazendo a Eq. (6.42), considerando
dois valores para o nimero de e-folds, N = 50 e N = 60. Os contornos sao
referentes as regides de confianca de 68% e 95% obtidas a partir dos dados do
Planck (2018) usando a escala pivot de k, = 0.05Mpc~!. O painel esquerdo assume
a solu¢do 1 enquanto o painel direito assume a solugao 2.

onde ¢ = \/g Mipl A relacdo entre n; e r é dada por:

r=8(n,— 1)(1 - {(B-1) - p(1 - )5} (6.53)

O plano n; — r para ambas as solucdes 1 e 2 pode ser visto na Fig. (6.4). Consideramos os
valores de B que satisfazem a Eq. (6.42) para dois niimeros de e-folds: N = 50 e N = 60. Os
contornos correspondem aos niveis de confianca de 68% e 95% obtidos a partir dos dados mais
recentes do Planck (Aghanim et al., 2018). Note que, para a solu¢do 1 (painel esquerdo) os
valores de n, e r crescem a medida que o valor de 8 torna-se mais negativo. Os resultados para a
solucdo 1 (—10 < S < 0.4) ndo sdo muito restritivos, pois todos os valores preditos estdo dentro
da regido de confianca de 95% (N = 50). Por outro lado, os valores de n e r preditos pela
solugdo 2 (0.4 < B < 10) estdo fora em mais de 20~ da regido permitida pelos dados do Planck,
conforme observamos no painel direito da Fig. (6.4). Baseados nesse resultados e no critério de
recuperacdo do modelo de Starobinsky no limite de 8 — 0, consideraremos apenas a solugdo
1 como uma extensdo vidvel do modelo de Starobinsky. Ainda assim, vale salientar que o fato
das predi¢des tedricas de um modelo serem compativeis com o plano n; — r ndo significa que
este ¢ um bom modelo quando comparado com outros cendrios de inflagdo (Campista et al.,
2017). Devemos seguir com a andlise e verificar suas predi¢des para o espectro de poténcia das
flutuacdes de temperatura e entdo compara-las com os dados do Planck.

Afim de produzir as predicdes tedricas para o espectro de poténcia das flutuacdes de tempe-
ratura deste modelo e explorar o espago de parametros cosmoldgicos, adotamos o CAMB, in-
cluido na versao no pacote CosmoMC. Nesse caso, ao lidar com o potencial dado pela Eq. (6.37)

devemos calcular a dindmica e perturbacdes deste modelo e construir o espectro de poténcia
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primordial. Para este fim, adaptamos o c6digo MODECODE (Mortonson et al., 2011) que é
uma versdo adaptada do c6digo CAMB para modelos com potenciais. As quantidades essen-
ciais para implementar as modificagdes referentes ao modelo de Starobinsky generalizado no
CAMB sio:

V@), Vi), V(). Vo e din (6.54)

onde (") denota derivada com respeito ao campo ¢ e ¢;,; € o valor do campo no inicio da inflagdo.
Para encontrar os valores de Vj e ¢;,;, devemos aplicar o método descrito anteriormente.

O MODECODE calcula o espectro das flutuacdes de temperatura da RCF resolvendo nu-
mericamente as equacdes da dinamica inflaciondria, isto €, as equagcdes de Friedmann e de
Klein-Gordon, assim como as componentes de Fourier associadas as perturbagdes de curvatura
produzidas pelas flutuagdes do campo escalar ¢. Essas componentes sdao solu¢des da equagao
de Mukhanov-Sasaki (Weinberg, 2008)

W + (k2 - Z—)uk =0, (6.55)
z
onde u = —zR e z = a¢/H. O espectro de poténcia primordial das perturbacdes de curvatura

P(k) definido em termos do valor esperado do vacuo de R é

2

2
<RORK) >= —=5-6"(k = K)P(K), (6.56)

onde ¢ é a fungio delta de Dirac e o fator 27> /k> é escolhido para obedecer as convengdes usuais

de Fourier. Segue-se entdo que Pg(k) estd relacionado a u; e z via:

(6.57)

Portanto, dada a forma do potencial V(¢), as equagdes da dindmica sdo integradas para obter H e
¢ em fun¢do do tempo e dai obtém-se a solu¢do u;, do modo k. Por fim, a partir de u;, calcula-se
o espectro de poténcia das perturbacdes de curvatura quando o modo cruza o horizonte.

A andlise observacional desse modelo estd em andamento, onde estamos considerando as
quantidades descritas ao longo deste capitulo para a implementacdo do modelo nos algoritmos
do CosmoMC e MODECODE.

6.3. Sumario

Uma das ferramentas mais relevantes para estudar a fisica do Universo primordial € a radia¢do
césmica de fundo em micro-ondas. Por outro lado, a equivaléncia entre as teorias f(R) e as
teorias escalares-tensoriais nos permite analisar modelos de gravidade modificada através do
seu potencial no frame de Einstein. A equivaléncia entre os frames nos permite dizer, por

exemplo, que uma extensao do potencial de Starobinsky (no FE) corresponderia a uma extensao
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da funcdo f(R) = R + R*/(6M?) (no FJ) incluindo poténcias do escalar de Ricci, além do termo
quadratico R
Neste capitulo, estudamos uma extensao do modelo de Starobinsky, cujo potencial V(¢) =

Vo [1 —exp)_g (— \/g Mim)]z recupera o modelo original no limite de 8 — 0. A partir da anélise
do potencial, dos pardmetros de rolamento lento e do nimero de e-folds, obtivemos solugcdes
para os valores dos campos ¢;,;, @. € ¢..q, dependentes do parametro S para as duas solucoes
encontradas. No entanto, baseados no critério de recuperacdo do modelo de Starobinsky e nas
predi¢cdes tedricas obtidas para o plano ny; — r (veja Fig. (6.4)), restringimos o intervalo do
parametro 8 para —10 < 8 < 0.4, o que significa que podemos descartar a solu¢do 2 como uma
forma de extensdo vidvel para o potencial de Starobinsky.

De maneira geral, os resultados obtidos para a solucdo 1 referentes ao indice espectral, ng,
e a razdo tensorial-escalar, r, ndo s@o muito restritivos, pois as predicdes sdo muito similares
aquelas do modelo ACDM, estando dentro da regido de confianga de 95% dos dados do Planck.
Logo, faz-se necessdrio uma andlise que considere todo o espago de parametros e utilize os

dados da RCF, uma vez que, o modelo ser compativel com o plano n; — r ndo € garantia de

SucCesso.



7 Conclusoes

O aumento na qualidade dos dados observacionais decorrente do avango tecnolégico recente
levou a Cosmologia a era da precisdo (Peebles, 2003). Esse fato nos deu a possibilidade de
testar quantitativamente diversas hip6teses utilizadas na constru¢do de modelos cosmoldgicos,
assim como distinguir entre diferentes modelos, tanto no nivel de background quanto no nivel
perturbativo. Neste contexto, diferentes observaveis cosmoldgicos como, por exemplo, as ob-
servagoes de SNe Ia, da estrutura em grande escala e das flutuagdes de temperatura da RCF,
indicam que o Universo estd acelerando. Atualmente, a busca por uma teoria que explique a
aceleracdo cosmica € bastante intensa, uma vez que o MCP sé consegue explicd-la as custas de
uma componente exdtica de energia escura. Dentre os diversos cendrios alternativos, as teorias
de gravidade modificada tem se mostrado candidatas vidveis e eficazes, uma vez que utilizam
apenas modificagdes com termos geométricos, produzindo o periodo de expansdo acelerada.
Além disso, tais modificagdes/extensdes da TRG indicam um caminho em dire¢do a uma teoria
de gravitacdo quantica, pois permitem construir teorias que sao renormalizdveis (Faraoni and
Capozziello, 2011Db).

Nesta tese, discutimos a viabilidade observacional de uma classe de teorias de gravidade do
tipo f(R, G) a partir do método de sistemas dinamicos e estudamos as implicagdes cosmologi-
cas para solucdes do tipo lei de poténcia. Os resultados indicam que esta classe de modelos ndo
consegue reproduzir a sequéncia de eras cosmoldgicas, porém quando estudamos as solugdes do
tipo lei de poténcia conseguimos descrever os dados observacionais sem recorrer a contribui¢ao
de energia escura. Além disso, analisamos a viabilidade de extensdo do modelo de Starobinsky
para descrever o periodo inflaciondrio. Os resultados obtidos nao sdo muito restritivos e reque-
rem uma andlise mais robusta explorando todo o espago de parametros e considerando dados
observacionais.

No capitulo 2, vimos as principais motivagdes para se estender a TRG e explicar a expansao
cOsmica atual sem recorrer a energia escura. Revisamos algumas classes de teorias de gravi-
dade modificada, como as teorias com campos extras, teorias com dimensdes extras € teorias

de ordem superior, onde se encaixam as teorias f(R) e f(R,G), que desempenham um papel
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de destaque no cendrio atual. Além disso, ressaltamos as restricdes recentes impostas pelas
ondas gravitacionais, que tem desfavorecido muitas dessas teorias como boas teorias do campo
gravitacional.

No capitulo 3, apresentamos a abordagem de sistemas dinamicos, assim como uma breve
discussdo sobre a teoria de estabilidade linear. Esse método tem sido utilizado no contexto de
teorias de gravidade modificada para investigar a viabilidade de diversos modelos cosmolégicos
através da andlise de estabilidade dos pontos fixos, que representam regimes assintoticos na
evolug@o do Universo. Em particular, abordamos a aplicagdo desse método sobre as classes de
modelos f(R) e f(G), ambos os casos ja estudados na literatura. De maneira geral, este tipo
de estudo consegue restri¢des que sao suficientes para descartar modelos com bases puramente
tedricas, mas também consegue indicar modelos que necessitam de uma andlise mais detalhada
considerando dados observacionais.

No capitulo 4, detivemo-nos a aplicar a abordagem de sistemas dindmicos a classe de teorias
de gravidade f(R,G). Iniciamos com as equacdes bdsicas da teoria, partindo da acdo gravita-
cional para deduzir as equacdes de Friedmann modificadas, utilizando para isso o formalismo
métrico e considerando um universo homogéneo e isotrépico plano. Em seguida, introduzimos
um conjunto de varidveis adimensionais e deduzimos as equacdes de evolucdo corresponden-
tes. Para obter os pontos fixos deste sistema de equacgdes, consideramos a classe de modelos
f(G@) = aR"G'™", relacionada com a presenca das simetrias de Noether (Capozziello et al.,
2014a).

A partir da andlise de estabilidade dos pontos fixos obtidos constatamos que o modelo f(R, G)
aR"G'™" possui uma era dominada pela radia¢do padrio, independente do valor de n. Encon-
tramos, também, que dois dos pontos fixos admitem uma expansao acelerada, o ponto P4 para
n< %(2 + \/ﬁ) e o ponto P, paran < —-1.59en > }‘(3 + \/ﬁ). Todavia, ndo é possivel obter
uma era dominada pela matéria e, portanto, essa classe particular de modelos ndo consegue
descrever uma cosmologia razodvel, dada por alguma trajetéria passando proximo de um ponto
de radiacdo, seguindo por uma era dominada pela matéria até chegar a um atrator acelerado.

Embora a anélise de sistemas dindmicos tenha indicado que esta classe de teorias f(R, &)
ndo representa uma cosmologia viavel, julgamos necessario um estudo detalhado deste modelo
levando em conta dados observacionais. No capitulo 5, consideramos solugdes do tipo lei de
poténcia para o fator de escala, a(f) ~ t°, para o modelo f(R,G) = aR"G'™", tal que execu-
tamos uma abordagem completamente geométrica para a energia escura através do parametro
da equagdo de estado. Vale salientar que a suposi¢do de uma solugdo do tipo lei de poténcia é
muito simples para abranger toda a evolu¢do cosmoldgica, mas solu¢des desse tipo podem ser
consideradas aproximacdes de solucdes mais gerais, representando fases transientes em teorias
de gravidade estendidas (De Laurentis and Lopez-Revelles, 2014a).

Modificamos o cédigo CAMB introduzindo o parametro da equacdo de estado modificado,
dado pela Eq. (5.6), para produzir as predi¢des observacionais do modelo. Percebemos que o

efeito do parametro geométrico s no espectro de poténcia angular das flutuacdes de temperatura
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da RCF € um desvio leve na posi¢do dos picos, além de influenciar na amplitude do espectro de
poténcia da matéria. Para restringir os parametros cosmoldgicos e o geométrico, exploramos o
espaco de parametros utilizando o algoritmo CosmoMC. Consideramos dois conjuntos de dados
para a andlise estatistica, um contendo apenas dados de temperatura da RCF em baixos e altos
multipolos obtidos pela colaboragcdo Planck (2015), denominado PLC2, e outro combinando
dados da RCF com dados de SNe Ia, medidas locais da constante de Hubble e dados da estrutura
em grande escala, denominado Ext. As restricdes obtidas para os dois conjuntos de dados
estdo em acordo com os dados do Planck (2015) para o espectro de poténcia das flutuacdes de
temperatura, enquanto que o conjunto de dados Ext descreve melhor os dados do SDSS-DR11
para o espectro de poténcia da matéria. Todavia, este modelo € descartado ao efetuarmos a
comparacao de modelos utilizando o valor de BIC.

No capitulo 6, fundamentados na equivaléncia entre as teorias escalares-tensoriais e as teo-
rias f(R), analisamos os aspectos tedricos de uma extensdo do potencial inflaciondrio de Sta-
robinsky, dado pela Eq. (6.38), que considera apenas um parametro livre, 3, caracterizando o
desvio do modelo de Starobinsky padrao (Eq. 6.8). As condicdes de rolamento lento e as pre-
di¢des tedricas obtidas para o plano ny — r restringiram o intervalo do parametro g a faixa de
valores —10 < S < 0.4, implicando em um comportamento de campo grande para o potencial
estendido. No entanto, as predi¢cdes para o indice espectral ng e para a razdo tensorial-escalar r
ndo foram muito restritivas, uma vez que estdo dentro da regido de confianca de 95% dos dados
do Planck e, portanto, indistinguiveis do modelo ACDM.

E fundamental, contudo, que se considere uma andlise explorando todo o espago de parime-
tros e utilizando dados observacionais para averiguar a viabilidade observacional do modelo,
dado que a compatibilidade com o plano n; — r ndo garante que este serd consistente com di-
ferentes observagdes astronomicas (Campista et al., 2017). Neste sentido, a andlise estatistica
pode ser feita através da modificacdo e uso dos algoritmos MODECODE e CosmoMC. Como
vimos, estes codigos calculam o espectro das flutuacdes de temperatura resolvendo numeri-
camente as equacdes da dinamica inflaciondria a partir do potencial e de suas derivadas. As
modificacOes a serem implementadas nos cddigos estdo sendo desenvolvidas, conforme mos-
tramos no capitulo 6, onde calculamos as quantidades V(¢), V'(¢), V"(¢), Vo € din-

Apesar dos esfor¢os que tem sido feitos nos tltimos anos, ainda nao entendemos a natureza
da energia escura (Sahni and Starobinsky, 2000; Carroll, 2001; Peebles and Ratra, 2003; Pad-
manabhan, 2003; Alcaniz, 2006; Copeland et al., 2006; Amendola and Tsujikawa, 2010). Esse
fato nos motiva a continuar buscando alternativas que expliquem a aceleracdo cdsmica sem em-
pregar essa componente exdtica de energia. As teorias de gravidade modificada constituem um
caminho promissor, neste sentido, uma vez que a expansao acelerada é obtida apenas através de
termos geométricos incluidos na agdo gravitacional de Einstein-Hilbert. Todavia, é importante
mencionar que considerar apenas observaveis de background (distancias de luminosidade e de
diametro angular e a taxa de expansdo cosmica) ndo € suficiente para distinguir se a aceleracdo

cosmica € um efeito dinamico (devido a energia escura) ou um efeito geométrico (devido uma
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modificacdo da gravidade). Portanto, quantidades perturbativas, como as flutuacdes de tempe-
ratura da RCF (ja consideradas nesse trabalho), ou a taxa de crescimento, que avalia como o
crescimento das perturbagdes da densidade de matéria evoluem e formam as estruturas, devem
ser levados em conta como uma ferramenta discriminante entre diferentes modelos cosmolégi-
Cos.

Do ponto de vista observacional, a precisdo dos dados atuais fornece restricdes fracas favo-
recendo desvios da TRG (Ferreira, 2019). Neste sentido, a proxima geracao de experimentos
visa aumentar a precisdo das quantidades de background e perturbativas. O J-PAS (do inglés
Javalambre Physics of the Accelerating Universe Astrophysical Survey) (Bennitez and Dupke,
2015), um projeto que ja estd em andamento, produzird medidas de redshift fotométrico de alta
precisdo para milhdes de galdxias, medidas de BAO radial e medidas do efeito de lenteamento
fraco, sensivel ao fator de crescimento. Ainda em fase de construcdo, temos o Satélite Eu-
clid (ESA, 2019), financiado pela Agéncia Espacial Europeia, com lancamento previsto para
2022, cuja finalidade é entender a natureza e propriedades da energia escura, matéria escura
e gravidade. A missao explorard essas diferentes questdes através de medidas de lenteamento
fraco, medidas de BAO e de Redshift Space Distortion, construindo um catdlogo com o es-
pectro de bilhdes de galdxias. Em paralelo, o DESI (do inglés Dark Energy Spectroscopic
Instrument) (Levi, 2019), um telescopio sendo construido nos Estados Unidos, deve comegar a
operar ainda em 2019. O objetivo principal é mapear a estrutura em grande escala do universo
através de um grande e profundo levantamento de galdxias, proporcionando restri¢cdes sobre
modelos de energia escura. O LSST (do inglés, Large Synoptic Survey Telescope) (NSF, 2019),
com base no Deserto do Atacama, fard imagens continuas do céu numa drea de 20,000 graus
quadrados, acumulando cerca de 20 terabytes de dados por noite. O LSST deve iniciar suas ati-
vidades em 2023 e foi planejado para, dentre outros temas, responder questdes sobre a estrutura
e evolugdo do universo. Ele ird estudar como a energia escura evolui com o tempo (ou redshift)
ou ainda como a matéria escura influencia o crescimento de estruturas em escalas césmicas.
Por fim, podemos citar o projeto SKA (do inglés, Square Kilometre Array) (Cesarsky, 2012),
que serd o maior radio telescépio do mundo com dois sitios, um na Africa do Sul e outro na
Austrélia. O SKA fard um levantamento da emissao HI de galdxias na faixa de frequéncia entre
50 — 1760 MHz , mapeando a estrutura em grande escala do Universo até z ~ 3 — 4. Portanto,
além de precisdo, devemos reconhecer que teremos disponivel uma quantidade gigantesca de
dados, muito maior do que qualquer compilacdo que dispomos atualmente, todos esperando ser

explorados na busca por respostas ou, talvez, novas perguntas.



A Analise Bayesiana de modelos de es-
pectro de poténcia primordial

Como mencionado no capitulo 6, podemos considerar diferentes parametrizagdes para o es-
pectro de poténcia primordial como uma alternativa para explicar caracteristicas do espectro
de poténcia das flutuagdes de temperatura da RCF. Neste sentido, em Santos da Costa et al.
(2018), foi utilizada a abordagem Bayesiana de comparag¢do de modelos para analisar oito mo-
delos inflaciondrios com a caracteristica em comum de possuir um corte no infra-vermelho,
afim de explicar a falta de poténcia em grandes escalas angulares exibida no espectro de tempe-
ratura da RCF. Alguns dos modelos sdo inspirados em mudancas das condi¢des fisicas durante
a inflacdo ou representados por alguma mudanga no potencial inflaciondrio, seja durante a fase
de rolamento lento ou no inicio da inflacdo*. De maneira geral, podemos dividir os modelos
estudados em duas categorias principais: as parametrizagdes empiricas, capazes de produzir a
baixa poténcia em grandes escalas, e os modelos motivados fisicamente, que podem modular o
potencial primordial com a caracteristica observada. A forma funcional de cada uma das para-
metrizacdes pode ser vista na tabela (A.1). Para efeito de ilustracdo, na Fig. (A.1) mostramos
as oscilagdes introduzidas no espectro primordial por estes modelos inflacionérios usando os
valores de melhor ajuste da tabela (A.3).

Na tabela (A.1), k. € a escala em que a poténcia primordial cai para zero. Além disso, para
o modelo PIK

212 A,

Al = - . A.l
© H; ko | A(ko) — B(ko) I (A-D

onde

Q

A _ —ik/Hinf |:7_{(2) ( k ) _ (% n l) 7_((2)( k ):|
32H /7 0 2H,, ¢ k : 2H;, ¢

Para uma descrig@o detalhada de cada um dos oito modelos considerados, indicamos ao leitor Santos da Costa
et al. (2018) e referéncias la citadas.
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Tabela A.1.: Formas funcionais das parametriza¢des consideradas na andlise Bayesiana.

’ Modelo \ Parametrizacao ‘
ng—1
Power-law (PL) Prr(k) = A (%)
Running spectral index (RN) InP(k) =InA;+ (ny— 1) 1In (%) + % In® (k%)
k ng—1
Sharp cutoff (SC) P(k) = { A(g)" . para k> ke
0, caso contrario
Exponential cutoff (EC) P(k) = Ppr(k) |1 — e~ ®/k)"
Pre-inflationary radiation domination (PIR) | P(k) = Askl‘”‘ﬁ | e V(1 + 2iy) — 1 = 2y* |?
Pre-inflationary kinetic domination (PIK) P(k) = A}, (%) ! 27’;'{ k|A-BJ
Starobinsky (SB) P(k) = Ppr(k)D* (v, A)
Starobinsky cutoff (SBC) P(k) = Ppr(k) |1 — e k" | D2(y, A)

V32Hinf/7r 0 2Hmf k ! 2Hznf
sendo H;,s o parametro de Hubble durante a inflagdo e 7{(()2) e 7{1(2) sdo as funcdes de Hankel de

secundo tipo de ordem O e 1, respectivamente.
Por fim, para o modelo SB e SBC

9A2 (1 1\ 3A 3A\ 1 3A\ 1
1+—(—+—) (4 3A——)—0s2y+3A(1—(1+3A)———)—s1n2yl
y v 2 vy

Dy, A
0 A) = ) 1y

ondey =k/k. e A = A* —A- Este modelo é caracterizado pelo potencial escalar

V() = Vo+ A (¢ — o), para ¢ > ¢y ,
Vo +A_(¢ — o), para ¢ < ¢y

onde V|, € o valor do potencial em ¢ = ¢y, € A, e A_ s@o parametros maiores do que O.

A.1. Metodologia

A anélise Bayesiana de comparacdo de modelos considera que o melhor modelo € aquele que
alcanca o melhor compromisso entre qualidade de ajuste aos dados e preditividade. Na pratica,
enquanto um modelo com mais parametros livres sempre ajustard melhor os dados (ou pelo
menos tao bem quanto) do que um modelo com menos parametros, tal complexidade adicional
deve ser evitada sempre que um modelo mais simples fornece uma descricdo adequada das
observacdes. Desta forma, a comparagao Bayesiana de modelos avalia o quanto a complexidade
extra de um modelo € requerida pelos dados, dando preferéncia modelos que descrevam bem os

dados sobre um grande fragdo de volume do espaco de pardmetros.
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-- ACDM
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Figura A.1.: Espectro de poténcia primordial para os modelos analisados usando os valores de melhor
ajuste da tabela (A.3).

A principal ferramenta para avaliacdo do desempenho de um modelo a luz dos dados é o que
se chama de evidéncia Bayesiana, a qual é baseada no teorema de Bayes
pd |6, M)n(6 | M)

0|d,M) = A2
p@|d,M) o | M) ; (A.2)

que relaciona a probabilidade posterior (p(6 | d, M)) para os parametros 8 dado que tenhamos os
dados d e o modelo M, com a likelihood (p(d | 8, M)) e a fun¢ao de distribui¢ao de probabilidade

prévia (m(6 | M)). A evidéncia, que aparece no denominador do teorema de Bayes, é dada por:

pd| M) = fp(d | 6, M)m(6 | M)do, (A.3)
Q

onde Q se refere ao espaco de parametros considerado pelo modelo M.
A discriminagao entre dois modelos concorrentes pode ser obtida ao tomar-se a razao entre

suas evidéncias:

pd | M;)

B, ="
7 pd | My)

(A4)
Este termo € conhecido como fator de Bayes do modelo i relativo ao modelo j. A maneira
mais usual de elencar os modelos de interesse € adotar a escala de Jeffrey para interpretar os
valores de In B;; em termos da forca da evidéncia de um modelo de referéncia escolhido M;:
InB;j =0-1,InB;; = 1-25,InB;; = 25 -5 e InB;; > 5 indica, respectivamente, uma

preferéncia inconclusiva, fraca, moderada e forte do modelo M; relativa ao modelo M (valores
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Tabela A.2.: Limites de confianca de 68% para os parametros cosmoldgicos usando os dados

do Planck TT+lowP.
Paridmetro

Modelo 100 Q,1? Qn? 0 T In 104, g H,
ACDM | 2222 +0.022 | 0.1197 + 0.0021 | 1.04085 + 0.00045 | 0.077 + 0.018 | 3.088 + 0.034 | 0.9654 + 0.0059 | 67.32 + 0.95
RN 2.237 +£0.026 | 0.1196 + 0.0021 | 1.04093 + 0.00047 | 0.088 +0.021 | 3.112 + 0.041 | 0.9652 + 0.0062 | 67.51 + 0.97
sC 2221 +0.023 | 0.1197 £ 0.0022 | 1.04086 + 0.00048 | 0.082 + 0.019 | 3.284 + 0.039 | 0.9652 + 0.0061 | 67.32 + 0.97
EC 2224 +0.024 | 0.1197 £ 0.0022 | 1.04086 = 0.00048 | 0.085 + 0.022 | 3.104 + 0.042 | 0.9651 + 0.0066 | 67.34 + 1.01
PIR | 2222+0.023 | 0.1197 +0.0021 | 1.04086 + 0.00046 | 0.076 + 0.019 | 2.983 + 0.046 | 1.035 = 0.0061 | 67.33 + 0.94
PIK | 2.225+0.024 | 0.1194 +0.0023 | 1.04089 + 0.00049 | 0.084 +0.021 | 3.100 + 0.040 | 0.9662 + 0.0064 | 67.45 + 1.02
SB 2222 +0.023 | 0.120 +0.0022 | 1.04084 +0.00047 | 0.085 +0.020 | 3.104 + 0.039 | 0.9641 + 0.0065 | 67.18 + 0.99
SBC | 2.224 +0.0024 | 0.120 +0.0022 | 1.04089 + 0.00048 | 0.084 + 0.021 | 3.100 + 0.040 | 0.9659 + 0.0064 | 67.44 + 1.00

negativos indicam o oposto, ou seja, uma preferéncia inconclusiva, fraca, moderada e forte do
modelo M; com respeito ao modelo M;) (Jeffreys, 1998).

Para aplicar essa metodologia, foram adotados trés codigos disponiveis na literatura: CAMB,
CosmMoMC e MuULTINEST, necessdrios para gerar o espectro de poténcia, estimar parametros cos-
moldgicos e realizar a comparagdo entre diferentes modelos, respectivamente. Inicialmente foi
modificado o cédigo CAMB (Lewis et al., 2000) para calcular o espectro de poténcia angular
das anisotropias de temperatura da RCF para cada um dos oito modelos inflaciondrios consi-
derados. A evidéncia, por sua vez, foi calculada implementando o algoritmo de amostragem
aninhada do MurtiNEsT (Feroz and Hobson, 2008; Feroz et al., 2009, 2013) na versao mais
recente do pacote CosmoMC (Lewis and Bridle, 2002).

Foi adotado o conjunto de dados da RCF fornecidos pela Colaboragcdao Planck (Aghanim
et al., 2016a), que considera dados de temperatura em altos-¢{ dos mapas de temperatura da
missdo completa em 100-,143-, e 217-GHz, 30 < ¢ < 2508, e dados de polarizacdo em baixos
multipolos (low-P), 2 < [ < 29. Além disso, foi adotado o0 modelo ACDM como o modelo
de referéncia, o qual estd parametrizado com o seu conjunto usual de parametros: densidade
baridnica (Q,h?), densidade de matéria escura (Q.h%), a razdo entre o horizonte do som e a
distancia de diametro angular no desacoplamento (6), a profundidade 6tica (1), a amplitude

escalar primordial (A;) e o indice espectral (ny).

A.2. Resultados

Os resultados principais dessa analise sdo mostrados nas tabelas (A.2) e (A.3), onde estdo lis-
tadas as restricdes para os parametros cosmoldgicos usuais e para os parametros primordiais
extras, para os oito modelos considerados em Santos da Costa et al. (2018). Nas tltimas linhas
da tabela (A.3), sdo apresentados os valores de A)(,%m e In B;; (fator de Bayes) obtidos consi-
derando a cosmologia ACDM como referéncia. O painel esquerdo da figura (A.2) mostra os
contornos 2D e as distribui¢des posteriores uni-dimensional para os parametros que descrevem
o modelo RN nos niveis de confianca de 68% e 95%. Adicionalmente, € mostrado no painel
direito da figura (A.2) o espectro de poténcia angular para todos os modelos examinados, os

quais sdo obtidos utilizando os valores de melhor ajuste da tabela (A.3).
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Tabela A.3.: Limites de confian¢a de 68% para os pardmetros primordiais usando os dados do Planck
TT+lowP. Os valores de A)(iesze In B;; referem-se a diferenca com respeito ao modelo
: 2 _ .2 2
ACDM, ou s¢ja A)(best = Xacom ~ Xodelo®

‘ Modelo
Parametro RN SC EC PIR PIK SB SBC
o Média —0.0088 + 0.0078
y Melhor ajuste -0.007
10%. Média 2.478 +£0.894 | 3.006 + 1.654 | < 0.5682 < 14.57 <2.643
“ Melhor ajuste 3.035 4.716 0.343 8.175 1.289
o Média <7.764 <15(NL)
Melhor ajuste 0.578 0.3972
10'H,,s Médiz} 2475 £ 1.257
" Melhor ajuste 3.475
A Média 0.0859 + 0.0856 | < 0.2938
Melhor ajuste 0.0811 0.6193
Ml 0.89 -1.18 -1.36 -0.31 1.56 3.46 -0.21
In B;; -29 -17.7 - -19.6 -19.7 -144 -
Forga da Evidéncia Moderada Forte - Forte Forte Forte -
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Figura A.2.: Esquerda: Distribui¢cdes de probabilidade bi-dimensional e uni-dimensional para
os parametros Ay, ng € a, do espectro de poténcia primordial para o modelo RN.
Direita: Espectro de poténcia angular de melhor ajuste para todos os modelos
considerados na andlise. Os pontos correspondem aos dados do Planck (Aghanim
et al., 2016a) e o painel inferior mostra os residuos com respeito ao modelo de
referéncia (ACDM).
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E possivel ainda comparar nossos resultados com o trabalho recente de Igbal et al. (2015)
(IQ15), onde foi realizada uma analise MCMC utilizando os dados do WMAP-9anos (Hinshaw
et al., 2013) juntamente com a primeira libera¢do de dados da colaboragdo Planck (Ade et al.,
2014). Estes autores adotaram os critérios de sele¢do de modelos Akaike Information Criteria
(AIC) e Bayesian Information Criteria (BIC), que consideram apenas o ponto que maximiza a
distribui¢do de probabilidade posterior para comparar os modelos, levando em conta o niimero
de pontos de dados e o nimero de parametros extras dos modelos considerados. Esses métodos
diferem da abordagem de compara¢do de modelos Bayesiana discutida anteriormente, uma vez
que, nesta ultima a compara¢do de modelos leva em conta todo o espaco de parametros.

Foi observado que a introdugdo de caracteristicas primordiais ndo produz mudangas signifi-
cativas nas restricdes dos parametros cosmoldgicos. A tnica excecdo se dd para o modelo PIR,
cujo valor médio do indice espectral n, cresce até atingir um red tilt (ny > 1). Nossos resultados
para o modelo RN sdo completamente consistentes com aqueles encontrados por IQ15 e a ané-
lise mais recente da Colaboragdo Planck (Ade et al., 2016a), confirmando que o valor zero para
o running do indice espectral a; estd fora do nivel de confianca de 68%. Mesmo com um y?
melhor com relacdo ao modelo PL, o desvio do modelo cosmolégico padrdo € muito pequeno
para ser suportado pelos dados e encontramos que este modelo € moderadamente descartado,
confirmando também os resultados recentes de Heavens et al. (2017).

Para a parametrizacdo empirica SC, as restri¢des para a escala de corte k. mostra um bom
acordo com aquele encontrado por IQ15. Contudo, a comparacdo Bayesiana de modelos rea-
lizada mostra que o modelo SC ¢ fortemente descartado com relacdo ao modelo PL, enquanto
que o valor de AIC encontrado por IQ15 para este modelo indica que ele € tio bom quanto o
modelo PL.

A diferenca dos modelos EC e SBC € que a distribui¢do de densidade de probabilidade para
0 parametro @ nunca vai a zero, ou seja, nao possui um volume fechado. Isto implica que
nao € possivel calcular uma evidéncia Bayesiana apropriada, e no melhor dos casos podemos
apenas calcular os valores de AIC e BIC para esses modelos afim de compara-los com outros
trabalhos. Isto continua a acontecer mesmo se aumentamos a faixa do prior para @, uma vez
que as predi¢des ndo mudam para valores altos desse parametro. Assim, foi calculado o valor
de BIC, dado por

BIC = -2In L(d|f) + kIn N,

onde o numero de pontos N € 2499 (multipolos do Planck CamSpec+commander) e os nimeros
de parametros extras sdo k = 2 e k = 3, para os modelos EC e SBC, respectivamente. Desta
forma, ABIC = BIC; — BIC\cpy representa a preferéncia do modelo de referéncia sobre o
modelo i, e ABIC < 2,2 < ABIC £ 6,6 < ABIC < 10 e ABIC > 10 significa um suporte
para o modelo de referéncia do tipo fraco, positivo, forte € muito forte, respectivamente (Kass
and Raftery, 1995). Comparando, entdo, o modelo EC com o0 ACDM encontramos que ABIC =

17.01, o que significa que o modelo PL € fortemente favorecido sobre o modelo EC, o que
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estd também em acordo com o que 1Q15 encontraram. Ao mesmo tempo, 0 modelo SBC exibe
ABIC = 23.68, o que significa que é fortemente desfavorecido com respeito ao modelo padrao.

Por fim, lidando com os modelos fisicamente motivados, temos que a escala de corte da pa-
rametrizacdo PIR estd em acordo com as restrigdes de 1Q15. Como podemos ver no painel
da direita da Fig. (A.2) (linha magenta) sua predi¢cdo € muito préxima da curva do ACDM
(Ax;,,, ~ 0). Para o modelo PIK, encontramos um valor de k. maior do que o encontrado por
IQ15. Isto implica em uma oscilacdo estendida (até ¢ ~ 20) e uma poténcia menor em grandes
escalas. O fator de Bayes mostra que estes modelos sdo fortemente desfavorecidos compara-
dos com o modelo PL, o que estd em acordo com os resultados de IQ15. Para o modelo SB,
encontramos que as restricdes nos parametros primordiais (k. € A) sdo completamente consis-
tentes com aqueles encontrados por IQ15, todavia, o resultado da selecdo de modelos estd em
desacordo. Os resultados de 1Q15 (AIC) favorecem esse modelo com respeito ao modelo de
referéncia, enquanto nossa andlise Bayesiana indica que ele é fortemente desfavorecido.

A partir da andlise Bayesiana de comparagao de modelos e do critério BIC empregados neste
estudo, observamos que os dados recentes da RCF favorecem o modelo de lei de poténcia,
adotado na cosmologia padrao ACDM, com forte evidéncia com respeito a todos 0s outros
modelos considerados nesse estudo (veja Tabela A.3). Enfatizamos, ainda, que tais resultados
constituem a primeira anélise na literatura que considera uma comparacao de modelos Bayesi-
ana para a maioria dos modelos considerados e que os resultados encontrados descartam estes
modelos como uma possivel explicacio para a falta de poténcia observada em grandes escalas

angulares no espectro de poténcia da RCF e motiva, portanto, a busca por solugdes alternativas.
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