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Resumo
Os fótons que se propagam no Universo têm suas trajetórias perturbadas devido à presença
de estruturas massivas ao longo da linha-de-visada, produzindo o efeito denominado de
lenteamento gravitacional. Por ser sensível à estrutura em grande escala, este efeito fornece
um método único para mapear a distribuição de matéria escura, entender o processo de
formação das estruturas, bem como impôr vínculos para responder a algumas questões
fundamentais ainda em aberto na Cosmologia. A presente tese tem o objetivo de investigar
o efeito de lentes gravitacionais fracas (LGF) de galáxias e da radiação cósmica de fundo
(RCF) para extrair informações cosmológicas. Em particular, realizamos um teste da
isotropia estatística, através do estudo da distribuição angular da variância do mapa de
LGF do satélite Planck. Nossos resultados concordam com o princípio da isotropia, embora
existam algumas regiões que merecem serem destacadas como possíveis indicadores de
efeitos locais, tais como contaminantes residuais ou a presença de (sub) superdensidades.
Além disto, exploramos o potencial de restrição da soma das massas dos neutrinos (∑︀𝑚𝜈)
a partir das propriedades morfológicas de mapas de LGF. Especificamente, calculamos os
Funcionais de Minkowski e o espectro de potência (EP) em simulações de convergência
para um levantamento tipo do Large Synoptic Survey Telescope. Nossos resultados indicam
que o uso dos FMs em mapas de LGF é promissor para restringir ∑︀𝑚𝜈 , uma vez que
as restrições encontradas utilizando os FMs melhoram significativamente as impostas
utilizando apenas o EP. Por fim, indo além do efeito de LGF, calculamos a correlação
cruzada de LGF da RCF com dados fotométricos da aglomeração de galáxias combinados
ao EP e a fim de estimar o fator de crescimento linear das estruturas tomograficamente.
Além de determinarmos o bias das galáxias e a amplitude da correlação cruzada em bins
de redshifts entre 0.1 < 𝑧 < 0.7, estimamos o fator de crescimento linear com amplitude
igual a 𝐴𝐷 = 1.04 ± 0.14, em excelente concordância com o modelo fiducial ΛCDM.

Palavras-chaves: Cosmologia: lentes gravitacionais fracas; isotropia estatística; neutri-
nos cosmológicos; crescimento linear das estruturas.





Abstract
The photons propagating in the Universe have their trajectories disturbed due to the pres-
ence of massive structures along the line-of-sight, producing the so-called gravitational
lensing effect. Because it is sensitive to the large-scale structure, this effect provides a
unique method for mapping the distribution of dark matter, to understand the process of
structure formation, as well as setting limits to shed a light in some fundamental questions
still open in Cosmology. The present thesis aims to investigate the weak gravitational lens-
ing effect (WL) of the galaxies and of the cosmic microwave background (CMB) to extract
cosmological information. In particular, we perform a statistical isotropy test by studying
the angular distribution of the variance of the WL map of the Planck collaboration. Our
results agree with the statistical isotropy, although there are some regions that deserve
to be highlighted as possible indicators of local effects, such as residual contaminants or
the presence of (sub) superdensities. In addition, we explore the potentiality to constrain
the neutrino mass sum (∑︀𝑚𝜈) using the morphological properties of WL maps. Specif-
ically, we calculate the Minkowski Functionals (MFs) and the power spectrum (PS) in
convergence simulations considering the features of the Large Synoptic Survey Telescope-
like survey. We find that the MFs are powerful to constrain ∑︀

𝑚𝜈 , since they improve
significantly the marginalized errors in comparison with those imposed using only the
EP. Finally, going beyond WL, we cross-correlate the WL of the CMB with photometric
data of the galaxy clustering combining with the PS data to estimate the linear growth
factor of the structures tomographically. In addition, we determine the galaxy bias and
the amplitude of the cross-correlation to each redshift bins between 0.1 < 𝑧 < 0.7 and we
measure the linear growth factor with amplitude equal to 𝐴𝐷 = 1.04 ± 0.14, in excellent
agreement with the ΛCDM model.

Key-words: Cosmology: weak gravitational lensing; statistical isotropy; cosmological
neutrinos; linear structure growth.
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1 Introdução

O potencial gravitacional de um objeto massivo é capaz de mudar a direção de
propagação da luz emitida por um objeto distante, produzindo um efeito chamado de
lenteamento gravitacional. Os primeiros cálculos da ação da gravidade sobre a luz
remontam-se ao século XVIII, com a consideração de que a luz possui natureza corpus-
cular. John Mitchell, em 1783 e posteriormente Johann von Soldner, em 1804, sugeriram
que a luz ao propagar-se no campo gravitacional de uma massa esférica 𝑀 , seria defletida
por um ângulo:

𝛼̂𝑁 = 2𝐺𝑀
𝑐2𝜉

, (1.1)

onde 𝐺, 𝑐 e 𝜉 são a constante de gravitação universal, a velocidade da luz e o parâmetro
de impacto, respectivamente (Schneider, Kochanek & Wambsganss, 2006a).

No entanto, apenas em 1915, com o advento da relatividade geral (RG) por Albert
Einstein (Einstein, 1915), foi possível uma descrição apropriada para este fenômeno, no
qual o ângulo de deflexão é descrito por

𝛼̂ = 4𝐺𝑀
𝑐2𝜉

. (1.2)

Esta equação foi obtida utilizando a aproximação de campo fraco, isto é, o potencial
Newtoniano do objeto interveniente deve ser muito menor do que o quadrado da velocidade
da luz (𝜑 ≪ 𝑐2) e sob a consideração que as velocidades relativas do sistema muito menores
do que a velocidade da luz.

Além do desvio esperado pela RG ser o dobro da previsão newtoniana, em termos
conceituais, o lenteamento resultaria de deformações locais do espaço-tempo devido à
presença de massa. Einstein também propôs que o ângulo de deflexão poderia ser medido
durante um eclipse solar, onde seria possível observar as estrelas projetadas próximas à
superfície do Sol e as ligeiras mudanças em suas posições, devido à deflexão da luz. Em
1919, em uma expedição liderada por Arthur Eddington em Sobral-Ceará, pela primeira
vez foi detectado este efeito com precisão satisfatória para distinguir entre o valor esperado
pela teoria newtoniana e da RG. Tal observação é considerada um dos pilares para a
validação desta nova teoria de gravitação (ver Schneider (1992) para maiores detalhes
históricos).

O termo “lentes” foi utilizado primeiramente por Oliver Lodge, ao se referir ao
efeito da deflexão da trajetória da luz (Lodge, 1919). Em 1923, Eddington sugeriu a
possibilidade de múltiplas imagens serem geradas por este fenômeno, fato este, também
abordado posteriormente por Chwolson (Eddington, 1923; Chwolson, 1924). Einstein em
1936, obteve os mesmos resultados que Chwolson, ao calcular o efeito de lenteamento de
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uma estrela por outra estrela e fez uma previsão teórica das posições das imagens, separa-
ção entre elas e da magnificação (Einstein, 1936; Renn, Sauer & Stachel, 1997). Por causa
deste trabalho, a configuração com alinhamento perfeito entre a fonte e a lente é chamada
de anel de Einstein. Entretanto, ele considerou que as chances de observar este efeito se-
riam remotas e, portanto, de pouca relevância. Pouco tempo depois, em 1937, Fritz Zwicky
argumentou que a perspectiva para a observação de lente gravitacional seria muito mais
otimista para o caso de alinhamento de galáxias, ao invés de estrelas, como considerado
por Einstein (Zwicky, 1937). O estudo deste fenômeno voltou à tona somente no ínicio da
década de 1960, após a primeira observação de um quasar (Schmidt, 1963). A partir daí,
outros aspectos da teoria de lentes gravitacionais foram desenvolvidos, como a conexão
entre o tempo de atraso da chegada dos raios de luz da imagem lenteada com as estima-
tivas da taxa de expansão do Universo (Refsdal, 1964). Em 1979, foi realizada a primeira
detecção de um sistema lenteado pela imagem múltipla do quasar Q0957+561 (Walsh,
Carswell & Weymann, 1979). Desde então, observações de lenteamento gravitacional têm
sido realizadas com o crescente volume de dados e veem sendo extensamente aplicadas
para extrair diversas informações astrofísicas e cosmológicas (Miranda & Macciò, 2007;
Yuan & Wang, 2015).

Lentes gravitacionais (LG) são definidas em três diferentes regimes: forte, micro
e fraco. O regime forte altera significantemente a distribuição de luz da fonte, formando
arcos, anéis e distorções em torno da imagem da lente, sendo geralmente causado por
um aglomerado massivo de galáxias. Microlentes ocorrem, em sua maior parte, devido
a objetos com massa da ordem de estrelas e planetas, resultando em uma variação no
brilho da fonte e uma separação angular entre as múltiplas imagens tipicamente da or-
dem de microsegundos de arco. Diferentemente do lenteamento forte e micro, que são
eventos relativamente raros no Universo e podem ser medidos através de análises locais
das imagens dos objetos, lentes gravitacionais fracas (LGF) ocorrem para quase todos
objetos extragalácticos e só pode ser detectável estatísticamente, sobre um campo com
um grande número de fontes lenteadas. A figura 1 mostra um exemplo da diferença visual
entre o efeito de microlentes, lentes fracas e fortes: O efeito de microlentes é detectável
pela variação da curva de luz da fonte (de uma estrela, por exemplo), devido ao aumento
quando a fonte está alinhada com a lente (por exemplo, um planeta). Já em lentes fortes,
é nítido o padrão dos arcos e distorções, enquanto que o regime fraco não é observável
diretamente, apesar de ser detectado através de análises detalhadas da imagem.

A presente tese tem como objetivo compreender efeito de LG, especificamente no
regime fraco, no contexto de aplicações para a Cosmologia. É válido ressaltar que os
outros regimes, micro e forte, também possuem aplicabilidade para extrair informações
cosmológicas que, no entanto, não serão abordados neste trabalho com maiores detalhes.
Uma boa revisão sobre lenteamento forte pode ser encontrada em Schneider, Kochanek
& Wambsganss (2006a) e sobre microlentes em Ansari (1995), Mao & Paczynski (1991).
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(a) Curva de luz de um evento de microlentes gravitacionais. A curva vermelha representa o modelo,
enquanto que os dados são do evento de descoberta do planeta extrasolar OGLE-2005-BLG-390Lb,
detectado pelo experimento Optical Gravitational Lensing Experiment.

(b) Exemplo de campo com lenteamento
fraco.

(c) Lenteamento forte no aglomerado de galá-
xias Abell 370.

Figura 1 – Exemplo típico de três regimes de lentes gravitacionais: microlenteamento
(acima), lenteamento fraco (à esquerda) e forte (à direita). Crédito:
NASA/JPL-Caltech.

Através de medidas estatísticas do sinal de LGF, as flutuações de densidade de
matéria podem ser diretamente mapeadas, permitindo a restrição de parâmetros cosmo-
lógicos e da história do crescimento das estruturas. LGF é uma ferramenta promissora
para estudar vários dos paradigmas e parâmetros físicos fundamentais. Como explorado
na presente tese, tais aplicações incluem o estudo da natureza da energia escura através
de modelos de gravitação e do crescimento das estruturas, restrição da massa total de
neutrinos bem como testes sobre distribuição estatística da matéria.

Apesar da energia escura contribuir com cerca de ∼ 70% do conteúdo energético
do Universo, a sua natureza ainda é incompreendida. A expansão acelerada do Universo
é atribuída a esta componente (Perlmutter et al., 1997; Riess et al., 1998), deixando
assinaturas nas observáveis cosmológicas de duas maneiras: (1) na história de expansão do
Universo, como primeiramente sondado com supernovas do tipo Ia e (2) no crescimento de
estruturas, como por exemplo, em contagem de aglomerados e nas distorções no espaço de
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Figura 2 – Previsão do espectro de potência de LGF para o LSST a partir de galáxias em
três bins de redshift: 𝑧 < 0.7 (verde), 0.7 < 𝑧 < 1.2 (vermelho), e 1.2 < 𝑧 < 3
(azul). As linhas finas representam o modelo de energia escura com parâmetro
de equação de estado 𝑤 = −0.9, enquanto que a linha grossa para 𝑤 = −1.
Fonte: Adaptada de (Collaboration, 2009).

redshifts. LGF se destaca de outras técnicas por ser sensível a ambas assinaturas, através
da geometria lente-fonte e da distribuição de massa das lentes, respectivamente. A previsão
é que LGF seja um dos principais observáveis para ajudar a desvendar o paradigma da
energia escura. A figura 2 mostra que, através das observações do Large Synoptic Survey
Telescope (LSST) será possível distinguir o parâmetro da equação de estado da energia
escura para os valores 𝑤 = −1 de 𝑤 = −0.9, utilizando o espectro de potência de LGF
(Collaboration, 2009).

No final dos anos 90, foi encontrado que a massa dos neutrinos 𝑚𝜈 é diferente de
zero (Fukuda et al., 1998a). Atualmente, é conhecida apenas a diferença quadrática das
massas dos três neutrinos (Olive et al., 2014) e o limite superior da soma total das massas
(∑︀𝑚𝜈 < 0.12 eV) (Aghanim et al., 2018a). Neutrinos massivos afetam as observações
cosmológicas por reduzirem as flutuações de matéria em pequenas escalas. Consequen-
temente, há uma supressão do espectro de potência da matéria, o qual é diretamente
dependente do valor de ∑︀𝑚𝜈 . Análises com dados de LGF são de grande relevância para
impor melhores vínculos sobre o valor da soma das massas dos neutrinos (Abazajian et
al., 2015).

Atualmente, um dos pilares do modelo cosmológico de melhor concordância com os
dados observacionais, é a suposição da validade da RG e da isotropia e homogeneidade do
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Universo em grandes escalas. Devido ao potencial de lentes gravitacional 𝜓 estar direta-
mente relacionado ao potencial gravitacional do caminho no qual os fótons se propagam,
é possível extrair informação sobre como a matéria é distribuída no Universo a partir das
propriedades de 𝜓. Uma das aplicações possíveis do estudo de LGF, concerne também ao
teste da homogeineidade e isotropia estatística do Universo.

Esta tese é constituída por uma compilação de trabalhos realizados ao longo do
período de doutoramento. Os próximos capítulos estão organizados do seguinte modo: no
capítulo 2 nós revisamos conceitos básicos da teoria de LGF. No capítulo 3, apresentamos
um estudo da isotropia estatística do mapa de lentes da radiação cósmica de fundo. Em
seguida, no capítulo 4, apresentamos uma análise que tem como objetivo restringir a soma
das massas dos neutrinos, através da morfologia de mapas de LGF para um levantamento
de dados do tipo LSST. No capítulo 5, exploramos um método para restringir o fator
de crescimento linear das estruturas, via combinação de dados de galáxias e de LGF da
radiação cósmica de fundo. Por fim, as considerações finais das análises realizadas e suas
implicações, estão dispostas no capítulo 6.
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2 Lentes Gravitacionais Fracas

A deflexão dos feixes de luz ocorre à medida que eles se propagam através de
um campo gravitacional. Este efeito é previsto pela teoria da RG. Como o Universo é
permeado por grandes espaços vazios, a maior parte dos fótons se propagam sob influên-
cia de campos gravitacionais fracos e, consequentemente, suas trajetórias experimentam
pequenas deflexões. Este capítulo é destinado a discutir alguns elementos básicos da pro-
pagação da luz em um campo gravitacional, particularmente no regime fraco, bem como
os aspectos observacionais deste efeito. Para uma revisão abrangente de LGF, veja em
Bartelmann & Schneider (2001).

2.1 Deflexão da luz e aproximação de campos fracos

Os raios de luz se propagam ao longo de uma geódesica nula, isto é, o caminho
mais curto entre dois eventos no espaço-tempo. Entretanto, para o cálculo da deflexão dos
raios de luz devido ao lenteamento, é necessário determinar a geometria ao redor do objeto
massivo, através das soluções das equações de campo da RG. A propagação da luz em
um espaço-tempo descrito por uma métrica arbitrária é, em geral, um problema teórico
complexo. Porém, a maior parte das situações astrofísicas que geram o efeito de lentes,
envolvem objetos com potenciais gravitacionais fracos, |Ψ| ≪ 𝑐2, e velocidades peculiares
pequenas, 𝑣 ≪ 𝑐. Por exemplo, para um aglomerado de galáxias, tipicamente |Ψ|/𝑐2 .

10−5 e estruturas cósmicas possuem velocidades peculiares de cerca de 𝑣 . 600𝑘𝑚𝑠−1 ≪ 𝑐.
Desta forma, é possível simplificar este problema usando o princípio de Fermat, no qual
se afirma que os raios de luz se propagam ao longo do caminho que minimiza o tempo
de viagem entre dois eventos. Para a RG, o caminho seguido pelos raios de luz é uma
propriedade intrínseca do espaço-tempo, enquanto que o tempo de viagem é uma noção
dependente do observador. Embora exista esta diferença na interpretação física desta
simplificação, o movimento dos raios de luz em um espaço-tempo curvo ainda pode ser
descrito por este princípio. Uma interpretação possível é considerar que a velocidade da
luz é alterada na presença de um campo gravitacional.

Considerando a métrica de Minkowski e que as inomogeneidades que causam o
lenteamento podem ser tratadas como perturbações locais, o elemento de linha pode ser
escrito como

𝑑𝑠2 = −𝑐2
(︃

1 + 2Ψ
𝑐2

)︃
𝑑𝑡2 +

(︃
1 − 2Ψ

𝑐2

)︃
𝑑𝑥⃗2, (2.1)

onde 𝑐 é a velocidade da luz e Ψ é o potencial gravitacional Newtoniano, sendo Ψ/𝑐2

adimensional. Como os fótons se propagam em uma geodésica nula, isto é, d𝑠2 = 0, a
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expressão pode ser rearranjada de forma que a velocidade da luz efetiva em um campo
gravitacional fraco é determinada por

𝑐′ =
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑑𝑥⃗𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ 𝑐

(︃
1 + 2Ψ

𝑐2

)︃
, (2.2)

onde Ψ/𝑐2 ≪ 1 foi utilizado em primeira ordem da expansão de Taylor. Análogo à óptica
geométrica, o potencial gravitacional atua como um meio com índice de refração 𝑛 definido
convencionalmente por 𝑐′ = 𝑐/𝑛. Assim, temos que

𝑛 = 𝑐

𝑐′ = 1 − 2Ψ
𝑐2 . (2.3)

Podemos aplicar o princípio de Fermat para obter as equações de Euler-Langrange a partir
do índice de refração. Integrando estas equações ao longo da trajetória da luz, resulta no
ângulo de deflexão 𝛼̂, definido como a diferença entre as direções dos raios luminosos
emitidos e recebidos, da forma

𝛼̂ = − 2
𝑐2

∫︁
∇⊥Ψ𝑑𝑧, (2.4)

onde ∇⊥ é a componente do gradiente perpendicular ao percurso do fóton, calculado com
relação às coordenadas físicas.

2.1.1 Equação da lente

Na maior parte das situações astrofísicas, as dimensões do objeto responsável pelo
lenteamento são muito menores que as distâncias cosmológicas entre observador e lente e
entre lente e a fonte. Neste caso, denominado como aproximação de lente fina, considera-
se que a distribuição de massa é constituída por uma única inomogeineidade projetada
num plano em uma localização entre a fonte e observador, como representado na figura
3. O sistema é então, divido em três planos: O plano da fonte, o plano da lente e do
observador. Presume-se que o raio de luz viaja sem deflexão entre esses planos, defletindo
apenas enquanto cruza o plano da lente (ver Figura 3).

Nesta configuração geométrica, a luz de uma fonte localizada a uma distância
de diâmetro angular 𝐷𝐹 do observador, é desviada pelo campo gravitacional de uma
distribuição de massa localizada em 𝐷𝐿𝐹 , correspondente à distância de diâmetro angular
entre a lente e a fonte (ou a uma distância de diâmetro angular 𝐷𝐿 da lente ao observador).
As posições angulares nos planos da lente e da fonte são determinadas em relação ao
eixo óptico, isto é, o eixo perpendicular aos planos da lente, da fonte e que passa pelo
observador. A posição angular verdadeira da fonte 𝛽 está a uma distância 𝜂 = 𝛽𝐷𝐹 do
eixo óptico no plano da fonte. O feixe de luz sofre um desvio no plano da lente de um ângulo
de deflexão 𝛼̂ e possui parâmetro de impacto 𝜉 = 𝜃𝐷𝐿, em que 𝜃 é a posição angular
em que o observador recebe a luz da fonte (posição da imagem). Usando a construção
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Figura 3 – Esquema de um sistema típico de lentes gravitacionais. A luz se propaga a
partir da fonte, em uma posição angular 𝛽, em direção ao observador, pas-
sando por um objeto localizado no plano da lente que provoca um efeito de
lenteamento. A luz é defletida com um ângulo de deflexão 𝛼̂ e observada na
posição angular 𝜃. As distâncias entre o observador e a fonte, observador e
lentes e entre a lente até a fonte são respectivamente, 𝐷𝐹 , 𝐷𝐿 e 𝐷𝐿𝐹 . Fonte:
Adaptada de (Bartelmann & Maturi, 2016)

.

geométrica da figura 3 e considerando que 𝜃,𝛽 e 𝛼̂ são pequenos, é possível relacionar a
posição angular da fonte e da imagem de forma que

𝜃𝐷𝐹 = 𝛽𝐷𝐹 + 𝛼̂𝐷𝐿𝐹 . (2.5)



38 Capítulo 2. Lentes Gravitacionais Fracas

Ou de maneira mais compacta, podemos escrever a equação da lente como

𝛽 = 𝜃 − 𝛼, (2.6)

em que 𝛼 é o ângulo de deflexão reduzido, definido como

𝛼 ≡ 𝐷𝐿𝐹

𝐷𝐹

𝛼̂. (2.7)

De acordo com a equação 2.4, o ângulo de deflexão reduzido pode ser escrito como

𝛼 = ∇⊥

[︃
2
𝑐2
𝐷𝐿𝐹

𝐷𝐹

∫︁
Ψ𝑑𝑧

]︃
. (2.8)

É conveniente introduzir as quantidades que descrevem o potencial gravitational
de lentes, bem como o ângulo de deflexão reduzido, em função da posição angular 𝜃 da
esfera celeste. Utilizando a aproximação de ângulos pequenos, a separação perpendicular
na linha de visada é dada por 𝐷𝐿𝜃. Assim, o gradiente perpendicular ∇⊥ da equação 2.8
pode ser substituído pelo gradiente com relação ao ângulo 𝜃, de forma que

𝛼 = ∇𝜃𝜓 ; 𝜓 ≡ 2
𝑐2

𝐷𝐿𝐹

𝐷𝐹𝐷𝐿

∫︁
Ψ𝑑𝑧. (2.9)

A quantidade 𝜓 definida acima, é chamada de potencial de lentes.

Tomando o divergente de 𝛼, encontramos o Laplaciano de 𝜓,

∇𝜃 · 𝛼 = ∇2
𝜃𝜓 = 2

𝑐2
𝐷𝐿𝐷𝐿𝐹

𝐷𝐹

∫︁
∇2

⊥Ψ𝑑𝑧, (2.10)

onde foi substituído o Laplaciano ∇2
𝜃 com relação ao ângulo 𝜃, pelo Laplaciano perpen-

dicular ∇2
⊥ com respeito às coordenadas físicas. Considerando que,

∇2 = ∇2
⊥ + 𝜕2

𝜕𝑧2 , (2.11)

podemos inserir a equação de Poisson,

∇2Ψ = 4𝜋𝐺𝜌, (2.12)

na relação 2.9.

É apropriado considerar que o gradiente do potencial gravitacional calculado do
ínicio até o fim da linha-de-visada pode ser negligenciado, de forma que

∫︀ 𝜕2Ψ
𝜕𝑧2 ∼ 0 (Bar-

telmann & Maturi, 2016). Assim,

∇2
𝜃𝜓 = 8𝜋𝐺

𝑐2
𝐷𝐿𝐷𝐿𝐹

𝐷𝐹

Σ, (2.13)

em que Σ é a densidade de massa projetada, caracterizada como a integral da densidade
de massa tri-dimensional 𝜌, ao longo da linha de visada (eixo 𝑧),

Σ ≡
∫︁
𝜌𝑑𝑧. (2.14)
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Definindo a densidade superficial crítica, Σ𝑐𝑟𝑖𝑡, como

Σ𝑐𝑟𝑖𝑡 ≡ 𝑐2

4𝜋𝐺
𝐷𝐹

𝐷𝐿𝐷𝐿𝐹

, (2.15)

podemos definir a grandeza 𝜅, denominada de convergência, como a razão de densidades
superficiais de massa

𝜅 ≡ Σ
Σ𝑐𝑟𝑖𝑡

= ∇2
𝜃𝜓

2 . (2.16)

Por simplicidade, a partir daqui, vamos utilizar o operador ∇ sem o subscrito, entendendo
que se trata do gradiente em relação a 𝜃.

2.1.2 Mapeamento de lentes

A equação 2.6 pode ser reescrita em termos do potencial de lentes

𝛽 = 𝜃 − ∇𝜓, (2.17)

uma vez que 𝛼(𝜃) = ∇𝜓(𝜃). As informações do lenteamento podem ser determinadas
resolvendo a equação da lente para uma distribuição de massa, discreta ou contínua, de
modo que podemos pensar no fenômeno de lentes como uma transformação de coordenadas
descrita pela matriz jacobiana 𝐴𝑖𝑗, dada por

𝐴𝑖𝑗(𝜃) ≡ 𝜕𝛽𝑖
𝜕𝜃𝑗

= 𝛿𝑖𝑗 − 𝜕𝛼𝑖
𝜕𝜃𝑗

= 𝛿𝑖𝑗 − 𝜕2𝜓(𝜃)
𝜕𝜃𝑖𝜃𝑗

. (2.18)

De acordo com a relação 2.18, na ausência do potencial de lentes, o mapeamento é dado
simplesmente pela matriz identidade. Na presença do potencial, o mapeamento de lentes
é determinado em termos da matriz com derivadas segundas de 𝜓, ou matriz Hessiana.
Para a primeira componente (𝑖 = 1, 𝑗 = 1), por exemplo, temos que:

𝐴11 = 1 − 𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
1

= 1 − 1
2
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
1

− 1
2
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
1

− 1
2
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
2

+ 1
2
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
2

= 1 − 1
2

(︃
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
1

+ 𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
2

)︃
− 1

2

(︃
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
1

− 𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
2

)︃
= 1 − 𝜅− 𝛾1,

(2.19)

onde foram utilizadas as definições de 𝜓 e 𝜅 e das componentes de cisalhamento:

𝛾1 ≡ 1
2

(︃
𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
1

− 𝜕2𝜓

𝜕𝜃2
2

)︃
; 𝛾2 ≡ 𝜕2𝜓

𝜕𝜃1𝜕𝜃2
. (2.20)
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O cisalhamento total é representado como 𝛾 ≡ 𝛾1 + 𝑖𝛾2. As outras componentes da matrix
podem ser encontradas de maneira análoga, de forma que a matriz 𝒜 pode ser reescrita
como

𝒜 =
⎛⎝1 − 𝜅− 𝛾1 −𝛾2

−𝛾2 1 − 𝜅+ 𝛾1

⎞⎠ . (2.21)

2.1.3 Magnificação

Uma das propriedades da deflexão gravitacional, é o fato do brilho superficial da
fonte se preservar, sendo um efeito acromático, ou seja, independente da frequência. O
fluxo total recebido de uma imagem da fonte lenteada é alterada devido à mudança do
ângulo sólido subtendido por ela. Este efeito é denominado como magnificação 𝜇:

𝜇 = |𝑑𝑒𝑡𝒜|−1 = 1
(1 − 𝜅)2 − |𝛾|2

≈ 1 + 2𝜅, (2.22)

onde a aproximação final é resultado da primeira-ordem da expansão em série de Taylor.
Assim, em LGF, a magnificação de uma imagem é essencialmente causada pela conver-
gência. Os autovalores da matriz 𝒜−1, 𝜆+ e 𝜆−, fornecem a elongação e as orientações
produzidas nas imagens lenteadas na direção radial e tangencial, respectivamente,

𝜆± = 1
1 − 𝜅∓ 𝛾

. (2.23)

Para uma galáxia intrinsecamente circular, o cisalhamento gravitacional transfor-
mará a imagem em uma elipsoide com eixo-maior e eixo-menor, denominados de 𝑎 e 𝑏,
proporcionais aos autovalores 𝜆±, respectivamente (Mellier, 1999). Desta forma, a elipti-
cidade 𝜖 de uma imagem é dada por

𝜖 ≡ 𝑎− 𝑏

𝑎+ 𝑏
= 𝜆+ − 𝜆−

𝜆+ + 𝜆−
= 𝛾

1 − 𝜅
. (2.24)

2.2 Medida da elipticidade
Como discutido anteriormente, o efeito de LGF distorce as imagens das galáxias

de fundo. Tais distorções podem ser descritas por duas componentes, o cisalhamento 𝛾

e a convergência 𝜅. O cisalhamento é o responsável por produzir distorções elípticas da
imagem da fonte, enquanto que a convergência descreve a mudança no tamanho e do brilho
aparente dos objetos lenteados. Como a distribuição da fonte geralmente não é conhecida
em detalhe, é comum introduzir o termo de cisalhamento reduzido 𝑔 ≡ 𝛾/(1−𝜅). Para
o regime fraco, 𝜅 ≪ 1, se estima que 𝜖 = 𝑔 ∼ 𝛾 (Schneider, Kochanek & Wambsganss,
2006a). A figura 4 ilustra os diferentes efeitos das componentes individuais de cisalhamento
reduzido para uma fonte intrinsecamente circular.
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Figura 4 – Ilustração mostrando o efeito das componentes individuais do cisalhamento
reduzido. Um valor positivo (negativo) de 𝑔1 corresponde a um esticamento ao
longo do eixo do plano da lente 𝜃1 (𝜃2). Um valor positivo (negativo) de 𝑔2,
corresponde ao esticamento ao longo da linha 𝜃2 = 𝜃1 (𝜃2 = −𝜃1).
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Devido a 𝜅 ser o parâmetro físico que mais está diretamente relacionado à distri-
buição de matéria, é possível estimá-lo via modelo teórico ou simulações. Porém, não é
possível detectar esta quantidade diretamente. Em termos observacionais, a quantidade
medida é a elipticidade 𝜖. Entretanto, as fontes consideradas em observações de LGF não
são totalmente circulares, mas possuem uma elipticidade intrísenca 𝜖𝐼 , de forma que a
relação correta é

𝜖 = 𝑔 + 𝜖𝐼 . (2.25)

Uma das suposições mais importantes no imageamento de LGF é que, em média, a
elipticidade intrínseca se aproxima de zero quando calculada em amostras suficientemente
grandes, ⟨𝜖𝐼⟩ ∼ 0. Além disto, como comentado anteriormente, é possível assumir que
para o regime fraco, 𝜅 ≪ 1, temos que 𝜖 = 𝑔 ∼ 𝛾. Assim, para catálogos suficientemente
grandes, podemos usar a medida média da elipticidade como uma estimativa direta de 𝛾
(Kaiser & Squires, 1993).

Existem duas abordagens principais para medir as elipticidades, sendo ambas ba-
seadas na medida do brilho superficial 𝐼(𝜃) da imagem. Na primeira abordagem, chamada
de modelagem direta, modelos para o brilho da superfície de fontes elípticas são ajustados
à imagem, permitindo a leitura da elipticidade do modelo uma vez que o melhor ajuste
foi encontrado (Kaiser & Squires, 1993; Refregier, 2003). A segunda maneira é indepen-
dente do modelo da elipticidade e se baseia na medida dos momentos de quadrupolo da
superfície de 𝐼(𝜃) (Luppino & Kaiser, 1997),

𝒬𝑖𝑗 =
∫︀
𝑑2𝜃𝑊 (𝜃)𝐼(𝜃)𝜃𝑖𝜃𝑗∫︀
𝑑2𝜃𝑊 (𝜃)𝐼(𝜃) , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, (2.26)

onde 𝑊 (𝜃) é uma função janela Gaussiana introduzida para limitar o domínio da integral
e assim evitar as flutuações na intensidade ao redor da imagem e 𝜃 é a distância angular
do centro do objeto. Estes momentos capturam as informações do formato das galáxias e
podem ser combinadas para encontrar a elipticidade da galáxia,

𝜖1 = 𝒬11 − 𝒬22

𝒬11 + 𝒬22
, 𝜖2 = 2𝒬12

𝒬11 + 𝒬22
; (2.27)

onde 𝜖 ≡ 𝜖1 + 𝑖𝜖2.

O cisalhamento induzido é pequeno, geralmente cerca de uma grandeza menor
que a elipticidade medida em galáxias de fundo. Portanto, o efeito de LGF não pode
ser medido utilizando apenas uma única galáxia. Para medir o campo de cisalhamento,
é necessário medir as elipticidades de muitas galáxias do campo e assim, construir uma
estimativa estatística de seus alinhamentos sistemáticos. A amplitude do cisalhamento
cósmico pode ser quantificado estatísticamente através do cálculo da função de correlação
de dois pontos de 𝜖, como será descrito em 2.3.2.
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2.3 Medida da convergência

A partir de medidas da elipticidade e consequentemente do cisalhamento, é possível
reconstruir o campo de convergência 𝜅 (Kaiser & Squires, 1993). O potencial de lente
gravitacional está relacionado com as componentes do cisalhamento da forma

𝛾𝑖 = 𝐷𝑖𝜓, (2.28)

onde ⎛⎝𝐷1

𝐷2

⎞⎠ = 1
2

⎛⎝𝜕2/𝜕𝜃1𝜕𝜃1 − 𝜕2/𝜕𝜃2𝜕𝜃2

2𝜕2/𝜕𝜃1𝜕𝜃2

⎞⎠ . (2.29)

Combinando as equações 2.28 e 2.16 e tomando a transformada de Fourier dos campos 𝛾
e 𝜅, temos que

𝜅̂(ℓ) =
(︃
ℓ2

1 − ℓ2
2

ℓ2
1 + ℓ2

2

)︃
𝛾1(ℓ) + 2

(︃
ℓ1ℓ2

ℓ2
1 + ℓ2

2

)︃
𝛾2(ℓ), (2.30)

onde o acento circunflexo denota a transformada de Fourier e ℓ é o vetor de onda com
componentes (ℓ1, ℓ2). A partir da transformada de Fourier inversa de 𝜅̂(ℓ), é possível obter
o mapa bi-dimensional de 𝜅 no espaço real. A figura 5 mostra um exemplo de mapa de
convergência 𝜅 reconstruído a partir de dados de cisalhamento para um dos campos do
levantamento CFHTLenS survey (campo W1). Por sua vez, o cisalhamento foi detectado
de acordo com medidas de elipticidade, como descrito em Liu et al. (2015).

Medir o lenteamento fraco de maneira robusta é desafiador, uma vez que o sinal
das distorções é muito pequeno em comparação ao ruído observacional. As imagens ob-
servadas precisam ser cuidadosamente corrigidas por outros efeitos que também geram
distorções, como ruídos e efeitos sistemáticos do sistema óptico. Para as lentes da RCF,
as reconstruções de mapas exigem correções do feixe do experimento, bem como a sub-
tração cautelosa de aglomerados de Sunyaev-Zel’dovich e da emissão de poeira galáctica.
Apesar dessas dificuldades, nos últimos anos, medições estatísticas de lentes de galáxias
(Schrabback et al., 2010; Heymans et al., 2012) e lentes da RCF (Story et al., 2015a;
Van Engelen et al., 2015; Planck Collaboration et al., 2016) foram alcançados devido ao
desenvolvimento de algoritmos e técnicas sofisticadas.

2.3.1 Generalização do potencial de lentes e da convergência

Até o momento assumimos que as escalas da lente são menores que as distâncias
envolvidas no sistema. Embora essa suposição seja válida para casos de fontes pontuais,
para a descrição do lenteamento devido à estrutura em grande escala do Universo, torna-
se necessário generalizar as equações. Introduzindo o conceito da distância de diâmetro
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Figura 5 – Mapa de convergência de galáxias para o campo W1 do levantamento CFH-
TLens, reconstruído a partir de medidas de cisalhamento. O mapa foi suavizado
com um feixe Gaussiano de 1′. As regiões brancas são mascaradas devido a fon-
tes pontuais brilhantes, como estrelas do catálogo do CFHTLens. Fonte: (Liu
& Hill, 2015).

angular comóvel 𝑓𝐾 ,

𝑓𝐾(𝜒) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐾−1/2𝑠𝑒𝑛(𝐾1/2𝜒) para 𝐾 > 0, 3-espaço com geometria esférica

𝜒 para 𝐾 = 0, 3-espaço com geometria euclideana

| 𝐾 |−1/2 𝑠𝑒𝑛ℎ(| 𝐾 |1/2 𝜒) para 𝐾 < 0, 3-espaço com geometria hiperbólica.
(2.31)

A função 𝑓𝐾 está relacionada com a distância comóvel 𝜒 e com o escalar de curvatura 𝐾 =
𝑘
𝑅0

, (𝑅0 é o raio de curvatura no instante atual e 𝑘 é o escalar de curvatura normalizado).
Observações recentes tem mostrado que, a curvatura espacial do Universo é igual a zero,
dentro da incerteza da medida (Aghanim et al., 2018a). Em outras palavras, o Universo
é bem descrito como espacialmente plano. Desta forma, o potencial de lentes para fontes
estendidas em um espaço-tempo espacialmente plano, pode ser generalizado por

𝜓(𝜃) = 2
𝑐2

∫︁ 𝜒𝐹

0
𝑑𝜒
𝜒𝐹 − 𝜒

𝜒𝐹𝜒
Ψ(𝜒𝜃, 𝜒), (2.32)
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onde a integral é calculada ao longo da linha-de-visada, do observador até a posição da
fonte 𝜒𝐹 , assumindo a aproximação de Born (isto é, assumindo a integral ao longo do
caminho dos fotóns não-perturbados). O potencial Newtoniano é tomado na posição 𝜒𝜃
perpendicular e 𝜒 paralelo à linha-de-visada. Para um entendimento mais detalhado de
LGF devido à estrutura em grande escala a partir da abordagem completa da RG ver em
Marques (2015).

Introduzindo o contraste de densidade 𝛿 = 𝛿(x̂, 𝑡) como a flutuação de densidade
com respeito à densidade média 𝜌(𝑡) temos que

𝛿 = 𝜌

𝜌
− 1, (2.33)

em que 𝜌 = 𝜌(x̂, 𝑡). A densidade média, por sua vez, pode ser representada em termos
dos parâmetros cosmológicos, levando em consideração a definição da densidade crítica,
tal que

𝜌 = 3𝐻2
0

8𝜋𝐺Ω𝑚𝑎
−3 = 𝜌0𝑎

−3, (2.34)

onde 𝑎 é o fator de escala, 𝐻0 e Ω𝑚 são os valores atuais (calculados em 𝑎(𝑡0) = 1) do
parâmetro de Hubble-Lemaître e do parâmetro de densidade de matéria, respectivamente.
O potencial gravitacional é relacionado ao contraste de densidade de matéria em um
universo em expansão através de

∇2Ψ = 4𝜋𝐺𝜌𝛿𝑎2 = 3
2𝐻

2
0 Ω𝑚𝑎

−1𝛿. (2.35)

Utilizando os conceitos acima e substituindo o Laplaciano com respeito às coor-
denadas perpendiculares pelo Laplaciano completo, a convergência para múltiplas fontes
pode ser expressa como

𝜅(𝜃, 𝜒) = 3
2
𝐻2

0
𝑐2 Ω𝑚

∫︁ 𝜒

0
𝑑𝜒′𝜒

′(𝜒− 𝜒′)
𝜒

𝛿(𝜒′𝜃, 𝜒′)
𝑎(𝜒′) . (2.36)

A convergência média de uma população de galáxias é obtida através da equação 2.36,
ponderada pela distribuição de probabilidade de galáxias normalizada 𝑑𝑛(𝜒)/𝑑𝜒,

𝜅(𝜃) =
∫︁ 𝜒𝐹

0
𝑑𝜒
𝑑𝑛(𝜒)
𝑑𝜒

𝜅(𝜃, 𝜒). (2.37)

A integral se estende até a distância limitante da amostra das galáxias 𝜒𝐹 . Combinando
as duas expressões anteriores e reorganizando os limites de integração adequadamente, a
convergência de uma amostra de galáxias é dada por (Kilbinger, 2015)

𝜅(𝜃) = 3
2
𝐻2

0
𝑐2 Ω𝑚

∫︁ 𝜒𝐹

0

𝑑𝜒

𝑎(𝜒)𝑞(𝜒)𝜒𝛿(𝜒𝜃, 𝜒), (2.38)

onde a eficiência de lentes 𝑞 é definida para um conjunto específico de galáxias e absorve
os termos geométricos do sistema de lentes, de forma que

𝑞(𝜒) ≡
∫︁ 𝜒𝐹

𝜒
𝑑𝜒′𝑑𝑛(𝜒′)

𝑑𝜒′
𝜒′ − 𝜒

𝜒′ . (2.39)



46 Capítulo 2. Lentes Gravitacionais Fracas

Desta forma, a convergência é uma medida da projeção da densidade total de matéria,
com dependência da geometria do Universo via as razões das distâncias. Em termos
observacionais, a distribuição de galáxias é obtida em função do redshift, 𝑑𝑛(𝜒)

𝑑𝜒
𝑑𝜒 = 𝑑𝑛(𝑧)

𝑑𝑧
𝑑𝑧.

A convergência pode ser escrita em função do redshift utilizando 𝑑𝜒 = 𝑐
𝐻(𝑧)𝑑𝑧, de forma

que
𝜅(𝜃) =

∫︁ 𝑧𝐹

0
𝑑𝑧𝑊 (𝑧)𝛿(𝜒(𝑧)𝜃, 𝑧), (2.40)

onde a função janela 𝑊 (𝑧) representa

𝑊 (𝑧) = 3
2Ω𝑚𝐻

2
0

(1 + 𝑧)
𝐻(𝑧)

𝜒(𝑧)
𝑐

∫︁ 𝑧𝐹

𝑧
𝑑𝑧′𝑑𝑛(𝑧′)

𝑑𝑧′
𝜒(𝑧′) − 𝜒(𝑧)

𝜒(𝑧′) , (2.41)

em que 𝑧𝐹 é o redshift da fonte. É válido ressaltar que para o caso em que todas as fontes
estão localizadas no mesmo redshift, como por exemplo no lenteamento da RCF em que
todos os fótons são provenientes da última superfície de espalhamento (𝑧𝐹 = 𝑧* ∼ 1090),
𝑑𝑛(𝑧)/𝑑𝑧 = 𝛿𝐷(𝑧), onde 𝛿𝐷 é a Delta de Dirac.

A figura 6 mostra um diagrama ilustrativo do lenteamento gerado devido à estru-
tura em grande escala do Universo. As galáxias de fundo (elipses vermelhas) são distorcidas
devido às flutuações de densidade de matéria distribuídas ao longo das linha-de-visada.
Desta forma, há uma infinidade de lentes finas empilhadas em série. Como exemplo, é
ilustrado no plano em lilás, uma única fatia fina no redshift 𝑧𝐿, que induz distorções em
todas as galáxias observadas em 𝑧𝐹 > 𝑧𝐿. Do lado esquerdo, é mostrado um exemplo do
comportamento da densidade de galáxias observadas (curva azul), a qual decai em altos
redshifts devido à limitação observacional.

2.3.2 Estatística de dois pontos

Os efeitos do lenteamento fraco pela estrutura em grande-escala ao longo de uma
linha-de-visada específica, não podem ser preditos pelo fato de não conhecermos a distri-
buição de matéria em uma única direção. Entretanto, pode-se fazer uma previsão do grau
de correlação entre as quantidades como o potencial de lentes, ângulo de deflexão, conver-
gência e o cisalhamento. Isto significa que, por exemplo, se a distorção de uma imagem
por LGF é medida em uma direção particular, a distorção de uma imagem medida em
uma direção próxima deve ser similar. Quanto menor for o ângulo escolhido entre duas di-
reções, maior deve ser a similaridade entre as distorções. Em contrapartida, quanto maior
o ângulo de separação das direções, maior será a independência das medidas.

Este comportamento pode ser quantificado pela função de correlação angular. Con-
siderando a tranformada de Fourier da equação 2.38, temos que

𝜅(ℓ) =
∫︁
𝜅(𝜃) exp(−𝑖ℓ · 𝜃)𝑑𝜃 = 3

2
𝐻2

0 Ω𝑚

𝑐2

∫︁ ∫︁ 𝑞(𝜒)𝜒
𝑎(𝜒) 𝛿(𝜒𝜃, 𝜒) exp(−𝑖ℓ · 𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜒. (2.42)
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Figura 6 – Imagem ilustrativa do efeito de LGF devido à estrutura em grande escala do
Universo. Em contraste com a figura 3, a luz das fontes (elipses vermelhas)
são lenteadas por uma série de lentes ao longo da linha-de-visada. O painel
sombreado lilás mostra um exemplo de uma única fatia fina da distribuição de
matéria em um redshift 𝑧𝐿, que induz distorções em todas as galáxias observa-
das em 𝑧𝐹 > 𝑧𝐿. O eixo no lado esquerdo (curva azul) mostra a densidade de
galáxias observadas, por redshift. Tal distribuição decai com o redshift devido
à limitação observacional em altos redshifts.

Por simplicidade, é possível ignorar a curvatura do céu, de forma que 𝜃 pode ser
tratado como um vector bi-dimensional no céu (maiores informações sobre lenteamento tri-
dimensional ver em LoVerde & Afshordi (2008)). Se escrevermos 𝜑⃗ = 𝜒𝜃, então 𝑑𝜃 = 1

𝜒
𝑑𝜑,

a integral para o contraste de densidade se torna
∫︁
𝛿(𝜒𝜃, 𝜒) exp(−𝑖ℓ · 𝜃)𝑑𝜃 = 1

𝜒

∫︁
𝛿(𝜑⃗, 𝜒) exp(−𝑖 ℓ

𝜒
𝜑)𝑑𝜑

= 1
𝜒
𝛿(k, 𝜒), onde k = ℓ

𝜒
.

(2.43)

Desta forma, teremos que

𝜅(ℓ) = 3
2
𝐻2

0 Ω𝑚

𝑐2

∫︁ 𝑞(𝜒)
𝑎(𝜒)𝛿(k, 𝜒)𝑑𝜒. (2.44)

A função de correlação de dois pontos é invariante sob translação e rotação, e assim sendo,
é uma função apenas do módulo do vector de separação entre as duas linhas-de-visada 𝜃.
Em termos do espaço de Fourier, a função de correlação de dois pontos define o espectro
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de potência da convergência 𝐶𝜅
ℓ , da forma

⟨𝜅(ℓ)𝜅*(ℓ′)⟩ = (2𝜋)2𝛿𝐷(ℓ − ℓ′)𝐶𝜅
ℓ , (2.45)

onde 𝛿𝐷 é a função delta de Dirac bi-dimensional e 𝜅* é a transformada complexa de
Fourier de 𝜅. É possível escrever uma relação similar para o espectro de potência tri-
dimensional da matéria 𝑃𝛿, tal que

⟨𝛿(k)𝛿*(k′)⟩ = (2𝜋)2𝛿𝐷(k − k′)𝑃𝛿(𝑘). (2.46)

Se utilizarmos a equação 2.44 na definição de espectro de potência, teremos que

⟨𝜅(ℓ)𝜅*(ℓ′)⟩ = 9
4
𝐻4

0 Ω2
𝑚

𝑐4

∫︁ [︃
𝑞(𝜒)
𝑎(𝜒)

]︃2

⟨𝛿(k, 𝜒)𝛿*(k′, 𝜒)⟩𝑑𝜒;

(2𝜋)2𝐶𝜅
ℓ = 9

4
𝐻4

0 Ω2
𝑚

𝑐4

∫︁ [︃
𝑞(𝜒)
𝑎(𝜒)

]︃2

(2𝜋)2𝑃𝛿(𝑘, 𝜒)𝑑𝜒,
(2.47)

ou, equivalentemente, (Kilbinger, 2015; Schneider, Kochanek & Wambsganss, 2006b)

𝐶𝜅
ℓ = 9

4
𝐻4

0 Ω2
𝑚

𝑐4

∫︁ 𝜒𝐹

0

[︃
𝑞(𝜒)
𝑎(𝜒)

]︃2

𝑃𝛿

(︃
ℓ

𝜒
, 𝜒

)︃
𝑑𝜒. (2.48)

Escrevendo as relações entre 𝜅, 𝛾 e o potencial de lentes 𝜓 no espaço de Fourier e usando
a notação complexa para o cisalhamento, temos que

𝛾(ℓ) = (ℓ1 + 𝑖ℓ2)2

ℓ2 𝜅(ℓ) = exp(2𝑖𝜁)𝜅(ℓ), (2.49)

onde 𝜁 é o ângulo polar entre as componentes do vetor de onda ℓ = (ℓ1, ℓ2), escrito como
uma quantidade complexa. Desta forma, o espectro de potência do cisalhamento será igual
ao espectro de potência da convergência 𝐶𝛾

ℓ = 𝐶𝜅
ℓ .

Como exposto na seção 2.2, o cisalhamento pode ser aproximado pelo cisalhamento
reduzido 𝑔, no qual é igual ao valor esperado da elipticidade (Schneider, Kochanek &
Wambsganss, 2006a). Isto é, 𝛾 ∼ 𝑔 = ⟨𝜖⟩, de forma que podemos escrever

⟨𝜖(ℓ)𝜖(ℓ′⟩ = (2𝜋)2𝛿𝐷(ℓ − ℓ′)𝐶𝜅
ℓ . (2.50)

Assim, a maneira de estimar o espectro de potência da convergência é através do espectro
de potência da elipticidade. Outros métodos para a estimativa do espectro de potência
podem ser encontrados em Kaiser (1998), Seljak (1998).

A fim de destacar a interpretação física de 𝐶𝜅
ℓ , podemos reescrever o espectro de

potência 𝑃𝛿 com a seguinte motivação: para valores pequenos do contraste de densidade,
𝛿 ≪ 1, é possível mostrar que o mesmo aumenta com o tempo, de maneira proporcional
a um fator de crescimento linear 𝐷(𝑎). Desta forma, para grandes escalas, cujo módulo
do vetor de onda 𝑘 é suficientemente pequeno, o espectro de potência cresce de forma
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𝑃𝛿 ∝ 𝐷2. Nestas escalas, o espectro de potência 𝑃𝛿 mantém o seu formato inicial. Entre-
tanto, em pequenas escalas, o formato inicial é afetado pelos efeitos das não-linearidades
devido à evolução do contraste de densidade. Apesar dos efeitos não-lineares, é possível
levar em consideração a mudança do espectro de potência 𝑃𝛿, pois ele varia de acordo
com uma função do formato inicial 𝒫 , multiplicado por uma amplitude que o norma-
liza. Convencionalmente, esta amplitude é chamada de 𝜎2

8 e é definida como a variância
da distribuição das galáxias quando amostrada em esferas de raio 𝑅 = 8ℎ−1Mpc, onde
ℎ=𝐻0/100𝑘𝑚𝑠−1Mpc−1. Em termos do espectro de potência linearmente extrapolado para
o tempo atual, 𝜎2

8 é definido por

𝜎2
8 ≡

∫︁ ∞

0

𝑘2𝑑𝑘

2𝜋2 𝑃𝛿(𝑘)𝑊 2
8 (𝑘), (2.51)

em que 𝑊8(𝑘) é a transformada de Fourier da função janela

𝑊8(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩3/(4𝜋83) se 𝑟 ≤ 8

0 caso contrário.

Normalizando a função de crescimento linear 𝐷 no presente, 𝑃𝛿 pode ser escrita como

𝑃𝛿(𝑘) = 𝜎2
8𝐷

2(𝑎)𝒫(𝑘). (2.53)

Com esta expressão de 𝑃𝛿(𝑘), o espectro de potência da convergência é dado por

𝐶𝜅
ℓ = 9

4

(︃
𝐻0

𝑐

)︃4

Ω2
𝑚𝜎

2
8

∫︁ 𝜒𝐹

0

[︃
𝑞(𝜒)𝐷(𝑎)
𝑎(𝜒)

]︃2

𝒫
(︃
ℓ

𝜒

)︃
𝑑𝜒. (2.54)

A partir da equação acima, é possível visualizar que a amplitude de 𝐶𝜅
ℓ é diretamente pro-

porcional ao produto do quadrado do parâmetro de densidade de matéria, pela amplitude
de 𝑃𝛿. Este pré-fator Ω2

𝑚𝜎
2
8, possui uma interpretação intuitiva: o parâmetro de densidade

Ω𝑚 quantifica a densidade média de matéria do Universo, enquanto que 𝜎8 fornece o quão
fortemente a matéria está aglomerada. Além disto, a dependência de 𝐶𝜅

ℓ pelo fator de
crescimento linear 𝐷, dá a possibilidade de sondar a evolução das estruturas cósmicas,
bem como a geometria do Universo devida à dependência das distâncias no termo 𝑞.

Como exemplo, a figura 7 mostra a sensibilidade do espectro de potência da conver-
gência 𝐶𝜅

ℓ para diversos modelos cosmológicos: modelo fiducial ΛCDM (linha vermelha),
Ω𝑚 = 0.27, ΩΛ = 0.73, 𝑛𝑠 = 0.96 e 𝜎8 = 0.84; modelo 𝑤CDM (linha verde) com equação
de estado da energia escura igual a 𝑤 = 𝑤0 +𝑤𝑎(1−𝑎) e 𝑤0 = −0.8, 𝑤𝑎 = 0.1; e o modelo
ΛCDM com Ω𝑚 = 0.2 e ΩΛ = 0.8 (linha azul) e com 𝜎8 = 0.9 (linha rosa). A distribuição
de galáxia é dada por 𝑛(𝑧) = 𝑧2 exp(−𝑧/𝑧0)

2𝑧3
0

, com 𝑧0 = 0.3.
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Figura 7 – Espectro de potência da convergência da equação 2.48 para diferentes modelos
cosmológicos: Para o modelo fiducial ΛCDM (linha vermelha), Ω𝑚 = 0.27,
ΩΛ = 0.73, 𝑛𝑠 = 0.96 e 𝜎8 = 0.84; modelo 𝑤CDM (linha verde) com equação
de estado da energia escura igual a 𝑤 = 𝑤0 +𝑤𝑎(1 −𝑎) e 𝑤0 = −0.8, 𝑤𝑎 = 0.1;
e o modelo ΛCDM com Ω𝑚 = 0.2 e ΩΛ = 0.8 (linha azul) e com 𝜎8 = 0.9 (linha
rosa). A distribuição de galáxia é dada por 𝑑𝑛

𝑑𝑧
= 𝑧2 exp(−𝑧/𝑧0)

2𝑧3
0

, com 𝑧0 = 0.3.
Fonte: (Troxel & Ishak, 2015).

2.4 Lenteamento gravitational da RCF

Após a superfície de último espalhamento em 𝑧 ≃ 1090, os fótons da RCF se pro-
pagaram livremente até os dias atuais trazendo consigo algumas informações não apenas
de origem primordial, mas também de mecanismos físicos que ocorreram ao longo do per-
curso. Um destes mecanismos é o efeito de LGF, causado pela distribuição de matéria ao
longo da linha-de-visada. A estrutura em grande escala deixa impressões nas flutuações
de temperatura e polarização da RCF devido à deflexão dos fótons da RCF durante sua
propagação. Como consequência, a RCF é remapeada de forma dependente da integral do
potencial gravitacional ao longo da linha-de-visada (Lewis & Challinor, 2006; Cole & Efs-
tathiou, 1989; Blanchard & Schneider, 1987). Assim, o efeito é sensível tanto à geometria
do Universo como ao crescimento das estruturas em grande escala, além de ser uma medida
complementar à RCF por auxiliar na quebra da degenerecência de parâmetros cosmológi-
cos (Stompor & Efstathiou, 1999; Dunkley et al., 2011). Além disto, as lentes introduzem
características não-Gaussianas no padrão da RCF. Tais sinais podem ser explorados para
obter informações da distribuição de massa interveniente (Hu & Okamoto, 2002; Hirata
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& Seljak, 2003), que por sua vez, podem fornecer informações sobre os primeiros estágios
da aceleração cósmica (Acquaviva & Baccigalupi, 2006; Hu, Huterer & Smith, 2006). O
efeito de LGF também converte o modo-E de polarização em modo-B. Sendo assim, é de
fundamental importância o entendimento deste mecanismo para se dissociar de possíveis
sinais primordiais do modo-B. Nesta seção, as abordagens são voltadas para LGF em
mapas de temperatura da RCF. Para detalhes e discussões sobre LGF na polarização da
RCF ver em (Durrer, 2008; Fabbian & Stompor, 2013; Namikawa, Yamauchi & Taruya,
2014).

2.4.1 Potencial de Lentes da RCF

Uma vantagem de estudar LGF da RCF perante ao efeito de LGF de galáxias, é o
fato da RCF agir como uma luz de fundo, o que torna possível considerar como um único
plano de fonte estendida por todo céu, em um redshift conhecido. O potencial de lentes
da RCF para um Universo plano é dado por

𝜓(n̂) ≡ −2
∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒
𝜒(𝜂*) − 𝜒(𝜂)
𝜒(𝜂*)𝜒(𝜂) Ψ(𝜒n̂; 𝜂0 − 𝜒), (2.55)

em que 𝜂0 − 𝜒 é o tempo conforme na posição do fóton igual a 𝜒n̂, em que 𝜂0 é o
tempo conforme atual. O parâmetro 𝜒* é a distância comóvel até a última superfície de
espalhamento (𝜒* ≃ 14.000 Mpc, de acordo com o modelo ΛCDM). O potencial de lentes
pode ser expandido em termos da transformada de Fourier (aproximação de céu-plano)
ou em termos dos harmônicos esféricos (céu-inteiro),

𝜓(n̂) =
∑︁
𝑙𝑚

𝜓𝑙𝑚𝑌𝑙𝑚(n̂). (2.56)

De acordo com a condição de isotropia estatística, o espectro de potência de 𝜓, 𝐶𝜓
𝑙 , satisfaz

⟨𝜓𝑙𝑚𝜓*
𝑙′𝑚′⟩ = 𝛿𝑙𝑙′𝛿𝑚𝑚′𝐶𝜓

𝑙 . (2.57)

Para relacionar o espectro de potência do potencial gravitacional com 𝐶𝜓
𝑙 , Ψ pode ser

escrito no espaço de Fourier como

Ψ(x; 𝜂) =
∫︁ 𝑑3k

(2𝜋)3/2 Ψ(k; 𝜂)e𝑖k·x, (2.58)

e seu correspondende espectro de potência 𝒫Ψ, sob a condição de isotropia estatística do
potencial, é igual a

⟨Ψ(k;𝜂)Ψ*(k′;𝜂′)⟩ = 2𝜋2

𝑘3 𝒫Ψ(𝑘; 𝜂, 𝜂′)𝛿(k − k′). (2.59)

Utilizando a equação (2.55) e (2.59) obtêm-se a correlação angular do potencial
de lentes

⟨𝜓(n̂)𝜓(n̂′)⟩ = 4
∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒
∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒′

(︃
𝜒* − 𝜒

𝜒*𝜒

)︃(︃
𝜒* − 𝜒′

𝜒*𝜒′

)︃∫︁ 𝑑3k
(2𝜋)3

2𝜋2

𝑘3 𝒫Ψ(𝑘; 𝜂, 𝜂′)e𝑖k·xe−𝑖k·x′
.

(2.60)
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No entanto, sabemos que

e𝑖k·x = 4𝜋
∑︁
𝑙𝑚

𝑖𝑙𝑗𝑙(𝑘𝜒)𝑌 *
𝑙𝑚(n̂)𝑌𝑙𝑚(k̂), (2.61)

em que 𝑗𝑙 é a função esférica de Bessel 𝑗𝑙(𝑟) = (𝜋/2𝑟)1/2𝐽𝑙+1/2(𝑟). A integral angular
sobre k̂ pode ser calculada utilizando as propriedades de ortogonalidade dos harmônicos
esféricos e, a partir disto, podemos reescrever

⟨𝜓(n̂)𝜓(n̂′)⟩ = 16𝜋
∑︁

𝑙𝑙′𝑚𝑚′

∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒
∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒′

(︃
𝜒* − 𝜒

𝜒*𝜒

)︃(︃
𝜒* − 𝜒′

𝜒*𝜒′

)︃

×
∫︁ 𝑑𝑘

𝑘
𝑗𝑙(𝑘𝜒)𝑗𝑙′(𝑘𝜒′)𝒫Ψ(𝑘; 𝜂, 𝜂′)𝑌𝑙𝑚(n̂)𝑌 *

𝑙′𝑚′(n̂′)𝛿𝑙𝑙′𝛿𝑚𝑚′ . (2.62)

Com algumas manipulações matemáticas nas equações (2.62), (2.56) e (2.57), o espectro
de potência do potencial de lentes 𝐶𝜓

𝑙 é dado por

𝐶𝜓
𝑙 = 16𝜋

∫︁ 𝑑𝑘

𝑘

∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒
∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒′𝒫Ψ(𝑘; 𝜂0 − 𝜒, 𝜂0 − 𝜂′)𝑗𝑙(𝑘𝜒)𝑗𝑙(𝑘𝜒′)

(︃
𝜒* − 𝜒

𝜒*𝜒

)︃(︃
𝜒* − 𝜒′

𝜒*𝜒′

)︃
.

(2.63)
Assumindo evolução linear das flutuações primordiais de densidade, têm-se que Ψ(k; 𝜂, 𝜂0) ≡
𝑇Ψ(𝑘; 𝜂, 𝜂0)ℛ(k), onde ℛ(k) é a perturbação de curvatura primordial, com respectivo es-
pectro de potência 𝒫ℛ(𝑘) e 𝑇Ψ(𝑘; 𝜂) é a função de transferência (Baumann, 2009). Sob
estas considerações,

𝐶𝜓
𝑙 = 16𝜋

∫︁ 𝑑𝑘

𝑘
𝒫ℛ(𝑘)

[︃ ∫︁ 𝜒*

0
𝑑𝜒𝑇Ψ(𝑘; 𝜂0 − 𝜒)𝑗𝑙(𝑘𝜒)

(︃
𝜒* − 𝜒

𝜒*𝜒

)︃]︃2

. (2.64)

Assim, o espectro do potencial de lentes está diretamente relacionado ao espectro de po-
tência primordial, 𝒫ℛ(𝑘), sensível a parâmetros relacionados ao crescimento de estruturas
(Lewis & Challinor, 2006). O gráfico de 𝐶𝜅

ℓ da RCF de acordo com o modelo ΛCDM pode
ser visto na figura 8, no qual foi utilizado o código CAMB1 para o seu cálculo.

De acordo com a relação entre o potencial de lentes da RCF com o ângulo de
deflexão e com a convergência, as relações entre 𝐶𝜓

ℓ e os respectivos espectros de potência
𝐶𝛼
ℓ e 𝐶𝜅

ℓ , podem ser escritas como

𝐶𝛼
ℓ = ℓ(ℓ+ 1)𝐶𝜓

ℓ

𝐶𝜅
ℓ = [ℓ(ℓ+ 1)]2

4 𝐶𝜓
ℓ ,

(2.65)

onde utilizamos que (Hu, 2000)

𝛼ℓ𝑚 = −𝑖
√︁
ℓ(ℓ+ 1)𝜓ℓ𝑚,

𝜅ℓ𝑚 = −ℓ(ℓ+ 1)
2 𝜓ℓ𝑚,

(2.66)

onde 𝛼ℓ𝑚 e 𝜅ℓ𝑚 são, respectivamente, os coeficientes da expansão dos harmônicos esféricos
de 𝛼 e 𝜅.
1 http://camb.info/

http://camb.info/
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Figura 8 – Espectro de potência da convergência da RCF, de acordo com o modelo de
concordância ΛCDM, calculado utilizando o código CAMB, com aproximação
não-linear.

2.4.2 Espectro de potência da RCF lenteada

O lenteamento gravitacional modifica o mapa de temperatura da RCF 𝑇 de forma
que o mapa lenteado 𝑇 pode ser escrito como uma expansão em série de Taylor

𝑇 (x) = 𝑇 (x+𝛼) = 𝑇 (x+∇𝜓) ≃ 𝑇 (x)+∇𝑎𝜓(x)∇𝑎𝑇 (x)+1
2∇𝑎𝜓(x)∇𝑏𝜓(x)∇𝑎∇𝑏𝑇 (x)+. . .

(2.67)

A transformada de Fourier em duas dimensões fornece a base apropriada para
descrever o campo de temperatura,

𝑇 (x) =
∫︁ 𝑑2l

2𝜋 𝑇 (l)e−𝑖l·x, ∇𝑇 (x) = 𝑖
∫︁ 𝑑2l

2𝜋 l𝑇 (l)e𝑖l·x. (2.68)

De maneira análoga para o potencial de lentes, o ∇𝜓 é determinado por:

∇𝜓(x) = 𝑖
∫︁ 𝑑2l

2𝜋 l𝜓(l)e−𝑖l·x. (2.69)

As observações recentes das flutuações da RCF indicam que a RCF é bem descrita por
um campo Gaussiano e isotrópico (Planck Collaboration et al., 2014). Consequentemente,
o espectro de potência para o campo de temperatura é diagonal em l

⟨𝑇 (l)𝑇 *(l′)⟩ = 𝐶𝑇
𝑙 𝛿(l − l′). (2.70)
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Uma das consequências do lenteamento é a alteração do espectro de potência primordial
𝐶𝑇
𝑙 . Uma das formas de calcular 𝐶𝑇

𝑙 da RCF lenteada, é reescrever a expansão em (2.67)
no espaço harmônico e substituir os termos calculados anteriormente de forma que

𝑇 (l) ≈ 𝑇 (l) −
∫︁ 𝑑2l′

2𝜋 l′ · (l − l′)𝜓(l − l′)𝑇 (l′)

−1
2

∫︁ 𝑑2l1

2𝜋

∫︁ 𝑑2l2

2𝜋 l1 · [l1 + l2 − l]l1 · l2𝑇 (l1)𝜓(l2)𝜓*(l1 + l2 − l). (2.71)

É válido notar que na expressão para a temperatura lenteada, há termos acoplados entre
𝜓 e 𝑇 em várias escalas. Consequentemente, tais acoplamentos introduzem termos fora da
diagonal principal da matriz de covariância da temperatura, além dos modos em grandes
escalas do potencial de lentes se correlacionarem com os modos em pequenas escalas da
RCF. A expansão de Taylor realizada acima simplifica notavelmente a descrição do efeito
de lentes sobre a RCF, porém não representa uma solução exata em todas as escalas,
especialmente para escalas comparáveis às amplitudes das deflexões. Para a abordagem
completa da temperatura lenteada, ver em (Lewis & Challinor, 2006; Hanson, Challinor
& Lewis, 2010).

Para a temperatura lenteada, o espectro de potência 𝐶𝑇
𝑙 é definido por

⟨𝑇 (l)𝑇 *(l′)⟩ = 𝛿(l − l′)𝐶𝑇
𝑙 . (2.72)

Desta forma, seu espectro de potência pode ser determinado ao relacionar a equações
(2.71) e (2.72), que resulta em

𝐶𝑇
𝑙 ≈ 𝐶𝑇

𝑙 +
∫︁ 𝑑2l′

(2𝜋)2 [l′ · (l − l′)]2𝐶𝜓
|l−l′|𝐶

𝑇
𝑙′ − 𝐶𝑇

𝑙

∫︁ 𝑑2l′

(2𝜋)2 (l · l′)2𝐶𝜓
𝑙′ . (2.73)

O resultado pode ser simplificado da seguinte forma

𝐶𝑇
𝑙 ≈ (1 − 𝑙2𝑅𝜓)𝐶𝑇

𝑙 +
∫︁ 𝑑2l′

(2𝜋)2 [l′ · (l − l′)]2𝐶𝜓
|l−l′|𝐶

𝑇
𝑙′ , (2.74)

onde 𝑅𝜓 é a metade da amplitude do ângulo de deflexão total,

𝑅𝜓 ≡ 1
2⟨|∇𝜓|2⟩ = 1

4𝜋

∫︁ 𝑑𝑙

𝑙
𝑙4𝐶𝜓

𝑙 ∼ 3 × 10−7𝑟𝑎𝑑, (2.75)

correspondendo a um valor eficaz do ângulo de deflexão de cerca de 2.7 minutos de arco.
Desta forma, o espectro de temperatura lenteado, considerando a primeira ordem, difere
do espectro de potência sem o efeito de LGF por um termo proporcional à 𝑅𝜓 e pela
convolução do espectro de potência da temperatura sem o efeito de LGF com o espectro
de potência do potencial de lentes. A comparação entre o espectro de potência da RCF
sem e com LGF está disposta no gráfico à esquerda da figura 9. Ambos espectros foram
calculados utilizando o código CAMB. Apesar de 𝐶𝜓

𝑙 ser dominante em 𝑙 ∼ 50, devido
aos termos cruzados com os modos de 𝐶𝑇

𝑙 , a maior diferença com respeito a 𝐶𝑇
𝑙 ocorre

em grandes multipolos, isto é, em pequenas escalas angulares (𝑙 & 1000). Isto pode ser
visto no gráfico à direita da figura 9, que representa a diferença relativa entre eles.
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Figura 9 – Gráfico à esquerda: Espectro de potência para a RCF sem efeito de lentes (linha
sólida azul) e com efeito de lentes (linha tracejada laranja). Ambos espectros
foram calculados utilizando código CAMB. O eixo 𝑦 está em unidades de 𝜇𝐾2,
em que 𝐷ℓ = ℓ(ℓ+1)𝐶𝑇

ℓ . Gráfico à direita: Diferença relativa entre os espectros
de potência da RCF sem lentes e com LGF.

2.4.3 Reconstrução do Mapa de Potencial de Lentes

O efeito de LGF altera a correlação espacial das flutuações primárias de tempe-
ratura da RCF, como foi descrito anteriormente em termos dos harmônicos esféricos. No
espaço real, em que a correlação entre dois pontos depende apenas da distância entre eles,
significa dizer que a LGF faz com que esta distância seja ligeiramente maior ou menor
comparada à RCF sem o efeito. Esta característica e as correspondentes propriedades es-
tatísticas podem ser utilizadas para estimar o potencial de lentes. A principal motivação
para esta reconstrução, vem da necessidade de separar sinais não-primordiais da RCF
observada. No entanto, é possível ainda restringir e testar diversas informações cosmoló-
gicas através do potencial de lentes gravitacionais, uma vez que o mesmo está diretamente
ligado à distribuição de matéria escura e às estruturas do Universo (Zaldarriaga & Seljak,
1999; Kaiser & Squires, 1993; Hoekstra, Yee & Gladders, 2004).

Há diversos métodos de reconstrução parcial do potencial de lentes, fundamentados
em traçadores de estrutura em grande escala, tais como emissão de linhas de 21 cm
(Sigurdson & Cooray, 2005; Zahn & Zaldarriaga, 2006) e observações de catálogos de
galáxias (Clowe, Gonzalez & Markevitch, 2004; Bradač et al., 2006). Uma das formas de
obter a reconstrução de 𝜓 a partir da RCF, é através de uma ferramenta considerada
na literatura como ótima, denominado de estimador quadrático (Okamoto & Hu, 2003;
Hu, 2001; Hanson, Challinor & Lewis, 2010; Lewis & Challinor, 2006). A ideia principal
do estimador quadrático é utilizar os modos acoplados que estão fora da diagonal na
correlação de dois pontos ⟨𝑇 (l)𝑇 (l′)⟩ para estimar o potencial de lentes. Uma explicação
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geral deste estimador será abordada aqui de maneira simplificada, baseada na primeira
ordem da expansão perturbativa, similar à equação 2.71. Para maiores detalhes sobre o
método completo de reconstrução ver em Okamoto & Hu (2003).

A média sobre todas as realizações da correlação de dois pontos para os campos
lenteados 𝑋̃ ∈ {𝑇,𝐸,𝐵}, é escrita da seguinte forma

⟨𝑋̃(ℓ)𝑋̃*′(ℓ′)⟩ = 𝛿𝐷(L) + 1
2𝜋𝑓𝑋̃𝑋̃′(ℓ, ℓ)𝜓(L) + 𝒪(𝜓2), L = ℓ + ℓ′, (2.76)

onde 𝑓𝑋̃𝑋̃′ denota a função que contém os modos acoplados entre a RCF e 𝜓, e depende
do observável 𝑋 da RCF (ver Hu & Okamoto (2002) para a expressão precisa para cada
observável). Filtrando adequadamente os modos harmônicos dos observáveis, podemos
definir o estimador do campo do potencial de lentes 𝜓 como

𝜓(L) = 𝐴𝛼(L)
∫︁ 𝑑ℓ2

2𝜋 𝑋(ℓ)𝑋 ′(ℓ′)𝐹𝛼(ℓ, ℓ′), 𝛼 ≡ 𝑋𝑋 ′. (2.77)

Em que 𝛼 é definido para as diferentes combinações dos estimadores (𝑇𝑇 , 𝐸𝐸, 𝑇𝐸 · · · ).
A função 𝐴𝛼(L) é a normalização, que garante que a estimativa não seja enviesada, isto
é, ⟨𝜓(L)⟩ = 𝜓(L) (Hu & Okamoto, 2002). Desta forma,

𝐴𝛼(L) =
∫︁ 𝑑ℓ2

2𝜋 𝑓𝛼(ℓ, ℓ′)𝐹𝛼(ℓ, ℓ′), (2.78)

enquanto que 𝐹𝛼 é a função filtro, definida tal que minimize a variância e maximize
a relação sinal-ruído, considerando o ruído instrumental (Okamoto & Hu, 2003; Hu &
Okamoto, 2002). A partir dos coeficientes harmônicos estimados do campo de lentes, é
possível calcular o espectro de potência de 𝜓 para as possibilidades de combinações dos
campos observados 𝛼,

⟨𝜓𝛼(L)𝜓𝛼(L′)⟩ = 𝛿𝐷(L − L′)[𝐶𝜓
𝐿 +𝑁𝐿]. (2.79)

Na expressão acima, 𝑁𝐿 é o ruído do espectro de potência do potencial reconstruído.
Cada combinação de estimadores quadráticos fornece um nível de ruído da reconstrução
diferente e, é possível combiná-los em um estimador de mínima variância (MV), a fim
de aumentar a razão sinal ruído 𝑆/𝑁 . A reconstrução mais eficaz, em geral, depende da
configuração observacional. Porém, para experimentos que possuem baixo ruído para a
polarização, a combinação que resulta em maior 𝑆/𝑁 é a que explora dados dos modos 𝐸
e 𝐵. Isso ocorre porque os modos B observados são um resultado direto do efeito de lentes
gravitacionais, uma vez que um possível sinal primordial é sub-dominante. Para maiores
detalhes sobre 𝑁𝐿 ver Hanson, Challinor & Lewis (2010).

2.4.4 Status observacional

Em termos de aspectos observacionais, o efeito de LGF na RCF foi detectado
por diversos instrumentos e metódos. A primeira detecção foi realizada por Smith, Zahn



2.4. Lenteamento gravitational da RCF 57

& Dore (2007a) e Hirata et al. (2008) por meio de correlações cruzadas de mapas da
RCF obtido pelo satélite Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) com outros
traçadores de estruturas em grande escala. Por outro lado, a primeira evidência direta
do lenteamento da RCF foi realizada por Reichardt et al. (2009), através da combinação
de dados do WMAP com o Arcminute Cosmology Bolometer Array Receiver (ACBAR).
Com o advento de experimentos da RCF com alta sensibilidade em pequenas escalas, como
por exemplo o Atacama Cosmology Telescope (ACT) (Das et al., 2011) e o South Pole
Telescope (SPT) (Engelen et al., 2012), foi possível realizar a reconstrução do potencial de
lentes, reportada com uma significância de detecção em torno de 4𝜎 − 6𝜎. No entanto, a
reconstrução do mapa do potencial de lentes em uma grande fração do céu só foi possível
recentemente com os dados do satélite Planck.

O potencial de LGF do satélite Planck foi reconstruído com alto nível de confiança
utilizando dados de temperatura e polarização da RCF: 25𝜎 para o primeiro release (Ade
et al., 2014) e ∼ 40𝜎 para o segundo e terceiro releases (Ade et al., 2014; Aghanim et
al., 2018c). Além disto, detecções recentes de lentes da RCF foram realizadas, como por
exemplo, pelo ACT (Das et al., 2014b), ACTPol (Sherwin et al., 2017), BICEP2/Keck
(Ade et al., 2016), POLARBEAR (Ade et al., 2014b), SPT combinado com dados do
Planck (Simard et al., 2018) e pelo SPTPol (Story et al., 2015b). Tais medidas do espectro
de potência do potencial de lentes estão dispostas na figura 10.

Na presente tese, utilizamos em nossos trabalhos descritos nos capítulos 3 e 5, os
dados de LGF da RCF, isto é, o mapa do potencial de lentes 𝜓 disponibilizado em 2015
pela equipe do Planck, devido ao alto nível de confiança da detecção. Além disto, em
comparação com outras observações, é o mapa de 𝜓 que cobre maior fração do céu e que
contém o espectro de potência do ruído associado a esta reconstrução.
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Figura 10 – Medidas do espectro de potência do potencial de lentes gravitacionais da RCF
de dados do ACT, ACTPol, BICEP2/Keck, Planck, POLARBEAR, SPT, and
SPTPol, como indicado pela legenda da figura. A linha sólida preta representa
a previsão teórica de acordo com o melhor ajuste dos parâmetros para o mo-
delo ΛCDM, obtidos a partir dos dados de temperatura e polarização da RCF
do Planck (Aghanim et al., 2018b). Fonte: website Legacy Archive for Mi-
crowave Background Data Analysis (LAMBDA) http://lambda.gsfc.nasa.gov.

http://lambda.gsfc.nasa.gov
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3 Análise da isotropia estatística do mapa de
convergência do Planck

Neste capítulo, apresentamos uma análise da distribuição angular do mapa de con-
vergência reconstruído pela colaboração Planck. Para tal, realizamos o cálculo da variância
em pequenas e grandes regiões do céu e comparamos com as características esperadas no
conjunto de simulações realistas, também disponibilizado pela colaboração Planck. Nosso
objetivo é verificar a possibilidade da existência de regiões, ou de alguma direção espe-
cífica, em que o efeito de LGF deixa impresso uma assinatura anômala à esperada pelo
modelo fiducial. Na análise local, identificamos oito regiões do céu que se afastam em
mais de 2𝜎 dos valores esperados pelas simulações. Em contraste, na análise em grandes
regiões, não encontramos discrepâncias estatisticamente significativas, embora os maiores
desvios se concentrem em regiões próximas aos pólos eclípticos. Assim, os resultados mos-
tram concordância com as características esperadas pelo modelo fiducial ΛCDM, como
fornecido pelas simulações. Ainda, as regiões destacadas pela análise local podem sugerir
sinais que merecem ser explorados no futuro, como possível contaminação residual, efeitos
sistemáticos ou a influência da estrutura em grande escala em diferentes partes do céu.

3.1 Introdução

Uma das hipóteses fundamentais do atual modelo cosmológico padrão (MCP) é
o princípio cosmológico (PC), isto é, o Universo é estatísticamente homogêneo e isotró-
pico em grandes escalas. O conceito de homogeneidade e isotropia pode ser descrito da
seguinte forma: Homogeneidade implica em que, a cada tempo cósmico 𝑡, o Universo seja
estatísticamente uniforme na distribuição de sua composição (Avila et al., 2018; Avila et
al., 2019). Em outras palavras, o Universo é invariante sob translações. Isotropia significa
dizer que estatísticamente, o Universo possui as mesmas propriedades em todas as dire-
ções, logo, é invariante sob rotações. Isotropia em todos os pontos do espaço não acarreta
necessariamente em homogeneidade. Para que a isotropia se relacione com homogeneidade
é necessário assumir o Princípio Copernicano, isto é, que não há posição privilegiada no
Universo (Maartens, 2011).

Ao longo das últimas duas décadas, diversos testes tem sido realizados a fim de
verificar a validade do PC (Bernui, Ferreira & Wuensche, 2008; Bengaly et al., 2016b;
Alonso et al., 2015; Tiwari & Nusser, 2016; Bengaly et al., 2016a; Bernui, Oliveira & Pe-
reira, 2014; Schwarz et al., 2016; Ghosh et al., 2016). No que concerne à isotropia, as bases
observacionais que devem ser satisfeitas são: distância de diâmetro angular, contagem de
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objetos (em inglês, number counts), fluxo de velocidades peculiares em massa (em inglês,
bulk flow), flutuações de temperatura da RCF e lentes gravitacionais (Maartens, 2011;
Clarkson & Maartens, 2010).

Como descrito no capítulo 2, as componentes que determinam o efeito de LGF
dependem do contraste de densidade de matéria e do fator geométrico. Neste sentido,
analisar a isotropia do lenteamento, significa analisar a isotropia tanto da distribuição de
matéria, quanto da geometria do espaço-tempo. Como dados da RCF fornecem o efeito
de LGF de toda distribuição de matéria, daqui até a última superfície de espalhamento,
é possível utilizar as informações contidas no mapa de convergência da RCF e, assim,
verificar se este resultado está de acordo com o esperado pelo PC e pelo modelo ΛCDM.

Neste capítulo, apresentamos um estudo da isotropia estatística do mapa de con-
vergência da RCF do satélite Planck (Planck Collaboration et al., 2016), verificando assim,
se o efeito de LGF indica alguma dependência direcional significativa. Especificamente,
realizamos a análise da distribuição da variância no céu, em mapas simulados comparados
ao mapa de convergência reconstruído. Na seção 3.2, apresentamos os detalhes dos dados
utilizados, enquanto que a metodologia empregada é apresentada na seção 3.3. Subse-
quentemente, apresentamos os resultados obtidos e discussões na seção 3.4, seguidos das
principais conclusões em 3.5.

3.2 Dados observacionais

3.2.1 Mapa de convergência do satélite Planck

O satélite Planck é a primeira missão da Agência Espacial Européia dedicada ao
estudo da RCF (Dupac & Tauber, 2005). Lançado em 2009, seus detectores operaram
em 9 canais diferentes de frequência com alta resolução (5-10 minutos de arco). O pri-
meiro release foi liberado em 2013 e, em março de 2015 foram liberados parte dos dados
correspondentes a observações do período de agosto de 2009 a outubro de 2014. Os da-
dos e artigos finais da missão foram disponibilizados em julho de 2018. Dentre os vários
resultados obtidos, encontram-se os dados para LGF1.

O mapa do potencial de lentes da RCF do Planck é reconstruído a partir do esti-
mador quadrático descrito na subsecção 2.4.3 (Okamoto & Hu, 2003). Há cinco possíveis
estimadores quadráticos, 𝜓, para reconstruir o potencial de lentes, baseados nas correla-
ções entre a temperatura 𝑇 e polarização 𝐸 e 𝐵 da RCF, denotados como: 𝜓𝑇𝑇 , 𝜓𝑇𝐸, 𝜓𝐸𝐸,
𝜓𝐸𝐵 e 𝜓𝑇𝐵. A partir da combinação destes cinco, é possível construir um estimador com
mínima variância, denotado como 𝜓𝑀𝑉 . Para o segundo release do Planck, os estimadores
são construídos a partir do mapa da RCF denominado SMICA (Planck Collaboration et

1 Disponível em: http://pla.esac.esa.int/pla/

http://pla.esac.esa.int/pla/
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al., 2016). O mapa SMICA é obtido a partir dos dados de multifrequência do satélite, após
o processo de remoção dos contaminantes da galáxia e de outros efeitos secundários que
contaminam o sinal da RCF.

A figura 11 mostra os diferentes níveis de ruído, 𝑁𝜓
𝐿 , para o espectro de potência

do potencial de LGF dos estimadores das correlações 𝑇𝑇, 𝑇𝐸,𝐸𝐸,𝐸𝐵, 𝑇𝐵, e para o
estimador de mínima variância, como indicado na legenda (denotado 𝜑 ao invés de 𝜓).
Como um comparativo, a linha sólida preta representa a predição do espectro de potência
do potencial de LGF para o modelo fiducial ΛCDM. Nota-se que os níveis de ruído variam
para cada um dos estimadores, sendo que os menos ruidosos são 𝜓𝑀𝑉 , 𝜓𝑇𝑇 e 𝜓𝑇𝐸, embora
𝜓𝐸𝐸, 𝜓𝐸𝐵 e 𝜓𝑇𝐵 também sejam relevantes especialmente em grandes escalas (Planck
Collaboration et al., 2016).

Figura 11 – Espectro de potência do potencial de LGF com diferentes níveis de ruído para
cada estimador da reconstrução: 𝜑𝑇𝑇 , 𝜑𝑇𝐸, 𝜑𝐸𝐸, 𝜑𝐸𝐵 e 𝜑𝑇𝐵, como indicado
na legenda. A linha sólida preta representa o espectro de potência teórico do
potencial de LGF de acordo com ΛCDM. Fonte: (Planck Collaboration et al.,
2016).

O potencial de LGF foi reconstruído a partir do estimador 𝜓𝑀𝑉 para a faixa de
multipolos de 8 ≤ 𝐿 ≤ 2048. A reconstrução para os primeiros multipolos é instável,
motivo pelo qual o mapa final ignora os multipolos 𝐿 < 8 (Planck Collaboration et al.,
2016).

A restauração do mapa devido ao ruído da reconstrução pode ser realizada apli-
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cando o filtro de Wiener nos harmônicos esféricos (Basak, 2012)

𝑎𝜓
𝐹 𝑊

𝐿𝑀 =
(︃

𝐶𝜓,𝑓𝑖𝑑
𝐿

𝐶𝜓,𝑓𝑖𝑑
𝐿 +𝑁𝜓

𝐿

)︃
𝑎𝜓

𝑀𝑉

𝐿𝑀 (3.1)

onde 𝐶𝜓,𝑓𝑖𝑑
𝐿 é o espectro de potência do potencial de lentes do modelo cosmológico fiducial

e 𝑁𝜓
𝐿 é o espectro de potência do ruído da reconstrução. O super-índice “FW” indica que

foi aplicado o filtro de Wiener nos coeficientes dos harmônicos esféricos.

Figura 12 – Mapa de convergência do Planck, reconstruído usando o estimador quadrático
de mínima variância a partir do mapa SMICA da RCF. O mapa é projetado no
esquema de pixelização HEALPix, com parâmetro de resolução 𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 2048.
Para uma melhor visualização, foi aplicado o filtro de Wiener.

De acordo com a equação 2.66, os coeficientes dos harmônicos esféricos da conver-
gência, 𝑎𝜅𝐿𝑀 , podem ser estimados a partir dos coeficientes do potencial de lentes recons-
truído, 𝑎𝜓

𝑀𝑉

𝐿𝑀 . A figura 12 mostra o mapa de convergência com parâmetro de resolução
𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 2048 do esquema de pixelização HEALPix (Hierarchical Equal Area iso-Latitude
Pixelization) (Gorski et al., 2005), correspondendo a pixels com tamanho de 1.7′. As
partes em cinza do mapa representam as regiões mascaradas devido a fontes pontuais e
a contaminação residual galáctica, totalizando uma remoção de cerca de 32.7% do céu
(Adam et al., 2016). Assim sendo, é possível realizar uma análise direcional robusta das
propriedades do mapa 𝜅 com o restante do céu (≃ 67.3%).

3.2.2 Simulações

O desempenho dos estimadores quadráticos usados para reconstruir os mapas de
convergência é afetado por outros processos físicos, como resíduos de contaminação da ga-
láxia e de fontes extragalácticas, ruído instrumental, máscara, além de efeitos associados
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à estratégia de observação do céu. Para levar em consideração tais efeitos e caracteri-
zar os limites do mapa reconstruído, 𝜅̂𝐹𝑊 , nós utilizamos um conjunto de 100 simulações
realísticas deste observável, também disponibilizado pela colaboração Planck (Planck Col-
laboration et al., 2016).

Estas simulações são baseadas nas realizações Full Focal Plane 8 (FFP8), que é
um conjunto de mapas que incorporam os efeitos instrumentais dominantes, como por
exemplo, o feixe do detector, o filtro de passagem de banda e as propriedades dos ruídos
correlacionados. Ademais, incluem efeitos da estratégia de observação do céu e da análise
dos dados, como os erros associados ao algoritmo da elaboração de mapas (Ade et al.,
2016a). As simulações FFP8 não levam em conta a contribuição das contaminações da
galáxia, uma vez que é utilizado o mapa SMICA para a reconstrução da convergência. Na
análise de lentes gravitacionais, os contaminantes residuais do mapa SMICA são modelados
pela adição de um ruído estatisticamente isotrópico e Gaussiano, com um espectro de
potência angular apropriado aos mapas de frequência simulados, após a combinação com
os pesos do SMICA. Convém mencionar que a distribuição de ruído nos dados pode ser
anisotrópica, de forma que a modelagem incorreta do ruído pode ter implicações para na
análise realizada neste trabalho.

Os ruídos e efeitos sistemáticos incluídos no processo de reconstrução fazem com
que o mapa 𝜅̂𝐹𝑊 seja altamente anisotrópico. Assim, para estudar como é a distribuição
no céu do efeito de LGF, para além da contribuição destes efeitos, nós consideramos em
nossas análises o conjunto de simulações de convergência da colaboração Planck. Similar
ao procedimento realizado no mapa da convergência, também aplicamos o filtro Wiener
nas simulações.

A reconstrução do mapa é realizada entre 8 ≤ 𝐿 ≤ 2048. Por esta razão, verificamos
que os mapas simulados possuem a mesma faixa de multipolos, bem como a mesma
resolução da pixelização. A fim de confirmar que as simulações possuem variâncias em
concordância com as do mapa reconstruído 𝜅̂𝐹𝑊 , nós mostramos na figura 13 o histograma
das variâncias empíricas dos 100 mapas, considerando o céu quase inteiro, isto é, cortando
apenas a região subtendida pela máscara. A linha vertical representa a variância do mapa
de convergência 𝜅̂𝐹𝑊 . O valor médio da variância das 100 simulações está completamente
de acordo com o mapa real em até 1𝜎.

3.3 Metodologia

O principal objetivo de nossas análises é testar a isotropia estatística do mapa
de convergência do Planck. Como estimador usamos a variância, calculada como 𝜎2 =
⟨(𝜅̂𝐹𝑊 )2⟩ − ⟨𝜅̂𝐹𝑊 ⟩2, pois fornece uma maneira simples e direta de caracterizar o mapa
em diferentes regiões do céu. Nesse sentido, optamos por realizar a análise usando duas
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Figura 13 – Histograma da variância do conjunto de simulações do Planck, 𝜎2
𝑠𝑖𝑚𝑠, calcu-

lado para o céu inteiro, com exceção da região da máscara. A linha vertical
corresponde à variância do mapa de convergência do Planck, 𝜎2

𝑝𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘. Fonte:
(Marques et al., 2017).

abordagens complementares:

1. realizando análises locais por meio do cálculo da variância em pedaços desconexos
do céu e

2. através de uma varredura hemisférica do céu, a fim de determinar se há uma direção
preferencial estatisticamente significativa.

A seguir, é descrito em detalhe cada um dos métodos aplicados.

3.3.1 Análise local

Para a análise local, definimos as regiões no céu a partir de pixels correspondendo à
resolução do HEALPix 𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 4, totalizando 192 pixels com mesma área ∼ (14.7∘)2. Cada
um destes pixels grandes contém ∼ 262, 144 pixels menores em alta resolução𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 2048.

Como estamos utilizando uma máscara para remover a contaminação galáctica e
extragaláctica, o número de pixels válidos em cada região varia em cada uma delas. Então,
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estabelecemos o critério de descartar as regiões cujo o número de pixels válidos seja menor
que 80% do total do mapa. Com isto, um total de 116 regiões foram selecionadas para
análise.

A fim de quantificar a amplitude direcional do efeito de LGF, calculamos a vari-
ância para cada uma das 𝑟−regiões (𝑟 ∈ [1, 116]) no mapa de convergência reconstruído,
𝜎2
𝑟(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘) e, em todos os mapas simulados, 𝜎2

𝑟(𝑆𝑖𝑚𝑠). A figura 14 mostra, em escalas de co-
res, a projeção Mollweide de 𝜎2

𝑟(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘) para cada uma das regiões e a figura 15 apresenta
a variância média, ⟨𝜎2

𝑟(𝑆𝑖𝑚𝑠)⟩, calculado a partir do conjunto de mapas simulados.

Figura 14 – Projeção Mollweide da variância 𝜎2
𝑟(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘), calculada nas regiões do mapa de

convergência reconstruído, 𝜅̂𝐹𝑊 . As regiões excluídas na análise são represen-
tadas em cinza. Fonte: (Marques et al., 2017).

3.3.2 Análise hemisférica

Em contraste, a análise hemisférica considera o estimador de variância empírica
em grandes regiões do céu. Os centros dos hemisférios são definidos pela pixelização da
esfera celeste de acordo com o parâmetro de resolução 𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 4. Isso fornece um total de
192 centros de coordenadas. Novamente, utilizamos a máscara fornecida pela colaboração
Planck para remover a região galáctica e de fontes pontuais.

Como no caso atual estamos considerando regiões correspondentes a hemisférios,
que englobam grandes áreas do céu, a porcentagem de pixels válidos varia ligeiramente
em cada um deles. Similar à analise local, calculamos a variância em cada um dos
ℎ−hemisférios, ℎ ∈ [1, 192], sobre todos os mapas simulados, 𝜎2

ℎ(𝑆𝑖𝑚𝑠), e no mapa 𝜅̂𝐹𝑊 ,
𝜎2
ℎ(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘). A projeção Mollweide da variância hemisférica do mapa de convergência do
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Figura 15 – Projeção Mollweide da variância média ⟨𝜎2
𝑝(𝑆𝑖𝑚𝑠)⟩, similar à análise apresen-

tada na figura 14, porém calculado sobre os 100 mapas simulados de conver-
gência. Fonte: (Marques et al., 2017).

Planck, 𝜎2
ℎ(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘), e da correspondente média do conjunto de simulações, ⟨𝜎2

ℎ(𝑆𝑖𝑚𝑠)⟩, são
mostradas nas figuras 16 e 17, respectivamente.

Figura 16 – Projeção Mollweide da variância do mapa de convergência do Planck,
𝜎2
ℎ(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘), obtido através da análise hemisférica. Os valores da variância são

projetados nos correspondentes 192 centros dos hemisférios. Fonte: (Marques
et al., 2017).
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Figura 17 – Projeção Mollweide da variância média do conjunto de simulações, ⟨𝜎2
ℎ(𝑆𝑖𝑚𝑠)⟩,

obtido pela análise hemisférica. Os valores são projetados nos correspondentes
192 centros dos hemisférios. Fonte: (Marques et al., 2017).

3.4 Resultados e discussão

Analisamos a isotropia estatística dos mapas de convergência simulados e do mapa
reconstruído do Planck com o uso da variância como o estimador estatístico nas duas abor-
dagens: em pequenas regiões disjuntas e em grandes regiões hemisféricas, como discutido
nas seções anteriores.

Como resultado, observamos que a variância do mapa real é distribuída de maneira
anisotrópica no céu, apresentando diferentes valores ao longo das regiões, como mostrado
nas figuras 14 e 16. Em contrapartida, a distribuição da variância do mapa real, apresenta
forte correlação com o obtido para os mapas simulados, tanto no caso local (figuras 14
e 15), quanto na varredura hemisférica (figuras 16 e 17). A correlação da variância do
mapa real com a variância média das simulações é mostrada na figura 18, para ambas
abordagens.

De acordo com as figuras 14 e 15, é válido notar que os mínimos valores da variância
no mapa real, bem como nas simulações, são exibidos ao redor dos pólos da eclíptica. Tais
características podem indicar contaminação residual devido a processos que alteram as
propriedades do mapa de LGF, como por exemplo, a estratégia de escaneamento do céu
do satélite Planck, que faz com que o ruído instrumental seja minimizado próximo aos
pólos da eclíptica. Desta forma, a análise da variância pode ser utilizada não apenas para
sondar o sinal de LGF, mas também para explorar possíveis contaminantes nos dados que
não foram contabilizados completamente pelas simulações.
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Mesmo estando visualmente correlacionados, ao observar a escala de cores das
projeções Mollweide das figuras 14 e 15, a variância do mapa real aparenta ter algumas
regiões com amplitudes maiores/menores, em comparação com a média dos mapas si-
mulados. Para quantificar a concordância, ou discordância, dos valores da variância com
respeito ao esperado, estabelecemos uma comparação via cálculo do 𝜒2 entre o valor ob-
tido pelo mapa real e pelas simulações. Assim, para cada região 𝑖 = 𝑟, 𝑟 = 1 . . . , 116 e
para cada um dos hemisférios 𝑖 = ℎ, com ℎ = 1, . . . , 192, nós realizamos o cálculo de

𝜒2
𝑖 =

(︃
𝜎2
𝑖(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘) − ⟨𝜎2

𝑖(𝑆𝑖𝑚𝑠)⟩
Σ𝑖

)︃2

, (3.2)

onde ⟨𝜎2
𝑖(𝑆𝑖𝑚𝑠)⟩ e Σ𝑖 são respectivamente, a média e o desvio padrão, calculados sobre a

amostra de variância dos 100 mapas simulados. Associando cada região ao seu correspon-
dente valor de 𝜒2, é possível construir um mapa de 𝜒2, para a análise local e um mapa
𝜒2, para a hemisférica. Estes mapas fornecem informações valiosas sobre a contribuição
do efeito LGF nas diferentes regiões e direções do céu.

Como mostrado na figura 13, a variância de 𝜅̂𝐹𝑊 e a variância média das simulações
estão em concordância em até 1𝜎 na análise do céu inteiro - excluindo apenas a região da
máscara. Ao realizar a análise em porções menores do céu, é observado que a maior parte
das regiões corroboram com esta concordância, dado que o valor do 𝜒2 é muito baixo.
Isto pode ser visto na figura 19, a qual mostra os valores de 𝜒2 correspondentes para cada
região. A linha tracejada amarela representa 68% de nível de confiança (NC), enquanto
que a linha tracejada vermelha é 95% de NC. No entanto, encontramos 8 regiões cujos
valores de 𝜒2 revelam que a variância dos dados se afasta em mais de 2Σ (isto é, mais de
95% NC) do valor médio das simulações.

Estas 8 regiões estão representadas como círculos vermelhos na análise mostrada
no painel superior da figura 18. Note que quanto mais longe os pontos estão da linha di-
agonal vermelha (𝜎2

𝑝(𝑃𝑙𝑎𝑛𝑐𝑘) = ⟨𝜎2
𝑝(𝑆𝑖𝑚𝑠)⟩), maior a discordância entre os valores dos dados

com as simulações. Em termos de Σ, os desvios para cada uma das regiões, denomina-
das, 𝑟 = 68, 10, 80, 8, 42, 97, 114 e 73 são de 2.61, 2.47, 2.46, 2.21, 2.21, 2.15, 2.05, e 2.03 Σ,
respectivamente2. Embora as discrepâncias entre os dados e as simulações não sejam es-
tatisticamente expressivas, essas análises identificam regiões que podem estar associadas
à peculiaridades do sinal de lente, ou a algum efeito subestimado ou superestimado nas
simulações.

Os valores de 𝜒2 para a análise hemisférica em função do número dos centros dos
hemisférios são mostrados na figura 20. As linhas tracejadas em amarelo e vermelho re-
presentam 1 e 2Σ, respectivamente. Análogo à análise local, a maioria dos hemisférios do
mapa de convergência possuem variância próxima ao valor do esperado pelas simulações.
2 Note que a enumeração das regiões não correspondem com a enumeração dos centros dos hemisférios

devido à exclusão de 76 regiões pela máscara na análise local.
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Figura 18 – Superior: Correlação entre a variância média das simulações (eixo horizontal)
e a variância do mapa de convergência estimado (eixo vertical) para cada uma
das regiões da análise local. Os círculos vermelhos representa as regiões em
que o mapa estimado de convergência possui desvios com relação a simulações
em mais de 2Σ (ver no texto para maiores detalhes). Inferior: O mesmo que
o gráfico acima, porém, correspondente para a análise hemisférica. Fonte:
(Marques et al., 2017).
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Porém, em contraste com os resultados da análise local, a variância dos dados em todos
hemisférios estão de acordo com o valor médio das simulações em até 2Σ. Por este motivo,
não há círculos vermelhos no painel inferior da figura 18, como no caso do painel supe-
rior. No entanto, convém ressaltar que os hemisférios com os maiores desvios têm seus
valores de variância 1,84, 1,71, 1,68 e 1,66 Σ, cujos respectivos centros de coordenadas
são denominados ℎ = 146, 42, 164 e 129.
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Figura 19 – Valores do 𝜒2, em função do número da região 𝑟, com 𝑟 = 1, . . . , 116. As
linhas tracejadas em amarelo e vermelho representam, respectivamente 1Σ
(68%) e 2Σ (95%) de níveis de confiança. Fonte: (Marques et al., 2017).

A figura 21 mostra, em escala de cor e coordenadas Galácticas, as 8 regiões des-
tacadas no mapa de 𝜒2. Pode-se notar que elas se encontram espalhadas no céu, sem
estarem concentradas apenas em uma determinada região específica, sugerindo efeitos lo-
cais como origem de sua alta significância estatística. Entretanto, observa-se que algumas
delas estão localizadas próximas à região definida pela máscara galáctica, sugerindo que
possíveis contaminantes residuais podem estar afetando o mapa de LGF.

As análises locais e hemisféricas examinam diferentes aspectos, porém, comple-
mentares. Os hemisférios são compostos por regiões de 90∘ de raio, sondando os efeitos
dominantes em grandes áreas do céu, enquanto a análise local pode revelar o efeito de
estruturas pequenas ou áreas com residuais localizadas. Ao contrário da análise local,
nossos resultados não revelam hemisférios extremos, isto é, onde os desvios estão acima
do nível 2Σ do esperado pelas simulações. Para tal, mostramos na figura 22, a projeção
do valor de 𝜒2 para todos os centros hemisféricos.

Apesar de não haverem desvios significativos na análise hemisférica, curiosamente,
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Figura 20 – Valores de 𝜒2 em função do número do hemisfério ℎ, com ℎ = 1, ..., 192. As
linhas tracejadas em amarelo e vermelho representam, respectivamente 1Σ
(68%) e 2Σ (95%) de níveis de confiança. Fonte: (Marques et al., 2017).

as regiões com maior 𝜒2, concentram-se em torno dos pólos eclípticos. Note que os hemis-
férios centrados próximos aos pólos eclípticos são aqueles em que a modelagem de ruído
nas simulações pode ser a mais problemática. Isto é esperado porque estes hemisférios
abrangem regiões onde os níveis de ruído são superiores à média (isto é, perto do plano
galáctico) e onde são esperados desvios da isotropia estatística devido à estratégia de
varredura do céu do satélite Planck.

O mapa de convergência do Planck utilizado em nossas análises, é estimado a
partir da reconstrução via estimador quadrático, que mensura o lenteamento induzido no
mapa SMICA da RCF (Bartlett et al., 2016). Entretanto, como discutido por exemplo em
Ade et al. (2014a), Novaes et al. (2016), Schwarz et al. (2016), os procedimentos utilizados
para obter os mapas de RCF limpos de contaminantes, entre eles o SMICA, embora sejam
altamente eficientes, podem deixar resíduos indesejados e alguns artefatos. Embora o
conjunto de mapas simulados levem em consideração diversos efeitos, podem ocorrer erros
na modelagem. Nesse sentido, outras fontes de anisotropia estatística também podem ser
responsáveis pelos pequenos desvios da variância observados em nossas análises. É de
fundamental importância verificar se os nossos resultados não estão sendo afetados pela
forma que selecionamos as regiões no céu. Como discutido anteriormente, nossas análises
são realizadas considerando um corte no céu dado pela máscara de LGF, o que significa que
cada uma das regiões selecionadas é composta por um número diferente de pixels válidos,
bem como no caso da análise hemisférica. Desta forma, para verificar se há uma possível
influência da máscara na análise local, analisamos na figura 23, a dependência dos valores
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Figura 21 – Projeção Mollweide, em escalas de cores, do mapa de 𝜒2, destacando apenas
as regiões cujo 𝜒2 é superior a 2Σ de nível de confiança. Fonte: (Marques et
al., 2017).

Figura 22 – Projeção Mollweide do mapa de 𝜒2, para todos os 192 hemisférios. Fonte:
(Marques et al., 2017).
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do 𝜒2 e a porcentagem de pixels válidos em cada uma das 116 regiões. É possível notar
que não há uma correlação entre estas duas quantidades. No caso da análise hemisférica,
a dependência do 𝜒2 com o número de pixels válidos é mostrada na figura 24. Novamente,
não há uma clara dependência, corroborando que as informações fornecidas pelo mapa de
𝜒2 são provenientes essencialmente do mapa de 𝜅̂𝐹𝑊 .
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Figura 23 – Dependência dos valores de 𝜒2 com a fração de pixels válidos, nas 116 regiões
do céu. É válido ressaltar que consideramos para a análise apenas as regiões
que contém mais que 80% de pixels válidos. Fonte: (Marques et al., 2017).

3.5 Conclusões
O efeito de LGF é um efeito secundário e apesar de sua baixa amplitude, modifica

algumas características das flutuações de temperatura e polarização primárias da RCF. O
mapa de convergência representa uma medida da distribuição total de matéria do universo
observável, uma vez que está diretamente relacionado às inomogeneidades de massa ao
longo da linha-de-visada (Lewis & Challinor, 2006; Planck Collaboration et al., 2016).
Assim, o estudo do fenômeno de lentes da RCF através do mapa 𝜅̂𝐹𝑊 fornece informações
diretas sobre a distribuição angular da matéria.

Apresentamos análises sobre a isotropia estatística do fenômeno de LGF da RCF.
Para tal, analisamos a amplitude da variância do mapa de convergência estimado pela
colaboração Planck, 𝜅̂𝑀𝑉 , em comparação ao obtido em um conjunto de 100 simulações
realísticas (Planck Collaboration et al., 2016; Ade et al., 2016b). Realizamos dois tipos
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Figura 24 – Dependência dos valores de 𝜒2 com a fração de pixels válidos dos 192 hemis-
férios. Fonte: (Marques et al., 2017).

de análises complementares, em pequenas e grandes regiões, cada uma considerando um
critério para seleção das regiões. A análise em pequenas regiões consiste em 116 pedaços
disjuntos do céu, enquanto que em grandes regiões consiste em 192 hemisférios. Através do
cálculo do 𝜒2, as duas abordagens identificam algumas regiões do mapa de convergência
com variância maior (ou menor) que o esperado pela média das simulações. Os resultados
obtidos nos levam às principais conclusões:

∙ Pela análise local, 8 das 116 regiões estudadas merecem destaque. Elas correspondem
à regiões onde o valor da variância se desvia em mais de 2Σ que o esperado pelas
simulações. Tais regiões estão localizadas em diferentes partes do céu, sendo duas
delas próximas à região galáctica. Assim, não pode ser descartada a possibilidade
de indicarem contaminação residual. Em outras palavras, embora não exista uma
tensão altamente significativa entre a variância dos dados e a média das simulações,
nossa análise identificou regiões que podem estar associadas a alguma contribuição
peculiar ao lenteamento ou aos efeitos não contabilizados pelas simulações.

∙ O mapa de 𝜒2 obtido a partir da análise hemisférica revela que, ao avaliar regiões
grandes do céu, os dados se mostram em grande concordância com as simulações,
uma vez que não identificamos discrepância em mais de 2Σ com as simulações.
Isso indica que os efeitos responsáveis pelos desvios em pequenas regiões são, de
fato, localizados. Entretanto, mesmo que não estatisticamente significativo, é válido
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ressaltar que a posição dos centros dos hemisférios com maiores valores de 𝜒2, coin-
cidentemente estão concentrados próximo aos pólos eclípticos norte e sul, as quais
são regiões que são suscetíveis à erros na modelagem de sistemáticos.

O mapa de convergência revela uma soma do efeito de LGF a partir de estruturas
próximas até as mais distantes. Genericamente, nossos resultados podem indicar uma
possível contaminação residual na RCF, ou mesmo um vestígio de regiões com sobre-(ou
sub-) densidades de matéria. Desta forma, investigações futuras são cruciais não apenas
para explorar sobre a origem, mas também sobre a dependência com a escala e redshift e
assim, validar se de fato tais sinais são relevantes para o PC. No entanto, estes resultados
também podem ser explorados para um melhor entendimento sobre efeitos sistemáticos
nos mapas de convergência. Isto porque, os sinais encontrados localmente no mapa de 𝜒2

são diluídos ao realizar a análise hemisférica, sugerindo a presença de uma contaminação
residual local, que poderia ser originada, por exemplo, por uma modelagem incorreta do
ruído incluído nas simulações.

Nesse cenário, fica clara a importância de análises complementares às realizadas
neste trabalho. Primeiramente, devido ao efeito de LGF ser uma poderosa sonda da es-
trutura de grande escala em altos redshifts e assim, possibilitar um teste da isotropia
estatística do Universo. De fato, de acordo com nossos resultados, este observável parece
estar de acordo com o que é esperado pelo modelo ΛCDM. Em segundo lugar, por viabili-
zar o teste de como o ruído é distribuído nos dados de LGF. Nosso estimador complementa
outras análises, ajudando a identificar possíveis sinais adicionais, que podem ser corro-
borados em análises futuras com outros traçadores da estrutura em grande escala. Além
disto, esta comparação entre dados e simulações, em pequenas e grandes regiões, são tes-
tes adicionais aos realizados pela colaboração Planck. Ademais, vários trabalhos utilizam
o mapa de convergência do Planck combinado a outros observáveis, tomando apenas uma
porção específica do céu para ajustar a área coberta pelo footprint do levantamento de
dados (Kirk et al., 2016; Singh, Mandelbaum & Brownstein, 2016; Liu & Hill, 2015; Hand
et al., 2015). É de fundamental importância, então, testar se localmente é possível obter
informação cosmológica adicional.

Por fim, nossas análises mostraram que, embora o universo pareça estar de acordo
com o princípio da isotropia estatística, isto é, sem aparente direção preferencial, ainda
observamos regiões localizadas que merecem análises detalhadas futuras. O escrutínio
destas regiões pode nos levar não apenas a explorar uma possível correlação com regiões
de alta (ou baixa) densidade no universo, mas também a uma melhor compreensão de como
sinais adicionais (para além daquelas consideradas no conjunto de simulações) poderiam
estar afetando as análises cosmológicas.
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4 Restrição da massa de neutrinos com os
Funcionais de Minkowski de LGF

A presença de neutrinos massivos afeta a história de formação das estruturas, dei-
xando impressões em observáveis da estrutura em grande escala do Universo, como em
dados de LGF. As análises de LGF geralmente abordam as estatísticas de dois pontos.
Entretanto, tais ferramentas são insensíveis à grande quantidade de informações não-
Gaussianas contidas no campo de flutuações de densidade. Neste capítulo, investigamos
ferramentas sensíveis à não-Gaussianidade, em particular, os Funcionais de Minkowski
(FMs), em uma tentativa de recuperar as informações de ordens superiores para restrin-
gir a soma da massa dos neutrinos 𝑀𝜈 . Para tal, usamos mapas de convergência das
simulações MassiveNus e assumimos a distribuição de ruído, densidade e redshift das ga-
láxias para o levantamento do tipo LSST. Mostramos que FMs são sensíveis à 𝑀𝜈 através
de características não-Gaussianas do campo de lentes, com uma dependência do redshift
diferente daquela do espectro de potência. Descobrimos que uma abordagem tomográfica
melhora significativamente as restrições de 𝑀𝜈 utilizando os FMs, em comparação com
as melhorias para o espectro de potência da convergência. Atribuímos isto à maior de-
pendência dos efeitos dos neutrinos serem em pequenas escalas, bem como os efeitos de
não-Gaussianidades. Em seguida, construímos um emulador para modelar o espectro de
potência e os FMs e estudamos as restrições de [𝑀𝜈 , Ω𝑚, 𝐴𝑠] via espectro de potência, dos
FMs e suas combinações. Verificamos que, para a convergência de LGF, os FMs superam
de maneira significativa o espectro de potência na restrição de 𝑀𝜈 , por mais de um fator
de quatro vezes. No entanto, um estudo minucioso dos impactos de sistemáticos, como
a física bariônica e os erros dos redshifts, será importante para verificar todo o potencial
dos FMs.

4.1 Introdução

4.1.1 Neutrinos cosmológicos

Neutrinos são partículas elementares eletricamente neutras que interagem uni-
camente via interação eletro-fraca e gravitacional. Por serem férmions (spin 1/2), eles
podem ser descritos pela distribuição de Fermi-Dirac (Mangano et al., 2005). Uma das
características previstas pelo atual modelo cosmológico padrão, é a existência de neutrinos
provenientes do Universo primordial. Embora estes neutrinos cósmicos de fundo (NCF)
não tenham sido observados diretamente até o momento, é possível detectá-los indireta-
mente pela concordância das previsões com as observações das abundâncias de elementos
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leves, bem como pela análise do espectro de potência das anisotropias da RCF e outros
observáveis cosmológicos (Mangano et al., 2011; Pastor, 2007).

Os neutrinos foram produzidos a altas temperaturas por frequentes interações fra-
cas e mantidos em equilíbrio térmico enquanto acoplados ao resto do plasma primordial
(partículas relativísticas, como elétrons, pósitrons e fótons) até que esses processos se
tornaram ineficazes no curso da expansão do Universo primitivo. À medida que o Uni-
verso esfria, a taxa de interação fraca cai abaixo da taxa de expansão e os neutrinos se
desacoplam do resto do plasma com uma temperatura 𝑇𝜈,𝑑𝑒𝑠 ∼ 1MeV, portanto ainda
no regime relativístico (Dodelson, 2003; Kolb & Turner, 1994). Após se desacoplarem,
o restante do plasma, isto é, os fótons da RCF são reaquecidos pela transferência de
entropia devido à aniquilação de pares (𝑒+𝑒−). Como os neutrinos já haviam sido desa-
coplados, os mesmos não se beneficiam da transferência de entropia. Consequentemente,
a temperatura da RCF hoje é ligeiramente superior à temperatura dos NCF. Através da
conservação de entropia é possível calcular a razão entre as duas temperaturas hoje, como
sendo 𝑇𝛾/𝑇𝜈 = (11/4)1/3 ≃ 1.40102. Desta forma, a partir da medida precisa do satélite
COBE para atual temperatura da RCF, 𝑇𝛾 = (2.725 ± 0.002)K (Mather et al., 1999;
Fixsen et al., 1996), é possível estimar 𝑇𝜈 ≃ 1.95𝐾 ≃ 1.68 × 10−4eV.

Neutrinos são partículas totalmente relativísticas no Universo primordial contri-
buindo assim, como radiação, para a densidade de energia do Universo naquela época. Sua
contribuição para o conteúdo total de radiação (𝜌𝑟𝑎𝑑) pode ser parametrizada em termos
do número efetivo de neutrinos 𝑁𝑒𝑓𝑓 , através da relação

𝜌𝑟𝑎𝑑 = 𝜌𝛾 + 𝜌𝜈 =
[︃
1 + 7

8

(︃
4
11

)︃4/3

𝑁𝑒𝑓𝑓

]︃
𝜌𝛾, (4.1)

onde normalizamos 𝜌𝑟𝑎𝑑 pela densidade de energia do fóton, uma vez que o seu valor atual é
conhecido a partir da medida da temperatura da RCF. Assim, o parâmetro 𝑁𝑒𝑓𝑓 é definido
como sendo a diferença entre a densidade total da radiação e a densidade de energia
da RCF, normalizada pela densidade de energia das espécies individuais dos neutrinos.
Portanto, 𝑁𝑒𝑓𝑓 leva em consideração qualquer espécie relativística que possa estar presente
nos primórdios. Para o modelo cosmológico de melhor concordância com os dados atuais,
existem apenas três famílias de neutrinos ativos (ou também chamados de três sabores de
neutrinos) atribuídos ao múon, ao tau e ao elétron (𝜈𝜇,𝜏,𝑒) e 𝑁𝑒𝑓𝑓 = 3.046 (Dolgov, 2002;
Salas & Pastor, 2016; Mangano et al., 2005). A contribuição adicional 𝑁𝑒𝑓𝑓 − 3 = 0.046
no que diz respeito às três famílias pode ser compreendido pelo resultado do tratamento
completo do desacoplamento de neutrinos, que leva em consideração o desacoplamento
não instantâneo, correções da eletrodinâmica quântica e as oscilações entre as espécies
(Sarkar, 1996; Mangano et al., 2005).

Os neutrinos podem ser descritos como uma superposição dos estados físicos dos
três sabores (Ahmed et al., 2004; Fukuda et al., 1998b; Becker-Szendy et al., 1992). A
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descoberta da oscilação entre os autosestados impôs vínculos sobre a diferença entre o
quadrado dos autoestados de massa das três espécies: Δ𝑚2

21 ≡ 𝑚2
2 − 𝑚2

1 = 7.37+0.60
−0.44 ×

105eV2 e |Δ𝑚2| ≡ |𝑚2
3 − (𝑚2

1 +𝑚2
2)/2| = 2.50.13

−0.13 × 10−3eV2 (Group, Collaboration et al.,
2016). Devido ao sinal de Δ𝑚2 ser desconhecido, existem duas possibilidades para a ordem
das massas: a hierarquia “normal”, onde 𝑚1 < 𝑚2 < 𝑚3, ou a hierarquia “invertida”,
onde 𝑚3 < 𝑚1 < 𝑚2, com a soma mínima das massas iguais a 𝑀𝜈 ≡ ∑︀

𝑚𝜈 ≥ 0.06eV e
𝑀𝜈 ≥ 0.1 eV, respectivamente. Entretanto, a soma das massas dos neutrinos permanece
sem restrição utilizando apenas experimentos de oscilações de neutrinos.

A história de expansão e formação das estruturas são modificadas pela presença de
neutrinos massivos (Wong, 2011). Devido à alta velocidade térmica, neutrinos tendem a
suprimir a formação de estruturas, principalmente em pequenas escalas. Como o nível de
supressão depende da massa total dos neutrinos, análises utilizando dados da estrutura em
grande escala têm sido propostas como uma maneira poderosa para restringir 𝑀𝜈 (Seljak
et al., 2005; Lesgourgues & Pastor, 2006).

4.1.2 Neutrinos massivos na Cosmologia

As estruturas em grande escala no Universo, tais como galáxias, aglomerados e
super-aglomerados de galáxias, formaram-se devido ao colapso gravitacional de regiões
com excesso de densidade, cuja origem está nas perturbações da distribuição de matéria.
Atualmente, as propriedades destas estruturas são investigadas principalmente através do
espectro de potência da matéria, que por sua vez, é definido como a função de correlação
de dois pontos das flutuações da máteria não-relativística,

𝒫𝛿(𝑘, 𝑧) = ⟨|𝛿𝑚(𝑘, 𝑧)|2⟩, (4.2)

onde 𝛿𝑚(𝑘, 𝑧) é a transformada de Fourier de 𝛿𝜌𝑚/𝜌𝑚 e que, portanto, depende do compri-
mento de onda da perturbação, que é diretamente relacionado ao diâmetro da estrutura
formada por aquele modo. Normalmente 𝒫𝛿(𝑘) refere-se ao espectro de potência da ma-
téria calculado para os tempos atuais (em 𝑧 = 0). No caso de vários fluidos (por exemplo,
matéria escura fria, bárions e neutrinos não-relativísticos), a perturbação total de matéria
pode ser expandida como

𝛿𝑚 =
∑︀
𝑖 𝜌𝑖𝛿𝑖∑︀
𝑖 𝜌𝑖

. (4.3)

Os NCF ainda eram relativísticos quando desacoplaram do plasma primordial. Uma con-
sequência muito importante deles estarem neste regime, além de suas interações fracas,
é o fato dos neutrinos serem dificilmente “capturados” em poços de potencial, apagando
estruturas em determinadas escalas. Assim, os neutrinos cosmológicos atuam como dissi-
padores de perturbações na densidade de matéria do Universo através do efeito chamado
de “free-streaming” ou livre propagação. Por conseguinte, a forma do espectro de potência
da matéria é afetada de maneira dependente do comprimento de onda do free-streaming,
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sendo isto uma propriedade fundamental para restringir 𝑀𝜈 através de dados cosmológi-
cos.

4.1.2.1 Free-streaming dos neutrinos

Após o desacoplamento no Universo primordial, os neutrinos se propagam livre-
mente com alta velocidade característica que, em média, é a velocidade térmica 𝑐𝜈 . De
maneira similiar à definição do comprimento de Jeans (ver secção 4.4 em Lesgourgues
& Pastor (2006)), para um fluido com velocidade do som 𝑐𝑠 constante dominando a ex-
pansão do Universo, as equações de continuidade, Euler, Friedmann e Poisson podem ser
combinadas na seguinte equação de evolução

𝛿′′ + 𝑎′

𝑎
𝛿′ +

(︃
𝑘2 − 3𝑎2𝐻2

2𝑐2
𝑠

)︃
𝑐2
𝑠𝛿 = 0, (4.4)

onde os índices linha representam as derivadas com respeito ao tempo conforme 𝜂. Por-
tanto, o comprimento de Jeans representa a escala abaixo da qual a pressão impede o
colapso gravitacional no fluido. Por analogia, o comprimento de free-streaming é a escala
abaixo da qual as partículas não podem ser confinadas em poços potenciais gravitacionais,
devido à sua dispersão de velocidade. Podemos definir o número de onda de free-streaming
e seu correspondente comprimento de onda como

𝑘𝐹𝑆(𝜂) ≡
(︃

4𝜋𝐺𝜌(𝜂)𝑎2(𝜂)
𝑐2
𝜈(𝜂)

)︃1/2

, (4.5)

𝜆𝐹𝑆(𝜂) = 2𝜋 𝑎(𝜂)
𝑘𝐹𝑆(𝜂) = 2𝜋

√︃
2
3
𝑐𝜈(𝜂)
𝐻(𝜂) , (4.6)

em que 𝜂 é o tempo conforme. No caso de Jeans, a quantidade 𝑐𝜈 é simplesmente substi-
tuída pela velocidade do som 𝑐𝑠 de um dado fluido.

Enquanto os neutrinos são relativísticos, ainda na era da radiação, eles viajam na
velocidade da luz 𝑐𝜈 = 𝑐 = 1, de forma que

𝜆𝐹𝑆 = 2𝜋
√︃

2
3𝐻

−1, (4.7)

isto é, o comprimento de free-streaming é dado simplesmente pelo raio de Hubble vezes
um fator numérico.

Neutrinos tornam-se não-relativísticos quando seu momento médio ⟨𝑝⟩ decai abaixo
do valor de sua massa 𝑚𝜈 . Para uma distribuição de Fermi-Dirac com potencial químico
desprezível, o momento médio é dado em função da temperatura por ⟨𝑝⟩ = 3.15𝑇𝜈 . Assim,
a velocidade 𝑐𝜈 decai da forma

𝑐𝜈 ≡ ⟨𝑝⟩
𝑚𝜈

≃ 3.15𝑇𝜈
𝑚𝜈

= 3.15𝑇 0
𝜈

𝑚𝜈

(︃
𝑎0

𝑎

)︃
≃ 158(1 + 𝑧)

(︃
1𝑒𝑉
𝑚𝜈

)︃
𝑘𝑚𝑠−1, (4.8)
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onde utilizamos acima o valor da temperatura atual dos neutrinos 𝑇 0
𝜈 . Assim, para época

em que a matéria ou Λ domina, o comprimento e número de onda de free-streaming é
dado por

𝑘𝐹𝑆(𝑡) = 0.8

√︁
ΩΛ + Ω𝑚(1 + 𝑧)3

(1 + 𝑧)2

(︃
𝑚

1𝑒𝑉

)︃
ℎ𝑀𝑝𝑐−1, (4.9)

𝜆𝐹𝑆(𝑡) = 8 1 + 𝑧√︁
ΩΛ + Ω𝑚(1 + 𝑧)3

(︃
1𝑒𝑉
𝑚

)︃
ℎ−1𝑀𝑝𝑐, (4.10)

onde Ω𝑚 e ΩΛ são as atuais densidades de matéria e energia escura, respectivamente.

No momento da transição do regime relativístico para o não-relativístico, o número
de onda de free-streaming passa por um mínimo denotado por 𝑘𝑛𝑟. Uma aproximação para
𝑘𝑛𝑟 é encontrada simplesmente conectando o redshift de transição 𝑧𝑛𝑟 = 𝑚𝜈/(3.15𝑇 0

𝜈 ) − 1
= 𝑚𝜈/0.53 meV−1, com a equação 4.9, de forma que

𝑘𝑛𝑟 = 𝑘𝐹𝑆(𝑧𝑛𝑟) ≃ 0.018Ω1/2
(︃
𝑚𝜈

1𝑒𝑉

)︃1/2

ℎ𝑀𝑝𝑐−1, (4.11)

assumindo que a transição ocorre durante a era da matéria.

O efeito físico do free-streaming é amortecer as flutuações de densidade em peque-
nas escalas: os neutrinos não podem ser confinados (ou serem mantidos fora) em regiões
menores que o comprimento de free-streaming, porque nestas escalas, suas velocidades são
maiores que a velocidade de escape do poço de potencial gravitacional. Em escalas muito
maiores que a escala de free-streaming (𝑘 ≪ 𝑘𝑛𝑟), os neutrinos se comportam como uma
componente de matéria e contribuem para a formação de estruturas.

A figura 25 mostra o impacto dos neutrinos massivos no espectro de potência da
matéria: em grandes escalas (isto é, pequenos números de onda 𝑘), o efeito da massa
dos neutrinos é ínfimo. Em contraste, para pequenas escalas (número de onda grande), o
espectro de potência da matéria diminui com o aumento do valor absoluto da massa dos
neutrinos. Isto pode ser verificado também no gráfico inferior da figura, em que mostra
a razão entre o espectro de potência para o caso ΛCDM sem neutrinos massivos pelos
modelos com neutrinos massivos.

A partir de observáveis cosmológicos, o limite superior de 𝑀𝜈 tem sido restringido
de maneira cada vez mais precisa. Por exemplo, os dados mais recentes da temperatura,
polarização e LGF da RCF, combinadas aos dados de oscilações acústicas bariônicas
(da sigla em inglês, BAO) impõem o limite superior em 𝑀𝜈 < 0.12 eV (em 95% NC)
(Aghanim et al., 2018a). Este valor, em breve, será significantemente melhorado pelos
dados dos futuros levantamentos de galáxias, como o LSST, WFIRST1 e Euclid2, além de
1 http://wfirst.gsfc.nasa.gov
2 http://sci.esa.int/euclid

http://wfirst.gsfc.nasa.gov
http://sci.esa.int/euclid
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Figura 25 – Gráfico superior: Espectro de potência da matéria com neutrinos massivos
em 𝑧 = 0. A linha contínua representa o espectro de potência total (𝑃𝑚𝑚),
enquanto as linhas tracejadas representam a contribuição apenas de matéria
escura fria (𝑃𝑐𝑐) e as linhas pontilhadas o correspondente para a contribui-
ção dos neutrinos massivos (𝑃𝜈𝜈). A linha sólida preta representa o modelo
ΛCDM sem neutrinos massivos e as linhas vermelha e verde representam mo-
delos de neutrinos massivos com 𝑀𝜈 = 0.3 e 0.53eV, respectivamente. Gráfico
inferior: Razão entre 𝑃𝑚𝑚 (ou 𝑃𝑐𝑐) e o espectro de potência ΛCDM sem neu-
trinos massivos. Todos os modelos possuem os mesmos valores dos parâmetros
cosmológicos restantes de acordo com (Planck Collaboration et al., 2014).
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levantamentos da RCF como por exemplo, o Simons Observatory3 e CMB-S44 (Abazajian et
al., 2016). É esperado que parte das melhorias nas restrições de 𝑀𝜈 sejam provenientes de
dados de LGF (Bartelmann & Schneider, 2001; Hoekstra & Jain, 2008). Na última década,
várias pesquisas pioneiras de LGF obtiveram restrições estatisticamente significantes para
a Cosmologia (Heymans et al., 2012; Hildebrandt et al., 2016; Mandelbaum, 2017; Abbott
et al., 2018).

Até o momento, as análises de LGF são majoritariamente realizadas utilizando
estatísticas de segunda-ordem, isto é, a função de correlação de dois pontos, no espaço real,
ou o espectro de potência, no espaço de Fourier. Se o campo for Gaussiano, a estatística de
dois pontos é suficiente para capturar todas as informações do campo. Porém, a forma que
a matéria se aglomera em pequenas escalas é altamente não-linear e não-Gaussiana. Além
disto, as assinaturas deixadas pelos neutrinos massivos também são predominantes em
pequenas escalas. Assim, é necessário empregar ferramentas estatísticas sensíveis à não-
Gaussianidade para capturar todas as informações contidas no campo e potencialmente
restringir 𝑀𝜈 e outros parâmetros cosmológicos.

Neste capítulo, nós fazemos uma previsão das restrições de 𝑀𝜈 em dados simu-
lados de LGF considerando as informações não-Gaussianas esperadas nos mapas. Em
particular, utilizamos os Funcionais de Minkowski (FMs). Os FMs são um conjunto de
descritores morfológicos, primeiramente introduzido na Cosmologia por Mecke, Buchert
& Wagner (1994) e desde então, é utilizado principalmente como uma ferramenta para
detectar desvios de Gaussianidade (Hikage, Komatsu & Matsubara, 2006; Park et al.,
2005; Komatsu et al., 2009; Ducout et al., 2012; Novaes et al., 2014; Novaes et al., 2015;
Novaes et al., 2018; Planck Collaboration, 2016). Análises de dados usando FMs (Petri et
al., 2015; Shirasaki & Yoshida, 2014) e simulações de LGF (Munshi et al., 2016; Fang, Li
& Zhao, 2017) indicaram que os FMs são potencialmente mais sensíveis que as estatísti-
cas de dois pontos para restringir Ω𝑚 (densidade de matéria) e 𝜎8 (r.m.s da flutuação de
matéria linear na escala de 8 Mpc/ℎ), especialmente quando dados em múltipos redshifts
e escalas de suavização são combinadas (Kratochvil et al., 2012).

Em uma série de artigos complementares, também foram investigadas outras es-
tatísticas não-Gaussianas, incluindo o biespectro (Coulton et al., 2018), a distribuição
de probabilidade (Liu & Madhavacheril, 2018) e a estatística de picos (Li et al., 2018),
indicando uma melhoria na restrição de 𝑀𝜈 comparado ao espectro de potência de 32%,
35% and 39%, respectivamente. Motivados por estas descobertas, realizamos um estudo
detalhado dos FMs e do espectro de potência em mapas de LGF simulados com caracte-
rísticas do Large Synoptic Survey Telescope (LSST), a fim de verificar as restrições de 𝑀𝜈 .
Para tal, utilizamos mapas de convergência do conjunto Cosmological Massive Neutrino

3 https://simonsobservatory.org
4 https://cmb-s4.org/

https://simonsobservatory.org
https://cmb-s4.org/
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Simulations (MassiveNuS)5, que incluem 101 cosmologias com três parâmetros cosmoló-
gicos variáveis, 𝑀𝜈 , Ω𝑚 e 𝐴𝑠 (amplitude do espectro de potência primordial) e 5 bins
de redshift entre 𝑧𝐹=0.5–2.5. Nós construímos um emulador para estabeler os FMs para
parâmetros cosmológicos arbitrários e utilizamos o método de Markov chain Monte Carlo
para restringir os parâmetros. Nós investigamos as restrições para cada um dos FMs,
adicionando informação da evolução (isto é, da tomografia versus um único redshift) e da
combinação do espectro de potência com os FMs.

Este capítulo é organizado da seguinte maneira: Primeiramente, nós revisamos o
formalismo do espectro de potência e dos FMs na seção 4.2. Em seguida, descrevemos o
conjunto MassiveNuS na seção 4.3 e nossas análises na seção 4.4. Apresentamos nossos
resultados e discutimos suas implicações na seção 4.5. Finalmente, as conclusões estão
dispostas em 4.6.

4.2 Formalismo

4.2.1 Espectro de potência da convergência

Os estudos de LGF comumente utilizam a estatística de dois pontos para restringir
informações cosmológicas. Neste trabalho, utilizamos a transformada de Fourier da função
de correlação de dois pontos, isto é, o espectro de potência (EP).

Como abordado anteriormente, o EP da convergência para uma fonte localizada
no redshift 𝑧𝐹 e com distribuição de galáxias 𝑑𝑛(𝑧𝐹 )/𝑑𝑧𝐹 é dado por

𝐶𝜅
ℓ =

∫︁ 𝑧𝐹

0

𝐻(𝑧)
𝑐𝜒2(𝑧)𝑊

2(𝑧)𝑃
(︃
𝑘 = ℓ

𝜒(𝑧) , 𝑧
)︃
𝑑𝑧, (4.12)

onde 𝑊 (𝑧) é dado pela equação 2.41.

4.2.2 Funcionais de Minkowski

Os Funcionais de Minkowski (FMs) são descritores morfológicos amplamente uti-
lizados no estudo de campos com flutuações aleatórias. Propriedades morfológicas são
definidas como aquelas que permanecem invariantes sob rotação e translação (Hadwiger,
1957; Hikage et al., 2008; Mecke, Buchert & Wagner, 1994; Ducout et al., 2012). De
acordo com o Teorema de Hadwiger (Hadwiger, 1957), as propriedades morfológicas para
um dado campo aleatório no espaço de 𝐷-dimensões pode ser completamente caracteri-
zado por um conjunto de 𝐷 + 1 funcionais. Para o campo de convergência bidimensional

5 Os produtos de MassiveNuS, incluindo os snapshots, catálogos de halo, mapas de galáxia e convergência
estão publicamente disponíveis em http://ColumbiaLensing.org.

http://ColumbiaLensing.org
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S2, existem 3 FMs: a área 𝑉0, perímetro 𝑉1 e genus 𝑉2, definidos como

𝑉0 (𝜈) ≡ 1
𝐴

∫︁
Σ(𝜈)

𝑑𝑎, (4.13)

𝑉1 (𝜈) ≡ 1
4𝐴

∫︁
𝜕Σ(𝜈)

𝑑𝑙, (4.14)

𝑉2 (𝜈) ≡ 1
2𝜋𝐴

∫︁
𝜕Σ(𝜈)

𝒦𝑑𝑙, (4.15)

onde 𝑑𝑎 e 𝑑𝑙 denotam respectivamente os elementos de superfície de S2 e o elemento de
linha. Os FMs são definidos em uma região conexa Σ (𝜈) = {𝜅 > 𝜈𝜎0}, isto é, o conjunto
de pixels onde os valores de 𝜅 excedem o limiar 𝜈𝜎0, onde 𝜎0 é o desvio padrão do campo
e, pelo contorno da região conexa 𝜕Σ (𝜈) = {𝜅 = 𝜈𝜎0}.

O primeiro funcional, 𝑉0, descreve a área coberta pela região conexa, equivalen-
temente à função de distribuição cumulativa. O segundo, 𝑉1, descreve o comprimento do
contorno da região conexa. O terceiro, 𝑉2, descreve o número total de regiões conectadas
acima do limiar (“ilhas”), menos os que estão abaixo (“vales”), ou a integral da curvatura
geodésica 𝒦 ao longo de 𝜕Σ. Para detalhes do cálculo destas quantidades, vide Schmalzing
& Górski (1998).

Os FMs capturam informações estatísticas em todas as ordens de correlação,
tornando-se assim, uma ferramenta poderosa na busca por diferentes amplitudes e ti-
pos de sinais não-Gaussianos (Hikage et al., 2008). Além disto, diferentemente de outros
aferidores sensíveis às não-Gaussianidades, como as funções de correlação de altas ordens
que são definidas no espaço dos harmônicos, os FMs são estatísticas realizadas no espaço
real (de pixels), o que faz com que o cálculo seja otimizado em termos computacional.

No caso da descrição de campos Gaussianos (CG), os FMs podem ser calculados
analiticamente (Tomita, 1986; Matsubara, 2010). Para o caso bidimensional, o funcional
𝑉𝑘 com 𝑘 = 0, 1, 2, pode ser escrito em função de 𝑣𝑘(𝜈) e da amplitude 𝐴𝑘

𝑉𝑘(𝜈) = 𝐴𝑘𝑣𝑘(𝜈), (4.16)

onde

𝑣𝑘(𝜈) = 𝑒−𝜈2/2𝐻𝑘−1(𝜈), (4.17)

em que 𝐻𝑘 é o 𝑘-polinômio de Hermite,

𝐻𝑘(𝜈) = 𝑒𝜈
2/2
(︃

− 𝑑

𝑑𝑣

)︃𝑘
𝑒−𝜈2/2, (4.18)

𝐻−1(𝜈) = 1
2𝑒𝑟𝑓𝑐

(︃
𝜈√
2

)︃
. (4.19)
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A amplitude 𝐴𝑘 é completamente definida pelos momentos estatísticos 𝜎0 e 𝜎1, da forma

𝐴𝑘(𝜈) = 1
(2𝜋)(𝑘+1)/2

𝜔2

𝜔2−𝑘𝜔𝑘

(︃
𝜎1√
2𝜎0

)︃𝑘
, (4.20)

em que 𝜔𝑘 ≡ 𝜋𝑘/2/Γ(𝑘/2 + 1), sendo Γ a função gama. Desta forma, para o caso 2D:
𝜔0 = 1, 𝜔1 = 2 e 𝜔2 = 𝜋. Para um campo com média zero, os momentos estatísticos
𝜎2

0 = ⟨𝜅2⟩ e 𝜎2
1 = ⟨|∇𝜅|2⟩, também podem ser calculados pelo espectro de potência do

campo 𝐶ℓ e pela transformada de Fourier do filtro de suavização 𝑏ℓ,

𝜎𝑗 = 1
4𝜋

∑︁
ℓ

(2ℓ+ 1)[ℓ(ℓ+ 1)]𝑗𝐶ℓ𝑏2
ℓ ; 𝑗 = 0, 1, . . . (4.21)

A precisão das previsões analíticas para CG foi validada por testes utilizando
simulações, ver por exemplo (Kratochvil et al., 2012). No entanto, para campos altamente
não-lineares, como os esperados para os próximos levantamentos de LGF com resolução
em pequenas escalas angulares, tais equações analíticas não são suficientes. Portanto,
usaremos simulações numéricas produzidas para estudar o comportamento dos FMs.

4.3 Simulações
Neste capítulo, utilizamos mapas de convergência do conjunto Cosmological Mas-

sive Neutrino Simulations (MassiveNus). Nesta seção, descrevemos brevemente a configu-
ração das simulações de N-corpos e a aplicação do método de ray-tracing. Mais detalhes
sobre a validação e testes de precisão do código podem ser encontradas em Liu et al.
(2018).

4.3.1 Simulações MassiveNuS

O conjunto MassiveNus consiste em simulações de mapas de convergência obtidos a
partir do método de N-corpos e ray-tracing para um total de 100 cosmologias tipo ΛCDM.
É considerada a variação dos três parâmetros cosmológicos: a massa total dos neutrinos
𝑀𝜈 , a atual densidade de matéria Ω𝑚 = Ω𝑐+Ω𝑏+Ω𝜈 e a amplitude do espectro de potência
primordial 𝐴𝑠. Assumimos o universo plano, onde Ω𝑚 + ΩΛ = 1 e fixamos o parâmetro de
Hubble-Lemaître ℎ = 0.7, o índice espectral 𝑛𝑠 = 0.97, a densidade de matéria bariônica
Ω𝑏 = 0.046 e o parâmetro da equação de estado da energia escura 𝑤 = −1. Além disto,
consideramos a hierarquia normal para massa dos neutrinos, 𝑚1 < 𝑚2 < 𝑚3.

Para maximizar a eficiência da amostragem do nosso espaço paramétrico multidi-
mensional, utilizamos o algoritmo Latin Hyper Cube, seguindo o artigo de Heitmann et al.
(2009). O objetivo é espalhar os pontos dentro das fronteiras de maneira mais uniforme
possível. Para fazer isto, consideramos um cubo de comprimento igual a 1, em cada um
dos lados. Em seguida, distribuímos 100 pontos igualmente espaçados ao longo da linha
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que conecta as coordenadas [0, 0, 0] e [1, 1, 1]. Escolhemos aleatoriamente 2 pontos (𝑥𝑖, 𝑥𝑗)
e uma coordenada 𝑑 ∈ [1, 2, 3] e trocamos suas coordenadas em 𝑑, ou seja, 𝑥𝑑𝑖 ↔ 𝑥𝑑𝑗 . Para
o novo design 𝒟, após cada ocorrência, calculamos a função de custo,

𝒞(𝒟) = 2𝑑1/2

𝑁(𝑁 − 1)

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

1
|𝑥𝑖 − 𝑥𝑗|

, (4.22)

onde 𝑑 é a dimensão do espaço paramétrico e 𝑁 é o número de pontos da amostragem
(neste trabalho, 𝑑 = 3 e 𝑁 = 100. Repetimos esse processo e aceitamos a troca de
coordenadas apenas se o novo custo for menor do que o anterior, para 104 iterações.

Realizamos então a transformada inversa da amostragem para converter a amostra
uniforme dos pontos em distribuições Gaussianas centradas em Ω𝑚 = 0.3 e 𝐴𝑠 = 2.1 ×
109 e a metade de uma distribuição normal, centrada em 𝑀𝜈 = 0.06 eV (valor mínimo
para a soma das massas) e estendemos a valores que icluam os erros estimados para os
futuros levantamentos de dados, como para o LSST, Euclid, Simons Observatory e CMB-S4.
Estabelecemos o conjunto 𝑀𝜈 = 0.1eV, Ω𝑚 = 0.3 e 𝐴𝑠 = 2.1 × 109, como a cosmologia
fiducial para nossas análises. A este conjunto, denominaremos a partir daqui, de modelo
fiducial massivo.

Além das 100 cosmologias, adicionalmente consideramos o caso em que os neutri-
nos possuem massa total nula 𝑀𝜈 = 0.0 eV, enquanto mantemos Ω𝑚 e 𝐴𝑠 como no modelo
fiducial. O total de pontos amostrados no espaço paramétrico (100 cosmologias com dife-
rentes valores de massa dos neutrinos + 1 sem massa) é mostrada na figura 26. O modelo
fiducial massivo é destacado como o ponto em vermelho, enquanto que o caso sem massa
é destacado em verde. O intervalo total da amostragem considerada é 𝑀𝜈 = [0.0, 0.62] eV,
Ω𝑚 = [0.18, 0.42], e 𝐴𝑠 × 109 = [1.29, 2.91].

As simulações de N-corpos foram geradas com o código tree-Particle Mesh Gadget-26

(Springel, 2005), com um tamanho de caixa de 512 Mpc/ℎ e 10243 partículas de matéria
escura fria. A evolução da densidade de neutrinos é levada em consideração pelo algoritmo
de resposta linear kspace neutrinos (Ali-Haïmoud & Bird, 2012; Bird et al., 2018). As
simulações captam o impacto de neutrinos massivos no crescimento das estruturas a uma
precisão de 𝑘 < 10 ℎ/Mpc.

Os mapas de convergência são gerados para 5 bins de redshift de fontes de galáxias,
𝑧𝐹 = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, utilizando o código público de ray-tracing LensTools (Petri,
2016). Para tal, as caixas das simulações de N-corpos são “fatiadas” em 4 planos paralelos,
cada um com uma espessura de 180 Mpc (ou 126 Mpc/ℎ, comparada ao tamanho total
da caixa de 512 Mpc/ℎ). Aplicando isto em todas as 3 dimensões, é possível gerar 12
planos em cada snapshot, isto é, em cada redshift de interesse. Desta forma, as partículas
de cada plano 3D são projetadas em um plano de densidade 2D, perpendicular à linha-de-
visada do observador. Cada um dos planos bidimensional possui resolução de 4096 × 4096
6 http://www.mpa-garching.mpg.de/gadget

http://www.mpa-garching.mpg.de/gadget
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pixels. O potencial gravitacional é então, calculado via equação de Poisson. Em seguida, as
trajetórias dos raios de luz são traçadas nestes planos, desde 𝑧 = 0 até o redshift da fonte.
Entre os planos, os raios de luz viajam em linhas retas e são defletidos apenas no plano
(plano da lente). Assim, o ângulo de deflexão e a convergência são calculados, a partir da
primeira e segunda derivadas do potencial gravitacional, respectivamente. Durante este
procedimento, não é assumido aproximação de pequenos ângulos ou que os raios de luz
se propagam em geodésicas não-perturbadas (Hilbert et al., 2009; Petri, Haiman & May,
2017a; Petri, Haiman & May, 2017b). Finalmente, para cada uma das 101 cosmologias,
foram criados 10000 mapas de convergência. Estas diferentes realizações foram geradas
pela rotação e pelo deslocamento aleatório dos cubos das simulações.

A fim de evitar correlações entre o ruído do “dado” (que assumiremos como o mo-
delo fiducial massivo) e a covariância (Carron, 2013), simulamos também um conjunto
adicional de 10000 mapas, gerados com mesmos parâmetros cosmológicos que o caso não-
massivo (𝑀𝜈 =0.0, Ω𝑚 = 0.3, 𝐴𝑠 = 2.1 × 10−9) porém, com condições iniciais diferentes.
Cada um dos mapas possui 5122 pixels e 12.2∘2 de tamanho. As simulações de N-corpos,
bem como os mapas de lentes foram gerados e armazenados pelo projeto Skies & Univer-
ses, hospedado pela New Mexico State University (EUA) e pelo Instituto de Astrofísica
de Andalucia CSIC (ES).

4.3.2 Mapas de convergência para o LSST

A partir dos dados futuros do levantamento LSST, será possível estudar o efeito
de LGF com alta precisão. Após as simulações dos mapas de convergência serem geradas,
incluímos algumas características adaptados ao LSST. Para tal, seguimos as configurações
descritas em LSST Science Collaboration (2009), com a densidade total do número de
galáxias igual a 𝑛𝑔𝑎𝑙 = 50 arcmin−2 e com distribuição de redshift das fontes

𝑛(𝑧) ∝ 𝑧2 exp(−2𝑧). (4.23)

Assumindo o intervalo de redshift Δ𝑧𝐹 = 0.5 para cada um dos campos de convergência
em 𝑧𝐹 = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5, obtemos 𝑛𝑔𝑎𝑙 = 8.83, 13.25, 11.15, 7.36, 4.26 arcmin−2, res-
pectivamente. Nós descartamos as galáxias em 𝑧𝐹 < 0.25 e 𝑧𝐹 > 2.75, resultando em uma
densidade total um pouco menor que o esperado para o LSST, igual a 44.85 arcmin−2.

Para avaliar a utilidade da tomografia, ou seja, da análise conjunta dos mapas
em múltiplos redshifts, também consideramos um conjunto de 10000 mapas em um único
redshift 𝑧𝐹 = 1.0, porém, com densidade de galáxia equivalente à soma dos 5 , ou seja,
44.85 arcmin−2.

Adicionamos ruído à cada pixel dos mapas, a partir de uma distribuição Gaussiana
centrada em zero e com variância

𝜎2
𝑟𝑢í𝑑𝑜 = ⟨𝜎2

𝜆⟩
𝑛𝑔𝑎𝑙ΔΩ , (4.24)
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Figura 26 – Amostragem dos parâmetros cosmológicos do conjunto de simulações: 100
cosmologias com neutrinos massivos e adicionalmente 1 sem massa. Os pon-
tos destacados em vermelho e verde representam respectivamente, o modelo
massivo (𝑀𝜈 = 0.1eV) e sem massa (𝑀𝜈 = 0.0eV), ambos com Ω𝑚 = 0.3
e 𝐴𝑠 = 2.1 × 109. É assumido um universo plano e os outros parâmetros
cosmológicos são fixos em ℎ = 0.7, 𝑛𝑠 = 0.97,Ω𝑏 = 0.046 e 𝑤 = −1.
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onde ΔΩ = 0.17 arcmin2 é o ângulo sólido do pixel e 𝜎𝜆 = 0.35 é o ruído da elipticidade
devido às variações do formato intrínseco das galáxias e de suas orientações aleatórias no
céu. Para cada realização, os mapas dos cinco redshifts estão correlacionados em sinal,
já que os raios de luz passam pela mesma estrutura em grande escala, mas não estão
correlacionados em ruído.

Após a adição de ruído, suavizamos os mapas aplicando uma janela Gaussiana da
forma

𝑊𝐺(𝜃) = 1
2𝜋𝜃2

𝐺

exp(− 𝜃2

2𝜃2
𝐺

), (4.25)

onde a escala de suavização 𝜃𝐺 é 1 arcmin e 𝜃 é a posição do pixel.

4.4 Análises

4.4.1 Medidas estatísticas

O espectro de potência e os três FMs são calculados para o total de 101 (cosmolo-
gias) × 5 (redshifts) × 10000 (realizações) mapas de convergência. O espectro de potência
𝐶𝜅
ℓ , é então, calculado em 25 bins logaritmicamente espaçados no intervalo 300 < ℓ < 5000.

Os três FMs são medidos sobre 50 bins uniformemente espaçados, entre 𝜈 = −6.0
e 𝜈 = 6.0, em unidades de desvio padrão do ruído, 𝜎𝑟𝑢í𝑑𝑜 =[0.034, 0.027, 0.030, 0.037,
0.048] para 𝑧𝐹=[0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5], respectivamente. Para o caso do único redshift em
𝑧𝐹 = 1.0 o desvio padrão é 𝜎𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒 = 0.0157.

Os valores dos FMs nos extremos (isto é, nas caudas da distribuição), embora
possam conter informações adicionais, são muito ruidosas para serem modeladas com
precisão dentro da limitação computacional. Portanto, em nossas análises, descartamos os
primeiros e últimos bins da distribuição. Especificamente, removemos as caixas extremas
com valor absoluto menor que 5% do valor máximo total do FMs. Para 𝑉0, convertemos
a distribuição em função de probabilidade antes de aplicar este critério.

4.4.2 Emulador

Para modelar cada uma das estatísticas em um ponto arbitrário no espaço de
parâmetros, construímos um emulador baseado na interpolação dos FMs e do EP dos
mapas com ruído para todas as cosmologias (Figura 26). Para tal, utilizamos o algoritmo
de Processos Gaussianos (PG) implementado pelo pacote scikit-learn7.

O método de PG é uma técnica para interpolar funções em uma grade irregular,
minimizando artefatos relacionado ao agrupamento de pontos da amostra no espaço pa-
7 http://scikit-learn.org

http://scikit-learn.org
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ramétrico. PG utiliza não apenas o valor da média das simulações em cada ponto, mas
também o desvio padrão calculado sobre as 10000 realizações.

Nós testamos a validade e a precisão da interpolação da seguinte maneira: Primei-
ramente, escolhemos uma das cosmologias para ser o ponto de teste, 𝑝0, e utilizamos as
100 cosmologias restantes para construir o emulador. Neste caso, escolhemos o modelo
fiducial massivo 𝑝0 = [𝑀𝜈 , Ω𝑚, 𝐴𝑠]= [0.1, 0.3, 2.1 × 109] como o ponto de teste. Para cada
uma das estatísticas, comparamos o resultado do emulador no ponto paramétrico do mo-
delo de teste com o seu valor atual. Os quatro gráficos da figura 27 mostram a comparação
do emulador em 𝑝0 (pontos azuis) com o valor real (linha sólida preta) do conjunto de 𝑉0

(gráfico superior esquerdo), 𝑉1 (gráfico superior direito), 𝑉2 (gráfico inferior esquerdo) e
𝐶𝜅
ℓ (gráfico inferior direito). A diferença entre o emulador em 𝑝0 e o seu correspondente

valor real, dividido pelo desvio padrão das 10000 realizações do modelo fiducial é repre-
sentado pela linha vermelha nos gráficos inferiores, para cada uma das estatísticas. Tanto
para os funcionais de Minkowski quanto para o espectro de potência, o valor resultante do
PG é consistente ao valor real do modelo massivo, com desvios significamente menores que
o erro estatístico devido ao ruído. Este resultado também é obtido considerando outros
modelos de teste, isto é, se escolhermos outros valores de 𝑝0.

4.4.3 Matriz de covariância

Utilizamos o conjunto independente de 𝑁𝑟 = 10000 realizações do modelo fiducial
de neutrino sem massa para calcular a matriz de covariância,

C𝑖𝑗 = 1
𝑁𝑟 − 1

𝑁𝑟∑︁
𝑛=1

(𝑑𝑛𝑖 − ⟨𝑑𝑖⟩)(𝑑𝑛𝑗 − ⟨𝑑𝑗⟩), (4.26)

onde 𝑑𝑛𝑖 denota o bin-𝑖 e a realização-𝑛 para o descritor estatístico 𝑑, no qual pode se tratar
do EP, um dos FMs, ou da combinação deles, no caso da análise conjunta. Enquanto os
mapas simulados possuem 12.25 graus2, o LSST irá cobrir cerca de 2 × 104 graus2 do
céu (LSST Science Collaboration, 2009). Para levar em consideração esta diferença de
cobertura do céu, nós multiplicamos a covariância pela razão 12.25/(2 × 104).

A figura 28 mostra os coeficientes de correlação da matriz de covariância dos três
FMs e do espectro de potência (nas figuras, denominado como “PS”), para os 5 redshifts,
para os mapas sem ruído (acima) e com ruído (abaixo),

𝜌𝑖𝑗 = C𝑖𝑗√︁
C𝑖𝑖C𝑗𝑗

, (4.27)

onde 𝑖 e 𝑗 indicam o número do bin. O número total de bins são diferentes para os mapas
com e sem ruído, devido ao critério de seleção dos FMs. No caso sem ruído (com ruído),
temos 70, 53, 53 e 125 (70, 120, 130 e 125) bins para 𝑉0, 𝑉1, 𝑉2 e EP, respectivamente.
Para cada bloco de cada estatística, há 5 sub-blocos representando os 5 bins de redshift.



92 Capítulo 4. Restrição da massa de neutrinos com os Funcionais de Minkowski de LGF

Figura 27 – Ilustramos como exemplo a precisão da interpolação para 𝑉0 (gráfico superior
esquerdo), 𝑉1 (gráfico superior direito), 𝑉2 (gráfico inferior esquerdo) e EP
(gráfico inferior direito). As curvas sólidas pretas mostram as quantidades
reais para a média do modelo fiducial massivo com parâmetros 𝑝0, enquanto os
pontos em azuis mostram a interpolação usando PG, baseada nas outras 100
cosmologias restantes. As linhas vermelhas nos gráficos inferiores, mostram
a diferença entre a média do modelo massivo e a interpolação, dividido pelo
desvio padrão das 10000 realizações.
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Figura 28 – Coeficientes de correlação da matriz de covariância total para os mapas sem
ruído (acima) e com ruído (abaixo) para os três FMs (𝑉0, 𝑉1, 𝑉2) e o espectro
de potência (denominado “PS” na figura). Para cada um dos 4 blocos de cada
estatística, há 5 sub-blocos representando os 5 bins de redshift. A covariância
cruzada (termos fora da diagonal principal) mostra correlações não-triviais,
as quais são incluídas na análise de verossimilhança. Fonte: (Marques et al.,
2019).
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Para o EP dos mapas sem ruído, a contribuição dos termos fora da diagonal prin-
cipal é maior para baixos redshifts e crescente com os multipolos ℓ. Tal comportamento
é significantemente reduzido ao incluir ruído. Entretanto, os FMs mostram componentes
fora da diagonal tanto para o caso sem, quanto o caso com ruído, indicando a existência de
correlações entre os bins e mostrando a importância em modelar a covariância completa
para os FMs e para a análise conjunta.

4.4.4 Estimativa dos parâmetros

De acordo com o teorema de Bayes, a posteriori de um conjunto de parâmetros
𝜃 = [Ω𝑚, 𝐴𝑠,𝑀𝜈 ] para um determinado dado x = [𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑖] , é calculado por

𝑃 (𝜃|x) = 𝑃 (𝜃)𝑃 (x|𝜃)
𝑃 (x) , (4.28)

onde 𝑃 (𝜃) é a priori, 𝑃 (x|𝜃) é a função de verossimilhança e 𝑃 (x) é a normalização.
Assumindo uma função de verossimilhança Gaussiana,

𝑃 (𝜃|x) ∝ exp
[︂
−1

2 (x𝑖 − 𝜇𝑖 (𝜃)) C−1
𝑖𝑗 (x𝑗 − 𝜇𝑗 (𝜃))

]︂
, (4.29)

onde 𝜇 é a predição para um conjunto de parâmetros 𝜃, dado pelo emulador. Assumimos
o “dado observado”, x, como sendo a média da estatística de interesse do modelo fiducial
massivo.

Embora a covariância calculada a partir das simulações (equação 4.26) não é envie-
sada, sua inversa pode ser enviesada devido ao número limitado de realizações. Corrigimos
a inversa da covariância de acordo com Hartlap, Simon & Schneider (2007),

C−1 = 𝑁𝑟 −𝑁𝑏 − 2
𝑁 − 1 C−1

* , (4.30)

onde 𝑁𝑏 é o número de bins, 𝑁𝑟=10000 é o número de realizações e 𝐶* é a covariância
calculada a partir das simulações. Adotamos que covariância é independente da cosmo-
logia, uma vez que 𝑑C/𝑑𝜃 é pequeno e assim, podemos assumir uma verossimilhança
Gaussiana (Carron, 2013).

Calculamos a posteriori utilizando o método de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) (Foreman-
Mackey et al., 2013). Para tal, usamos uma priori plana e assumimos 𝑀𝜈 com valores
maiores ou iguais a zero. Nossos resultados são estáveis sob diferentes tamanhos de cadeias
e considerando diferentes posições dos caminhantes.

4.5 Resultados

4.5.1 Assinatura dos neutrinos nos FMs

Com o intuito de entender o efeito dos neutrinos massivos na assinatura dos FMs
e consequentemente, na estrutura em grande escala, nós comparamos a média dos FMs
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do modelo massivo com a média do modelo sem massa, isto é, para 𝑀𝜈 = 0.1 eV e
𝑀𝜈 = 0.0 eV, mantendo todos os outros parâmetros cosmológicos fixos com mesmo valor,
em ambos os casos. A evolução da média de 𝑉0, 𝑉1 e 𝑉2 por redshift, bem como a diferença
relativa entre os modelos massivo e sem massa, são dispostos na figura 29. Também está
disposto o caso sem ruído (linha superior) e com ruído (linha inferior). Incluímos também
os erros (68% N.C.) adaptados ao LSST nas curvas sombreadas. Ilustrativamente, o efeito
dos neutrinos massivos podem ser vistos na figura 30, onde mostramos a região conexa de
um mapa de convergência com dois limites, 𝜅=0.03 (gráfico do meio) e 𝜅𝑡ℎ=−0.01 (gráfico
à direita), para os dois modelos fiduciais.

Focando no caso sem ruído, onde os efeitos físicos são mais transparentes, encon-
tramos que os neutrinos massivos suprimem os valores altos de 𝜅 em 𝑉0, que pode ser
associado com os halos de matéria escura mais massivos no universo. Tal característica
corrobora com a expectativa que os neutrinos massivos suprimem o crescimento das es-
truturas em grande escala. De maneira similar, para o modelo massivo em altos valores
de 𝜅, poucas regiões satisfazem o limiar, resultando em um menor valor do perímetro, 𝑉1,
em torno destas regiões. Além disto, um menor número de “ilhas” é encontrado, isto é,
um 𝑉2 reduzido. Para valores pequenos de 𝜅, observamos um comportamento mais com-
plicado (figura 30, gráfico direito) devido à natureza das regiões de sub-densidade. Ao
incluir ruído (figura 29, gráfico inferior), estas características permanecem, embora com
menor amplitude.

4.5.2 Predição Gaussiana

Como descrito na seção 4.2.2, podemos escrever analiticamente os FMs para CG.
Assim, podemos investigar se, de fato, os FMs capturam informações para além das pre-
ditas para CG. Para uma comparação direta, utilizamos o valor médio dos momentos
estatísticos 𝜎0 e 𝜎1, calculados para as 10000 realizações, para obter a predição Gaussi-
ana. Por simplicidade, consideramos o conjunto de mapas de 𝑧𝐹 = 1.

A figura 31 mostra, nos gráficos superiores, os FMs calculados diretamente das
simulações e a predição teórica para campos Gaussianos. A coluna à direita representa o
caso com ruído e à esquerda sem ruído. Nos gráficos centrais de cada gráfico, mostramos
as diferenças entre os FMs das simulações e da predição para CGs, para ambos os mode-
los fiduciais com e sem massa dos neutrinos. É possível ver que, todos os três FMs das
simulações diferem da predição Gaussiana, demonstrando que os FMs capturam de fato,
informações não-Gaussianas devido ao crescimento das estruturas. Além disso, investiga-
mos também sua sensibilidade à massa de neutrinos nos gráficos inferiores, comparando
𝑑𝑉 = 𝑉 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑖𝑣𝑜 − 𝑉 𝑠𝑒𝑚𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎 para os FMs dos campos reais e Gaussianos. Para quase toda
a faixa de valores de 𝜅 o valor de 𝑑𝑉 das simulações difere daqueles para campos Gaussia-
nos. Esses testes indicam que não apenas os FMs capturam informações não-Gaussianas,
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Figura 29 – Os três Funcionais de Minkowski, 𝑉0 (esquerda), 𝑉1 (centro) e 𝑉2 (direita)
em função dos valores de 𝜅, para o modelo massivo (gráficos superiores), bem
como as diferenças fracionais entre os modelos com e sem massa (gráficos
inferiores), para os 5 redshifts 𝑧𝐹=[0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5]. Na linha superior o
ruído não é incluído nas simulações, enquanto que a linha inferior considera-se
ruído. Os erros esperados para o LSST são mostrados nas curvas sombreadas.
Fonte: (Marques et al., 2019).
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Figura 30 – Esquerda: Mapa de convergência em 𝑧𝐹 = 1 para o modelo fiducial sem massa,
suavizado com uma janela Gaussiana de 1 minuto de arco. Centro: região
conexa para o caso sem massa (regiões sombreadas em laranja) para altos
limiares 𝜅 = 0.03. O correspondente para o modelo massivo (𝑀𝜈= 0.1 eV) é
representrado nas linhas pretas (por clareza, sem sombrear). Direita: similar
ao gráfico do centro, porém, para baixos limiares 𝜅 = −0.01. Fonte: (Marques
et al., 2019).

mas também que sua sensibilidade aos parâmetros cosmológicos é diferente ao caso Gaus-
siano. Portanto, esperamos que os FMs revelem informações adicionais em comparação
com as estatísticas de segunda ordem.

4.5.3 Tomografia

A tomografia, isto é, dividir as amostras de galáxias em vários bins de redshift, tem
sido empregada com o propósito de compreender a história de crescimento das estrutu-
ras (Giannantonio et al., 2016; Cai & Bernstein, 2012; Li et al., 2018; Liu & Madhavacheril,
2018; Hu, 1999; Hannestad, Tu & Wong, 2006; Petri, May & Haiman, 2016; Hu, 2002;
Mancini et al., 2018).

Com intuito de estudar a capacidade de restrição para a massa dos neutrinos
através da tomografia dos FMs e do EP, consideramos a combinação dos 5 bins de redshift
(sendo a configuração adotada também em nossas análises finais) em comparação ao
conjunto de único redshift em 𝑧𝐹 = 1, com densidade de galáxias equivalente à soma dos
5 bins de redshift. Denotamos o conjunto de único redshift como “1𝑧”, enquanto que a
análise tomográfica sendo “5𝑧”.

A figura 32 mostra os contornos de confiança 95% para “1𝑧” e“5𝑧”, para os três
FMs e o EP (denotado como “PS” nas figuras). Para todos os descritores estatísticos, a
tomografia beneficia na redução dos contornos de confiança, para todos os parâmetros
cosmológicos analisados. Listamos na tabela 1 a razão entre erros marginalizados (95%)
de “1𝑧” e “5𝑧”. Enquanto que a tomografia do EP é particularmente importante para uma
melhor restrição de Ω𝑚, os FMs melhoram significativamente a restrição de 𝑀𝜈 , em pelo
menos um fator de 2.
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Figura 31 – Caso sem adição de ruído (coluna à esquerda) e com ruído (coluna à direita)
dos FMs (de cima para baixo): 𝑉0, 𝑉1, 𝑉2 dos modelos massivo (linha sólida)
e não massivo (linha tracejada), em comparação com a predição teórica para
CG. Assume-se as galáxias fontes em 𝑧𝐹 = 1.0 e todos os mapas são suaviza-
dos com uma janela Gaussiana de 1 minuto de arco. Nos gráficos centrais de
cada sub-figura, mostramos a diferença fracional entre os FMs das simulações
e de CG, indicando que os FMs capturam as informações não-Gaussianas. Nos
gráficos inferiores de cada sub-figura, mostramos a diferença da sensibilidade
dos parâmetros, (𝑑𝑉 𝑠𝑖𝑚 − 𝑑𝑉 𝐶𝐺)/𝑑𝑉 𝑠𝑖𝑚

𝑚𝑎𝑥, onde 𝑑𝑉 = 𝑉 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑖𝑣𝑜 − 𝑉 𝑠𝑒𝑚𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎.
Fonte: (Marques et al., 2019).
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Figura 32 – Restrição de 95% NC para os três FMs e para o EP (denotado como “PS”), a
partir da análise de um único bin de redshift (“1𝑧”) e da análise tomográfica
(“5𝑧”). Ambas análises consideram a mesma densidade total de galáxias.
Enquanto a tomografia beneficia o EP principalmente na restrição de Ω𝑚,
a tomografia dos FMs beneficia principalmente a restrição de 𝑀𝜈 . Fonte:
(Marques et al., 2019)
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Figura 32 – Continuação.
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𝜎1𝑧
𝑝 /𝜎

5𝑧
𝑝

𝑝 𝑀𝜈 Ω𝑚 𝐴𝑠
𝑉0 2.55 2.07 2.09
𝑉1 2.50 1.63 2.21
𝑉2 2.02 1.46 1.79
EP 1.23 2.16 1.65

Tabela 1 – Melhorias na restrição dos três parâmetros cosmológicos a partir da tomogra-
fia, para os três FMs e o EP, representado como a razão dos erros marginaliza-
dos (95%) do conjunto com um único bin de redshift (“1𝑧”) e da combinação
dos 5 bins de redshift (“5𝑧”).

𝜎𝐸𝑃𝑝 /𝜎𝑝
𝑝 𝑀𝜈 Ω𝑚 𝐴𝑠
𝑉0 1.67 1.30 2.83
𝑉1 2.46 1.49 3.95
𝑉2 2.79 1.58 3.57

FMs 4.82 2.01 5.59
FMs+EP 4.87 2.06 5.76

Tabela 2 – Razão dos erros marginalizados (95%) do EP (𝜎𝐸𝑃 ) por cada um dos descrito-
res 𝜎𝑝 de interesse. Assumimos ruído e a distribuição da densidade de galáxias
para um levantamento do tipo do LSST e a combinação de 5 bins de redshift
𝑧𝐹 = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5.

4.5.4 Análise conjunta

Finalmente, inspecionamos as restrições sobre [𝑀𝜈 , Ω𝑚, 𝐴𝑠] com 𝑉0, 𝑉1, 𝑉2 e o
EP, bem como a combinação dos três FMs e também a combinação dos três funcionais e
do espectro de potência. Para tal, adotamos a análise combinada dos 5 bins de redshifts,
uma vez que para todos os casos, a tomografia auxilia nas restrições paramétricas. Os
contornos de confiança, 95%, destes descritores são mostrados na figura 33.

Em todos os planos 2D, [Ω𝑚, 𝑀𝜈 ], [𝐴𝑠, 𝑀𝜈 ] e [𝐴𝑠, Ω𝑚], os FMs individualmente
desempenham melhores restrições que o EP. Além disto, a degenerescência entre os parâ-
metros de cada um dos FMs é diferente da revelada para o EP. Este resultado pode ser
vinculado às informações de altas ordens contidas nos FMs. A combinação dos três FMs
melhora ainda mais as restrições, especialmente para a massa de neutrinos. Adicionar o
EP aos três FMs (“PS+MFs” na figura), não traz uma melhoria significativa em compara-
ção aos FMs combinados (“MFs” na figura), mostrando que eles já contêm a maior parte
das informações capturadas pela estatística de dois pontos. A tabela 2 mostra a melhoria
para cada um dos descritores estatísticos, através da razão dos erros marginalizados, 95%,
do EP pelo erro do descritor de interesse.

A combinação dos três FMs restringe a massa dos neutrinos em cerca de ∼ 5 vezes
mais que o EP sozinho. Individualmente, a ordem de sensibilidade dos FMs é 𝑉2 & 𝑉1 > 𝑉0,
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Figura 33 – Contornos de confiança (95%) para o EP (cinza), os três FMs 𝑉0 (verde),
𝑉1 (lilás) e 𝑉2 (azul), os três FMs combinados (vermelho) e o EP combinado
aos FMs (laranja). Assumimos nos mapas de convergência as propriedades
esperadas para o levantamento LSST, bem como a análise tomográfica dos
5 bins de redshift 𝑧𝐹 = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5. Foi utilizado para cada uma
das estimativas as respectivas matrizes de covariância completas. Os valores
fiduciais são mostradas pelas linhas em cinza.

similiar ao encontrado por outros trabalhos (Ducout et al., 2012; Kratochvil et al., 2012;
Novaes et al., 2016; Novaes et al., 2018). Isso ocorre porque tanto o perímetro quanto o
genus são sensíveis não apenas à distribuição geral de sub/superdensidade, como fornecida
pela área, mas também às informações espaciais.

Nossos resultados mostram que FMs podem potencialmente se tornar uma fer-
ramenta poderosa para restringir a massa de neutrinos e outros parâmetros em futuros
levantamentos de LGF.

4.6 Conclusões

Neste capítulo, abordamos o efeito dos neutrinos massivos em mapas de LGF
através dos FMs, que são ferramentas morfológicas capazes de capturar informações es-
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tatísticas para além das fornecidas pela estatística de dois pontos. Realizamos a previsão
das restrições da soma da massa dos neutrinos (𝑀𝜈), densidade de matéria (Ω𝑚) e ampli-
tude do espectro de potência primordial (𝐴𝑠), obtidos pelos FMs em comparação com as
restrições via EP. Para tal, utilizamos as simulações MassiveNuS, com 5 bins de redshifts
das fontes e assumimos a distribuição de galáxias e propriedades do ruído baseado no
levantamento do LSST. Exploramos também a capacidade de melhoria das restrições a
partir da análise tomográfica, ou seja, a combinação dos 5 bins de redshift. Realizamos
as restrições dos parâmetros a partir dos três FMs individualmente, sua combinação bem
como a análise conjunta do EP com os três FMs. Nossas principais conclusões são:

∙ Os três FMs são sensíveis à existência e aos valores da massa dos neutrinos. A assi-
natura deixada pelos neutrinos nos mapas de convergência é capturada pelos FMs
(figura 29), e diferente das predições esperadas em campos Gaussianos (figura 31).
Portanto, os FMs capturam informações não-Gaussianas, para além do espectro de
potência.

∙ A análise tomográfica, ou seja, utilizar os dados em vários bins de redshift, é uma
técnica poderosa para restringir 𝑀𝜈 , pois os neutrinos têm uma história evolutiva
distinta em comparação a outros parâmetros cosmológicos. Com relação à análise
tomográfica, encontramos que para todos os três FMs as restrições de 𝑀𝜈 (95%) são
beneficiadas, em pelo menos o dobro, comparado ao uso de um único bin de redshift.
A tomografia para o EP é eficiente principalmente para restringir Ω𝑚 (figura 32).

∙ Cada funcional de Minkowski, individualmente, supera o espectro de potência na
restrição de [𝑀𝜈 , Ω𝑚, 𝐴𝑠]. A perfomance dos FMs é: 𝑉2 & 𝑉1 > 𝑉0. Ao combinar
os três FMs como um único descritor estatístico, os erros marginalizados para 𝑀𝜈

melhoram, por um fator de 4.82, em comparação com a do EP sozinho (figura 33).
A análise conjunta dos FMs com o EP retorna restrições semelhantes aos obtidos
pelos três FMs combinados.

No futuro próximo, esperamos que as restrições mais robustas para 𝑀𝜈 provenham
da combinação de dados de LGF com outros observáveis cosmológicos, incluindo dados de
galáxias, temperatura e polarização da RCF, lenteamento da RCF, Oscilações Acústicas
Bariônicas e Lyman alpha forest. Mishra-Sharma, Alonso & Dunkley (2018) utilizando
matriz de Fisher, encontraram que a restrição de 𝑀𝜈 a partir da combinação dos dados
da RCF do Planck e LGF do LSST é de cerca de 𝜎(𝑀𝜈) = 0.041eV. Esta restrição é
melhorada mais ainda ao adicionar outros dados: 𝜎(𝑀𝜈) = 0.032eV (+ galáxias do LSST)
e 𝜎(𝑀𝜈) = 0.023eV (+ galáxias do LSST+ CMB-S4). Esta previsão inclui apenas o espectro
de potência de LGF do LSST e esperamos que elas sejam ainda mais restritas se forem
adicionados os FMs dos mapas de LGF. Para estudar os FMs de LGF em conjunto
com outros observáveis, é necessário implementar um novo conjunto de simulações que
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implementem os modelos da distribuição dos halos e, portanto, deixamos para futuras
investigações.

Em suma, os FMs nos permitem acessar informações adicionais que estão limita-
das nas análises tradicionais da estatística de dois pontos, sendo então, uma ferramenta
promissora para restringir a soma da massa de neutrinos para os próximos levantamentos
cosmológicos. Em nosso trabalho, no entanto, consideramos apenas os erros da elipti-
cidade das galáxias. Para obter uma previsão realística dos FMs, é necessário abordar
também o impacto de outros sistemáticos, por exemplo da física bariônica, os erros as-
sociado ao redshift fotométrico, o bias multiplicativo das galáxias, entre outros. Embora
seja irrealista supor que as FMs sejam imunes a esses sistemáticos, esperamos que tais
efeitos tenham impacto sobre FMs de maneira diferente do EP. Desta forma, combinar
estas duas estatísticas pode trazer a possibilidade de modelar conjuntamente a cosmologia
e a astrofísica de diferentes processos. Outras questões a serem consideradas incluem a
degenerescência da massa de neutrinos com outros parâmetros cosmológicos, a interação
da matéria escura e modelos de energia escura dependente do tempo. Estes estão além do
escopo do nosso trabalho, mas são pontos necessários a serem tomados futuramente.
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5 Teste do crescimento linear das estruturas
através da tomografia de LGF da RCF e da
aglomeração de galáxias

Apresentamos neste capítulo, uma análise da restrição do fator de crescimento
linear das estruturas, em função do redshift. Para tal, realizamos a análise tomográfica
do mapa de convergência do Planck, 𝜅, por meio da correlação cruzada com os mapas
de flutuações de densidade de galáxias, 𝛿𝑔, construídos com o catálogo fotométrico pro-
veniente da combinação dos dados do SCUSS, SDSS e WISE. Consideramos o catálogo
de galáxias em seis bins de redshift, abrangendo o intervalo de 0.1 < 𝑧 < 0.7. Através
do espectro de potência cruzado e do espectro de potência dos mapas de 𝛿𝑔, obtivemos
com alta significância estatística, o bias das galáxias e a amplitude da correlação, para
cada um dos bins de redshift, bem como para a amostra completa de galáxias. Encontra-
mos que os valores do bias, resultante da auto-correlação, e a amplitude de correlação,
resultante da correlação-cruzada, encontram-se em concordância. Finalmente, utilizando
o estimador independente do bias das galáxias, 𝐷̂𝐺, introduzido por Giannantonio et al.
(2016), determinamos o fator de crescimento linear para os seis bins de redshift. Nossa
análise revela uma amplitude do crescimento das estruturas, em comparação à cosmologia
estabelecida pelo Planck, de 𝐴𝐷 = 1.02±0.14, altamente consistente, portanto, com o es-
perado pelo modelo fiducial. Realizamos verificações de consistência dos nossos resultados
contra possíveis efeitos sistemáticos.

5.1 Introdução

O progresso na sensibilidade dos levantamentos astronômicos dedicados ao estudo
da estrutura em larga escala, vem fornecendo informações valiosas sobre as propriedades
do Universo em diversas escalas e redshifts. Por outro lado, as anisotropias da RCF nos
permitem testar o Universo primitivo, por ser um observável proveniente da última super-
fície de espalhamento. No entanto, antes de chegar até nós, os fótons RCF são afetados
pelas inomogeneidades ao longo da linha-de-visada, produzindo uma gama de efeitos (Sa-
chs & Wolfe, 1967; Sunyaev & Zeldovich, 1980; Rees & Sciama, 1968). Um destes efeitos
secundários, é a deflexão gravitacional dos fótons da RCF.

O efeito de LGF da RCF tem sido investigado por vários métodos e experimen-
tos (Hirata et al., 2004; Smith, Zahn & Dore, 2007b; Das et al., 2011; Van Engelen et
al., 2012; Das et al., 2014a). Como descrito anteriormente, através das observações do
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satélite Planck, foi possível não apenas detectar o efeito de LGF com alta significância,
mas também realizar a reconstrução robusta do mapa de potencial de lentes com ampla
cobertura do céu (Planck Collaboration et al., 2016; Planck Collaboration et al., 2014).
Tal mapa contém informações exclusivas da estrutura em grande escala, uma vez que está
relacionado com a integral ao longo da linha da distribuição de matéria do Universo.

A correlação cruzada do mapa de LGF da RCF com outros traçadores de matéria,
podem fornecer informações astrofísicas e cosmológicas (Das, Errard & Spergel, 2013; Liu
& Hill, 2015). Em particular, através do estudo de lentes da RCF combinadas com as
informações de levantamentos de galáxia com redshifts conhecidos, podemos estimar o
crescimento linear das estruturas, como uma função do redshift. A evolução temporal do
crescimento pode ser utilizada para distinguir uma variedade de modelos de aceleração
cósmica (Reyes et al., 2010; Pullen, Alam & Ho, 2015).

O objetivo principal do presente trabalho é restringir a função de crescimento
linear 𝐷(𝑧). Uma das maneiras propostas para aferir tal quantidade pode ser realizada
através do estimador 𝐸𝐺, introduzido por (Zhang et al., 2007),

𝐸𝐺 ∝ 𝐶𝜅𝑔
ℓ

𝐶𝜃𝑔
ℓ

= 𝐶𝜅𝑔
ℓ

𝛽𝐶𝑔𝑔
ℓ

, (5.1)

onde 𝐶𝜅𝑔
ℓ é o espectro de potência cruzado entre a convergência e o contraste de densidade

de galáxias e 𝐶𝑔𝑔
ℓ é o espectro de potência do contraste de densidade de galáxias. O

parâmetro 𝜃 representa as perturbações de velocidade linear, dada por 𝜃 = 𝑓𝛿, onde
𝑓 ≡ 𝑑ln𝐷/𝑑ln𝑎 é a taxa de crescimento linear e 𝛽 = 𝑓/𝑏 é um observável proveniente das
distorções do espaço de redshifts (RSD)1. Por estar relacionado com a dinâmica relativa
das partículas massivas e relativísticas, o estimador 𝐸𝐺 atua como um teste de consistência
de teorias de gravitação (Reyes et al., 2010). Porém, 𝐸𝐺 só pode ser medido com precisão
com dados de levantamentos espectroscópicos.

Embora os levantamentos espectroscópicos sejam extremamente precisos para ma-
pear a matéria no espaço 3𝐷, eles são mais custosos em termos de tempo e recursos,
comparado com levantamentos fotométricos. Uma maneira alternativa de estimar o fa-
tor de crescimento linear para levantamentos fotométricos, é através da estatística 𝐷̂𝐺,
introduzida por Giannantonio et al. (2016). Tal estimador, para escalas lineares, é relati-
vamente independente do bias das galáxias e também utiliza a combinação das estimativas
de 𝐶𝜅𝑔

ℓ e 𝐶𝑔𝑔
ℓ .

Neste trabalho, consideramos a estatística 𝐷̂𝐺 aplicada ao mapa de convergência
da RCF do Planck e ao catálogo fotométrico de galáxias (Gao et al., 2018). Tal catálogo
é baseado na combinação do imageamento em vários filtros do South Galactic Cap u-
band Sky Survey (SCUSS), Sloan Digital Sky Survey (SDSS) e Wide-field Infrared Survey
1 do inglês, Redshift Space Distortions.
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Explorer (WISE). Realizamos uma análise tomográfica, separando o intervalo 0.1 < 𝑧 <

0.7 em seis bins de redshift e, assim, permitindo mapear a evolução do valor de 𝐷𝐺.
Como complemento, a partir das estimativas da auto-correlação e da correlação-cruzada,
restringimos o bias linear das galáxias e a ampitude da correlação cruzada.

Previamente, foram realizadas análises com o estimador 𝐷̂𝐺 para 𝑧 ∼ 0.08 com
dados do 2MASS photometric Redshift catalog (2MASS) (Bianchini & Reichardt, 2018),
dados do Dark Energy Survey (DES) Science Verification galaxies e para os resultados
das observações de 1 ano do DES, em um intervalo mais amplo de redshift, 0.2 < 𝑧 < 1.2
e 0.15 < 𝑧 < 0.9, respectivamente. Neste sentido, a presente análise é complementar, uma
vez que além de considerar tomograficamente outra faixa de redshift, 0.1 < 𝑧 < 0.7, utiliza
de outro catálogo de galáxias e, portanto, cobre uma região diferente do céu, com uma
densidade de galáxias distinta e é suceptível a outros sistemáticos.

Este capítulo é estruturado da seguinte maneira: primeiramente, introduzimos o
formalismo na seção 5.2 e descrevemos em seguida, os dados utilizados em nossas análises
em 5.3. A metodologia é descrita na seção 5.4. Apresentamos os resultados na seção 5.5 e
resumimos os principais pontos na seção 5.6.

5.2 Formalismo
No Universo primordial e em grandes escalas espaciais, as flutuações na densi-

dade de matéria são pequenas (𝛿 ≪ 1), de forma que elas evoluem linearmente com o
tempo em um processo conhecido como crescimento linear (Peacock, 1999). A evolução
do crescimento das flutuações de matéria pode ser obtido através da solução da equação

𝛿 + 2𝐻𝛿̇ − 4𝜋𝐺𝜌𝑀𝛿 = 0, (5.2)

onde 𝐻 é o parâmetro de Hubble-Lemaître, os pontos representam derivadas com respeito
ao tempo e 𝜌𝑀 é a média, calculada sob todo o espaço, da densidade de matéria. As
soluções para esta equação diferencial de segunda ordem governam a evolução temporal
da estrutura no regime linear. Dadas as dependências de 𝐻(𝑡) e 𝜌𝑀(𝑡), as soluções exatas
em um tempo específico, são dependentes das densidades dos diferentes constituintes de
massa e da taxa de expansão do Universo. Se a RG for substituída por outra teoria de
gravitação ou se a forma como as componentes de densidade evoluem for modificada,
a equação 5.2 também sofrerá alterações, sendo necessário então, redefinir a evolução
do crescimento. Fisicamente, o último termo corresponde ao efeito gravitacional, o qual
expressa como a gravidade promove o crescimento das perturbações. O termo do meio
codifica como a expansão suprime o crescimento das perturbações, também chamado de
“Hubble drag”.

Podemos definir a função de crescimento linear, 𝐷, em termos do fator de escala,
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𝑎, via
𝛿(𝑎) = 𝐷(𝑎)𝛿(𝑎 = 1), (5.3)

onde 𝑑ln𝑎 = 𝐻𝑑𝑡 e 𝑎 = 0 (𝑎 = 1) corresponde ao Big Bang (hoje). Equivalentemente, a
expressão acima pode ser reescrita em termos do redshift 𝑧, uma vez que 1 + 𝑧 = 1/𝑎.
O gráfico esquerdo da figura 34 ilustra a função de crescimento linear em função de 𝑎,
para o modelo ΛCDM e o modelo Einstein-de Sitter, enquanto que a figura à direita,
mostra fotogramas de simulações de N-corpos para os dois modelos. Devido ao efeito
da energia escura no modelo ΛCDM, o crescimento das perturbações é amortecido pela
expansão. Para o modelo Einstein-de Sitter, em que é dominado puramente por matéria, o
crescimento das estruturas é beneficado. Para um contraste de densidade atual similar para
ambos modelos, as diferentes histórias de aglomeração implicam em diferentes amplitudes
das perturbações no passado.

Figura 34 – Crescimento linear das estruturas em grandes escalas. Gráfico à esquerda:
Função de crescimento linear, 𝐷(𝑎), para o modelo ΛCDM (curva em azul) e
modelo Einstein-de Sitter (curva em preto). Ambas curvas encontram-se nor-
malizadas pelo seu valor atual, 𝐷(𝑎 = 1) = 1. Figura à direita: Fotogramas
das simulações númericas (N-corpos) Virgo consortium (Jenkins et al., 1998),
mostrando que uma quantidade de aglomeração atual aproximadamente si-
milar para ambos modelos, implica em grandes diferenças no passado. Desta
forma, medidas precisas da aglomeração, em função da escala espacial e do
tempo, é fundamental para restringir o modelo cosmológico. Fonte:(Huterer
et al., 2015).

5.2.1 Estimador do fator de crescimento

A ideia básica por trás da combinação de medidas de lentes da RCF e de aglome-
ração de galáxias, é que os dois observáveis respondem ao campo de matéria escura de
maneiras complementares: enquanto as medidas de LGF são sensíveis à distribuição de
matéria integrada ao longo de toda linha-de-visada, os levantamentos de galáxias fornecem
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uma amostragem parcial do campo de matéria escura. Bem como descrito no capítulo 2,
na seção 2.3, a convergência 𝜅 pode ser escrita como a projeção ao longo da linha-de-visada
do contraste de densidade de matéria 𝛿. O contraste de densidade de galáxias 𝛿𝑔 de um
determinado levantamento de dados também pode ser relacionado de maneira análoga,
de forma que

𝑋(n̂) =
∫︁ ∞

0
𝑑𝑧𝑊𝑋(𝑧)𝛿(𝜒(𝑧)n̂, 𝑧), (5.4)

em que 𝑋 = {𝜅, 𝑔} e 𝑔(n̂) é o contraste de densidade em uma dada direção n̂ do céu. A
função 𝑊𝑋(𝑧) codifica, a resposta de cada observável à distribuição de matéria escura,
tal que

𝑊 𝑔(𝑧) = 𝑏(𝑧)𝑑𝑛
𝑑𝑧
, (5.5)

em que 𝑏(𝑧) é o bias das galáxias e 𝑑𝑛/𝑑𝑧 é a distribuição de redshift normalizada da
amostra de galáxia. Aqui, assumimos um bias linear, local e determinístico para relacionar
as flutuações de densidade das galáxias, 𝛿𝑔, com as flutuações de densidade da matéria, 𝛿
(Fry & Gaztanaga, 1993). A função 𝑊 𝜅(𝑧) para a convergência da RCF é definida por

𝑊 𝜅(𝑧) = 3Ω𝑚

2𝑐
𝐻2

0
𝐻(𝑧)(1 + 𝑧)𝜒(𝑧)𝜒

* − 𝜒(𝑧)
𝜒* , (5.6)

em que 𝐻(𝑧) é o parâmetro de Hubble-Lemaître em determinado redshift 𝑧, 𝜒(𝑧) e 𝜒* são
as distâncias comóveis a um redshift 𝑧 e na última superfície de espalhamento, respecti-
vamente.

Utilizando a aproximação de Limber (Limber, 1953), a estatística de dois-pontos
no espaço harmônico para as correlações de galáxia-galáxia e galáxia-lentes da RCF são
dadas, respectivamente, por

𝐶𝑔𝑔
ℓ =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑧

𝑐

𝐻(𝑧)
𝜒2(𝑧) [𝑊 𝑔(𝑧)]2𝑃𝛿

(︃
𝑘 = ℓ

𝜒(𝑧) , 𝑧
)︃

;

𝐶𝜅𝑔
ℓ =

∫︁ ∞

0

𝑑𝑧

𝑐

𝐻(𝑧)
𝜒2(𝑧)𝑊

𝜅(𝑧)𝑊 𝑔(𝑧)𝑃𝛿
(︃
𝑘 = ℓ

𝜒(𝑧) , 𝑧
)︃
,

(5.7)

onde 𝑃𝛿(𝑘, 𝑧) é o espectro de potência da matéria. A aproximação de Limber é bastante
precisa para ℓ não tão pequenos, isto é, ℓ > 10 (Limber, 1953), que é o regime considerado
no presente trabalho.

De acordo com a relação 5.3, é possível reescrever as equações 5.7 em termos da
função de crescimento linear 𝐷(𝑧), uma vez que 𝑃𝛿(𝑘, 𝑧) = 𝑃𝛿(𝑘, 0)𝐷2(𝑧). Assim sendo,

𝐶𝑔𝑔
ℓ ∝ 𝑏2(𝑧)𝐷2(𝑧),

𝐶𝑘𝑔
ℓ ∝ 𝑏(𝑧)𝐷2(𝑧),

(5.8)

em que a função 𝐷 é normalizada 𝐷(𝑧 = 0) = 1. Combinando apropriadamente as duas
quantidades da equação 5.8, é possível eliminar a dependência do bias e assim, romper a
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degenerescência entre o bias e o crescimento linear (Gaztañaga et al., 2012; Giannantonio
et al., 2016). Assim, nós introduzimos o estimador

𝐷̂𝐺 ≡
⟨
𝐶𝜅𝑔
ℓ

/𝐶
𝜅𝑔
ℓ

⎯⎸⎸⎷ /𝐶
𝑔𝑔
ℓ

𝐶𝑔𝑔
ℓ

⟩
ℓ

. (5.9)

Na equação acima, o estimador 𝐷̂𝐺 depende apenas das quantidades observadas,
denotadas pelo acento circunflexo, 𝐶𝑔𝑔

ℓ , 𝐶
𝜅𝑔
ℓ e teóricas, denotados por /𝐶

𝑔𝑔
ℓ and /𝐶

𝜅𝑔
ℓ , as

quais são calculadas a partir da equação 5.7 para z=0 e portanto, a dependência com a
função de crescimento é removida. O estimador é calculado diretamente no espaço harmô-
nico pela média sobre os multipolos ℓ. Entretando, é necessário levar em consideração os
multipolos considerados e os erros associados à auto-correlação, Δ𝐶𝑔𝑔

ℓ , e à correlação cru-
zada, Δ𝐶𝜅𝑔

ℓ , como discutido na seção 5.4. Para tal, utilizamos a média ponderada proposta
por Giannantonio et al. (2016), que utiliza as incertezas para estimar apropriadamente o
𝐷̂𝐺. Os detalhes sobre o esquema de ponderação podem ser encontrados no apêndice B.

Para obter as previsões teóricas para evolucão não-linear do espectro de potên-
cia da matéria, utilizamos o Halofit (Smith et al., 2003), gerado utilizando o código
CAMB2 (Lewis & Challinor, 2011). Ao longo deste trabalho, utilizamos a cosmologia dos
resultados do Planck 2015 (Ade et al., 2016c) como modelo fiducial, descrito pela combina-
ção dos dados de TT,TE,EE+lowP+lensing+ext com os parâmetros {Ω𝑏ℎ

2,Ω𝑐ℎ
2,Ω𝑚, 𝜏, 𝑛𝑠, 𝐴𝑠, ℎ}

= {0.0223, 0.118, 0.308, 0.066, 0.966, 2.1 × 10−9, 0.677}.

5.3 Dados
No presente estudo, utilizamos os dados fotométricos (Gao et al., 2018), baseado

no imageamento de três levantamentos de dados independentes: o South Galactic Cap u-
band Sky Survey (SCUSS; (Zhou et al., 2016)), o Sloan Digital Sky Survey (SDSS; (York
et al., 2000)) e Wide-field Infrared Survey Explorer (WISE; (Wright et al., 2010)).

O SCUSS é um levantamento na banda-u (354𝑛𝑚), realizado através do telescópio
Bok de 2.3m, localizado no Observatório Nacional de Kitt Peak, EUA. Os dados foram
disponibilizados em dezembro de 2015, onde os catálogos cobrem uma área de aproxima-
damente 4000 graus quadrados e se sobrepõem em cerca de 75% da área coberta pelo
SDSS (Zou et al., 2016). As informações detalhadas sobre o SCUSS e sobre a redução dos
dados podem ser encontrados em (Zou et al., 2016) and (Zou et al., 2015).

O SDSS é um levantamento com diversos filtros ópticos e espectrógrafos abran-
gendo uma área de cerca de 14000 graus quadrados. O SDSS usa uma câmera de campo
amplo, composta por 30 CCDs de 2048 × 2048 pixels. O levantamento realizou o ima-
geamento em 5 bandas, 𝑢, 𝑔, 𝑟, 𝑖, 𝑧, com limite de magnitude com 95% de completeza
2 https://camb.info/

https://camb.info/
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22.0, 22.2, 22.2, 21.3 e 20.5 mag, respectivamente. Os dados foram disponibilizados pu-
blicamente em uma série de lançamentos anuais. Especificamente, para obter o catálogo
fotométrico final utilizado neste trabalho (Gao et al., 2018), é considerado os dados do
Data Release 10 (DR10) (Ahn et al., 2014).

O WISE é um telescópio espacial que mapeou aproximadamente todo o céu com
detectores no infravermelho em 3.4, 4.6, 12 e 22 𝜇m, conhecidos como W1, W2,W3 e
W4, respectivamente. Em outubro de 2010 seu refrigeramento de hidrogênio se esgotou
e sua missão foi continuada através do NEOWISE, utilizando as bandas W1 e W2. A
fim de combinar apropriadamente os catálogos oficiais do WISE com os dados do SDSS,
foi considerada uma técnica para medir as magnitudes dos objetos do SDSS nos novos
conjuntos de imagens do WISE, chamada de “fotometria forçada”. Como resultado, é
fornecido um catálogo com mais de 400 milhões de fontes extragalácticas.

O catálogo que utilizamos foi construído combinando os dados de 7 bandas foto-
métricas, que vão do ultravioleta próximo ao infravermelho próximo. Para tal, é usado
um algoritmo de regressão linear (Beck et al., 2016), no qual adota-se um conjunto de
treinamento composto majoritariamente por dados espectroscópicos do SDSS DR13, além
de outros levantamentos. As magnitudes do modelo utilizam os parâmetros da banda 𝑟

do SDSS e é considerada a separação estrela/galáxia do SDSS para caracterizar o tipo
de fonte do catálogo. O catálogo total contém ∼ 23.1 milhões de galáxias 3 com cerca
de ∼ 99% das fontes dentro do intervalo de redshift 𝑧 ≤ 0.9 (Gao et al., 2018). A com-
binação de dados em diversos filtros permite estimar os redshifts fotométricos (photo-z)
das fontes de maneira mais precisa e menos enviesada que os redshifts fotométricos do
SDSS, com média do viés normalizado do photo-z Δ𝑧𝑛𝑜𝑟𝑚 = 2.28 × 10−4 e desvio padrão
de 𝜎𝑧 = 0.019.

A fim de realizar uma análise tomográfica, dividimos o catálogo total em 6 fatias
de redshift, entre 𝑧 = 0.1 e 𝑧 = 0.7. Não consideramos os bins com redshifts extremos,
onde os erros do photo-z se tornam maiores e as densidades de galáxias são pequenas.
A partir da posição das fontes, criamos uma máscara da região abrangida pelo catálogo,
para cada uma dos bins de redshift, considerando o esquema de pixelização HEALPix, com
um parâmetro de resolução 𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 512. Subsequentemente, construímos com a mesma
resolução, um mapa do contraste de densidade 𝛿𝑔, usando 𝛿𝑔(𝑥⃗) = 𝑛𝑔(𝑥⃗)−𝑛̄

𝑛̄
, onde 𝑛𝑔 é

o número de galáxias observadas em um determinado pixel e 𝑛̄ é o número médio de
objetos por pixel na área não-mascarada do céu. A figura 35 mostra o mapa de contraste
de densidade nos 6 bins tomográficos, onde a área cinza indica as regiões mascaradas. No
entanto, descartamos para análise as faixas localizadas nas longitudes 210∘ < 𝑙 < 330∘,
onde 𝑙 é a longitude, devido à baixa densidade de galáxias, permanecendo em torno de
𝑓𝑠𝑘𝑦 = 0.08, em cada fatia. O número total de fontes para cada correspondente redshift,

3 Disponível para download em http://batc.bao.ac.cn/ zouhu/doku.php?id=projects:photoz:start

http://batc.bao.ac.cn/~zouhu/doku.php?id=projects:photoz:start
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Intervalo de redshift 𝑁𝑡𝑜𝑡 𝑛̄𝑔 [gal 𝑠𝑟−1]
0.1 - 0.2 2.208.869 2.19 × 106

0.2 - 0.3 3.178.981 3.14 × 106

0.3 - 0.4 3.686.820 3.64 × 106

0.4 - 0.5 5.155.408 5.09 × 106

0.5 - 0.6 4.348.898 4.29 × 106

0.6 - 0.7 2.101.281 2.08 × 106

0.1- 0.7 20.680.257 2.04 × 107

Tabela 3 – Especificações de cada uma das amostras consideradas.

bem como o número médio de galáxias por esterradiano é fornecido na tabela 3.

Como discutido na seção 5.2, é necessário conhecer a distribuição 𝑑𝑛/𝑑𝑧 e o bias
das galáxias para conectar o contraste de densidade de galáxias, 𝛿𝑔, e a flutuação de
matéria, 𝛿. Entretanto, para estimar 𝑑𝑛/𝑑𝑧 do levantamento de dados, temos que levar
em consideração o efeito dos erros dos photo-z (Budavari et al., 2003; Sheth & Rossi,
2010). Podemos reconstruir com precisão a distribuição 𝑑𝑛/𝑑𝑧, através da convolução da
distribuição de photo-zs da amostra 𝑑𝑛/𝑑𝑧(𝑧𝑝ℎ) com a função do erro dos photo-z do
catálogo 𝑝(𝑧|𝑧𝑝ℎ), de forma que

𝑑𝑛

𝑑𝑧
=
∫︁ ∞

0
𝑑𝑧𝑝ℎ

𝑑𝑛

𝑑𝑧
(𝑧𝑝ℎ)𝑝(𝑧|𝑧𝑝ℎ)𝑊 (𝑧𝑝ℎ), (5.10)

onde 𝑝(𝑧|𝑧𝑝ℎ) é parametrizado como uma distribuição Gaussiana com média nula e dis-
persão 𝜎𝑧(1 + 𝑧). A função janela 𝑊 (𝑧𝑝ℎ) é definida tal que 𝑊 = 1 para 𝑧𝑝ℎ no intervalo
selecionado e 𝑊 = 0, caso contrário. A distribuição do redshift para o catálogo total é
mostrado como a linha preta sólida na figura 36, enquanto que a distribuição para cada
fatia tomográfica é mostrada como linhas tracejadas.

O dado de LGF da RCF considerado no presente trabalho, é o mapa de conver-
gência do segundo realease do satélite Planck (Planck Collaboration et al., 2016), 𝜅, que
apresenta sobreposição com a área coberta pelo catálogo de galáxias. Maiores detalhes
sobre o mapa 𝜅 podem ser vistos na seção 3.2. Para realizar a correlação cruzada entre 𝛿𝑔
e 𝜅 é necessário utilizar a mesma resolução em ambos mapas. Desta forma, a partir dos co-
eficientes dos harmônicos esféricos de 𝜅, produzimos o correspondente mapa considerando
𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 512, bem como sua respetiva máscara.

5.4 Estimador
Ao longo dos últimos anos, especialmente com o avanço das observações da RCF,

diversos métodos foram desenvolvidos para uma estimativa otimizada do espectro de
potência (EP), proveniente da auto-correlação, bem como para a estimativa do espectro
de potência cruzado (EPC), proveniente da correlação cruzada (Bond, Jaffe & Knox, 1998;
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0. 1<z< 0. 2

0. 2<z< 0. 3

0. 3<z< 0. 4

Figura 35 – Projeção Mollweide em coordenadas Galácticas, do contraste de densidade
de galáxias 𝛿𝑔 para os 6 bins de photo-z entre 0.1 a 0.7, como indicado na
figura. Os mapas possuem parâmetro de resolução 𝑁𝑠𝑖𝑑𝑒 = 512 e as áreas
cinzas correspondem às áreas mascaradas.
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0. 4<z< 0. 5

0. 5<z< 0. 6

0. 6<z< 0. 7

Figura 35 – Continuação.
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Figura 36 – Distribuição normalizada de redshifts, 𝑑𝑛/𝑑𝑧 do catálogo total de galáxias
(linha sólida preta) e para cada uma das 6 fatias tomográficas utilizadas
na análise (linhas tracejadas), obtidas pela convolução da distribuição dos
photo-zs com a distribuição dos respectivos erros.

Tegmark, 1997; Wandelt, Hivon & Gorski, 2001; Efstathiou, 2004). Sejam dois campos,
𝑋 e 𝑌 , com EP igual a 𝐶𝑋𝑋

ℓ (quando 𝑋 = 𝑌 ) e EPC igual a 𝐶𝑋𝑌
ℓ . Do ponto de vista

estatístico, um estimador não-enviesado destas quantidades, é dado por (daqui por diante
o acento circunflexo 𝑋̂ indicará as quantidades estimadas):

𝐶𝑋𝑌
ℓ = 1

2ℓ+ 1

ℓ∑︁
𝑚=−ℓ

𝑥ℓ𝑚𝑦
*
ℓ𝑚, (5.11)

onde 𝑥ℓ𝑚 e 𝑦*
ℓ𝑚 são os coeficientes dos harmônicos esféricos dos campos. Os harmônicos

esféricos são particularmente interessantes por serem estatisticamente ortogonais para ma-
pas com distribuição Gaussiana, isto é, a covariância é diagonal, Covℓℓ′ ∝ 𝛿ℓℓ′ , de forma
que o espectro de potência caracteriza completamente as propriedades destes campos. En-
tretanto, para dados observacionais é necessário lidar com uma série de limitações, como
por exemplo, céu incompleto, ruído anisotrópico, resposta assimétrica do feixe, contami-
nação por foregrounds, estratégia do escaneamento do céu, isto é, função de exposiçao,
entre outros. A fim de atenuar tais efeitos, geralmente é feita a utilização de máscaras.
Apesar das máscaras serem necessárias, o espectro de potência e o espectro de potência
cruzado são afetados pela cobertura incompleta do céu, introduzindo acoplamento entre
os diferentes modos (Hauser & Peebles, 1973).

Considere um esquema de ponderação dependente da posição 𝑊 (n̂), isto é, a
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máscara, cuja expansão em harmônicos é 𝑊 (n̂) = ∑︀
ℓ𝑚𝑤ℓ𝑚𝑌

*
ℓ𝑚(n̂) e seu espectro de

potência é 𝒲ℓ. De acordo com a abordagem denominada MASTER, proposta por Hivon
et al. (2002), é possível obter uma estimativa do EP (EPC) através da estimativa do
pseudo-EP (-EPC),

𝐶𝑋𝑌
ℓ = 1

2ℓ+ 1
∑︁
𝑚

𝑥̃ℓ𝑚𝑦
*
ℓ𝑚. (5.12)

Os respectivos pseudo espectros de potência calculados para uma cobertura parcial do
céu, 𝐶𝑋𝑌

ℓ , está relacionado com o espectro de potência para o céu inteiro, 𝐶𝑋𝑌
ℓ , através

de
𝐶𝑋𝑌
ℓ =

∑︁
ℓ′
𝑀ℓℓ′𝐶

𝑋𝑌
ℓ , (5.13)

em que 𝑀ℓℓ′ é a matriz de acoplamento

𝑀ℓℓ′ = 2ℓ′ + 1
4𝜋

∑︁
ℓ′′

(2ℓ′′ + 1)𝒲ℓ′

⎛⎝ℓ ℓ′ ℓ′′

0 0 0

⎞⎠2

. (5.14)

Assim, a matriz 𝑀ℓℓ′ é inferida a partir da geometria da máscara. O tamanho da área
observada no céu (𝑓𝑠𝑘𝑦) determina a forma de 𝑀ℓℓ′ , que além de caracterizar o acopla-
mento dos modos, também estabelece, aproximadamente, o menor multipolo que pode
ser recuperado, ℓ𝑚𝑖𝑛 ∼ 𝜋/

√︁
𝑓𝑠𝑘𝑦. A ideia central do método é inverter a equação 5.13

para recuperar então, 𝐶𝑋𝑌
ℓ . Entretanto, para porções pequenas do céu, tal inversão não

é possível, pois a matriz 𝑀ℓℓ′ se torna singular e portanto, não-inversível (Hinshaw et al.,
2003). Para contornar este problema e também reduzir os erros na estimativa, podemos
sub-particionar a matriz de acoplamento em alguns intervalos (isto é, em diferentes bins)
e assim, recuperar o EP (EPC) para estes intervalos de multipolos 𝐿, da forma

𝐶𝑋𝑌
𝐿 =

∑︁
𝐿′ℓ

𝐾−1
𝐿𝐿′𝑃𝐿′ℓ𝐶

𝑋𝑌
ℓ , (5.15)

onde 𝐾𝐿𝐿′ é a matriz de acoplamento sub-particionada, definida por

𝐾𝐿𝐿′ =
∑︁
ℓℓ′
𝑃𝐿ℓ𝑀ℓℓ′𝐵

𝑋
ℓ′ 𝐵

𝑌
ℓ′𝑄ℓ′𝐿′ , (5.16)

onde 𝑃𝐿ℓ e 𝑄ℓ′𝐿′ são, respectivamente, o operador da binagem e o seu recíproco (ver Hivon
et al. (2002) para suas expressões exatas). Para corrigir também a resolução angular, é
adicionada a função janela do pixel, 𝐵𝑋

ℓ′ e 𝐵𝑌
ℓ′ para o campo considerado 𝑋 e 𝑌 , que inclui

os efeitos de suavização do feixe e o tamanho do pixel.

Uma das vantagens da correlação cruzada é que dois observáveis como por exemplo,
a RCF e o contraste de densidade de galáxias, são medidas completamente independentes
e a princípio, os níveis de ruído não se correlacionam. Portanto, trata-se de um estimador
aproximadamente imune ao ruído. Entretanto, para a auto-correlação, é necessário corrigir
o estimador através da subtração do termo de ruído. A equação 5.15 se torna então

𝐶𝑋𝑋
𝐿 =

∑︁
𝐿′ℓ

𝐾−1
𝐿𝐿′𝑃𝐿′ℓ(𝐶𝑋𝑋

ℓ − 𝑁̃𝑋𝑋
ℓ ), (5.17)
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em que 𝑁̃𝑋𝑋
ℓ é o ruído do pseudo-EP.

Se a fração do céu disponível para análise, 𝑓𝑠𝑘𝑦 for grande o suficiente4, a equação
5.13 pode ser aproximada por

𝐶𝑋𝑌
ℓ ≈ 𝑓𝑠𝑘𝑦𝐶

𝑋𝑌
ℓ , (5.18)

também chamada de aproximação de 𝑓𝑠𝑘𝑦 (Komatsu et al., 2002).

Para a análise desenvolvida no presente trabalho, foi desevolvido um código para
estimar o EP e EPC, levando em consideração o método descrito acima. Neste código,
para o cálculo dos símbolos 3-𝑗 de Wigner, foi utilizado a biblioteca SLATEC5, na linguagem
de programação Fortran transformada em uma interface para o Python. Para exemplificar
concretamente o efeito do acoplamento dos modos devido à máscara, o gráfico à esquerda
da figura 37 mostra a matriz 𝑀ℓℓ′ para a máscara da fatia de photo-z 0.1 < 𝑧 < 0.2
(figura 35). É possível ver que, ao redor da diagonal principal, há uma estrutura gerado
pelo acoplamento dos modos, cuja largura é determinada pela cobertura do céu e pela
topologia da máscara. Para destacar este aspecto, à direita da figura 37 está disposto o
gráfico que mostra como alguns harmônicos específicos, por exemplo ℓ = 5, 15, 40, 90 e
150, estão acoplados com os outros na matriz 𝑀ℓℓ′ .

Para o cálculo do EP e do EPC, consideramos os multipolos linearmente espaçados,
entre 10 < 𝐿 < 512 e largura Δℓ = 10. Nós testamos o uso de uma largura maior e menor
de Δℓ, porém não observamos um impacto significativo sobre nossos resultados. O valor
mínimo de 𝐿 foi estabelecido baseado tanto no valor mínimo do mapa 𝜅 do Planck, quanto
na precisão da aproximação de Limber. Entretanto, limitamos nossas análises de maneira
conservativa para 𝐿𝑚𝑎𝑥= 70, a fim de evitar os efeitos das não-linearidades. Corrigimos o
estimador de 𝐶𝑔𝑔

ℓ pela equação 5.17, subtraindo o termo de shot-noise, isto é: 𝑁 𝑔𝑔
ℓ = 1/𝑛̄,

onde 𝑛̄ é a densidade média de galáxias por esterradiano, para cada bin de redshift.

5.4.1 Estimativa da covariância

Em complemento às estimativas do EP, ou do EPC, é necessário atribuir as res-
pectivas barras de erro e assim, avaliar a qualidade e a significância das medidas. Há
diversas maneiras consistentes de se estimar a matriz de covariância para a correlação
𝜅× 𝛿𝑔 e para a auto-correlação de 𝛿𝑔 (Giannantonio et al., 2016; White, Song & Percival,
2009; Bianchini et al., 2016). Dentre elas, a covariância analítica Gaussiana6 no espaço
harmônico, usando

𝐶𝑜𝑣(𝐶𝑋𝑌
ℓ , 𝐶𝑋𝑌

ℓ′ ) = 𝛿ℓℓ′

2ℓ+ 1[𝐶𝑋𝑌
ℓ 𝐶𝑋𝑌

ℓ′ + 𝐶𝑋𝑋
ℓ 𝐶𝑌 𝑌

ℓ′ ]. (5.19)

4 O que dependerá da precisão almejada na análise.
5 http://www.netlib.org/slatec/
6 Assumindo que ambos campos são descritos por uma distribuição Gaussiana nas escalas de interesse.

http://www.netlib.org/slatec/
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Figura 37 – Gráfico à esquerda: Matriz de acoplamento 𝑀ℓℓ′ para a máscara de 𝛿𝑔 entre
0.1 < 𝑧 < 0.2, mostrada na figura 35. Gráfico à direita: comportamento da
mesma matriz de acoplamento mostrada no gráfico esquerdo, porém, mos-
trando como alguns modos ℓ1 fixos se acoplam em ℓ2.

Assim, a variância associada ao EP e ao EPC são, respectivamente,

(Δ𝐶𝑋𝑌
ℓ )2 = 1

2ℓ+ 1[(𝐶𝑋𝑌
ℓ )2 + 𝐶𝑋𝑋

ℓ 𝐶𝑌 𝑌
ℓ ], (5.20)

(Δ𝐶𝑋𝑋
ℓ )2 = 2

2ℓ+ 1(𝐶𝑋𝑋
ℓ )2. (5.21)

É válido ressaltar alguns pontos com respeito às equações acima: Primeiramente,
se os mapas da análise possuem ruído (como na maior parte das situações), então, o
erro do EP deve incluir o termo de ruído, ou seja, 𝐶𝑋𝑋

ℓ → 𝐶𝑋𝑋
ℓ + 𝑁𝑋𝑋

ℓ . Para os erros
calculados para uma região mascarada, como no presente trabalho, é necessário conside-
rar o estimador proveniente da equação 5.15, incluindo as informações sobre o 𝑓𝑠𝑘𝑦 e os
multipolos 𝐿 considerados, da forma

(Δ𝐶𝑋𝑌
𝐿 )2 = 1

(2𝐿+ 1)Δℓ𝑓𝑠𝑘𝑦
[(𝐶𝑋𝑌

𝐿 )2 + 𝐶𝑋𝑋
𝐿 𝐶𝑌 𝑌

𝐿 ], (5.22)

em que Δℓ é a largura do bin do multipolo centrado em 𝐿 (Balaguera-Antolínez et al.,
2018).

5.5 Resultados e Discussões

5.5.1 Bias e amplitude de lentes

A coluna à esquerda da figura 38 mostra as estimativas do EP de 𝛿𝑔, enquanto que
a coluna à direita representa as estimativas do EPC de 𝛿𝑔 ×𝜅. As seis sub-figuras de cada
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coluna mostram o correspondente para cada um dos 6 bins tomográficos considerados. As
barras de erro dos pontos foram calculadas utilizando a expressão 5.22.

Apesar do estimador 𝐷̂𝐺 ser independente do bias das galáxias, em bins estreitos
de redshift e em escalas lineares, podemos restringir 𝑏 e a amplitude da correlação cruzada
𝐴, a partir das estimativas do EP e do EPC. Isto é possível porque a amplitude da auto-
correlação de 𝛿𝑔 depende de 𝑏2 e a correlação-cruzada de 𝛿𝑔 × 𝜅 depende de 𝐴, a qual
é proporcional tanto ao bias quanto à amplitude do sinal de LGF, 𝐴𝑙𝑒𝑛𝑠, de modo que
𝐴 = 𝑏𝐴𝑙𝑒𝑛𝑠. Portanto, quando há concordância entre os dados e o modelo cosmológico
fiducial, ⟨𝐴𝑙𝑒𝑛𝑠⟩ será igual a 1 e a amplitude 𝐴 deverá ter o mesmo valor que o bias
estimado com o EP, considerando as mesmas escalas para análise. Para este propósito,
assumimos que em cada bin tomográfico o bias linear não evolui com o tempo, de forma
que 𝑏 e 𝐴 são parâmetros livres que melhor se ajustam às estimativas de 𝐶𝑔𝑔

𝐿 e 𝐶𝜅𝑔
𝐿 ,

respectivamente. Para este ajuste, assumimos uma função de verossimilhança Gaussiana,

ℒ(x | 𝜃) ∝ exp
[︂
−1

2 (x − 𝜇 (𝜃))𝑇 𝐶−1 (x − 𝜇 (𝜃))
]︂
, (5.23)

onde x é o EP ou o EPC proveniente da estimativa dos dados, 𝜇 é a predição teórica
para os parâmetros 𝜃 = {𝑏, 𝐴} e 𝐶 é a matriz de covariância. É válido ressaltar que
𝜇 deve ser particionado da mesma maneira que os dados. A matriz de covariância é
calculada assumindo diagonal com elementos da equação 5.22. Para ajustar os parâmetros,
consideramos 6 bins na faixa 10 ≤ ℓ ≤ 70.

Em seguida, amostramos a probabilidade a posteriori explorando o espaço para-
métrico com o método MCMC através do pacote emcee7, para cada bin de redshift. A
título de comparação, também realizamos a análise para a amostra abrangendo um maior
intervalo de redshift: 0.1 < 𝑧 < 0.7. Em ambos casos, utilizamos uma probabilidade a
priori uniforme.

Os parâmetros 𝑏 e 𝐴 de melhor ajuste, juntamente com seus respectivos erros (1𝜎)
estão dispostos nas legendas da figura 38. As curvas de melhor ajuste e suas incertezas
em 1𝜎 são mostradas pelas linhas sólidas e pelas regiões sombreadas em cinza, respectiva-
mente. A significância da detecção é definida pela razão sinal-ruído 𝑆/𝑁 =

√︁
𝜒2
𝑛𝑢𝑙𝑙 − 𝜒2

𝑚𝑖𝑛,
onde 𝜒2

𝑛𝑢𝑙𝑙 é o valor de 𝜒2 calculado sob a hipótese nula, isto é, 𝜒2(𝜃 = 0) e 𝜒2
𝑚𝑖𝑛 é o valor

de 𝜒2 do melhor ajuste. Os valores dos parâmetros, o 𝑆/𝑁 e o 𝜒2
𝑚𝑖𝑛 do melhor ajuste para

cada bin de redshift estão dispostos na Tabela 4.

Na análise tomográfica, os valores do bias se encontram em concordância, em até
1𝜎, com os valores da amplitude da correlação-cruzada, indicando que o lenteamento é
consistente com o previsto pelo modelo fiducial considerado (𝐴𝑙𝑒𝑛𝑠 ≃ 1). De acordo com
o bias estimado através da auto-correlação de 𝛿𝑔, é possível verificar que, com exceção
do último bin de redshift, os valores de 𝑏 crescem com o redshift, em concordância com
7 http://dfm.io/emcee/current/

http://dfm.io/emcee/current/


120
Capítulo 5. Teste do crescimento linear das estruturas através da tomografia de LGF da RCF e da

aglomeração de galáxias

o observado para outras amostras de galáxias (Omori et al., 2018; Crocce et al., 2015).
Para todos os bins de redshift, o ajuste do bias possui alto 𝑆/𝑁 ≃ 13. Naturalmente,
a estimativa de 𝐴 utilizando a correlação cruzada é claramente mais fraca comparada à
auto-correlação, embora verificamos uma correlação significativa com 𝑆/𝑁 ∼ 1.97−2.59𝜎.
A partir do 𝜒2 por graus de liberdade (d.o.f. 8) associado ao melhor ajuste do bias e da
amplitude, podemos verificar que, na maior parte dos casos, a estimativa da covariância é
realista e que nosso modelo de melhor ajuste é consistente com as observações. As únicas
exceções notáveis são as auto-correlações das galáxias nos dois últimos bins de redshift,
0.5 < 𝑧 < 0.6 e 0.6 < 𝑧 < 0.7.

A figura 39 mostra o 𝐶𝜅𝑔
𝐿 (gráfico superior) e o 𝐶𝑔𝑔

𝐿 (gráfico inferior) analisando o
catálogo de galáxias em uma ampla faixa de redshift, 0.1 < 𝑧 < 0.7. O valor do bias e da
amplitude da correlação, bem como o 𝑆/𝑁 e o 𝜒2 se encontram na tabela 5. Neste caso,
verificamos que 𝐴 < 𝑏 em mais de 3𝜎 (incluindo apenas erros estatísticos), diferentemente
do encontrado na análise tomográfica. Se por um lado, a divergência entre o valor de 𝑏 e
𝐴 para um catálogo cobrindo várias faixas de redshift pode indicar uma possível evolução
do bias neste intervalo ou efeitos que não foram contabilizados, por outro, tal discrepância
pode indicar uma possível tensão entre os dados e o modelo fiducial. A tensão entre o bias
e a amplitude da correlação cruzada de LGF da RCF também foi relatada previamente
por outros autores: Giannantonio et al. (2016) encontrou 𝐴(𝑧) < 𝑏(𝑧) em 2−3𝜎 utilizando
os dados de galáxias do DES correlacionado com lentes da RCF do SPT e do Planck em 5
bins de redshift, na faixa 0.2 < 𝑧 < 1.2, bem como para a amostra completa de galáxias.
Também, correlações entre a densidade de galáxias do CFHTLens com LGF da RCF
do Planck (Omori & Holder, 2015) e o cisalhamento do CFHTLens e LGF da RCF do
Planck, mostraram uma amplitude de lenteamento menor que 1, embora com significância
estatística modesta (Liu & Hill, 2015).

5.5.2 Teste nulo

A fim de verificar a robustez da estimativa da correlação cruzada, contra a possi-
bilidade de sinais espúrios de efeitos sistemáticos, realizamos um teste de hipótese nula,
isto é: de não haver sinal cosmológico na correlação entre o mapa de convergência do
Planck e do contraste de densidade. Fazemos isso considerando a correlação cruzada des-
ses dois campos, sendo um deles o mapa real e o segundo proveniente de simulações que
não consideram as correlações espaciais entre os dois campos. Portanto, se a correlação
cruzada não contém erros sistemáticos relevantes, a correlação média deve ser consistente
com zero.

Para cada uma das fatias de redshift, realizamos a correlação-cruzada entre o os
mapas reais de 𝛿𝑔 com as 100 simulações realistas de convergência 𝜅 do Planck (Planck
8 do inglês, degrees of freedom.
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Figura 38 – Espectro de potência das galáxias (coluna esquerda) e espectro de potência
cruzado das galáxias com LGF da RCF (coluna direita) dos seis bins tomográ-
ficos considerados. As sub-figuras representam cada um dos bins de photo-z,
do menor para o maior redshift (de cima para baixo). Os pontos representam
os dados estimados enquanto que as linhas sólidas são a estimativa teórica do
modelo fiducial dimensionado pelo 𝑏𝑖𝑎𝑠 do melhor ajuste (para 𝐶𝑔𝑔

ℓ ) e pela
amplitude da correlação cruzada 𝐴 = 𝑏𝐴𝑙𝑒𝑛𝑠 (para 𝐶𝜅𝑔

ℓ ). A amplitude e o bias
de melhor ajuste são relatados nas legendas juntamente com o erro em 1𝜎. Os
parâmetros foram inferidos usando ℓ < 70. As regiões sombreadas em cinza
indicam o 1𝜎 ao redor do valor de melhor ajuste.
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Figura 39 – Espectro de potência cruzado das galáxias com LGF da RCF (gráfico supe-
rior) e espectro de potência das galáxias (gráfico inferior) para o catálogo de
galáxias na faixa de redshift 0.1 < 𝑧 < 0.7. Bem como a figura 38, a amplitude
e o bias de melhor ajuste e os seus erros em 1𝜎 são dispostos nas legendas e
a região sombreada em cinza indica o 1𝜎 em torno do melhor ajuste teórico,
representado na linha sólida.

Collaboration et al., 2016). Embora estas simulações incorporem os níveis de ruído e as
propriedades estatísticas do mapa real, como descrito na seção 3.2.2, elas não possuem
sinal cosmológico correlacionado com a distribuição espacial dos catálogos de galáxias.
Além disso, realizamos também a correlaçao-cruzada do mapa real de convergência do
Planck com 100 mapas simulados de contraste de densidade de galáxias. Estas 100 si-
mulações de 𝛿𝑔 foram realizadas considerando o modelo cosmológico fiducial, os valores
de melhor ajuste do bias, as respectivas máscaras, shot-noise e densidade do número de
galáxias que o mapa real em cada bin de redshift. A figura 40 mostra o EPC médio para
cada um dos casos, onde as barras de erro foram calculadas através da diagonal da ma-
triz de covariância do conjunto de 100 EPC, tal que Δ𝐶𝑋𝑌

𝐿 = (Cov𝑋𝑌𝐿𝐿 /𝑁𝑠𝑖𝑚)1/2, onde
𝑁𝑠𝑖𝑚 = 100.

Considerando as matrizes de covariância obtidas usando as simulações, calculamos
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Correlação Photo-z bin 𝑏± 𝜎𝑏 S/N 𝜒2/𝑑.𝑜.𝑓
Gal-Gal 0.1 < 𝑧 < 0.2 0.76 ± 0.03 13.62 3.79/5

0.2 < 𝑧 < 0.3 0.78 ± 0.03 13.66 8.75/5
0.3 < 𝑧 < 0.4 0.85 ± 0.03 13.69 7.94/5
0.4 < 𝑧 < 0.5 0.90 ± 0.03 13.72 8.69/5
0.5 < 𝑧 < 0.6 0.88 ± 0.03 13.67 13.49/5
0.6 < 𝑧 < 0.7 0.85 ± 0.03 13.47 18.52/5

Correlação Photo-z bin 𝐴± 𝜎𝐴 S/N 𝜒2/𝑑.𝑜.𝑓
Gal- lentes RCF 0.1 < 𝑧 < 0.2 0.88 ± 0.35 1.97 1.47/5

0.2 < 𝑧 < 0.3 0.72 ± 0.30 2.47 4.15/5
0.3 < 𝑧 < 0.4 0.69 ± 0.28 2.22 2.72/5
0.4 < 𝑧 < 0.5 0.69 ± 0.27 2.14 2.29/5
0.5 < 𝑧 < 0.6 0.69 ± 0.25 2.26 1.30/5
0.6 < 𝑧 < 0.7 0.81 ± 0.28 2.83 1.48/5

Tabela 4 – Resultados obtidos a partir do EP e do EPC para os 5 bins de redshift: a
primeira metade da tabela mostra o melhor ajuste para o bias 𝑏, a partir da
auto-correlação das galáxias (“Gal-Gal”), enquanto que o restante da tabela
mostra o melhor ajuste da amplitude da correlação-cruzada 𝐴 = 𝑏𝐴𝑙𝑒𝑛𝑠. O
sinal-ruído (𝑆/𝑁) e o 𝜒2 de melhor ajuste também estão dispostos.

Correlação Photo-z bin 𝑏± 𝜎𝑏 S/N 𝜒2/𝑑.𝑜.𝑓
Gal-Gal 0.1 < 𝑧 < 0.7 1.44 ± 0.04 13.80 8.60/5

Correlação Photo-z bin 𝐴± 𝜎𝐴 S/N 𝜒2/𝑑.𝑜.𝑓
Gal- lentes RCF 0.1 < 𝑧 < 0.7 0.67 ± 0.24 2.59 2.60/5

Tabela 5 – O mesmo que mostrado na tabela 4, porém, considerando o catálogo de galá-
xias na faixa de redshift 0.1 < 𝑧 < 0.7, ao invés de bins tomográficos.

o 𝜒2 e a probabilidade-de-exceder (PTE)9, para os dados nas escalas 10 ≤ ℓ ≤ 70 e d.o.f.
𝜈 = 6. Os resultados são exibidos na Tabela 6. Embora tenhamos encontrado valores
diferentes de PTE, para cada um dos testes e bin tomográfico, não é detectado nenhum
sinal estatisticamente significativo para nenhum dos casos e, assim, o sinal é consistente
com zero.

5.5.3 Restrições de 𝐷𝐺

Calculamos o fator de crescimento linear utilizando os EP e EPC estimados, através
do estimador definido pela equação 5.9. Realizamos o cálculo para os 6 bins de redshift,
considerando apenas as escalas ℓ < 70, como descrito na seção 5.4. A figura 41 mostra o
resultado, com as respectivas barras de erro (1𝜎).

As barras de erro para cada um dos pontos da figura 41 foram estimadas da
9 do inglês, probability-to-exceed.
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Figura 40 – Teste nulo para o espectro de potência cruzado, para as 6 fatias de redshift.
O gráfico superior apresenta o EPC médio entre o mapa de convergência
do Planck e as 100 mapas de constraste de densidade de galáxia, nos quais
foram simulados considerando as respectivas propriedades do mapa real de
𝛿𝑔 de cada redshift. O gráfico inferior apresenta o EPC médio entre os mapas
reais de contraste de densidade de galáxia e as 100 simulações realistas da
convergência do Planck. As barras de erro são estimadas pelo desvio padrão
dos 100 espectros-cruzados, dividido por

√
100.
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Correlação Photo-z bin 𝜒2 PTE (%)
𝜅 Planck Sims × Gal 0.1 < 𝑧 < 0.2 6.64 35.45

0.2 < 𝑧 < 0.3 8.73 18.89
0.3 < 𝑧 < 0.4 6.92 32.81
0.4 < 𝑧 < 0.5 8.89 17.96
0.5 < 𝑧 < 0.6 10.15 11.81
0.6 < 𝑧 < 0.7 8.83 18.30

Correlação Photo-z bin 𝜒2 PTE (%)
𝜅 Planck × Gal Sims 0.1 < 𝑧 < 0.2 4.50 60.92

0.2 < 𝑧 < 0.3 9.38 15.28
0.3 < 𝑧 < 0.4 4.21 64.79
0.4 < 𝑧 < 0.5 5.08 53.24
0.5 < 𝑧 < 0.6 4.64 59.01
0.6 < 𝑧 < 0.7 1.62 95.09

Tabela 6 – Resultados do teste nulo, incluindo o bin de redshift considerado, o 𝜒 e a
probilidade de exceder (PTE): para a correlação entre as 100 simulações de
convergência do Planck e os mapas reais de contraste de densidade de galáxia
(“𝜅 Planck Sims×Gal”) e entre o mapa real de convergência do Planck e as 100
mapas de contraste de densidade de galáxia simulados com as especificações
dos mapas reais (“𝜅 Planck ×Gal Sims”).

seguinte maneira: utilizando os espectros de potência teóricos fornecidos pelas expressões
da equação 5.7 e da equação 2.64 escrita para a convergência, geramos mapas de céu
inteiro injetando o grau conhecido da correlação, de forma que, os modos harmônicos dos
campos simulados da convergência e de galáxias satisfaçam tanto a auto-correlação como
a correlação cruzada (Kamionkowski, Kosowsky & Stebbins, 1997),

𝜅ℓ𝑚 = 𝜁1(𝐶𝜅𝜅
ℓ )1/2,

𝑔ℓ𝑚 = 𝜁1
𝐶𝜅𝑔
ℓ

(𝐶𝜅𝜅
ℓ )1/2 + 𝜁2

[︃
𝐶𝑔𝑔
ℓ − (𝐶𝜅𝑔

ℓ )2

𝐶𝜅𝜅
ℓ

]︃1/2

, (5.24)

onde 𝜅ℓ𝑚 e 𝑔ℓ𝑚 são os coeficientes dos harmônicos esféricos do campo de convergência
e de galáxia, respectivamente. Para cada valor de ℓ e 𝑚 > 0, 𝜁1 e 𝜁2 são dois números
complexos extraídos de uma distribuição Gaussiana com variância unitária, enquanto que
para 𝑚 = 0 eles são reais e normalmente distribuídos. É válido ressaltar que, estimamos
o 𝐶𝑔𝑔

ℓ teórico considerando as respectivas especificações de cada fatia de redshift, ou seja,
𝑑𝑛/𝑑𝑧 e o 𝑏.

Desta forma, geramos 500 realizações Gaussianas para os dois campos. Para que
tais mapas sejam realistas, utilizamos o espectro de potência do ruído do mapa de conver-
gência, 𝑁ℓ, disponibilizado pela equipe do Planck10, para gerar o mapa de ruído e, assim,
adicionamos à respectiva realização do mapa de convergência. Para levar em consideração
10 https://wiki.cosmos.esa.int/planckpla/index.php/Specially𝑝𝑟𝑜𝑐𝑒𝑠𝑠𝑒𝑑𝑚𝑎𝑝𝑠

https://wiki.cosmos.esa.int/planckpla/index.php/Specially_processed_maps
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o ruído nas simulações dos mapas de galáxias, procedemos da seguinte maneira: para cada
mapa contendo a superdensidade da galáxia, geramos um conjunto de mapas de conta-
gem do número de galáxias, onde o valor de cada pixel é extraído de uma distribuição de
Poisson, com média

𝜆(n̂) = 𝑛̄(1 + 𝑔(n̂)), (5.25)

onde 𝑛̄ é o número médio de fontes por pixel do mapa real utilizado (considerando o
seu devido bin de redshift) e 𝑔(n̂) é o mapa de galáxia simulado, contendo apenas sinal.
O mapa de contagem de número de galáxias 𝜆(n̂) foi então, convertido em contraste de
densidade de galáxia. Note que os mapas obtidos desta forma já incluem o ruído poissônico
com variância 𝑁 𝑔𝑔

ℓ = 1/𝑛̄.

Em seguida, aplicamos as máscaras de cada um dos bins de redshift aos respectivos
conjuntos de simulações e o pipeline descrito acima para recuperar os espectros de po-
tência 𝐶𝑔𝑔

ℓ e o 𝐶𝜅𝑔
ℓ . Finalmente, utilizamos as 500 auto-correlações e correlações cruzadas

extraídas das simulações para obter os valores de 𝐷̂𝐺 e estabelecemos a dispersão ao longo
destas medidas para obter o valor do erro da medida em 1𝜎.

A linha sólida preta da figura 41 representa a função de crescimento linear de
acordo com o modelo fiducial utilizando os parâmetros do Planck, 𝐷𝑓𝑖𝑑

𝐺 (𝑧). Como a fun-
ção 𝐷𝐺 depende dos parâmetros cosmológicos, especificamente de Ω𝑚𝜎8𝐻

2
0 , consideramos

as cadeias de Monte Carlo da análise do Planck a fim de obter a estimativa da função 𝐷𝐺

de acordo com a precisão dos parâmetros atuais. Deste modo, sorteamos aleatoriamente
3000 pontos das cadeias do Planck e calculamos a função de crescimento linear para cada
uma das cosmologias. A região sombreada em torno de 𝐷𝑓𝑖𝑑

𝐺 (𝑧) representa a dispersão em
2𝜎 para as 3000 cosmologias. É válido mencionar que para a cosmologia fiducial, norma-
lizamos 𝐷𝐺 = 1 hoje, enquanto que para qualquer outra cosmologia 𝑖, 𝐷𝐺 é multiplicado
pelo fator (Ω𝑚𝜎8𝐻

2
0 )𝑖/(Ω𝑚𝜎8𝐻

2
0 )𝑓𝑖𝑑.

Podemos acessar a amplitude da função de crescimento linear 𝐴𝐷, com respeito à
predição fiducial, assumindo uma parametrização de 𝐷𝐺 fixa para 𝐷𝑓𝑖𝑑

𝐺 (𝑧) (Giannantonio
et al., 2016; Bianchini & Reichardt, 2018), de modo que

𝐷𝐺(𝑧) = 𝐴𝐷𝐷
𝑓𝑖𝑑
𝐺 (𝑧), (5.26)

onde para cada bin tomográfico, utilizamos a mediana da distribuição de redshift como a
“entrada” para 𝑧. Através do uso do método MCMC com uma a priori plana, ajustamos
a amplitude 𝐴𝐷. Encontramos 𝐴𝐷 = 1.02±, 0.14, em excelente concordância com o valor
fiducial 𝐴𝐷 = 1.

Análises similares utilizando outros catálogos, para um intervalo de redshift mais
próximo (Bianchini & Reichardt, 2018) e para intervalos mais profundos que o considerado
neste trabalho (Giannantonio et al., 2016; Omori et al., 2018), também indicam valores de
𝐴𝐷 em concordância com a cosmologia fiducial estabelecida pelo Planck, embora para a
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amostra do DES Science Verification tenha revelado uma amplitude de ∼ 1.7𝜎 distante do
valor fiducial, com 𝐴𝐷 = 0.73 ± 0.16. Neste sentido, nossas análises são complementares,
uma vez que considera uma região diferente do céu e com outro levantamento e, portanto,
suceptível a outros sistemáticos, além de outro intervalo de redshift.
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Figura 41 – Fator de crescimento linear obtido com o estimador de 𝐷̂𝐺, para os seis bins
de redshift. A linha sólida representa a função de crescimento linear para a
cosmologia fiducial do Planck. A região sombreada em cinza representa a
dispersão (2𝜎) do 𝐷̂𝐺 calculado para as 3000 cosmologias, aleatoriamente
escolhidas utilizando as cadeias do Planck.

5.5.4 Impacto da escolha da escala

A fim de evitar uma contaminação das não-linearidades, limitamos nossas análises
em ℓ < 70 para todos os bins de redshift. Entretanto, é necessário investigar o impacto da
nossa escolha, uma vez que a escala angular subtendida pelos modos que estão entrando
no regime não-linear, isto é, Δ2(𝑘𝑁𝐿) = 𝑘3

𝑁𝐿𝑃
𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟(𝑘𝑁𝐿)/(2𝜋2) ≈ 1, varia para cada um

das faixas de redshift consideradas.

Desta forma, exploramos a variação do valor de 𝐷̂𝐺, considerando diferentes esco-
lhas de ℓ𝑚𝑎𝑥, para cada um dos bins de redshift. Efetivamente, a questão é entender se, ao
estender o intervalo para o regime não linear levaria a uma mudança no valor observado
de 𝐷̂𝐺. Em ordem-zero, esperaríamos que o crescimento da estrutura não-linear fosse
cancelado por razões semelhantes às do cancelamento do bias. Entretanto, se o cresci-
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mento não-linear estiver influenciando o resultado, deveríamos observar um deslocamento
monotônico de 𝐷̂𝐺 com o crescimento de ℓ𝑚𝑎𝑥.

A figura 42 mosta o valor de 𝐷̂𝐺 estimado, em função do multipolo máximo ℓ𝑚𝑎𝑥
considerado na análise. Os gráficos estão dispostos de maneira crescente com o redshift,
de cima para baixo, como indicado pelos respectivos títulos. A região sombreada em cinza
representa 1𝜎 do fator de crescimento, estimado através das 500 simulações descritas na
seção anterior. A linha horizontal pontilhada indica o valor de 𝐷̂𝐺 encontrado para o caso
padrão, ou seja, com ℓ até 70. Para uma melhor visualização, o intervalo considerado no
eixo-x é diferente para cada bin de redshift, devido aos diferentes valores das escalas em que
a não-linearidade é relevante. Podemos observar que, para os três primeiros gráficos e para
o último, não há desvios significativos dos valores de 𝐷̂𝐺 com o ℓ𝑚𝑎𝑥, sendo improvável
que a amplitude 𝐴𝐷 inferida seja afetada pela inclusão inadequada de escalas não-lineares.
Entretanto, para os bins, 0.4 < 𝑧 < 0.5 e 0.5 < 𝑧 < 0.6, podemos ver um aumento de
𝐷̂𝐺 gradativo com o ℓ𝑚𝑎𝑥, embora teoricamente, nestes redshifts, a influência das não-
linearidades seja irrelevante em ℓ < 376 e ℓ < 467, respectivamente. É válido mencionar
que, nestes mesmos intervalos, foram os que revelaram menor PTE no teste nulo com
as correlações cruzadas entre as simulações do 𝜅 do Planck com os mapas reais de 𝛿𝑔,
como mostrado na tabela 6. Desta forma, é necessário uma melhor investigação sobre
possíveis sistemáticos nestes intervalos de redshift, a fim de melhor determinar a causa
deste efeito. Para a análise realizada neste trabalho, este perfil observado não impacta
significantemente o resultado geral, uma vez que o valor estimado (mostrado na linha
pontilhada da figura 42), se encontra em até 2𝜎 dos valores de 𝐷𝐺 do regime não-linear.

5.6 Conclusões

Estudos recentes demonstram a importância em medir quantidades relacionadas ao
crescimento das estruturas cósmicas, utilizando catálogos profundos de galáxias e mapas
de LGF da RCF (Peacock & Bilicki, 2018; Giannantonio et al., 2016; Omori et al., 2018;
Bianchini & Reichardt, 2018). Neste trabalho, apresentamos um novo teste de consistência
do modelo ΛCDM, através da correlação-cruzada do mapa de convergência do Planck, 𝜅,
com o mapa de flutuações de densidade de galáxias 𝛿𝑔 e da auto-correlação de 𝛿𝑔, a fim de
restringir o fator de crescimento linear das estruturas. O mapa de 𝛿𝑔 foi construído a partir
do catálogo fotométrico proveniente da combinação dos dados do SCUSS, SDSS e WISE.
Desta forma, realizamos as análises em seis fatias de redshift no intervalo 0.1 < 𝑧 < 0.7.

Com o uso da auto-correlação e da correlação cruzada, em cada uma das fatias
tomográficas e para amostra no intervalo total (0.1 < 𝑧 < 0.7), estimamos o bias das
galáxias (𝑏) e a amplitude da correlação (𝐴), respectivamente. Os principais resultados da
análise tomográfica, que estão dispostos na tabela 4, indicam que, além de uma detecção
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Figura 42 – Dependência do valor de 𝐷𝐺 de acordo com o ℓ𝑚𝑎𝑥 considerado, para cada
uma das fatias de redshift (em ordem crescente, de cima para baixo).
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com 𝑆/𝑁 consideravelmente alto, os valores de 𝑏 e 𝐴 são consistentes entre si, mostrando
concordância com o esperado pelo modelo ΛCDM. Porém, o resultado para a amostra
completa, disposto na tabela 5, sugere que 𝐴 < 𝑏, com uma tensão moderada de ∼
3𝜎 (incluindo apenas erros estatísticos). Tal resultado pode indicar tanto uma possível
evolução do bias neste intervalo, quanto algum efeito não contabilizado pela modelagem,
como a estocasticidade (Tegmark & Peebles, 1998).

Adicionalmente para cada redshift, mediante 100 simulações de 𝛿𝑔 com ruído in-
cluso e 100 simulações realistas de 𝜅, realizamos testes nulos para verificar que nossas
medidas de correlação-cruzada não são contaminadas por sinais artificiais (como por efei-
tos sistemáticos ou sinais espúrios). Como mostrado na figura 40, os sinais encontrados
são estatisticamente consistentes com zero e portanto, indicando uma baixa probabilidade
da correlação-cruzada ser afetada por tais efeitos.

Combinando a auto-correlação com a correlação-cruzada, analisamos o crescimento
linear das estruturas, utilizando o estimador 𝐷̂𝐺, introduzido por Giannantonio et al.
(2016). Pela análise tomográfica, é possível verificar a evolução de 𝐷̂𝐺 para as seis fatias
de redshift e assim, comparar com o a função 𝐷𝑓𝑖𝑑

𝐺 (𝑧) baseada no modelo ΛCDM (figura
41). Nosso resultado se encontra em concordância com o cenário do modelo cosmológico
fiducial, com amplitude do crescimento das estruturas 𝐴𝐷 = 1.02 ± 0.14, sendo 𝐴𝐷 = 1 o
valor fiducial. Validamos a estabilidade do valor de 𝐷̂𝐺 com a escolha da escala máxima
utilizada ℓ𝑚𝑎𝑥, verificando que as não-linearidades esperadas nas pequenas escalas não
influenciam substancialmente nossos resultados (figura 42). Entretanto, para as fatias em
0.4 < 𝑧 < 0.5 e 0.5 < 𝑧 < 0.6 há indícios de uma evolução de 𝐷̂𝐺 com o ℓ𝑚𝑎𝑥, embora
este resultado não afeta de forma relevante nossa estimativa, quando consideramos as
respectivas barras de erro.

Em resumo, embora a tomografia de LGF da RCF esteja em estágios iniciais de de-
senvolvimento, tem se mostrado ser um método eficiente para testar o crescimento linear
das estruturas cósmicas e, por extensão, testar modelos de energia escura e/ou modelos
alternativos de gravitação. As perspectivas de continuar as descobertas neste campo são
muito promissoras. No futuro próximo, vários levantamentos de galáxias produzirão da-
dos abrangentes tanto em área observada quanto em redshift, como por exemplo, o LSST
(Collaboration, 2009), Dark Energy Spectroscopic Instrument (DESI), DES, Javalambre-
Physics of the Accelerated Universe Astrophysical Survey (J-PAS) (Benitez et al., 2014),
Euclid (Laureijs et al., 2011) e WFIRST. Ao mesmo tempo, experimentos da RCF, tais
como o Simons Observatory (Ade et al., 2019), AdvACT (Henderson et al., 2016) e CMB-
S4 (Abazajian et al., 2016), permitirão uma reconstrução de LGF da RCF com menores
níveis de ruído, bem como um maior controle de outros efeitos que potencialmente con-
taminam os dados.
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Devido ao avanço observacional nas últimas duas décadas, foi possível impor vín-
culos sobre diversos modelos teóricos que visam explicar a composição e a dinâmica do
Universo. Especificamente, os dados recentes do satélite Planck contribuíram para vin-
cular o modelo cosmológico padrão ΛCDM, talvez sendo as medidas consolidadas das
flutuações primárias de temperatura da RCF (Akrami et al., 2018). Entretanto, várias
questões fundamentais ainda se encontram em aberto. As próximas fronteiras para a Cos-
mologia observacional incluem, entre outros, a medida precisa da polarização da RCF
(especialmente o modo-B), a extensão para pequenas escalas de LGF da RCF, bem como
um mapeamento extensivo da estrutura em grande-escala em diferentes comprimentos de
onda e em altos redshifts. Os dados de LGF dos próximos levantamentos, tais como LSST,
DES, Euclid, WFIRST, J-PAS, Simons observatory e CMB-S4, certamente serão aprimo-
rados ou até fundamentalmente mudarão a nossa compreensão do Universo. Entretanto,
o grande volume de dados coletados pelos próximos levantamentos da RCF e da estrutura
em grande-escala colocarão novos desafios no que diz respeito à melhor abordagem para
extração de informações astrofísicas, na construção de estimadores otimizados, na com-
binação (através da correlação-cruzada) de dados de diferentes sondas, na modelagem e
controle de sistemáticos e em métodos para marginalização de parâmetros cosmológicos,
entre outros. Neste sentido, as principais motivações por trás desta tese foram explorar
estes problemas com dados atuais e simulações realísticas.

Na presente tese, estudamos como extrair informações cosmológicas a partir do
efeito de LGF de galáxias e da RCF. Especificamente, no capítulo 3, exploramos a vali-
dade do PC através do teste da isotropia estatística do mapa de convergência do Planck,
𝜅, pela estimativa da variância de pequenas (locais) e grandes (hemisférios) regiões do
céu. Comparamos os valores obtidos do mapa 𝜅 com os valores típicos do conjunto de
simulações realísticas disponibilizadas pelo Planck, que incorporam os efeitos de contami-
nantes e instrumentais presentes nos dados. Encontramos tanto na análise local, quanto
na análise hemisférica, que a distribuição da variância de 𝜅 se encontra em concordância
com a hipótese de isotropia estatística, como esperado pelas simulações. Entretanto, na
análise local, encontramos 8 regiões que merecem ser destacadas. Embora estas regiões não
apresentem desvios estatisticamente significativos (menores que 3𝜎), este estudo permitiu
identificar possíveis correlações com sub ou superdensidades no Universo ou uma melhor
compreensão de possíveis fontes sistemáticas adicionais, para além daquelas consideradas
nas simulações do Planck.

Motivados pelos próximos levantamentos astronômicos, como o LSST, investigamos
no capítulo 4 a habilidade de ferramentas morfológicas, como os FMs, em restringir a
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soma das massas dos neutrinos (Σ𝑚𝜈) em dados simulados de LGF. Comparamos o EP
e os FMs das simulações MassiveNus, considerando o ruído, densidade e distribuição de
redshift para um levantamento do tipo LSST, em 5 bins de redshift entre 0.5 < 𝑧 < 2.5.
Encontramos que os FMs capturam as informações dos neutrinos massivos impressas nos
dados da estrutura em grande-escala, para além das informações contidas em campos
Gaussianos. Os FMs superam significativamente o EP na restrição de Σ𝑚𝜈 , por mais
de um fator de quatro, quando se considera a abordagem tomográfica. Este resultado
é particularmente importante pois com os próximos levantamentos de galáxias poderá
se vincular melhor Σ𝑚𝜈 e outros parâmetros cosmológicos. Tal método também pode ser
complementar a outras ferramentas e observáveis, como a RCF, LGF da RCF, aglomeração
de galáxias e as oscilações acústicas bariônicas.

No capítulo 5, investigamos como medir a função de crescimento linear 𝐷𝐺(𝑧),
através da combinação da correlação cruzada entre 𝜅 da RCF e das flutuações de densi-
dade de galáxias 𝛿𝑔 com a auto-correlação de 𝛿𝑔. Utilizamos a estatística introduzida por
Giannantonio et al. (2016) para o catálogo fotométrico proveniente da combinação dos
dados do SCUSS, SDSS e WISE e o mapa de convergência do Planck. Em uma abordagem
tomográfica, para bins finos de redshift e em escalas lineares, tal estimador é independente
do bias das galáxias. Para cada uma dos seis bins de redshift, calculamos os respectivos
𝐷𝐺 e, assumindo um template para a função 𝐷𝐺(𝑧) baseado na cosmologia fiducial do
Planck, determinamos a amplitude do crescimento das estruturas 𝐴𝐷 = 1.02 ± 0.14, em
concordância com o modelo fiducial 𝐴𝐷 = 1. Este trabalho é complementar às medições
de 𝐷𝐺 para diferentes redshifts e para outras coberturas do céu, em comparação com as
análises reportadas na literatura até o momento.

O trabalho apresentado aqui pode ser estendido em diferentes maneiras, não apenas
utilizando as técnicas aqui empregadas em dados de levantamentos futuros. A utilização de
ferramentas estatísticas de segunda ordem e de ordem superior, como a auto-correlação,
correlação-cruzada, FMs, momentos estatísticos, contagem de picos e o biespectro, são
promissoras para extrair diversas informações cosmológicas em dados de LGF. Enquanto
isso, é necessário também quantificar os principais sistemáticos que podem afetar cada
uma das estatísticas diferentemente, incluindo efeitos da física bariônica, incertezas do
redshift fotométrico, contaminantes da galáxia, erros de medição do cisalhamento e dos
alinhamentos intrínsecos das galáxias.

Para concluir, a presente tese representa um esforço em utilizar o efeito de LGF
da RCF e da estrutura em grande-escala para melhorar nossa compreensão em questões
atualmente em aberto na Cosmologia. Neste sentido, há muito a ser explorado utilizando
LGF, incluindo tópicos que não foram diretamente discutidos, como por exemplo, as
interações entre a matéria escura e barións, o efeito Sachs-Wolfe integrado, estudos de
voids e testes de modelos inflacionários e de gravidade modificada.
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APÊNDICE B – Média ponderada de 𝐷𝐺

A variância do estimador 𝐷̂𝐺 pode ser calculada como

Δ𝐷̂2
𝐺 = 1

𝑁2
𝐿

∑︁
𝐿

𝐷̂2
𝐺,𝐿

[︃(︃
Δ𝐶𝜅𝑔

𝐿

𝐶𝜅𝑔
𝐿

)︃2

+ 1
4

(︃
Δ𝐶𝑔𝑔

𝐿

𝐶𝑔𝑔
𝐿

)︃2]︃
, (B.1)

onde 𝑁𝐿 é o número de multipolos considerados e 𝐷̂𝐺 para cada multipolo 𝐿 pode ser
escrito como
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Assim, podemos escrever o estimador 𝐷̂𝐺 como uma média ponderada entre os multipolos
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onde os pesos 𝑤𝐿 são dados por
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