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Orientador:

Dr. Rodney da Silva Gomes.

Tese de Doutorado apresentada ao Programa

de Pós-graduação em Astronomia do Obser-
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A Influência do Planeta Nove nas Órbitas de TNOs

Resumo

A hipótese da existência de um planeta adicional residindo no sistema solar externo foi

recentemente proposta para explicar os confinamentos orbitais observados nos objetos trans-

Netunianos distantes. Os parâmetros que foram sugeridos para o perturbador, conhecido como

Planeta 9, são: semieixo maior entre 500 e 1000 au, distâncias ao periélio entre 200 a 400 au,

inclinação de ∼ 30◦ em relação à ecĺıptica, para massas entre 10 e 20 M⊕ (Brown and Batygin,

2016).

Neste trabalho, se estuda a possibilidade que distâncias ao periélio menores para o

planeta adicional possam conduzir à confinamentos orbitais como observados na população de

objetos com semieixos maiores além das 250 au e distâncias ao periélio maiores do que 40 au.

Nós realizamos três conjuntos de integrações numéricas durante a idade do sistema

solar: 1) simulações com Planeta 9 com semieixo maior em 700 au ou 1500 au, planetas gigantes

conhecidos na configuração atual e part́ıculas espalhadas, 2) simulações com Planeta 9 com

semieixo maior além de 1500 au, planetas gigantes conhecidos na configuração atual e part́ıculas

próximas a Netuno e, 3) simulação com Planeta 9 com semieixo maior além de 1500 au, migração

residual de Netuno e Urano e, part́ıculas próximas à Netuno. Os resultados foram comparados

com a população observada através de uma análise estat́ıstica.

Nossas investigações mostraram que um Planeta 9 com semieixo maior de 700 au ou

1500 au e distâncias ao periélio baixas (∼ 90 au) usualmente conduzem à confinamentos mais

substanciais, enquanto conservam o Cinturão de Kuiper Clássico e a razão do número de objetos

destacados à espalhados no intervalo de semieixos maiores de 100 à 200 au.

Nos cenários de órbitas amplas do Planeta 9 (casos 2 e 3), apesar da distância ao periélio

do planeta atingir valores baixos perto aos 4.5 Gyr de tempo de integração, os confinamentos

angulares não são bem reproduzidos. Isto pode ser devido às condições iniciais assumidas para

as part́ıculas. Simulações numéricas considerando inicialmente órbitas estendidas das part́ıculas

precisam ser realizadas para verificar esta premissa, permitindo extrair conclusões sobre órbitas

amplas permisśıveis do Planeta 9 assim como do entorno no qual ele adquiriu sua órbita inferida.

Palavras-chaves: Cinturão de Kuiper: general - planetas e satélites: evolução dinâmica

e estabilidade.





The Influence of Planet Nine on the TNOs Orbits

Abstract

The hypothesis about the existence of an additional planet residing in the external solar

system was recently proposed to explain the orbital confinements observed on distant trans-

Neptunian objects. The parameters that have been suggested for the perturber, known as

Planet 9, are: semimajor axis between 500 and 1000 au, distances to perihelion between 200

and 400 au, inclination of ∼ 30◦ relative to the ecliptic, for masses between 10 and 20 M⊕

(Brown and Batygin, 2016).

In this work, we study the possibility that smaller perihelion distances to the additional

planet may lead to orbital confinements as observed in the population of objects with semimajor

axes beyond 250 au and perihelion distances greater than 40 au.

We performed three suites of numerical integrations for the solar system age: 1) simu-

lations with Planet 9 with semimajor axis at 700 au or 1500 au, known giant planets in their

current configurations and scattered particles, 2) simulations with Planet 9 with semimajor axis

beyond 1500 au, known giant planets in their current configurations and particles close to Nep-

tune and, 3) simulation with Planet 9 with semimajor axis beyond 1500 au, residual migration

of Neptune and Uranus and particles close to Neptune. The results were compared with the

population observed through a statistical analysis.

Our investigations have shown that a Planet 9 with a semimajor axis at 700 au or 1500

au and small perihelion distances (∼ 90 au) usually lead to more substantial confinements, while

retaining the Classic Kuiper Belt and the ratio of the number of detached to scattered objects

in the range of semimajor axes from 100 to 200 au.

In the wide-orbit scenarios of Planet 9 (cases 2 and 3), despite the planet’ perihelion

distance reaches low values close to 4.5 Gyr integration time, angular confinements are not well

reproduced. This could be due to the initial conditions assumed for the particles. Numerical

simulations initially considering extended particle orbits need to be performed to verify this

premise, allowing conclusions to be drawn about permissible wide orbits of Planet 9 as well as

the surroundings in which it acquired its inferred orbit.

Key words: Kuiper belt: general - planets and satellites: dynamical evolution and

stability.





O polished perturbation!

William Shakespeare, Henry IV (2).
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3.5 Distribuição de frequências, N , para Ω, ω e $ das part́ıculas medidos em relação
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distância ao periélio do Planeta 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.6 a) Excentricidade e inclinação como função do semieixo maior para os objetos
reais do CCKB (CCKBOs) e part́ıculas simuladas em 4.5 Gyr considerando o
modelo a700− q60− i30− ω0−Ω0−m10. b) Mesmo que a figura anterior para
o modelo a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.7 a) Distribuição de semieixos maiores para os objetos reais do CCKB e part́ıculas
simuladas em 4.5 Gyr para o modelo a700−q60− i30−ω0−Ω0−m10. b) Mesmo
que a figura anterior para o modelo a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5 . . . . 74

4.8 a) Excentricidade e inclinação como função do semieixo maior para os CCKBOs
reais e part́ıculas simuladas em 4.5 Gyr, considerando o melhor ajuste em semieixo
maior para as part́ıculas ao truncar a borda externa inicial do disco. Resultados
para o modelo a700− q60− i30−ω0−Ω0−m10. b) Mesmo que a figura anterior
para o modelo a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5. . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.9 a) Excentricidade e inclinação como função do semieixo maior para os objetos
reais do CKB (CKBOs), e sua configuração depois de 4.5 Gyr sob a influência do
Planeta 9 considerando o modelo a700− q60− i30− ω0− Ω0−m10. b) Mesmo
que a figura anterior para o modelo a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5. . . . . 75

4.10 a) Razão do número de objetos sobreviventes ao final do tempo de integração
ao número de objetos iniciais como função do semieixo maior e excentricidade
a partir de uma distribuição inicialmente uniforme sob a influência dos planetas
conhecidos. b) Mesmo que a figura superior mas adicionando um planeta com
a9 = 700 au e q9 = 70 au. c) Mesmo que a figura superior mas incluindo um
planeta com a9 = 1500 au e q9 = 90 au . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76



Lista de Figuras xviii
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Caṕıtulo 1

Introdução

Desde a antiguidade se conhecem cinco planetas que podem ser vistos a olho nu: Mercúrio,

Vênus, Marte, Júpiter e Saturno. Urano, com uma magnitude visual aparente em torno de

V = 6, se coloca no limite da visibilidade.

A discrepância entre as observações de Urano e sua localização prevista pela mecânica

celeste, sugeriram a existência de mais um planeta. Em 1846, Johan Galle descobriu Netuno

muito perto dos parâmetros determinados por Joseph Le Verrier. Apesar da adição de Netuno

aos planetas do sistema solar, esperava-se que outro planeta, chamado de Planeta X, pudesse

explicar as aparentes irregularidades observadas nos movimentos de Urano e Netuno, apesar

de estarem próximas das magnitudes dos erros aleatórios intŕınsecos às observações. Clyde

Tombaugh tentou descobrir esse planeta a partir das previsões de Percival Lowell, descobrindo

o planeta anão Plutão em 1930, quase um ano após começar a busca e cerca de 6◦ longe do

centro da previsão. O corpo descoberto foi inicialmente considerado o tão procurado Planeta

X, mas a posterior determinação de sua massa revelou que não era a suficiente para explicar

as perturbações. Posteriormente, uma estimativa mais precisa da massa de Netuno pela sonda

espacial Voyager 2, permitiu explicar por si só as discrepâncias entre os movimentos de Urano

e Netuno e as expectativas teóricas.

A descoberta de Netuno representa o único exemplo exitoso de previsão planetária mo-

tivada por evidencia dinâmica. Algumas outras propostas planetárias ou de companheiras solar

foram apresentadas ao longo da história.

Em meados do século XIX, Le Verrier propôs que um planeta interior a Mercúrio, que

chegou a ser conhecido como Vulcano, seria responsável pela precessão extra de seu periélio, cuja

taxa não poderia ser totalmente contabilizada pelos corpos conhecidos. Já no ińıcio do século

XX, a teoria da Relatividade Geral de Einstein explicou as variações na órbita de Mercúrio

como consequência dele se movimentar por um espaço-tempo distorcido.

Por outro lado, os registros geológicos mostram que a biosfera da Terra tem experimen-

tado uma série de eventos de extinção em massa. Doze eventos de extinção distribúıdos num

lapso de ∼ 250 Myr sugeriram que estes são periódicos, acontecendo a cada ∼ 26 Myr (Raup

1
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and Sepkoski, 1984). Uma forma de obter uma periodicidade nos eventos de extinção é propor

uma companheira solar excêntrica (Davis et al., 1984). A companheira anã marrom/vermelha,

conhecida como Nemesis, teria portanto um peŕıodo orbital P ∼ 26 Myr e assim um semieixo

maior a ∼ 88, 000 au. Durante sua passagem pelo periélio perturbaria as órbitas dos cometas

da Nuvem de Oort, encaminhando um número grande deles ao sistema solar interno, vários dos

quais atingiriam a Terra.

Uma companheira solar distante de massa Joviana e a ∼ 25, 000 au, chamada de Tyche,

foi proposta para explicar as anomalias na distribuição de afélios de uma fração de cometas na

Nuvem de Oort (Matese et al., 1999; Matese and Whitmire, 2011).

O estudo de imagem direta do sistema solar distante pelo telescópio espacial Wide-

field Infrared Survey Explorer (WISE) coloca limites rigorosos na existência de objetos, descar-

tando análogos de Saturno e Júpiter dentro das 28,000 e 82,000 au, respectivamente, e coloca

a distância mais próxima para uma anã marrom da massa de Júpiter em 26,000 au (Luhman,

2014). Os estudos observacionais deixam pouco espaço de parâmetros para uma companheira

binária putativa do Sol (Beichman, 1987; Sykes et al., 2002).

Após a descoberta do Cinturão de Kuiper (Jewitt and Luu, 1993) surgiram propostas

planetárias trans-Netunianas.

Brunini and Melita (2002) propuseram um planeta semelhante a Marte com a ∼ 60

au para explicar a borda externa do Cinturão de Kuiper. Além de que foi dif́ıcil supor que

tal objeto não tenha sido descoberto apesar de que as capacidades de observação da época o

permitissem, tal corpo seria inconsistente com outras das caracteŕısticas da distribuição orbital

de Objetos Trans-Netunianos (TNOs, por sua sigla em inglês) (Melita et al., 2004).

Lykawka and Mukai (2008), por sua vez, sugeriram que um planeta com massa inferior à

da Terra pode ter sido espalhado por um dos planetas gigantes e se tornado um objeto destacado

mediante ressonância de movimento médio (RMM) com Netuno. Este planeta explicaria a

borda externa do Cinturão de Kuiper, a depleção de massa e sua distribuição orbital. Não

obstante, existem problemas com esse cenário. A maioria dos objetos espalhados por Netuno

não conseguem se destacar e, por outro lado, os autores colocaram artificialmente o planetoide

em posições estratégicas sem ter em conta se isso é plauśıvel num modelo mais reaĺıstico onde

ele interage com o disco.

Um planeta no sistema solar externo foi também proposto como um dos mecanismos

para explicar as órbitas de corpos menores com distância ao periélio q & 40 au e semieixo

maior a & 200 au (Gladman and Chan, 2006; Gomes et al., 2006). Objetos com tais distâncias

ao periélio estão dinamicamente desacoplados de Netuno e não podem ser criados durante a

formação do Cinturão de Kuiper mediante interações apenas com os planetas conhecidos.

Gomes et al. (2015) mostraram que um planeta distante (a = 1500 au, excentricidade

e = 0.4, inclinação i = 40◦ e massa m ∼ 32 M⊕) fornece uma melhor explicação ao fato de

ter um excesso de Centauros brilhantes de semieixo maior grande em relação aos Centauros

clássicos, do que um cenário sem um planeta adicional.
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Por outro lado, Volk and Malhotra (2017) indicaram que o plano médio dos objetos na

região em a ∼ 50 − 80 au está inclinado em relação à ecĺıptica. As autoras sugeriram que a

deformação pode ser devida a um objeto da massa de Marte (∼ 0.1 M⊕) residindo numa órbita

moderadamente inclinada com a ∼ 65− 80 au.

Recentemente também, um perturbador distante, denominado de Planeta 9, foi pro-

posto para explicar o agrupamento f́ısico das órbitas dos corpos menores trans-Netunianos mais

extremos, aos quais chamaremos de TNOs distantes. A mesma dinâmica responsável para re-

produzir tal agrupamento gera naturalmente órbitas de TNOs com distâncias ao periélio que

se estendem além do alcance gravitacional de Netuno, assim como TNOs em órbitas altamente

inclinadas e incluso retrógradas (Batygin and Brown, 2016a,b; Batygin and Morbidelli, 2017;

Becker et al., 2018; Brown and Batygin, 2016). Nosso trabalho é focado nesse perturbador na

reprodução do confinamento das órbitas de TNOs distantes.

O restante deste caṕıtulo é estruturado como segue. Na seção §1.1, definimos as dife-

rentes populações localizadas além de Netuno. Na seção §1.2, se descreve o Modelo de Nice,

que é o cenário aceito para a evolução primordial do sistema solar. Na seção §1.3, se apresenta

a revisão bibliográfica da recente proposta planetária dirigida a explicar os confinamentos orbi-

tais de TNOs distantes. Na seção §1.4, se descrevem os diferentes mecanismos propostos para

explicar a origem da órbita deste planeta. Na seção §1.5, mencionamos as teorias alternativas

à hipótese do Planeta 9. Na seção §1.6, definimos os objetivos do trabalho.

1.1 A Região Trans-Netuniana

A região além de Netuno é composta de alguns poucos milhares de corpos: quatro planetas

anões1 e muitos objetos com diâmetros menor do que 1000 km. A massa total estimada na

região entre as 39.4 au − 47.82 au junto com a massa dos 31 TNOs maiores é de ∼ 1.97× 10−2

M⊕ (Pitjeva and Pitjev, 2018). A seguinte classificação de TNOs (vide figura 1.1) é baseada em

suas propriedades orbitais e não f́ısicas.

• Objetos Ressonantes: São objetos capturados em RMM com Netuno, isto é, seus

peŕıodos orbitais podem ser expressados como múltiplos racionais do peŕıodo orbital de

Netuno. Porém, além da comensurabilidade no peŕıodo, os elementos orbitais angulares

devem ser tais que o ângulo de ressonância (ou também chamado de argumento cŕıtico)

oscile em torno de um valor espećıfico, ao invés de circular. Os objetos ressonantes geral-

mente experimentam troca de energia orbital e momento angular com Netuno e podem

ser estáveis a longo prazo, mesmo em altas excentricidades, através de um mecanismo

de proteção de fase que permite que as órbitas dos objetos cruzem a órbita de Netuno

sem serem desestabilizados rapidamente por encontros próximos. As comensurabilidades

orbitais mais prominentes correspondem às RMMs 3:2, 2:1 e 5:2.

1Corpos que possuem a massa suficiente para que sua auto-gravidade os tornem quase esféricos, mas não o
suficientemente massivos para influenciar sensivelmente a vizinhança em torno de sua órbita.

2Além das 48 au o número de objetos com tamanhos maiores do que 40 km cai bruscamente.
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• Cinturão de Kuiper Clássico: Esta população é composta de corpos gelados não

ressonantes com semieixos maiores entre as RMMs 3:2 e 2:1 (a ∼ 39.4 − 47.8 au); é por

sua vez dividida nas populações dinamicamente fria e quente, onde a distinção está baseada

na distribuição bimodal de suas inclinações (Brown, 2001), sendo i ∼ 5◦ considerado como

o valor divisório, mas tal limite não é agudo.

• Disco Disperso: A maioria dos objetos pertencentes a esta população residem em órbitas

dinamicamente metaestáveis. Eles apresentam a > 50 au e 30 au < q < 38 au. O disco

disperso seria a principal fonte de cometas da famı́lia de Júpiter.

• Disco Disperso Estendido: Os membros desta população são também chamados de

objetos destacados. Eles têm a > 50 au e distâncias ao periélio fora do alcance gravita-

cional de Netuno, q & 38 au3, portanto são dinamicamente estáveis em escalas de tempo

longas. Alguns destes objetos não podem ser gerados através de interações com Netuno,

requerendo um mecanismo adicional de perturbação gravitacional.

• Centauros: Os Centauros (clássicos) são definidos como corpos menores com distâncias

ao periélio ou semieixos maiores entre as órbitas dos planetas externos (Gladman et al.,

2008), razão pela qual suas órbitas são geralmente instáveis. Estes objetos se originariam

no disco disperso.

Porém, existem também corpos com a > 100 au e distâncias ao periélio na mesma região

do que os Centauros clássicos, pelo que estes objetos são conhecidos como Centauros de

semieixo maior grande (Gomes et al., 2015).

Batygin et al. (2019) consideram como Centauros objetos com q ≤ 30 au e a ≥ 30 au, os

quais exibem uma ampla dispersão nas inclinações, vários deles atingindo inclusive órbitas

retrógradas. Dos 49 TNOs com i > 40◦, 10 deles apresentam i > 90◦. Com excepção do

TNO recentemente descoberto, 2015 BP519 (i = 54◦, q = 36 au, a = 450 au; Becker

et al. (2018)), todos os objetos conhecidos com alta inclinação são Centauros (q < 30

au), habitando o espaço interplanetário no periélio. Tais inclinações elevadas requerem

uma dinâmica adicional às interações apenas com os planetas gigantes conhecidos. Nós

adotamos esta definição para os Centauros doravante.

• Nuvem de Oort: Esta é uma região hipotética aproximadamente esférica composta de

planetesimais gelados que originariam os cometas de longo peŕıodo. A única evidência

concreta de sua existência provém das observações de cometas com a ≥ 20, 000 au. O

fluxo cometário observado fornece uma estimativa da massa de ∼ 1− 2 M⊕, embora este

valor seja altamente incerto (Francis, 2005). Acredita-se que a Nuvem de Oort se estende

de ∼ 20, 000 a 200, 000 au, onde o limite externo corresponde à fronteira gravitacional do

sistema solar e é dada aproximadamente pela esfera de Hill do Sol. Devido às distâncias

grandes, estes objetos estão sujeitos à perturbação gravitacional de estrelas que passam.

3A diferença entre os objetos destacados e espalhados só pode ser estabelecida com segurança através de
integrações numéricas das órbitas no campo gravitacional dos planetas, principalmente Netuno. Os espalhados
apresentarão órbitas metaestáveis. Não se tendo o resultado de integrações numéricas para todos, usa-se um valor
aproximado para o q divisório e isso pode variar de autor para autor.
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Figura 1.1: Principais classes dinâmicas de TNOs. Figura extráıda do “review” de Batygin
et al. (2019). Note que, diferente deles, nós definimos o semieixo maior dos objetos espalhados

e destacados como sendo a > 50 au.

1.2 O Modelo de Nice

Os planetas gigantes do sistema solar provavelmente experimentaram duas etapas de migração, a

primeira num disco de gás e a segunda, após a dissipação do gás no disco, induzida pela troca de

momento angular e energia entre eles e um disco externo de planetesimais massivos. Esse último

cenário é conhecido como o Modelo de Nice (originalmente apresentado numa trilogia: Gomes

et al. (2005a); Morbidelli et al. (2005); Tsiganis et al. (2005)) e é remarcavelmente convincente

porque consegue reproduzir muitas das caracteŕısticas do sistema solar.

No Modelo de Nice, os planetas gigantes tinham inicialmente uma configuração mais

compacta do que a atual, localizados entre 5 − 18 au, e órbitas quase circulares e coplanares.

O disco de planetesimais tinha uma massa de ∼ 35 M⊕, começando logo além das órbitas dos

planetas e se estendendo até ∼ 30 au (Gomes et al., 2004). Aproximadamente 700 Myr após a

formação dos planetas gigantes (isto é, os planetas terrestres já estavam formados), Júpiter e

Saturno cruzaram suas RMMs mútuas 2:1, desencadeando uma instabilidade global. Urano e

Netuno adentraram no disco trans-planetário espalhando as part́ıculas através do sistema solar.

Com o decorrer do tempo o Modelo de Nice precisou de algumas modificações. Por um

lado, resultados de simulações hidrodinâmicas mostraram que os planetas gigantes emergem

numa cadeia ressonante após a dissipação do gás no disco circunstelar, com Júpiter e Saturno

bloqueados em sua RMM mútua 3:2 (Masset and Snellgrove, 2001; Morbidelli and Crida, 2007).

Esta configuração pode produzir os mesmos resultados que o cruzamento ressonante 2:1 (Mor-

bidelli et al., 2007). Por outro lado, para preservar o sistema solar interno, manter o Cinturão

Principal estável e induzir a dinâmica correta atual dos gigantes de gás, Júpiter tinha que pular

sobre sua RMM 2:1 com Saturno, ao invés de migrar suavemente através dela (evolução co-

nhecida como Jumping Jupiter), para isto era necessário que Júpiter experimentasse encontros

próximos com um dos gigantes de gelo (Brasser et al., 2009; Morbidelli et al., 2010, 2009).
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O Modelo de Nice consegue explicar a configuração orbital atual dos planetas gigantes

(Tsiganis et al., 2005), o intenso bombardeio tardio (LHB, por sua sigla em inglês, Gomes

et al. (2005a); Levison et al. (2011)), a captura dos Troianos de Júpiter e Netuno (Gomes and

Nesvorný, 2016; Morbidelli et al., 2005; Nesvorný and Vokrouhlický, 2009; Nesvorný et al.,

2013), a estrutura orbital do Cinturão de Kuiper (Brasil et al., 2014a,b; Gomes et al., 2018;

Gomes, 2011; Levison et al., 2008; Nesvorný, 2015a,b; Nesvorný and Vokrouhlický, 2016), a

origem dos satélites irregulares dos planetas gigantes (Nesvorný et al., 2014a, 2007), várias

propriedades dos satélites Jovianos (Deienno et al., 2014; Nesvorný et al., 2014b), os diferentes

estados de diferenciação de Ganimedes e Calisto (Barr and Canup, 2010), a arquitetura orbital

do Cinturão Principal (Roig and Nesvorný, 2015) e a ausência observacional de famı́lias de

asteroides primordiais no Cinturão Principal (Brasil et al., 2016).

A instabilidade tardia no Modelo de Nice foi originalmente requerida para explicar o

LHB ou cataclismo lunar, que teria acontecido hà ∼ 3.9 Gyr segundo a datação radiométrica

das amostras de rochas lunares retornadas pelas missões Apollo (Tera et al., 1974). Porém,

novas imagens de alta resolução do Lunar Reconnaissance Orbiter (LRO) e a missão Gravity

Recovery and Interior Laboratory (GRAIL) tem incrementado significativamente o número de

bacias de crateras antigas usadas na contagem, cobrindo um intervalo mais amplo de idades

e implicando um bombardeio lunar estendido hà ∼ 4.2 − 3.5 Gyr (Fassett et al., 2012; Spudis

et al., 2011; Zellner, 2017).

Por outro lado, as evoluções Jumping Jupiter acontecem no Modelo de Nice, mas elas

são raras. Na maioria dos casos, o gigante de gelo que experimentou o encontro com Júpiter é

ejetado. Esta taxa baixa de sucesso é incrementada quando um gigante de gelo extra, ejetado

do sistema solar durante a instabilidade, é adicionado ao sistema (Batygin, 2012; Nesvorný,

2011). No entanto, inclusive em um cenário Jumping Jupiter favorável, os eventos de dispersão

repetidos entre os planetas gigantes podem induzir um intercambio estocástico e difusivo do

AMD4 entres os modos de excentricidade dos planetas planetas internos e externos (Agnor

and Lin, 2012; Brasser et al., 2013). Por sua vez, Kaib and Chambers (2016) encontraram

uma probabilidade de 1% de que as arquiteturas orbitais dos planetas terrestres e gigantes

sejam reproduzidas simultaneamente. Isto sugere que a instabilidade dos planetas gigantes

deve ter acontecido antes que os planetas terrestres se formaram. Uma instabilidade precoce,

dentro dos primeiros 100 Myr, explicaria a baixa massa de Marte (Clement et al., 2018, 2019)

(fornecendo mais um modelo viável aos de Grand Tack (Walsh et al., 2011) e Low-mass Asteroid

Belt (Raymond and Izidoro, 2017)) e é apoiado pela existência do Troiano binário de Júpiter

Patroclus-Menoetius (Nesvorný et al., 2018).

Particularmente, devido ao foco do trabalho, damos ênfase nos objetos destacados. A

origem da população destacada com a . 200 au pode ser explicada como um resultado do

incremento da distância ao periélio de objetos do disco disperso mediante captura ressonante com

Netuno associado com o mecanismo de Kozai. Estes objetos podem ainda estar experimentando

4O AMD (angular momentum deficit) é a diferença entre a componente z do momento angular de uma órbita
e o momento angular total de uma órbita circular com o mesmo semieixo maior no plano invariável (Laskar,
1997).
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essas ressonâncias ou podem ter sido liberados do acoplamento ressonante Kozai-RMM durante

a migração de Netuno após a fase de instabilidade do sistema solar, quando suas excentricidades

orbitais foram suficientemente baixas (Brasil et al., 2014a; Gomes, 2011; Gomes et al., 2005b).

No entanto, as órbitas de objetos destacados com q & 40 au e a & 200 au não podem

ser explicadas pela única influência dos planetas conhecidos. Entre os mecanismos propostos

para explicar sua origem estão os seguintes: a interação do Sol com outras estrelas quando ele

formava parte do aglomerado de nascimento e “stellar flybys” foram comuns (Brasser et al.,

2012; Dukes and Krumholz, 2012), a captura de planetesimais do disco externo de outra estrela

(Kenyon and Bromley, 2004; Morbidelli and Levison, 2004), um planeta que pode ter exis-

tido temporariamente no disco disperso (Gladman and Chan, 2006), ou um planeta ainda não

descoberto (Gomes et al., 2006).

1.3 A Hipótese do Planeta 9

A recente proposta de um planeta adicional no sistema solar externo foi sugerida por Trujillo

and Sheppard (2014). Eles além de reportar o descobrimento do segundo Sednoide5, 2012 VP113,

notaram que os argumentos do periélio (ω) de TNOs com a > 150 au e q > 30 au −incluindo

Sedna e 2012 VP113− estão agrupados próximos à 0◦.

Trabalhos em relação à formação da Nuvem de Oort mostram que o mecanismo Lidov-

Kozai6 pode criar objetos com valores de ω preferencialmente próximos de 0◦ e 180◦ (Brasser

et al., 2006). Trujillo and Sheppard (2014) especularam que a escassez de objetos observados

com ω ∼ 180◦ pode ser o resultado de algum evento estocástico (por exemplo, um encontro

estelar forte) nos primórdios do sistema solar, levando à criação de populações assimétricas. No

entanto, eles notaram que os torques gravitacionais exercidos subsequentemente pelos planetas

gigantes conhecidos circula os argumentos do periélio de objetos com a > 150 au e q > 30 au

em curtas (comparadas à idade do sistema solar) e diferentes escalas de tempo, dependentes de

seus semieixo maior e periélio. Por exemplo, 100 Myr, 500 Myr e 1.3 Gyr para 2000 CR105, 2012

VP113 e Sedna; respectivamente (Trujillo and Sheppard, 2014). Por conseguinte, o confinamento

em ω deve ter acontecido relativamente recentemente (alguns Myr atrás) ou algum mecanismo

dinâmico está atualmente forçando o alinhamento em torno de ω ∼ 0◦.

Para evitar que os valores de ω se aleatorizem, Trujillo and Sheppard (2014) considera-

ram a presença de um planeta externo, o qual induziria um posśıvel efeito Lidov-Kozai. Suas

simulações numéricas considerando um perturbador de 2−15 M⊕, em órbita circular e de baixa

inclinação entre 200−300 au, indicaram que o ω dos Sednoides librou em torno de 0◦ por bilhões

de anos, entanto que os objetos com periélios menores não libraram por longos peŕıodos. Como

5Definido como um TNO com q > 50 au e a > 150 au.
6O mecanismo Lidov-Kozai é caracterizado pela presença de um corpo primário, um perturbador massivo e

um corpo perturbado. A perturbação da órbita da part́ıcula causa libração (oscilação em torno de um valor
constante) do argumento do pericentro, induzindo por sua vez um intercambio periódico entre sua excentricidade
e inclinação, porque para ele

√
1− e2 cos i = const.
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exemplo eles mostraram a libração do ω de 2012 VP113 (a = 258 au) considerando um pertur-

bador com semieixo maior próximo à do objeto (vide figura 1.2). Os autores testaram também

com um planeta da massa de Netuno em órbita altamente inclinada à 1500 au, indicando que

a maioria dos objetos exibem librações curtas em ω. Assim, eles mencionaram que existem

provavelmente outras configurações planetárias que favoreceriam a restrição observacional.

(a) (b)

Figura 1.2: (A) Circularização do argumento do periélio de 2012 VP113 considerando o sis-
tema solar atual. (B) Libração do argumento do periélio em torno de 0◦ com amplitude de
aproximadamente ±60◦ para o mesmo corpo menor incluindo na integração um planeta de 5

M⊕ à 210 au.

Porém, invocar o mecanismo Lidov-Kozai para a libração ocorrer em torno a ω ∼ 0◦

requer que a razão de semieixos maiores do objeto perturbado ao perturbador seja próximo da

unidade (de La Fuente Marcos and de La Fuente Marcos, 2014), o que implicaria que capturar

todos objetos com a > 150 au e q > 30 au em ressonâncias de Kozai requer provavelmente a

existência de múltiplos planetas.

Por sua vez, J́ılková et al. (2015) determinaram os parâmetros que levariam ao Sol e uma

estrela do aglomerado de nascimento a ter um encontro favorável que reproduza o confinamento

em ω (e também na inclinação) como observado nos objetos com a > 150 au e q > 30 au. No

entanto, eles assumem que os planetesimais capturados pelo Sol estariam na parking zone do

sistema solar, pelo que os elementos orbitais deles não teriam mudado desde que adquiriram

suas órbitas (Portegies Zwart and J́ılková, 2015).

Iorio (2014) descartou a existência da super Terra entre 200 − 300 au sugerida por

Trujillo and Sheppard (2014), a partir da determinação da distância mı́nima na qual um planeta

externo poderia existir baseada na precessão das linhas apsidais de vários planetas do sistema

solar (Iorio, 2012).

Posteriormente, Batygin and Brown (2016a) notaram que TNOs com a > 250 au (P >

4, 000 yr) e q > 30 au estão confinados não só em ω, senão também na longitude do periélio ($)
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e na longitude do nodo ascendente (Ω), sugerindo que suas órbitas estão alinhadas no espaço

f́ısico. Eles mostraram que a presença de um planeta com massa similar à de Netuno, distante,

excêntrico e moderadamente inclinado poderia reproduzir tais confinamentos como consequência

de interações seculares e ressonantes. Este planeta, denominado de Planeta 9 e cujos parâmetros

serão denotados com o subscrito 9, residiria aproximadamente no mesmo plano orbital do que

os objetos confinados (isto é: i9 ∼ 30◦ e ∆Ω = Ω9 − Ω ∼ 0◦, onde Ω representa o valor médio

das part́ıculas) e estaria apsidalmente antialinhado com eles. O planeta nominal deles tem os

seguintes parâmetros: massa m9 = 10 M⊕, a9 = 700 au, e9 = 0.6, i9 = 30◦, ω9 = 150◦ e

Ω9 = 113◦.

Brown and Batygin (2016) refinaram as órbitas do Planeta 9 sugerindo as seguintes

faixas (obtidas a partir da figura 1.3 para as probabilidades mais altas): 200 au < q9 < 400

au, 500 au < a9 < 1000 au e 10 M⊕ < m9 < 20 M⊕. Os autores descartaram excentricidades

maiores e semieixos maiores menores do perturbador do que esses mencionados acima, porque

supostamente tais valores criariam objetos com distâncias ao periélio altas na região 100 au

< a < 200 au. Valores de m9 = 0.1, 1 e 30 M⊕ não conseguem ajustar as observações. Os

confinamentos nas “perihelion longitude”, “perihelion latitude” e ângulos polares7 dos TNOs

distantes, assim como as restrições dadas pelas “perihelion longitude” e inclinação dos Centauros

de semieixo maior grande e inclinação alta−que é uma predição forte da existência de um planeta

no sistema solar externo (Batygin and Brown, 2016a; Gomes et al., 2015)− sugeriram i9 = 30◦ e

ω9 = 120◦, 150◦. Comparando as trajetórias orbitais permitidas e brilho estimado do Planeta 9

à estudos prévios e em andamento, os autores indicaram que o Planeta 9 estaria perto do afélio

com 22 < V < 25.

As análises dinâmicas a longo prazo de Batygin and Brown (2016a) e Brown and Batygin

(2016) não restringem diretamente a localização do Planeta 9 dentro de sua órbita. Subsequentes

trabalhos focaram nesta questão.

Fienga et al. (2016) analisaram os reśıduos no movimento orbital de Saturno baseado

nos dados de 10 anos de Cassini, usando o modelo dinâmico nominal de efemérides planetárias

INPOP e adicionando ao modelo o Planeta 9 nominal de Batygin and Brown (2016a), ajus-

tando todas as condições iniciais e parâmetros planetários. Eles exclúıram valores de anomalia

verdadeira ν ∈ [−130◦ : −100◦] ∪ [−65◦ : 85◦], contradizendo a afirmação de Iorio (2017) que

manifesta que um corpo de 10 M⊕ é exclúıdo se reside a uma distância menor do que 1000

au; enquanto que os reśıduos decrescem significativamente no intervalo ν9 ∈ [108◦ : 129◦] (vide

figura 1.4).

Holman and Payne (2016b) também utilizaram medidas precisas da distância Terra-

Saturno obtidas por Cassini e as restrições dinâmicas de Batygin and Brown (2016a) e Brown

and Batygin (2016), favorecendo a região em ascensão reta e declinação (α, δ) = (40◦,−15◦), se

7Os três parâmetros referenciados à ecĺıptica: argumento do periélio, longitude do nodo ascendente e inclinação,
são mais simples de descrever na posição absoluta no céu: i) “perihelion longitude”, a longitude ecĺıptica do ponto
no céu onde o objeto está no periélio, ii) “perihelion latitude”, a latitude do periélio, e iii) o ângulo polar, que
mede a projeção do polo da órbita no plano do céu, ou a direção perpendicular ao movimento do objeto no
periélio.
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(a) (b)

Figura 1.3: A) Espaço de parâmetros a9 − e9 considerados para calcular a probabilidade de
um Planeta 9 de 10 M⊕ fornecer um adequado ajuste às órbitas de TNOs distantes. O estreito
intervalo de resultados aceptáveis caim dentro de 500 au < a < 800 au através de uma linha
tracejada definida empiricamente como e9 = 0.75−(450au/a9)8. B) No caso de um Planeta 9 de
20 M⊕, as combinações aceptáveis se dão para 800 au < a < 1000 au e e9 = 0.75− (650au/a9)8.
As probabilidades devem ser consideradas mais qualitativas do que quantitativas, já que essas
simulações foram exploratórias considerando um número limitado de part́ıculas. Crédito: Brown

and Batygin (2016).

estendendo ∼ 20◦ em todas as direções, para m9 = 17.7+8.4
−9.1 M⊕ e distâncias r9 = 629.4+92.3

−133.9

au, próximo ao apocentro de sua órbita (a9 = 478.7+70.5
−91.7 au, e9 = 0.5+0.1

−0.1).

Holman and Payne (2016a) ademais sugeriram que a inclusão de um planeta mais mas-

sivo ou mais próximo do que o argumentado por Batygin and Brown (2016a) fornece melhores

ajustes às astrometrias de Plutão8 e de um conjunto de TNOs bem observados9, do que um

modelo que considera apenas o Sol, os planetas conhecidos e os TNOs maiores.

Malhotra et al. (2016) assumiram que os quatro objetos do Cinturão de Kuiper de mais

longo peŕıodo estão em comensurabilidades de movimento médio N :1 e N :2 com um planeta

hipotético com a9 ∼ 665 au. Os autores deram duas possibilidades para o par (i9,Ω9) que são

(18◦, 101◦) e (48◦, 355◦) e, excluem pouco mais da metade da trajetória orbital, assumindo um

planeta de 10 M⊕.

Por sua vez, Millholland and Laughlin (2017) estenderam o trabalho de Malhotra et al.

(2016), indicando os seguintes parâmetros para o planeta: m9 ∼ 6 − 12 M⊕, a9 = 654 au,

e9 = 0.45, i9 = 30◦, ω9 = 150◦, Ω9 = 50◦ e M9 = 180◦.

Lawler et al. (2017) argumentaram que uma super-Terra distante numa órbita circular

(m9 = 10 M⊕, a9 = 250 au, e9 = 0, i9 = 5◦) ou excêntrica (m9 = 10 M⊕, a9 = 500 au, e9 = 0.5,

i9 = 5◦) afetaria a distribuição orbital na faixa 50 au < a < 500 au e q > 37 au, mas que tal

assinatura seria indetectável nos “surveys”.

8Foram utilizadas as remedições de placas fotográficas de Plutão, usando catálogos estelares modernos (Buie
and Folkner, 2015).

9Estes objetos ao terem sido observados por peŕıodos longos, permitem que os efeitos de perturbações fracas
se acumulem.
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Figura 1.4: Zonas permitida (verde), exclúıdas (vermelho e rosa) e incerta (branca) para
o Planeta 9 de Batygin and Brown (2016a). Na zona verde, os reśıduos são diminúıdos ao
considerar o planeta em relação aos reśıduos nominais de INPOP, pelo que sua presença é
posśıvel. Na zona branca a perturbação do Planeta 9 é muito fraca para ser detectada. As
zonas exclúıdas são mostradas em vermelho considerando dados dispońıveis até 2014.4 e em
rosa, ν ∈ [−132◦ : 106.5◦], se os dados Cassini são estendidos até 2020, ao incluir um ruido

Gaussiano à dados simulados adicionais. Crédito: Fienga et al. (2016).

Nesvorný et al. (2017) encontraram que a inclusão de um Planeta 9 com: m9 = 15 M⊕,

a9 = 700 au e e9 = 0.6, origina uma distribuição na inclinação de cometas da famı́lia de Júpiter

mais ampla do que a observada.

Simulações atuais de Batygin et al. (2019) sugerem um planeta de massa baixa, mais

próximo e menos excitado dinamicamente do que o proposto anteriormente por eles: m9 ∼ 5−10

M⊕, a9 ∼ 400− 800 au, e9 ∼ 0.2− 0.5 e i9 ∼ 15◦− 25◦. Apesar do raio f́ısico menor, a distância

heliocêntrica agora mais próxima permitiria que o Planeta 9 seja mais facilmente detectável

por estudos ópticos convencionais do que se pensava. Os autores esperam que os parâmetros

revisados do Planeta 9 diminuam a eficiência da geração de cometas da famı́lia de Júpiter de alta

inclinação, eliminando potencialmente a discrepância entre as distribuições orbitais modelada e

observada.

Utilizando limites observacionais e gravitacionais, Batygin et al. (2019) restringiram

o espaço de parâmetros massa − raio orbital, para planetas que podem ainda não ter sido

descobertos (vide figura 1.5). O espaço permitido tem em conta que as órbitas dos planetas

conhecidos são bem determinadas, de modo que, a massa e distância de novos corpos não podem

contradizer as efemérides, embora tal determinação é senśıvel ao modelo dinâmico empregado.

As órbitas de novos planetas também têm que permanecer vinculadas ao Sol, aquelas com

a & 30, 000 au provavelmente serão arrancadas do sistema solar, ou pelo menos terão seus

elementos orbitais drasticamente alterados, por estrelas que passam no campo da vizinhança

solar. No campo do aglomerado de nascimento solar, os planetas devem ter a . 1000 au (Li

and Adams, 2016) para sobreviver. O limite superior na massa é fornecido pelas observações de
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WISE e o limite inferior é dado pela definição de planeta, que deve ser o suficientemente massivo

para limpar sua órbita sobre a idade do sistema solar, isto implica que a massa planetária mı́nima

seja uma função crescente da distância orbital. Usando a restrição de Margot (2015):

m & 1 M⊕

(
a

380 au

)9/8

Nós enfatizamos que o tempo em que o planeta se coloca numa órbita destacada pode

ser perto do fim da vida do aglomerado, podendo atingir valores a > 1000 au.

Figura 1.5: Parâmetros permisśıveis para planetas ainda não descobertos no sistema solar.
A região permitida é delimitada pelas linhas roxa, verde, vermelha e amarela. Embaixo da
linha roxa, o planeta desconhecido não produz perturbações grandes nas órbitas dos planetas
gigantes. Por acima da linha verde, os planetas são o suficientemente massivos para limpar
gravitacionalmente suas órbitas. À esquerda da linha vermelha, o planeta conseguiria sobreviver
à perturbações no aglomerado de nascimento do Sol. Embaixo da linha amarela, corpos com
massa inferior a do Saturno podem existir a menos de 28,000 au. Crédito: Batygin et al. (2019).

O Planeta 9 não só explica o confinamento das órbitas de TNOs distantes no espaço

f́ısico, senão que também origina naturalmente órbitas com distâncias ao periélio altas como

a de Sedna, prevê a existência de objetos apsidalmente alinhados com o planeta hipotético se

uma distribuição ampla de periélio é inicialmente assumida para as part́ıculas (Khain et al.,

2018), reproduz objetos que seriam compat́ıveis com os Centauros de semieixo maior grande

e inclinação alta (Batygin and Brown, 2016a; Brown and Batygin, 2016; Gomes et al., 2015),

oferece uma explicação à origem dos Centauros altamente inclinados com a < 100 au (Batygin

and Brown, 2016b), à alta inclinação do TNO de longo peŕıodo, 2015 BP519 (q = 36 au; Batygin

and Morbidelli (2017); Becker et al. (2018)) e foi invocado para explicar a inclinação do equador
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solar em relação ao plano médio dos planetas do sistema solar (Bailey et al., 2016; Gomes et al.,

2017; Lai, 2016). Estes itens, detalhados abaixo, e os mecanismos propostos para explicar a

origem da órbita do Planeta 9 foram estudados usando como base os trabalhos de Batygin and

Brown (2016a) e Brown and Batygin (2016).

1.3.1 Objetos Apsidalmente Antialinhados e Alinhados

Khain et al. (2018) mostraram que a distribuição de distância ao periélio é fortemente depen-

dente da distribuição q inicial no Cinturão de Kuiper. Eles consideraram em suas simulações10

um Planeta 9 com m9 = 10 M⊕, a9 = 700 au, e9 = 0.6 e i9 = 0◦ e, testaram dois modelos

do Cinturão de Kuiper: i) um Cinturão de Kuiper inicialmente estreito (30 au < q < 36 au),

correspondente à definição convencional do disco disperso (Gladman et al., 2008) e consistente

com as expectativas do Modelo de Nice na ausência de perturbações externas e, ii) um Cinturão

de Kuiper inicialmente amplo (30 au < q < 300 au), associado com mecanismos que envolvem

encontros estelares os quais levantariam a distância ao periélio original do Planeta 9 assim como

de alguns TNOs.

Em 4 Gyr, as distribuições inicialmente estreita e ampla retêm uma população antiali-

nhada em relação à órbita do perturbador hipotético, de q baixo, que correspondem aos objetos

confinados no espaço f́ısico, onde a distribuição ampla consegue reter um número maior devido

as condições iniciais, já que muitos deles experimentaram mı́nimas interações de espalhamento

com os planetas gigantes. Mas só a distribuição ampla desenvolve uma população alinhada com

o planeta, de q alto. Na distribuição estreita, os poucos objetos alinhados que sobrevivem são

encontrados em ressonâncias de alta ordem com Netuno. A mediana da distância ao periélio

final dos objetos que seriam detectáveis na distribuição estreita é de 38.13 au para os TNOs

antialinhados e de 33.07 au para os TNOs alinhados, e na distribuição ampla, de 44.16 au para

os TNOs antialinhados, e de 100.29 au para os TNOs alinhados.

Os objetos antialinhados são dominados por aqueles com q < 100 au. Isto é devido a

que objetos antialinhados com q inicial & 100 au residem em trajetórias seculares induzidas pelo

Planeta 9 que experimentam oscilações de amplitude alta na distância ao periélio; eles atingem

seu valor máximo em q e seguem aproximadamente as curvas de ńıvel do Hamiltoniano médio

(Batygin and Morbidelli, 2017) sendo conduzidos à órbitas cruzadoras de Netuno (vide figura

1.6). Neste ponto, estes objetos se tornam Centauros e como tais têm tempos de vida dinâmico

curtos (Tiscareno and Malhotra (2003), Horner et al. (2004)). Os TNOs antialinhados estáveis

executam dinâmica secular − ressonante com o Planeta 9 (vide Caṕıtulo §2, para detalhes).

Os objetos alinhados executam ciclos de librações no plano de fase e − ∆$ devido

a interações seculares com o Planeta 9 (vide figura 1.7, para um TNO com a = 345 au).

Dependendo do valor de q inicial, estas librações podem estar completamente contidas dentro

da região protegida do plano de fase e−∆$, isto é, as órbitas colineares dos objetos permanecem

10Estas consideraram um Cinturão de Kuiper de inclinação baixa e um Planeta 9 não inclinado. O bom acordo
com modelos que consideram um Cinturão de Kuiper com distribuição uniforme na inclinação com 0◦ < i < 40◦ e
a presença de um Planeta 9 inclinado, implica que os resultados de suas simulações planares são representativas.
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Figura 1.6: Plano de fase q − ∆$ mostrando as trajetórias de um subconjunto de objetos
antialinhados (esquerda) e contornos do Hamiltoniano secular calculados por Batygin and Mor-
bidelli (2017) (direita). Os pontos azuis denotam os valores iniciais de objetos metaestáveis e as
estrelas vermelhas indicam o momento quando estes cruzam a órbita de Urano. Os objetos me-
taestáveis, cujas trajetórias são mostradas com a cor azul claro, são primeiramente conduzidos à
valores de q altos e subsequentemente para o sistema solar interno, devido a interações seculares
com o Planeta 9. As trajetórias azuis escuras, porém, correspondem a objetos antialinhados
estáveis, estes experimentam librações leves em q e ∆$, sendo protegidas do espalhamento
de Netuno e permanecendo estáveis durante o tempo de integração. Consequentemente, todos
os objetos antialinhados que atingem valores de q altos (& 100 au) em suas trajetórias são
eventualmente ejetados, o que explica qualitativamente a distribuição de periélio de objetos

antialinhados nas populações ampla e estreita. Crédito: Khain et al. (2018).

inteiramente dentro de ou fora da órbita do Planeta 9 (dependendo se a < a9 ou a > a9), neste

caso, os objetos sobrevivem o tempo de integração completo. Porém, para objetos inicializados

em órbitas próximas de Netuno a evolução secular conduz a órbitas de cruzamento com o

Planeta 9, mas os encontros próximos com o Planeta 9 não desestabilizam diretamente estes

objetos, ao invés disso, estas interações atuam para modular estocasticamente os TNOs dentro

do regime de cruzamento de órbitas com o Planeta 9. Nesta região, os objetos são levados para

o sistema solar interno mediante trajetórias seculares e um rápido decrescimento de q. Portanto,

a curva de colisão tangencial (figura 1.7), embora não sinalize instabilidade, é um representante

do tempo de vida dinâmico, objetos que cruzam esta linha são desestabilizados em dezenas

de milhões de anos. Os únicos objetos que encontram estabilidade a longo prazo dentro da

região de cruzamento de órbitas são aqueles que foram capturados em RMM com o Planeta 9.

Porém, estas ressonâncias são raras, pelo que o Planeta 9 esculpe a população alinhada de q

alto devido principalmente a efeitos seculares. A região alinhada estável se torna cada vez mais

estreita conforme o semieixo maior da part́ıcula se aproxima ao valor de a9, até que desaparece

no limite a→ a9.

Assim, os autores identificaram duas populações permanentemente estáveis no Cinturão

de Kuiper externo: os objetos antialinhados de q baixo e os objetos alinhados de q alto. A

presença de objetos alinhados de q alto indicaria que o Cinturão de Kuiper atual vem de uma

distribuição q inicialmente ampla e que a origem da órbita do Planeta 9 provavelmente envolveu

encontros estelares, já que este mecanismo criaria um Cinturão de Kuiper estendido.
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Figura 1.7: Esquerda: Plano de fase e − ∆$ com contornos do Hamiltoniano médio para
um TNO com a constante de 345 au. A fronteira azul representa a curva de colisão tangencial
com o Planeta 9. Dentro deste limite os objetos não cruzam a órbita do Planeta 9, sendo
protegidos de encontros próximos (mostrados pelos ciclos de libração estáveis em roxo). Os
objetos que cruzam esta curva são eventualmente conduzidos ao sistema solar interno através
de dinâmica secular induzida pelo Planeta 9, tornando-se Centauros de vida curta (um exemplo
é mostrado pela trajetória rosa, onde as estrelas denotam os encontros próximos). Direita:
Trajetórias de todos os objetos sobreviventes nas simulações planares no plano de fase ∆$− a:
objetos alinhados (rosa), antialinhados (azul), altamente inclinados (verde) e circulando (azul
claro). A curva de colisão foi constrúıda localizando a largura máxima de libração permitida
da longitude do periélio relativa no correspondente gráfico e−∆$ para cada valor de a. Todas
as configurações orbitais dentro da curva azul estão cruzando a órbita do Planeta 9. Crédito:

Khain et al. (2018).

1.3.2 TNOs Altamente Inclinados

Apesar do êxito conseguido pelo Modelo de Nice em explicar várias das caracteŕısticas do sistema

solar, a origem da população trans-Netuniana altamente inclinada (i > 60◦) com a < 100 au,

tais como: “Drac” (2008 KV42; a = 42 au, e = 0.5, i = 103◦; Gladman et al. (2009)), “Niku”

(2011 KT19, a = 36 au, e = 0.3, i = 110◦; Chen et al. (2016)), 2016 NM56 (a = 73 au, e = 0.9,

i = 144◦) e 2017 KZ31 (a = 53 au, e = 0.8, i = 162◦), permanece elusiva dentro desse contexto.

Os experimentos numéricos realizados por Batygin and Brown (2016b) e Batygin et al.

(2019), mostraram que o Planeta 9 consegue também explicar a distribuição orbital da com-

ponente trans-Netuniana anômala. Batygin et al. (2019) consideraram part́ıculas testes dis-

tribúıdas inicialmente através dos intervalos 100 au < a < 800 au e 30 au < q < 100 au e,

adotaram uma dispersão na inclinação semi-gaussiana com desvio padrão de σi = 15◦.

Estes objetos, inicialmente de longo peŕıodo, teriam experimentado oscilações Lidov-

Kozai conduzidas pelo Planeta 9 e subsequentemente se espalharam para dentro devido a en-

contros próximos com Netuno. Esta trajetória dinâmica é reverśıvel no tempo, pelo que estes

objetos podem voltar a ser de longo peŕıodo e de inclinação baixa. Esta população, portanto,

pode ter tido semieixos maiores substancialmente mais altos no passado, vindo do disco disperso

estendido.

Como pode-se observar na figura 1.8, a distribuição teórica na inclinação para estes

objetos apresenta duas componentes: uma se estendendo a partir de i = 0◦ até i ∼ 110◦ e
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a segunda, menos densamente povoada, está centrada em i ∼ 150◦. Estas duas componentes

diferem em suas distâncias ao periélio caracteŕısticas, com a componente com inclinação menor

apresentando q ∼ 5 au até q ∼ 35 au e a componente com inclinação maior apresentando valores

substancialmente menores do que q ∼ 12 au. Estes resultados são fortemente consistentes com

o conjunto de dados observacionais.

Simulações convencionais desta classe de TNOs deram órbitas estritamente instáveis

na ordem de ∼ 10 Myr − 1 Gyr (por exemplo, Chen et al. (2016); Gladman et al. (2009)).

No entanto, apesar que o domı́nio orbital atual desses objetos residir fora da região de in-

fluência gravitacional direta do Planeta 9, ele pode sustancialmente prolongar seus tempo de

vida dinâmico.

Figura 1.8: Histogramas de densidades mostrando as regiões do espaço de parâmetros onde
as part́ıculas de longo peŕıodo influenciadas pelo Planeta 9 foram colocadas após de terem
sido espalhadas para dentro por Netuno. Os parâmetros do Planeta 9 são: m9 = 5 M⊕,
a9 = 500 au, e9 = 0.25 e i9 = 20◦. A transparência é usada como um aproximado para o
tempo gastado pelas part́ıculas numa região dada. Os domı́nios mais densamente povoados
sinalizam uma forte consistência com os dados observacionais. O censo observacional atual de
TNOs com 30 au < a < 100 au é mostrado por pontos pretos para objetos com i < 60◦ e são
adicionalmente destacados com ćırculos azuis para os objetos anômalos com i > 60◦ que não
podem ser explicados pelo modelo padrão da evolução do sistema solar. Crédito: Batygin et al.

(2019).

Além dos TNOs de curto peŕıodo em órbitas quasi ortogonais e retrógradas, interações

com o Planeta 9 podem também modular dramaticamente as excentricidades e inclinações de

corpos menores distantes, reproduzindo a população de Centauros altamente inclinados e de

semieixo maior grande (Batygin and Brown, 2016a; Brown and Batygin, 2016; Gomes et al.,

2015), como pode-se apreciar na figura 1.9. Os cinco Centauros observados de inclinação alta e

semieixo maior grande (i > 50◦ e a > 200 au) apresentam 8 au < q < 15 au. Nas simulações

realizadas por Brown and Batygin (2016), os efeitos seculares de Júpiter, Saturno e Urano foram

modelados atribuindo um melhorado campo quadrupolar ao Sol, de modo que os objetos são

removidos dentro das 20 au, não obstante, existe uma tendência onde objetos com distâncias
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ao periélio menores se movimentam para a borda externa das regiões de agrupamento vistas na

figura 1.9, onde os objetos reais estão.

Figura 1.9: “Perihelion longitude” e inclinação para part́ıculas com 300 au < a < 700 au
e q < 80 au, desde t > 3 Gyr. A simulação considera a9 = 700 au, e9 = 0.6 e i9 = 30◦.
A população de inclinação baixa está antialinhada com o Planeta 9, os pontos vermelhos e
verde representam os TNOs distantes observados. A população de inclinação alta está em
concordância com os pontos azuis, que representam os Centauros altamente inclinados e de

semieixo maior grande. Crédito: Brown and Batygin (2016).

Portanto, estes estudos colocam aos Centauros altamente inclinados com a < 100 au e

com semieixos maiores grandes no mesmo contexto evolutivo.

1.3.3 Obliquidade Solar

O efeito de um planeta adicional residindo numa órbita distante e inclinada sobre os planetas

gigantes conhecidos faz com que a dinâmica destes últimos possa ser decomposta numa dinâmica

clássica Lagrange-Laplace em relação a seu plano orbital médio e uma lenta precessão desse plano

em relação ao definido pelo vetor momento angular total do sistema, isto é, incluindo o planeta

adicional (Gomes et al. (2017); vide Apêndice A).

Desta maneira, vários trabalhos focaram em mostrar se a atual inclinação entre o equa-

dor do Sol e o plano invariável do sistema solar (referido doravante como iv4 e considerado como

o plano perpendicular ao vetor momento angular resultante dos planetas gigantes conhecidos),

de 6◦ (Souami and Souchay, 2012), poderia ter sido induzida total ou parcialmente pelo torque

gravitacional secular exercido pelo proposto Planeta 9 sobre os planetas gigantes em 4.5 bilhões

de anos.

Usando tratamentos formais (teoria de perturbação secular e cálculo do momento angu-

lar) e/ou integrações numéricas, Bailey et al. (2016); Gomes et al. (2017); Lai (2016) mostraram

que os parâmetros de um planeta adicional que conseguem explicar o desalinhamento spin-órbita

em 4.5 Gyr a partir de uma configuração estritamente alinhada, são praticamente incompat́ıveis
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com aqueles11 que explicariam os confinamentos de TNOs distantes (Batygin and Brown, 2016a;

Brown and Batygin, 2016).

Como pode se apreciar na figura 1.10, Gomes et al. (2017) encontraram que alguns dos

parâmetros do planeta adicional que reproduzem a inclinação entre o equador solar e o plano

iv4, seriam compat́ıveis aos de Batygin and Brown (2016a) e Brown and Batygin (2016) se

excentricidades maiores do que as encontradas por estes últimos correspondessem a um dado

semieixo maior.

Figura 1.10: Semieixo maior versus excentricidade do Planeta 9, para i9 = 30◦ e quatro
valores de m9; que em 4.5 Gyr reproduzem a obliquidade solar. O Planeta 9 padrão de Batygin
and Brown (2016a): m9 = 10 M⊕ = 3 ∗ 10−5 M�, i9 = 30◦, a9 = 700 au e e9 = 0.6, deveria
ter uma excentricidade de 0.8 para explicar o valor atual da obliquidade. No caso do melhor
Planeta 9 de Brown and Batygin (2016): m9 = 10 M⊕, i9 = 30◦, a9 = 600 au e e9 = 0.5, a

excentricidade deveria ser de 0.71. Crédito: Gomes et al. (2017).

Por outra parte, integrações das equações de movimento para trás no tempo, partindo

da obliquidade solar atual e considerando um intervalo de parâmetros para o planeta adicional

plauśıveis com os previstos por Batygin and Brown (2016a) e Brown and Batygin (2016), mos-

traram que o desalinhamento spin-órbita primordial pode ter sido muito pequeno (vide figura

1.11) (Bailey et al., 2016); como os sugeridos para uma fração de sistemas de exoplanetas em

multi-trânsito, onde as inclinações tipicas atingem valores tão baixos quanto 1◦ − 2◦ (Spalding

and Batygin, 2016).

Assim, perturbações devidas unicamente ao Planeta 9 não conseguem reproduzir o de-

salinhamento spin-órbita a partir de um valor estritamente nulo. Se bem que uma obliquidade

11Estes trabalhos incluem a restrição de que o Planeta 9 reside no mesmo plano do que os TNOs distantes:
Ω9 = 113◦ ± 13◦ (Batygin and Brown, 2016a), Ω9 = 80◦ − 120◦ (Brown and Batygin, 2016).
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Figura 1.11: Evolução do eixo de rotação solar medido em relação ao plano iv4 momentâneo.
Os gráficos são apresentados em coordenadas polares, onde i� e Ω� representam as variáveis
radial e angular, respectivamente. As integrações foram inicializadas na configuração atual
(i� = 6◦ e Ω� = 68◦) e evolúıdas para trás no tempo. Os parâmetros testados para o Planeta
9 são: m9 = 15 M⊕, a9 = 500 au, e9 = 0.5, i9 = 10◦, 20◦ e 30◦ e 80◦ < Ω9 < 120◦. O painel
do médio fornece o menor desalinhamento spin-órbita primordial, consistente com a inclinação

rms dos planetas (irms ∼ 1◦). Crédito: Bailey et al. (2016).

primordial nula possa ser um resultado esperado da hipótese nebular, outros processos f́ısicos

podem ter agido para excitá-la, tais como: interações magneto-hidrodinâmicas entre a magne-

tosfera de uma estrela jovem e seu disco protoestelar (Lai et al., 2011), assimetria inicial na

distribuição de massa do núcleo protoestelar (Bate et al., 2010; Fielding et al., 2015), um tor-

que gravitacional devido a i) um encontro com uma estrela passando, ii) uma nuvem molecular

(Adams, 2010; Heller, 1993) ou iii) uma companheira estelar primordial (Batygin, 2012; Lai,

2014; Spalding and Batygin, 2014).

1.4 Origem da Órbita do Planeta 9

Nesta seção se descrevem os cenários propostos para explicar a origem da órbita inferida do

Planeta 9 (Brown and Batygin, 2016): formação in situ, espalhamento de sua órbita original e

captura i) de um planeta de outro sistema estelar ou ii) de um “freely floating planet” (FFP).

Aqui também se apresenta a probabilidade de ejeção após o planeta atingir a órbita proposta.

1.4.1 In Situ

A formação in situ do Planeta 9 requereria uma eficiente conglomeração de sólidos à distâncias

heliocêntricas grandes, bem como um disco se estendendo a centenas de au. Kenyon and Bromley

(2016), assumindo condições favoráveis, mostraram que a formação de um planeta de massa

super-Terra seria posśıvel em 250 au em 100 − 200 Myr e em 750 au em 1 − 2 Gyr, mediante

coagulação lenta dentro de um anel distante composto de um enxame de “pebbles” (do tamanho

de ∼ 1 cm), e uns poucos oligarcas grandes (∼ 100 km).
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Porém, propriedades observadas do sistema solar indicam que ele se formou dentro de

um aglomerado contendo 103 − 104 estrelas (Adams, 2010; Adams and Laughlin, 2001), tal

ambiente pode ter sido altamente disruptivo nas regiões externas do disco protoplanetário do

sistema solar, fortemente desfavorecendo a formação do Planeta 9.

1.4.2 Espalhamento

Trabalhos dirigidos a formar os planetas gigantes de gelo sugerem o espalhamento de núcleos

protoplanetários da região dos planetas gigantes, devido a encontros próximos entre núcleos ou

com os planetas gigantes (Izidoro et al., 2015; Thommes et al., 1999). Desta maneira, o Planeta

9 poderia ter sido originalmente espalhado para fora a partir desta região. Para evitar que

repetidos encontros próximos com o planeta que o espalhou termine na ejeção do Planeta 9, a

órbita deste último teve que ter sido subsequentemente circularizada, aumentando assim sua

distância ao periélio e facilitando sua retenção numa órbita limitada.

O potencial gravitacional do aglomerado de nascimento solar fornece um mecanismo

para essa finalidade (Brasser et al., 2006, 2012), não obstante, como mencionado embaixo, a

probabilidade de produzir a órbita inferida do Planeta 9 é baixa.

Li and Adams (2016) estimam as probabilidades de reproduzir a órbita do Planeta

9 em diferentes cenários de formação a partir de seções transversais de interação, tanto no

campo do aglomerado de nascimento solar como no campo das estrelas na vizinhança do Sol.

A probabilidade é quantificada pela profundidade ótica, P , para dispersão, dada por:

P ≡ σint(νb) ∆t νb 〈n∗〉

onde σint é a seção transversal para o evento particular, ∆t é o tempo gasto no campo, νb é a

dispersão da velocidade do campo e 〈n∗〉 é a média da densidade numérica de estrelas no sistema

no tempo e velocidade. Para P < 1, a quantidade define a probabilidade de dispersão; para

P > 1, a probabilidade de sobrevivência frente à dispersão é dada por e−P . No aglomerado

de nascimento a dispersão de velocidade νb = 1 km s−1, a média da densidade numérica de

estrelas 〈n∗〉 ≈ 100 pc−3. O sistema solar provavelmente residiu no aglomerado por um tempo

de ∆t ≈ 100 Myr, um valor tipico para o tempo de vida de um aglomerado aberto. No campo

das estrelas na vizinhança solar, a dispersão da velocidade é maior, νb = 40 km s−1, a densidade

estelar é muito menor, 〈n∗〉 ≈ 0.1 pc−3, e o tempo de residencia é ∆t ∼ 4.5 Gyr. Embora o

sistema solar tenha gasto mais tempo no campo das estrelas na vizinhança solar, as interações

são mais prováveis de terem acontecido no aglomerado de nascimento solar devido a que a

densidade de estrelas e seções transversais são maiores.

Li and Adams (2016)12 consideraram o espalhamento do planeta na sua órbita proposta

a partir de uma órbita menor com a0
13= 200, 400, 600 e 800 au e e0 = 0. O sistema solar é

12O requerimento de Li and Adams (2016) para reproduzir exitosamente a órbita do Planeta 9 é que no final
ela atinga 400 au < a9 < 1500 au, 0.4 < e9 < 0.9 e i9 < 60◦.

13A formação do Planeta 9 seria dif́ıcil para os semieixos maiores mais altos, mas as seções transversais de
interação são pequenas para valores menores.
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assumido a residir no aglomerado de nascimento. Os autores encontraram que as probabilidades

são baixas a menos que a0 & 400 au, isto é, comparável aos valores finais requeridos de a9. Para

a0 = 600 au, a probabilidade é só de ∼ 25% e cai à ∼ 3% para a0 = 200 au. Planetas com

órbitas iniciais mais internas tem ainda menores seções transversais. Li and Adams (2016)

também calcularam seções transversais para produzir a órbita do Planeta 9 a partir de órbitas

excêntricas, correspondentes a um cenário onde o planeta teria se formado na região dos planetas

gigantes e sido espalhado para fora, com a0 = 50− 200 au e q0 = 5− 40 au. Porém, estas seções

transversais são um pouco menores do que as correspondentes às órbitas inicialmente circulares.

Por sua parte, Bromley and Kenyon (2016)14 sugeriram a circularização da órbita do

planeta espalhado através de fricção dinâmica com i) um disco de gás de baixa massa, estático

e de longa vida, ou ii) um disco de gás massivo, que evolui e de curta vida. Em seus modelos o

planeta começa já espalhado com m9 = 1−50 M⊕, q0 = 10 au, Q0 = 1600−3600 au e i0 = 0◦15.

No primeiro caso, eles encontraram que o planeta amortece numa taxa proporcional à massa

do planeta e a densidade superficial do disco; o semieixo maior final depende da borda interna

do disco, quanto menor ele for o planeta se deposita mais rapidamente e mais próximo ao Sol.

No segundo caso, órbitas inferidas para o Planeta 9 são produzidas quando existe um balanço

entre a taxa de amortecimento e a escala de tempo de evolução do disco.

Outra alternativa para levantar o periélio da órbita do planeta espalhado é mediante

fricção dinâmica com um disco de planetesimais localizado além das 100 ou 200 au, denominado

de cryobelt. Eriksson et al. (2018) consideraram inicialmente um planeta de 10 M⊕ numa órbita

excêntrica com q0 = 30 au, a0 = 400− 1000 au e i0 = 5◦ submetido à influência de um cryobelt

de ∼ 60 M⊕. Eles encontraram uma probabilidade de 20− 30% do planeta atingir uma órbita

semelhante16 à do Planeta 9, ou seja, maiores do que as dadas pela dinâmica do aglomerado. Este

modelo foi baseado em simulações de formação de planetesimais por “streaming instability”17

(Carrera et al., 2017), onde discos de planetesimais massivos (60 − 130 M⊕) são produzidos

além das 100 au como um resultado robusto das integrações, enquanto que a quantidade de

planetesimais interior às 100 au é fortemente dependente do modelo e parâmetros que estão

sendo utilizados.

Uma provável desvantagem do modelo de Eriksson et al. (2018) seria sua incompatibi-

lidade com o modelo de disco de planetesimais primordial do sistema solar que não se estendeu

muito além de 30 au (Gomes et al., 2004), o que é necessário para evitar que Netuno migre além

da sua localização atual. Portanto, algum processo f́ısico adicional seria requerido para criar

uma lacuna entre 30− 100 au no disco primordial.

14O requerimento de Bromley and Kenyon (2016) para reproduzir exitosamente a órbita do Planeta 9 é que no
final ela atinga a9 > 300 au e 0.2 < e9 < 0.8.

15A inclinação baixa é necessária para uma ótima interação com o disco. Mas, provavelmente o amortecimento
pelo gás e planetesimais na região dos gigantes de gás, manteve os corpos maiores em órbitas quase coplanares
com o disco de gás.

16O requerimento de Eriksson et al. (2018) é similar ao de Mustill et al. (2016).
17Mecanismo aerodinâmico para a concentração de sólidos à densidades altas em discos protoplanetários, faci-

litando o colapso gravitacional em planetesimais.
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Eriksson et al. (2018) também mostraram que a alta velocidade de um planeta na passa-

gem do periélio, antes do “detachment”, faz com que o efeito de espalhamento sobre os objetos

do Cinturão de Kuiper Clássico seja muito baixo, mantendo sua similaridade com o Cinturão

real.

1.4.3 Ejeção

Uma vez que o Planeta 9 atinge sua órbita inferida, ele pode ser removido do sistema solar por

estrelas que passam.

Neste cenário, Li and Adams (2016) consideraram o Planeta 9 em sua órbita atual

inferida: a9 =400, 600, 800 e 1000 au e e9 =0.4, 0.6 e 0.8, nos campos do aglomerado de estrelas

primordial e das estrelas na vizinhança do Sol. As seções transversais para ejeção do Planeta 9

no campo do aglomerado de nascimento são aproximadamente uma ordem de magnitude maior

do que as encontradas por eles para espalhar o Planeta 9 a partir de uma órbita mais interna

à sua órbita atual (isto sugere que o cenário de espalhamento do Planeta 9 é improvável). As

profundidades óticas são da ordem da unidade se o Sol reside dentro de seu aglomerado de

nascimento e de 0.002− 0.02 devido à passagem de estrelas no campo da vizinhança solar sobre

a idade do Sol. As taxas de interação se incrementam com a excentricidade orbital.

Já que a ejeção do planeta constitui uma possibilidade dentro da evolução primordial

do Sistema Solar, o mesmo racioćınio pode ser aplicado a outros membros do aglomerado. Isto

é, ao invés de se originar dentro do sistema solar o Planeta 9 poderia ter sido capturado quando

o Sol ainda residia em seu aglomerado de nascimento.

1.4.4 Captura

Um dos cenários de captura sugere que o Planeta 9 orbitava originalmente em torno de outra

estrela e teria sido capturado pelo campo gravitacional do Sol durante um encontro próximo no

aglomerado de nascimento. Uma restrição que tal cenário deve satisfazer é que o encontro deve

ser mais distante do que ∼ 150 au para evitar perturbar o Cinturão de Kuiper Clássico Frio

(Mustill et al., 2016), que é provavelmente primordial.

Li and Adams (2016) consideraram a captura do Planeta 9 de um sistema binário18.

Neste cenário o Planeta 9 começa com a0 =50, 100, 150 e 200 au e e0 = 0, as estrelas hospedeiras

com massas M∗ = 1 M�, M∗ = 0.3 M� (anã M) e com um intervalo amostrando o “initial mass

function” (IMF) estelar. As seções transversais de captura são muito menores do que as seções

transversais de ejeção dentro do aglomerado de nascimento solar, mas são aproximadamente

comparáveis às seções transversais de ejeção na vizinhança solar. Os autores também calcularam

seções transversais para captura a partir de órbitas com e0 = 0.6, sendo estas comparáveis a

aquelas com e0 = 0. A probabilidade de produzir a órbita do Planeta 9 nesse cenário é baixa,

18Os autores fazem esta consideração porque uma fração considerável de estrelas são binárias e porque elas
produzem efeitos de dispersão significativamente maiores.
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. 1%, onde as maiores seções transversais para captura ocorrem para órbitas amplas do Planeta

9. Portanto, estas duas probabilidades baixas indicam que é improvável que o Planeta 9 se forme

numa órbita ampla em outro sistema estelar e seja subsequentemente capturado.

Por sua vez, Mustill et al. (2016)19 consideraram part́ıculas em torno à outra estrela

em configurações consistentes com as sequelas de uma fase de forte dispersão planeta-planeta

(órbitas altamente excêntricas, q0 = 1, 10 au, e semieixo maior de várias centenas de au). A

probabilidade de captura do Planeta 9 é de ∼ 0.001− 0.1%20.

O outro cenário proposto é a captura de um FFP dentro do aglomerado de nascimento

solar.

Li and Adams (2016) encontraram que a probabilidade de captura de um FFP numa

órbita viável é de 0.084.

Por sua vez, Parker et al. (2017)21 encontraram que somente 5 − 10 de 104 FFPs são

capturados numa órbita consistente com a do Planeta 9. Tendo em conta, adicionalmente, o

enriquecimento do sistema solar de radioisótopos de curta vida, a partir da explosão de uma

supernova em seu ambiente de nascimento, a probabilidade é quase nula.

1.5 Teorias Alternativas

1.5.1 Viés Observacional

Uma das teorias alternativas que surgiram à proposta do Planeta 9 foi que o agrupamento ob-

servado em TNOs extremos em ω ≈ 0◦ fosse devido a viés observacional. Já que os objetos

altamente excêntricos são mais simples de ser detectados próximos a seus periélios (onde eles

estão mais próximos e são mais brilhantes), os estudos restringidos ao plano da ecĺıptica favo-

receriam a descoberta daqueles com ω em torno de 0◦ e 180◦. Não obstante, i) não existe um

confinamento em torno de ω = 180◦ e ii) os estudos que descobriram aqueles objetos foram

frequentemente estudos “all-sky” ou “off-ecliptic”. O viés para encontrar objetos em torno de

ω = 0◦ ou 180◦ é só significante para estudos que exploram latitudes ecĺıpticas entre −10◦ a

10◦. Portanto, o agrupamento visto em ω ao redor de 0◦ não é devido a um viés observacional

(Trujillo and Sheppard, 2014).

Por outro lado, Shankman et al. (2017) usaram a amostra de TNOs com a > 150 au e

q > 30 au de The Outer Solar System Origins Survey (OSSOS) juntamente com o simulador

de “survey” OSSOS para argumentar que os ângulos orbitais dos objetos são consistentes com

a detecção a partir de uma distribuição angular uniforme.

19O requerimento de Mustill et al. (2016) para reproduzir exitosamente a órbita do Planeta 9 é que no final ela
atinga 300 au < a9 < 900 au e 0.1 < e9 < 0.8.

20Considerando também a restrição em i9 de Brown and Batygin (2016).
21O requerimento de Parker et al. (2017) para reproduzir exitosamente a órbita do Planeta 9 é que no final ela

atinga 380 au < a9 < 980 au, 150 au < q9 < 350 au, 0.34 < e9 < 0.72 e i9 < 30◦ − 60◦.
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Recentemente, Brown and Batygin (2019) desenvolveram um método para quantificar

os vieses observacionais tanto na longitude do periélio quanto no polo orbital, calculando que

a probabilidade de que os 14 TNOs conhecidos com a > 230 au e q > 30 au estejam confina-

dos devido a uma combinação de vieses observacionais e chance aleatória é somente de 0.2%.

Brown and Batygin (2019) mostraram que, devido à região limitada de estudos OSSOS, ne-

nhuma conclusão poderia se extrair sobre o confinamento na longitude do periélio, pois mesmo

o agrupamento sendo tão forte quanto o observado o “survey” OSSOS seria estatisticamente

incapaz de detectá-lo.

1.5.2 Autogravidade

Madigan and McCourt (2016) mostraram que as forças gravitacionais entre corpos em órbitas

altamente excêntricas que compõem um disco fino axisimétrico, conduzem à um aumento expo-

nencial das inclinações orbitais e ao agrupamento no argumento do periélio, com as longitudes

do nodo ascendente distribúıdas uniformemente, reconfigurando o disco numa estrutura cônica.

Esse cenário é referido como “inclination instability” e explicaria o confinamento em ω para

os corpos menores, suas inclinações altas (i ∼ 5◦ − 30◦), assim como a população destacada.

No entanto, não reproduz o confinamento observado nas longitudes do periélio assim como os

vetores de momento angular. Para esse cenário funcionar na escala de tempo apropriada é

necessária uma massa de ∼ 1 − 10 M⊕ entre ∼ 50 e 104 au, isto é, pelo menos uma ordem de

magnitude maior do que a massa atual estimada no Cinturão de Kuiper entre a ∼ 30−50 au. O

modelo dos autores não considera as perturbações dos planetas gigantes nem o campo de maré

galáctica.

Simulações do Modelo de Nice considerando um disco planetesimal auto-gravitante22

conduzem naturalmente a um disco axisimétrico de planetesimais excêntricos durante os estágios

iniciais da instabilidade dinâmica. Em comparação ao modelo de Madigan and McCourt (2016),

as interações tanto seculares quanto de curto-peŕıodo entre as part́ıculas e os planetas gigantes

são tidas em conta, mas a “inclination instability” não se manifesta nesse cenário23 (Fan and

Batygin, 2017), sugerindo que é improvável que o confinamento de TNOs distantes tenha uma

origem auto-gravitacional.

1.5.3 Buraco Negro Primordial

Outra hipótese proposta recentemente sugere um buraco negro primordial (PBH, na sigla em

inglês) capturado pelo sistema solar que, ao ter massa similar ao do Planeta 9, poderia explicar os

confinamentos orbitais de TNOs distantes assim como as anomalias gravitacionais recentemente

22Em integrações convencionais do Modelo de Nice, a auto-gravidade do disco planetesimal é frequentemente
negligenciada.

23Os planetas tinham inicialmente i = 0◦, e ≤ 0.05 e estavam contidos dentro das 13 au em configurações
multiressonante, com razões de peŕıodos J:S, S:U e U:N de 2:1, 4:3 e 4:3; como sugeridos por interações disco-
planeta em simulações hidrodinâmicas. O disco planetesimal, de 30 M⊕, consistiu de 1000 part́ıculas de igual
massa em órbitas quase circulares e coplanares entre 14 au − 30 au.
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observadas pelo Optical Gravitational Lensing Experiment (OGLE) (Scholtz and Unwin, 2019).

A diferença dos buracos negros que se formam pelo colapso de estrelas de alta massa, se acredita

que os PBHs se originaram a partir de sobre densidades no universo primitivo, pouco após o

Big Bang, e como resultado seriam muito mais ligeiros. OGLE é um projeto que tem como

objetivo principal a busca de matéria escura com fenômenos de microlente e tem detectado 6

eventos que correspondem à lente por objetos de massa ∼ 0.5 M⊕ − 20 M⊕, que poderiam

ser interpretados como uma população de FFPs ou PBHs. Os autores mostraram que, embora

baixa, a probabilidade de captura de um PBH pelo sistema solar é aproximadamente comparável

à captura de um FFP no campo da vizinhança do Sol24. Enquanto que as estratégias principais

de busca para um planeta é empregar estudos ópticos e infravermelho/de microondas, a detecção

de um PBH consistiria em procurar as sinais emitidas pelo microhalo de matéria escura que o

rodeia, já que as aniquilações de part́ıculas de matéria escura emitem raios X, raios gamma e

outros raios cósmicos de alta energia. Conduzir essas observações pode ser uma forma de testar

essa hipótese.

1.6 Objetivos do Nosso Trabalho

Como mencionado anteriormente, Brown and Batygin (2016) apresentaram tabelas (vide figura

1.3) com as probabilidades de que uma dada combinação de semieixo maior e excentricidade do

Planeta 9 induzam um confinamento orbital favorável de TNOs distantes. Um dos critérios dos

autores para escolher a melhor órbita para o Planeta 9 foi descartar aquelas que aparentemente

produzem demasiados TNOs com distâncias ao periélio altas e semieixos maiores baixos. Por

sua vez, Gomes et al. (2017) encontraram parâmetros compat́ıveis com os propostos por Brown

and Batygin (2016), embora com excentricidades maiores correspondendo a um dado semieixo

maior do planeta.

1. Assim, o primeiro objetivo de nosso trabalho é restringir os parâmetros orbitais do nono

planeta sem ignorar os casos de planetas com distâncias ao periélio baixas, que foram

negligenciados em Brown and Batygin (2016), já que estes aparentemente produziriam um

excesso de TNOs com distâncias ao periélio altas para semieixos maiores relativamente

pequenos. Nós particularmente analisamos a influência de planetas com q9 baixos sobre o

Cinturão de Kuiper e na relação entre objetos espalhados e destacados.

2. O segundo objetivo de nosso trabalho é testar outras grades, considerando dessa vez órbitas

amplas do Planeta 9 (a9 > 1500 au), submetidas à força de maré galáctica. Devido a que

os efeitos de tais planetas seriam menores sobre os TNOs distantes do que as grades

anteriores, aqui se tem em conta que as distâncias ao periélio sejam baixas perto dos 4.5

Gyr de tempo de integração.

24O campo do aglomerado de nascimento pode ter um efeito altamente disruptivo já que o planeta capturado
provavelmente seria despojado por interações com estrelas próximas. Enquanto que, na vizinhança solar a densi-
dade de FFPs é menor, mas o tempo dispońıvel para a captura é muito maior e a probabilidade de sobrevivência
após a captura é a unidade.
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A tese está organizada da seguinte maneira. No Caṕıtulo §2, se aborda a teoria da

dinâmica de TNOs distantes perturbados pelo Planeta 9. No Caṕıtulo §3, descrevemos a me-

todologia usada para testar a influência dos planetas de nossas grades nestes objetos. Nossos

resultados são apresentados no Caṕıtulo §4. Finalmente, no Caṕıtulo §5 se apresentam as con-

clusões.



Caṕıtulo 2

Dinâmica de TNOs Distantes

Perturbados pelo Planeta 9: Teoria

Neste Caṕıtulo se caracterizam os processos dinâmicos que descrevem as anomalias observadas

em TNOs de longo peŕıodo, devidas à perturbação do Planeta 9. Como veremos, uma dinâmica

puramente secular induzida pelo planeta não consegue explicar a estabilidade dos TNOs distan-

tes, senão que a sobrevivência destes objetos a longo prazo é permitida pela dinâmica secular

dentro de RMMs com o perturbador. Por outro lado, o começo de oscilações na inclinação a

grande escala de corpos de longo peŕıodo se dá através da captura de objetos de inclinação

baixa em uma ressonância secular de ordem alta. Este Caṕıtulo está baseado principalmente

nas referências: Batygin et al. (2019); Batygin and Morbidelli (2017).

2.1 Anomalias em TNOs de Longo Peŕıodo

Órbitas submetidas a um potencial puramente Kepleriano descrevem elipses perfeitas. Se con-

sideramos as perturbações gravitacionais dos planetas gigantes, os confinamentos apsidais e de

planos orbitais (o que requer um alinhamento simultâneo das longitudes de nodo ascendente e

das inclinações) observados em TNOs de longo peŕıodo estariam sujeitos à dispersão, devido à

precessão diferencial do periélio e à regressão diferencial do nodo ascendente dos objetos.

A média do potencial gravitacional dos planetas gigantes sobre a trajetória Kepleriana

de um TNO é dada por

V̄ = −1
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onde as quantidades pertencentes à Júpiter, Saturno, Urano e Netuno são marcadas com os

ı́ndices 5−8 e as variáveis não marcadas correspondem ao TNO (Gallardo et al., 2012; Mardling,

2010). Aplicando este potencial às equações planetárias de Lagrange, as taxas de precessão do

27
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periélio e de regressão nodal são dadas por (Murray and Dermott, 1999):
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onde na equação 2.2a se assumiu que a inclinação é o suficientemente pequena para aproxi-

mar tan(i) ≈ 0 e cos(i) ≈ 1. A coleção de objetos atualmente confinados seriam distribúıdos

uniformemente em $ em uma escala de tempo da ordem de algumas centenas de milhões de

anos. A regressão diferencial do nodo opera em uma escala de tempo comparável à precessão

do periélio. Assim, o campo gravitacional quadrupolar associado com os planetas gigantes co-

nhecidos aleatorizaria as orientações das órbitas dos objetos distantes em uma escala de tempo

curta comparada à idade do sistema solar. É preciso, portanto, um mecanismo gravitacional

para manter o quase-alinhamento das órbitas no espaço f́ısico de TNOs de longo peŕıodo.

Um perturbador externo é também requerido para gerar as órbitas distantes observadas

de inclinação alta, já que estas não são uma sáıda esperada da evolução post-nebular do sistema

solar. Inclusive a órbita de 2015 BP519 tem uma probabilidade insignificante de ser produzida

auto-consistentemente através da dispersão de Netuno (Becker et al., 2018).

Vários estudos tem demostrado que estas anomalias, assim como o “detachment” do

periélio de órbitas de longo peŕıodo, podem ser explicadas simultaneamente por um planeta

externo de várias vezes a massa da Terra (Batygin et al., 2019; Batygin and Brown, 2016a;

Batygin and Morbidelli, 2017; Becker et al., 2017; Brown and Batygin, 2016; Cáceres and Gomes,

2018; Hadden et al., 2018; Khain et al., 2018; Li et al., 2018; Millholland and Laughlin, 2017).

Nas seguintes seções se apresentam descrições anaĺıticas dos mecanismos dinâmicos me-

diante os quais o Planeta 9 esculpe o Cinturão de Kuiper distante, dentro do marco da teoria

de perturbação secular.

2.2 Forçamento Secular

Na teoria de perturbação secular, a média do movimento Kepleriano de todos os objetos no

sistema é calculada, deixando o intercambio de momento angular (mas não de energia) a longo

prazo entre os corpos constituintes como o único processo fisicamente ativo. Em outras palavras,

ao invés de calcular a evolução das part́ıculas testes sob a influência de massas pontuais como

no tratamento direto do problema gravitacional de N corpos, aqui se calcula o comportamento

a longo prazo de órbitas testes, submetidas às perturbações de fios massivos que traçam as

trajetórias planetárias.
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A expansão no ńıvel octupolar do potencial gravitacional da órbita média do Planeta 9

em termos dos elementos Keplerianos tem a forma (Mardling, 2010):
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Cada harmônico na expressão 2.3 governa um efeito dinâmico particular que, se for

dominante, implica uma arquitetura orbital espećıfica no Cinturão de Kuiper distante. Os

significados f́ısicos de cada um dos termos são os seguintes:

• Precessão: Esta componente do potencial governa a precessão apsidal e regressão no-

dal de um TNO forçado pelo Planeta 9. Por si só, este termo aceleraria a orientação

f́ısica aleatória das órbitas já fornecida pelos campos quadrupolares dos planetas gigantes

conhecidos.

• Efeito Lidov-Kozai: Este termo governa o mecanismo Lidov-Kozai, facilitando um in-

tercambio periódico entre a excentricidade e inclinação de uma part́ıcula teste enquanto

conserva a componente ẑ do vetor momento angular orbital hz =
√

1− e2 cos i (Kozai,

1962; Lidov, 1962). Se for dominante, este termo pode conduzir ao agrupamento do argu-

mento do periélio, tal que ω libre em torno de 90◦ ou 270◦ para órbitas bem separadas, ou

alternativamente em torno a 0◦ e 180◦ para órbitas próximas ao perturbador; no entanto,

tais distribuições orbitais não seriam compat́ıveis com os dados observacionais. Por outro

lado, a ressonância Lidov-Kozai é facilmente destrúıda por fontes externas de precessão

do periélio, como as devidas aos planetas gigantes.

• Interações dos Planos: Este termo contém a diferença das longitudes de nodos ascen-

dentes do TNO e do Planeta 9, ∆Ω = Ω − Ω9, como argumento e governa as interações

entre seus planos orbitais. Na região do espaço de parâmetros onde o forçamento devido ao

Planeta 9 é dominante (em oposição à regressão nodal forçada pelos planetas conhecidos),

os vetores momento angular dos TNOs precessam em torno da normal à órbita do Planeta

9. Para TNOs com peŕıodos orbitais menores, os vetores de momento angular precessarão

em torno ao momento angular total dos planetas gigantes. Isto sugere que perturbar

os planos de TNOs distantes requer que a órbita do Planeta 9 esteja apreciavelmente

inclinada em relação à ecĺıptica.
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• Acoplamento na Excentricidade: Esta componente contém a diferença de longitudes

do periélio, ∆$ = $ − $9, e descreve o acoplamento entre os vetores excentricidade

(Runge-Lenz) do Planeta 9 e TNOs. Consequentemente, oscilações na excentricidade de

TNOs e orientação orbital em relação à linha apsidal do Planeta 9 são regulados por

este termo. Diferente dos harmônicos quadrupolares anteriores, este termo é octupolar

em natureza e portanto depende explicitamente da excentricidade do Planeta 9. Isto

implica que para o Planeta 9 possibilitar qualquer grau de confinamento apsidal mediante

a libração limitada de ∆$, sua órbita deve ter excentricidade diferente de zero.

• Dinâmica de Alta Inclinação: Este termo é também octupolar em natureza, mas

suas consequências dinâmicas são consideravelmente mais sutis. Este termo mistura as

longitudes do periélio e do nodo, facilitando uma complexa evolução dinâmica que si-

multaneamente modula os graus de liberdade relacionados à excentricidade e inclinação

de TNOs (Batygin and Morbidelli, 2017). Este harmônico conduzirá a dinâmica de alta

inclinação e virada da órbita na região Trans-Netuniana.

Tendo descrito o forçamento secular, consideramos a seguir modelos anaĺıticos simpli-

ficados baseados em Hamiltonianos integráveis, para examinar qualitativamente a dinâmica

anômala do Cinturão de Kuiper distante induzida pelo Planeta 9.

2.3 Confinamento Apsidal

Consideramos um modelo perturbativo caracterizado pelo argumento ∆$. É conveniente res-

tringir a evolução ao plano (exata coplanaridade entre o TNO, Planeta 9 e o restante do sistema

solar), assumindo que sin(i9), sin(i)→ 0. A partir da equação 2.3, temos que o único harmônico

que permanece na função perturbadora é cos($ − $9). Esta simplificação permite obter um

modelo integrável para o movimento secular de um TNO perturbado pelos planetas gigantes e

o Planeta 9.

Sob estas considerações, o Hamiltoniano de uma part́ıcula teste submetida às per-

turbações planetárias tem a forma (Batygin and Morbidelli, 2017; Beust, 2016)
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onde G é a constante gravitacional, M� a massa do Sol, r o vetor posição e λ a longitude média

(um ângulo rápido que varia na escala de tempo orbital). A taxa de precessão da órbita média

do Planeta 9 é dada pela equação 2.2a.

O primeiro termo na equação 2.4 governa a precessão lenta da longitude do periélio do

TNO devido ao potencial gravitacional de fase média de Júpiter, Saturno, Urano e Netuno. O
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segundo termo tem em conta o fato de que o marco de referencia é co-linear com o semieixo

maior da órbita do Planeta 9 e está portanto também precessando lentamente numa taxa $̇9.

O terceiro termo governa as interações seculares entre o Planeta 9 e o TNO.

Dentro do marco do modelo puramente secular, a atua como um parâmetro do problema,

ao invés de uma variável. O único par de variáveis dinâmicas no Hamiltoniano 2.4 é (e,∆$),

pelo que o sistema é integrável.

A figura 2.1, mostra os contornos do Hamiltoniano 2.4 projetados no plano e−∆$ para

um TNO com a = 200, 300, 400 e 500 au, e parâmetros do Planeta 9 de: a9 = 500 au, e9 = 0.25

e m9 = 5 M⊕. Nos painéis correspondentes a a & 250 au, o espaço e − ∆$ é caracterizado

por dois pontos de equiĺıbrio (eĺıptico) estáveis: em ∆$ = 0◦ e ∆$ = 180◦. As duas regiões

de libração em torno destes pontos fixos estão separados por uma curva sólida que corresponde

à uma configuração tangencial das órbitas do TNO e do Planeta 9. Em todos os painéis com

a & 250 au, o ponto de equiĺıbrio ∆$ = 180◦ reside numa excentricidade maior do que o

correspondente à ∆$ = 0◦. Para semieixos maiores menores as órbitas ocupam trajetórias

seculares que circulam na longitude do periélio e só existe um ponto de equiĺıbrio (∆$ = 0◦).

TNOs de longo peŕıodo inicializados com distâncias ao periélio próximas a Netuno expe-

rimentarão diferente evolução secular dependendo do valor inicial de ∆$ (figura 2.1). Aqueles

inicialmente próximos a ∆$ ∼ 0◦ serão conduzidos à curva tangencial de cruzamento de órbita

através de precessão apsidal e serão posteriormente removidos do sistema. Aqueles iniciali-

zados próximos a ∆$ ∼ 180◦ se depositam em trajetórias seculares que rodeiam esse ponto

de equiĺıbrio e nunca encontram a curva de colisão tangencial; estas órbitas experimentarão

oscilações seculares em excentricidade, periodicamente destacando-se de Netuno e subsequen-

temente aproximando-se a ele. Órbitas de longo peŕıodo com distâncias ao periélio próximas

à Netuno predominantemente popularão a ilha de libração apsidalmente anti-alinhada, aque-

les que não estão bloqueados numa oscilação estável serão conduzidos à excentricidades altas,

cruzando eventualmente a órbita de Netuno e deixando o sistema.

Note também (figura 2.1) que existe uma ilha de libração apsidal estável em torno de

∆$ = 0◦ que evita cruzar a curva de configuração tangencial e é assim protegida de encontros

próximos, tais órbitas apresentam distâncias ao periélio grandes pelo que seria dif́ıcil detectar

estes objetos observacionalmente se ocupassem estas ilhas de estabilidade.

Assim, a existência do Planeta 9 explicaria a transição entre populações distribúıda

aleatoriamente e apsidalmente confinada nos dados observacionais, onde a última configuração

surge para objetos com a & 250 au e apresentam uma distribuição ampla de distâncias ao

periélio, naturalmente explicando a população destacada do Cinturão de Kuiper.
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Figura 2.1: Dinâmica secular da excentricidade induzida pelo Planeta 9. Curvas de ńıvel
do Hamiltoniano 2.4 projetadas no plano e − ∆$, para vários semieixos maiores de TNOs.
O Planeta 9 tem os parâmetros: a9 = 500 au, e9 = 0.25 e m9 = 5 M⊕. Os contornos de
igual H representam aproximações anaĺıticas à variações lentas experimentadas por órbitas de
TNOs, isto é, em escalas de tempo muito maiores do que um peŕıodo orbital. TNOs com
a = 200 au apresentam uma distribuição de longitudes de periélio aproximadamente uniforme.
Para a & 300 au, existem configurações apsidalmente alinhadas e antialinhadas com o planeta,
separadas pela curva de colisão tangencial. Um ponto de equiĺıbrio hiperbólico adicional emerge
em ∆$ = 0◦ e excentricidade alta para TNOs com a & 400 au. Crédito: Batygin et al. (2019).

2.4 Confinamento de Planos Orbitais

Aqui abandonamos a simplificação da coplanaridade e introduzimos uma inclinação pequena

mas finita à órbita do Planeta 9 em relação a ecĺıptica. Assumamos que a natureza qualitativa

para a dinâmica e −∆$ não é fortemente afetada por este desenvolvimento e foquemos nossa

atenção em caracterizar as mudanças lentas em i e Ω no Cinturão de Kuiper distante.

Para descrever a evolução secular dos planos orbitais de TNOs de longo peŕıodo é su-

ficiente considerar a componente quadrupolar da função perturbadora 2.3 sob a suposição que
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as inclinações permanecem pequenas, ou seja, sin(i) � 1. Negligenciando os termos com am-

plitudes ∝ sin2(i), se obtém um Hamiltoniano integrável contendo só um harmônico secular,

∆Ω:
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Na expressão 2.5, os primeiro e segundo termos descrevem a regressão da longitude do

nodo ascendente do TNO e a rotação lenta do marco de referência (tal que Ω9 seja sempre zero),

respectivamente, e o terceiro termo governa o intercambio de momento angular entre o Planeta

9 e o TNO. Já que o Hamiltoniano 2.5 descreve um sistema com um grau de liberdade, pode-se

examinar a evolução secular correspondente projetando as curvas de ńıvel de H no plano i−∆Ω.

A figura 2.2 mostra a dinâmica dos planos orbitais de TNOs em diferentes valores de a.

O forçamento secular do Planeta 9 conduz à mudança gradual da inclinação de equiĺıbrio em

função do semieixo maior e à aparição de uma ilha de libração ∆Ω em torno deste equiĺıbrio.

Fora da ilha, ∆Ω circula e as órbitas dos TNOs experimentam modulação considerável na

inclinação. Simulações numéricas mostram que o acoplamento não linear entre a excentricidade e

a inclinação origina que órbitas que se localizam longe do equiĺıbrio no plano i−∆Ω desenvolvam

distâncias ao periélio baixas sendo ejetados do sistema ou não seriam observáveis devido a

excursões a grande escala na excentricidade e inclinação. Consequentemente, órbitas confinadas

apsidalmente só são estáveis a longo prazo se residem próximas ao ponto fixo i − ∆Ω, que

coincide aproximadamente com o plano orbital do Planeta 9 para a grandes.

Desta forma, a ilha estável de libração nodal em a & 250 au explicaria qualitativamente

o agrupamento observado de planos orbitais de TNOs de longo peŕıodo.

Note que as trajetórias apsidalmente antialinhadas (figura 2.1) provém da aparição

de um novo ponto de equiĺıbrio no espaço de fase mediante uma transição marcante em a,

sinalizando uma ressonância secular. Pelo contrário, nenhum ponto de equiĺıbrio novo emerge

nos painéis da figura 2.2, o confinamento dos planos orbitais emerge suavemente pelo que o

ponto fixo i−∆Ω é um equiĺıbrio forçado.

O confinamento apsidal de TNOs requer que o Planeta 9 seja excêntrico mas não neces-

sariamente inclinado, enquanto que o agrupamento de seus planos orbitais ocorreria inclusive se

a órbita fosse circular. Independentemente, estes dois processos dinâmicos sinalizam a necessária

excentricidade e inclinação do Planeta 9.
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Figura 2.2: Dinâmica secular dos planos orbitais induzida pelo Planeta 9. Contornos do Ha-
miltoniano secular 2.5 para vários semieixos maiores de TNOs, que fornecem uma aproximação
anaĺıtica à variações lentas da inclinação e longitude do nodo ascendente do TNO facilitado
pelo Planeta 9. O Planeta 9 tem os parâmetros: a9 = 500 au, e9 = 0.25 e m9 = 5 M⊕. Regiões
de libração nodal associadas com confinamento dos vetores momento angular se tornam promi-
nentes com o aumento do semieixo maior do TNO. Note que, diferente ao caso de confinamento
apsidal, nenhum novo ponto de equiĺıbrio surge com o incremento de a. Crédito: Batygin et al.

(2019).

2.5 TNOs Altamente Inclinados

Resultados de integrações numéricas para seis part́ıculas com a inicial entre 500−600 au que não

permanecem confinadas ao plano orbital do Planeta 9 durante o tempo de integração completo,

apresentam uma fase de variação extrema de suas inclinações orbitais (figura 2.3a) durante a

segunda metade do tempo de vida do sistema solar; após experimentar uma única oscilação a

grande escala eles se reúnem com a população de inclinação baixa apsidalmente antialinhada.

Este tipo de excursão orbital é representativa, mas dentro do jogo de simulações alguns objetos

experimentaram uma multitude de oscilações sequenciais. Estes objetos que atingem altos

valores de i, descrevem uma estrutura com três lóbulos no plano e − ∆$ (ao invés de rodear
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um equiĺıbrio eĺıptico em ∆$ = 180◦), com excentricidade máxima à ∼ ±70◦ longe do perfeito

antialinhamento apsidal com o Planeta 9 (figura 2.3b). As excentricidades máximas (distâncias

ao periélio mińımas) são atingidas quando as part́ıculas residem em i ≈ 90◦.

Portanto, segundo o modelo do Planeta 9, os objetos altamente inclinados são mais

fácies de serem observados quando se encontram perpendiculares à ecĺıptica e estariam ligei-

ramente ortogonais em orientação apsidal às órbitas distantes antialinhadas. Isto explicaria o

estado dinâmico observado em Centauros de semieixo maior grande assim como do objeto 2015

BP519, constituindo uma outra linha de evidência à existência do planeta. Durante a fase de

excentricidade baixa, estes objetos se localizariam em torno de ∆$ = 180◦.

(a) (b)

(c)

Figura 2.3: Evolução dinâmica da população altamente inclinada. A) Inclinação como função
do tempo para seis part́ıculas que exibem excursões orbitais de grande amplitude e conseguem
órbitas retrógradas temporalmente. B) A projeção e − ∆$ apresenta três lóbulos, onde as
excentricidades máximas estão localizadas aproximadamente 70◦ longe de ∆$ = 180◦ e ocorrem
quando i ≈ 90◦. C) Evolução das coordenadas cartesianas relacionadas à (θ,Θ). Em contraste
com a dinâmica Lidov-Kozai, a evolução da população de alto i é caracterizada pela simultânea
libração dos ângulos cŕıticos θ e ∆$, e constitui uma forma extremamente forte de acoplamento

secular. Crédito: Batygin and Morbidelli (2017).

Devido a que as part́ıculas atingem suas excentricidades máximas próximas à i ≈ 90◦

e a que excursões orbitais observadas nas simulações mostram que a componente ẑ do vetor

momento angular espećıfico h =
√

1− e2 cos i apresenta variações de amplitude grande, ao invés

de se conservar, a ressonância Lidov-Kozai não é responsável para a evolução dinâmica desta

população.
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A libração de ω só não pode facilitar a dinâmica observada, e ∆$ só não pode forçar os-

cilações na inclinação, o que significa que a ressonância secular em jogo que descreva a dinâmica

de alta inclinação induzida pelo Planeta 9 deve envolver a modulação acoplada dos dois graus

de liberdade relacionados à excentricidade e inclinação.

Batygin and Morbidelli (2017) propuseram que as variações orbitais a grande escala são

conduzidas pela libração do ângulo secular θ:

θ = 2ω −∆$ = $ +$9 − 2Ω

Θ =

√
1− e2

2
(1− cos i)

(2.6)

onde Θ é a ação conjugada à θ, que surge ao adotar ∆$ como o ângulo secular para o outro

grau de liberdade. O ângulo θ surge na ordem de expansão octupolar quando o Hamiltoniano é

expressado como uma série em razões de semieixo maior (Mardling, 2010). O significado f́ısico

de θ é a diferença entre as longitudes do periélio do Planeta 9 e do TNO, para o qual a longitude

do periélio retrógrada é definida como $′ = Ω− ω = 2Ω−$.

A figura 2.3c mostra a evolução das coordenadas cartesianas canônicas relacionadas às

variáveis ângulo-ação (θ,Θ). Durante a fase de alta inclinação da evolução orbital, θ executa

uma oscilação limitada e a trajetória secular traça a forma de uma separatriz ressonante tipica.

Portanto, a dinâmica mostrada na figura 2.3 é caracterizada pela libração simultânea de ∆$ e

o ângulo θ (que conjuntamente leva à libração da longitude do nodo ascendente), representando

um forte acoplamento secular.

Então, a evolução secular em (θ,Θ) está intimamente acoplada ao movimento em (e,∆$),

significando que durante excursão a grande escala da inclinação do TNO, a excentricidade muda

em concerto. Porém, para poder examinar as curvas de ńıvel do Hamiltoniano, congelamos a

evolução em (e,∆$). Com estas aproximações, tomando α = a/a9 = 1, ∆$ = 180◦ e e = 0.5,

se calcula a função

H = −1

4

GM�
a

1

(1− e2)3/2

8∑
j=5

mja
2
j

M�a2
+ $̇9

√
GM�a(1−

√
1− e2 cos i)

− 1

4π2

∮ ∮
Gm9

|r− r9|

∣∣∣∣
e=0.5,∆$=π

dλdλ9

(2.7)

em forma fechada no plano (θ,Θ).

Os contornos do Hamiltoniano 2.7 são mostrados na figura 2.4. Pode-se apreciar que

θ circula para valores baixos de Θ e que existe uma ilha prominente de libração em θ para

valores altos da ação. A ressonância (θ,Θ) não tem nenhum papel na evolução dinâmica sempre

que a excentricidade seja alta e a inclinação baixa (equação 2.6, valores baixos de Θ). Assim,

o regime de Θ baixo de movimento secular é o único onde os modelos integráveis esboçados

nas duas seções prévias se aplicam. Pelo contrário, se Θ atinge um valor suficientemente alto

por algum processo dinâmico, o sistema pode fazer a transição à um regime onde θ começa a
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experimentar oscilações limitadas, resultando em variações acopladas em Θ. Estas excursões

em Θ correspondem a grandes mudanças na inclinação orbital.

Figura 2.4: Dinâmica de alta inclinação facilitada pelo Planeta 9. Este diagrama secular
só fornece uma reprodução muito rude do comportamento real de TNOs de alta inclinação.
Pode-se notar duas famı́lias de trajetórias: em valores baixos da ação Θ o ângulo θ circula,
implicando que a ressonância joga um papel pequeno na evolução dinâmica; em valores altos
de Θ, porém, a trajetória secular do TNO é caracterizada pela libração de θ, conduzindo à

variações de grande escala da inclinação orbital. Crédito: Batygin et al. (2019).

Apesar de ser rudimentária, esta interpretação da dinâmica é consistente com resultados

numéricos, onde a virada da órbita de objetos distantes facilitada pelo Planeta 9 é quase sempre

desencadeada no mı́nimo do ciclo de excentricidade do TNO (um máximo em Θ).

2.6 Ressonâncias de Movimento Médio

A figura 2.1 ao ser comparada com a figura 4 de Batygin and Brown (2016a) confirma que

a teoria puramente secular fornece um bom ajuste às simulações numéricas no mesmo regime

dinâmico. Porém, considerando uma configuração planar é posśıvel demonstrar que, sob a

suposição de movimento Kepleriano não correlacionado, todos os objetos antialinhados com

o Planeta 9 experimentarão encontros próximos em escalas de tempo muito menores à idade

do sistema solar. Já que integrações numéricas publicadas mostram a existência de part́ıculas

estáveis residindo dentro da ilha de libração anti-alinhada (Batygin and Brown, 2016a; Brown

and Batygin, 2016), algum mecanismo adicional à teoria secular deve estar em jogo para garantir

a estabilidade das órbitas distantes.

As três seções anteriores foram tratadas dentro do marco da teoria de perturbação de

órbita média. Esta aproximação não é válida quando os peŕıodos orbitais do Planeta 9 e do TNO

são comensuráveis. Neste caso, os harmônicos do Hamiltoniano que envolvem as longitudes
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médias do Planeta 9 e do TNO podem experimentar oscilações limitadas, ocasionando que

as perturbações devidas ao Planeta 9 sejam ressonantes em natureza (ao invés de secular) e

facilitando um intercambio coerente de energia orbital e momento angular.

Assumindo uma configuração f́ısica planar, experimentos numéricos mostraram que as

órbitas que são estáveis estão em RMM com o perturbador externo, sendo protegidas de encon-

tros próximos através do mecanismo de proteção de fase (Batygin and Morbidelli, 2017). Inclu-

sive neste marco idealizado de tratamento da dinâmica induzida pelo Planeta 9, o confinamento

notável na longitude de periélio além de um dado semieixo maior cŕıtico não é estritamente per-

feito, senão que está contaminado por objetos que apresentam circulação apsidal. Isto significa

que objetos que não fazem parte da população antialinhada são uma consequência esperada do

modelo.

As simulações de Batygin and Brown (2016a) mostraram que TNOs de longo peŕıodo

podem ser capturados temporalmente em RMMs com o Planeta 9 durante ∼ 10−100 Myr (vide

figura 2.5). Millholland and Laughlin (2017) notaram que configurações ressonantes geralmente

tem tempos de vida dinâmico consideravelmente mais curtos do que a idade do sistema solar,

pelo que inclusive TNOs estáveis a longo prazo não permaneceriam limitados a uma única

comensurabilidade.

Figura 2.5: Evolução do semieixo maior de part́ıculas submetidas à influência do Planeta
9. Aquelas com a & 250 au exploram uma complexa rede de RMM enquanto mantém sua
estabilidade, pulam sobre uma faixa extensa em a ocupando temporalmente distintos valores.
Este comportamento é caracteŕıstico da instabilidade de Lagrange, onde RMMs marginalmente
sobrepostas permitem que as órbitas se difundam através do espaço de fase. Crédito: Batygin

and Brown (2016a).

Assim, embora possa ser esperado que uma fração de TNOs observados estejam em

RMM com o Planeta 9 (Malhotra et al., 2016), seria provavelmente imposśıvel identificar um

TNO ressonante de um não ressonante ou determinar o valor do ângulo ressonante espećıfico.

Portanto, o semieixo maior do perturbador externo não pode ser obtido a partir da distribuição

de peŕıodos orbitais de TNOs observados (Bailey et al., 2018).

Batygin and Morbidelli (2017) examinaram a dinâmica de objetos simulados confinados

apsidalmente e indicaram que os multipletes ressonantes responsáveis por conduzir a evolução
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tipica de um TNO tem a forma

ϕress = pλ9 − qλ− (p− q)$9 (2.8)

onde p e q são inteiros. Ao conter só a longitude do periélio do Planeta 9 e não do TNO

mesmo, a libração de ϕress conduz à oscilação do semieixo maior da part́ıcula mas não afeta

a evolução de sua excentricidade (porque de/dt ∝ ∂ cosϕ/∂$ = 0). Estas ressonâncias são as

vezes referidas como ressonâncias de “corrotação” e já implica uma certa desconexão entre os

graus de liberdade relacionados ao semieixo maior e excentricidade da part́ıcula.

Part́ıculas estáveis a longo prazo cuja dinâmica ressonante é conduzida pelo ângulo

ψress = pλ9 − qλ − (p − q)$, exibem circulação em suas longitude do periélio (Beust, 2016;

Malhotra et al., 2016).

Realizando o procedimento de órbita média sob condição ressonante, Batygin and Mor-

bidelli (2017) demonstraram que a dinâmica secular acoplada à RMMs com o Planeta 9 tem uma

topologia de espaço de fase muito similar aos correspondentes ao tratamento puramente secular

encontrados utilizando o Hamiltoniano 2.4. A figura 2.6 ilustra a semelhança entre dinâmica

co-orbital puramente secular e a dinâmica secular e−∆$ acoplada à RMM 1:1 com o Planeta

9.

Figura 2.6: Comparação entre dinâmica puramente secular e secular-ressonante induzida
pelo Planeta 9. A figura da esquerda corresponde ao Hamiltoniano 2.4. A figura da direita
corresponde à um TNO em RMM 1:1 com o Planeta 9, onde o procedimento de órbita média

foi realizado sob a condição ϕress = λ− λ9 → 0. Crédito: Batygin et al. (2019).

Deste modo, a dinâmica ressonante é a responsável por garantir a estabilidade a longo

prazo de TNOs distantes, mas o agrupamento de órbitas no espaço f́ısico assim como a excitação

à inclinações extremas de TNOs de longo peŕıodo são grandemente um efeito secular (Batygin

and Morbidelli, 2017). Isto explica por que o tratamento da dinâmica esboçada na seção 2.3

fornece uma boa aproximação aos resultados de experimentos numéricos.
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2.7 Comparação com as Observações

Nesta seção se apresentam os resultados de integrações numéricas que não resolvem o movimento

Kepleriano dos planetas gigantes nem suas inclinações em relação ao Planeta 9. Portanto, se

analisam o confinamento na longitude do periélio e o comportamento da população altamente

inclinada de longo peŕıodo, mas não se considera o confinamento das longitudes de nodo ascen-

dente em baixo i.

A amostra observacional considerada por Batygin and Morbidelli (2017) é composta por

objetos com a > 250 au e q > 30 au, dos quais dez pertencem a um confinamento principal

na longitude do periélio e são destacados com cor roxo na figura 2.7a, dois estão confinados

diametralmente opostos ao agrupamento anterior e são destacados com verde e, um “outlier”

que não corresponde a nenhuma das populações anteriores é mostrado como ponto cinza.

A figura 2.7 mostra as part́ıculas simuladas com tempos de vida dinâmico maior à 4

Gyr. Se considera que são observáveis aquelas que tem q ≤ 100 au e i ≤ 40◦, estas estão

representadas com a cor azul; as que não satisfazem o critério de observabilidade em q ou i são

mostrados em cinza, e em vermelho aquelas que experimentam grandes oscilações na inclinação

quando são observáveis. As part́ıculas metaestáveis são também mostradas na figura 2.7a com

cor laranja.

A figura 2.7a mostra a longitude do periélio relativa como função do semieixo maior.

Pode-se observar que órbitas apsidalmente antialinhadas estão contaminadas por aquelas que

circulam em ∆$. Como foi mencionado anteriormente, as trajetórias confinadas apsidalmente

são conduzidas pelo harmônico ressonante ϕress, enquanto que as trajetórias que circulam, que

são menos frequente, tendem a residir dentro dos multipletes ressonantes caracterizados pela

libração de baixa amplitude de outros ângulos ressonantes que contém a longitude do periélio da

part́ıcula, $. Desta maneira, os TNOs que compõem o confinamento principal e o “outlier” são

explicados pelos resultados da simulação, onde o último pertence à classe de part́ıculas estáveis e

observáveis que exibem circulação apsidal, enfatizando que a existência de um pequeno número

de objetos apsidalmente não confinados não constitui uma evidência forte contra a hipótese do

Planeta 9.

Como vimos anteriormente, objetos alinhados apsidalmente residindo no domı́nio secular

são protegidos de encontros próximos pela colinearidade geométrica das órbitas, porém, aqueles

com q baixos são metaestáveis já que precessam para a configuração tangencial e tem tempos

de vida dinâmico que são da ordem da escala de tempo de precessão, isto é, de uns poucos

100 Myr. Nestes experimentos numéricos o q inicial das part́ıculas varia de 30 − 36 au, pelo

que não se originam órbitas apsidalmente alinhadas estáveis a longo prazo. Os dois TNOs

observados se localizam em ∆$ = 0◦ e na região de trajetórias destacadas em laranja pelo

que seriam metaestáveis. Os objetos 2013 TF28 e 2015 KG163, portanto, poderiam ter sido

colocados relativamente recentemente no Cinturão de Kuiper distante e serão eventualmente

desestabilizados por interações de curto peŕıodo com o Planeta 9. Não obstante, para este

cenário funcionar é preciso que a região trans-Netuniana distante seja reabastecida com TNOs



Caṕıtulo 2. Dinâmica de TNOs Distantes Perturbados pelo Planeta 9: Teoria 41

metaestáveis. Assim como os TNOs de longo peŕıodo altamente inclinados são rotineiramente

espalhados para dentro para criar a população de inclinação alta com a < 100 au (Batygin and

Brown, 2016b), os objetos do disco disperso com a < 250 au são espalhados continuamente para

fora por Netuno, providenciando a região trans-Netuniana distante com TNOs metaestáveis.

Uma outra interpretação para 2013 TF28 e 2015 KG163 é que, ao invés de pertencerem à

população metaestável de corpos que experimentam evolução puramente secular, eles poderiam

ter entrado na ilha de libração secular estável em torno de ∆$ = 0◦ e são observados atualmente

por estarem próximos aos picos de seus ciclos de excentricidade. Porém, dentro do contexto de

estabilidade a longo prazo é requerido um mecanismo, diferente ao espalhamento de Netuno,

que levante inicialmente as distâncias ao periélio dos objetos (por exemplo, interações com o

aglomerado de nascimento) e bloqueá-los na ilha de libração secular apsidalmente alinhada. Isto

seria necessário porque corpos espalhados à órbitas eĺıpticas distantes pelos planetas gigantes

tem distâncias ao periélio baixas, não conseguindo residir dentro da ilha de libração estável.

Nas figuras 2.7b e 2.7c, os pontos amarelos representam a população de objetos distantes

(a > 250 au), altamente inclinados (i > 40◦) com q < 30 au. Os gráficos da inclinação orbital

como função do argumento do periélio e da ação Θ como função de seu ângulo conjugado θ,

mostram uma concordância entre a teoria e as observações. O monitoramento observacional

continuado do Cinturão de Kuiper distante fora do plano da ecĺıptica constitui uma avenida

para caracterizar ainda mais a evolução dinâmica a longo prazo destes objetos, induzida pela

presença do Planeta 9.
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(a) (b)

(c)

Figura 2.7: Comparação entre resultados de simulação de N corpos com a9 = 700 au, e9 = 0.6
e m9 = 10 M⊕ e dados observacionais. A evolução de objetos estáveis a longo prazo é mostrada
pelas trajetórias azuis quando satisfazem o critério de observabilidade (q ≤ 100 au e i ≤ 40◦)
e com cinza quando tem q > 100 au ou i > 40◦. Os objetos que experimentam ciclos a
grande escala na inclinação são mostrados em vermelho quando são viśıveis e com cinza em
caso contrário. A) ∆$−a para part́ıculas estáveis a longo prazo e metaestáveis. As trajetórias
de objetos metaestáveis com tempos de vida dinâmico entre 100 e 500 Myr são mostradas com
cor laranja. O censo observacional atual é sobreplotado, onde o semieixo maior de 2014 FE72 é
de 1923 au e é mostrado por completeza. B) Inclinação orbital das part́ıculas simuladas como
função do argumento do periélio. C) Coordenadas ângulo – ação, θ e Θ. Os seis Centauros de
longo peŕıodo (a > 250 au) são sobrepostos na duas últimas figuras, suas distâncias ao periélio

e semieixos maiores são etiquetados. Crédito: Batygin and Morbidelli (2017).



Caṕıtulo 3

Metodologia

Neste caṕıtulo se apresenta a metodologia seguida para restringir a órbita do Planeta 9. Nós

testamos diversas grades visando reproduzir os agrupamentos observados em Ω, ω e $ de TNOs

distantes. Na seção §3.1, se apresenta a amostra observacional com a qual as sáıdas das si-

mulações devem ser comparadas. Na seção §3.2, descrevemos o pacote de integração utilizado e

as forças que foram implementadas ao mesmo: i) a força devido à maré galáctica, que deve ser

considerada nos casos de órbitas amplas do Planeta 9, e ii) uma força artificial que muda o semi-

eixo maior de um corpo, que nós consideramos em modelos que simulam uma migração residual

de Netuno. Nós testamos três conjuntos de modelos, que são expostos na seção §3.3. Na seção

§3.4, detalhamos as análises realizadas para medir o grau de confinamento de TNOs distantes.

Na seção §3.5, falamos sobre as distribuições de tamanho ou magnitude absoluta, as quais serão

usadas em regiões que requeiram considerar um viés observacional ao serem comparadas com

os dados observacionais.

3.1 Amostra Observacional de TNOs Distantes

Os TNOs distantes são definidos aqui como corpos menores com a ≥ 250 au e q ≥ 40 au. Os

elementos orbitais destes objetos são mostrados na Tabela 3.1, de acordo com a base de dados

do Minor Planet Center (MPC). Atualmente1, existem 11 objetos nesta categoria observados

em mais do que uma oposição, eles apresentam i < 26◦ e q < 81 au, exibem um confinamento

grande em Ω, de 278◦.3, ao redor de Ω = 89◦.7, um confinamento em ω de 215◦.2 em torno de

ω = 1◦ e dois confinamentos em $, um deles de 110◦.7 em torno de $ = 54◦.3, formado por 9

objetos, e o outro ao redor de $ = 254◦.8, formado pelos dois objetos restantes. Nós ignoramos

objetos com semieixos maiores e distâncias ao periélio menores do que os mencionados acima

já que quanto maior sejam os valores de a e q, mais prováveis são estes objetos de não ter

experimentado um encontro próximo com Netuno num passado relativamente recente. Assim,

estes objetos são propensos a conservar o alinhamento angular induzido pelo Planeta 9.

1Até Julho de 2019.

43
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Os elementos angulares Ω, ω e $ em função do semieixo maior são plotados na figura 3.1

para objetos com q ≥ 40 au, destacando-se com cor violeta aqueles com a ≥ 250 au. Conside-

rando nossa definição de TNOs distantes, pode-se observar que estes apresentam confinamentos

mais notáveis em $ e ω do que em Ω, se considerarmos os dois confinamentos em $ que se jus-

tificam pelas simulações que serão apresentadas adiante. Em Ω e ω esse confinamento duplo não

é verificado nas observações. As órbitas no espaço f́ısico de nossos alvos podem ser visualizadas

na figura 3.2, onde se exibem dois conjuntos antialinhados entre si.

Tabela 3.1: Dados de TNOs distantes a partir da base de dados do MPC.

Nome a (au) e q (au) i (◦) Ω (◦) ω (◦) $ (◦) H Descobrimento

2015 TG387 1042.0 0.938 65.018 11.7 300.8 118.0 58.8 5.5 Sheppard et al. (2019)
2015 RX245 412.0 0.889 45.597 12.1 8.6 65.1 73.7 6.2 Shankman et al. (2017)a

2015 KG163 833.0 0.951 40.498 14.0 219.1 32.2 251.3 8.2 Shankman et al. (2017)a

2014 SR349 302.0 0.842 47.691 18.0 34.8 340.9 15.7 6.7 Sheppard and Trujillo (2016)
2013 SY99 694.0 0.928 50.019 4.2 29.5 32.1 61.6 6.7 Bannister et al. (2017)a

2013 RA109 458.0 0.899 45.986 12.4 104.7 262.8 7.5 6.1 Stebbins et al. (2019)
2013 FT28 312.0 0.861 43.454 17.3 217.8 40.5 258.3 6.7 Sheppard and Trujillo (2016)
2012 VP113 258.0 0.689 80.389 24.1 90.7 293.5 24.2 4.0 Trujillo and Sheppard (2014)
2010 GB174 351.0 0.861 48.746 21.6 130.8 347.4 118.2 6.5 Chen et al. (2013)
2004 VN112 319.0 0.852 47.296 25.6 66.0 326.8 32.8 6.5 Becker et al. (2008)
2003 VB12 479.0 0.841 76.163 11.9 144.3 311.5 95.8 1.3 Brown et al. (2004)

a Descobertos pelo OSSOS.

0

100

200

300

Ω
(d

eg
)

-

q≥ 40 au

0

100

200

300

ω
(d

eg
)

-

200 400 600 800 1000
a (au)

0

100

200

300

ϖ
(d

eg
)

-

-

Figura 3.1: Elementos angulares Ω, ω e $ de TNOs com q ≥ 40 au, como função do semieixo
maior. Em violeta se destacam os correspondentes aos 11 TNOs distantes. As bandas e as linhas
horizontais à direita do gráfico apresentam os confinamentos e valores médios nos ângulos dos
TNOs de longo peŕıodo, respectivamente. Os TNOs distantes apresentam um confinamento em
ω em torno de 1◦ e dois confinamentos em $, separados entre si em ∼ 201◦; os valores das

longitudes de nodo ascendente encontram-se espalhados.
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Figura 3.2: Órbitas heliocêntricas de TNOs distantes, representadas com cor violeta. Em
verde se mostra a órbita de Netuno para comparação. O plano em z = 0 representa o plano
da ecĺıptica e as curvas pontilhadas as regiões das órbitas dos TNOs que se encontram embaixo

dele.

3.2 O Pacote de Subrotinas MERCURY

O MERCURY (Chambers, 1999) é um pacote de subrotinas escritas em Fortran 77, que permite

integrar um sistema de N corpos interagindo entre si e submetidos à influência de um corpo

central dominante. As subrotinas só consideram forças gravitacionais entre corpos, pelo que

forças adicionais devem ser inclúıdas pelo usuário (tal como, efeitos de relatividade geral). O

MERCURY permite, por exemplo, calcular a evolução orbital de planetas, asteroides e cometas

em torno do Sol, de um sistema de satélites orbitando um planeta, de um sistema exoplanetário,

etc. O pacote pode ser descarregado desde: http://www.arm.ac.uk/~jec/home.html. Ele

contém os seguintes integradores:

• Algoritmo Simplético de segunda ordem com Variáveis Mistas (MVS): Muito

rápido, mas não consegue computar encontros próximos entre objetos.

• Bulirsch-Stoer Geral: Lento, mas geralmente preciso. Ele pode ser usado quando

os outros algoritmos falham ou para testar se um dado algoritmo é apropriado para o

problema em questão.

• Bulirsch-Stoer Conservativo: Duas vezes mais rápido do que o Bulirsch-Stoer Geral,

mas só trabalha para sistemas conservativos (por exemplo, gravidade newtoniana, mas

não relatividade geral).

http://www.arm.ac.uk/~jec/home.html
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• RA15 de Everhart (RADAU): ∼ 2−3 vezes mais rápido do que o Bulirsch-Stoer Geral.

Usualmente confiável, exceto para encontros muito próximos ou órbitas muito excêntricas

(por exemplo, “Sun grazing”).

• Integrador Simplético Hı́brido: Muito rápido, moderadamente preciso e capaz de

calcular encontros próximos.

Nossas integrações numéricas foram realizadas usando o Integrador Simplético Hı́brido.

3.2.1 Integrador Simplético Hı́brido

Os integradores simpléticos não apresentam acúmulo de erro na energia a longo prazo e são

sustancialmente mais rápidos do que integradores convencionais de N corpos, no entanto, se

tornam imprecisos quando dois corpos experimentam um encontro próximo. O passo de tempo

fixo inerente aos algoritmos simpléticos torna dif́ıcil o tratamento de encontros próximos, já que

sua alteração, requerida para preservar a precisão da integração, introduz um erro na energia. O

Integrador Simplético Hı́brido de Chambers (1999) permite manipular encontros próximos entre

corpos massivos e foi originalmente desenhado para estudos de acreção planetária, caracterizados

por repetidos encontros entre corpos massivos. Este esquema utiliza um integrador convencional

durante encontros próximos enquanto que órbitas bem separadas são resolvidas analiticamente.

Este esquema hibrido é simplético ainda quando ele incorpora uma componente não simplética.

Comecemos considerando a derivada total em relação ao tempo de uma função arbitrária

u(q, p) das variáveis do sistema, escrita na formulação de colchetes de Poisson

du

dt
= {u,H} (3.1)

Esta expressão é conhecida como a equação de movimento generalizada, a qual é uma

invariante canônica e inclui como caso particular às próprias equações de Hamilton quando u é

substitúıdo por algumas das variáveis canônicas.

A solução formal de 3.1 pode ser obtida desenvolvendo u(t) em série de Taylor em torno

do valor inicial u(0)

u(t) = u(0) + τ{u,H}0 +
τ2

2!
{{u,H}, H}0 +

τ3

3!
{{{u,H}, H}, H}0 + . . . (3.2)

onde τ é o passo da solução e as derivadas temporais de u na série foram encontradas através

da aplicação reiterada da equação 3.1.
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Em função da série de Lie2, LHu, a evolução temporal de u pode-se escrever como

u(τ) = eτDHu(0) (3.3)

onde a n−ésima potência do operador de Lie, DH = { , H}, é igual à n−ésima aplicação

repetida pela direita de { , H}.

Esta formulação das equações de movimento nos permitirá construir os integradores

numéricos simpléticos, os quais apresentam as seguintes propriedades:

1. A transformação de (q(0),p(0)) a (q(τ),p(τ)) ao longo da solução é simplética (canônica),

de modo que a estrutura simplética:

dp ∧ dq = constante

2. Resolvem um sistema Hamiltoniano substituto próximo ao sistema real, H̃ = H + Herr,

onde a variação da energia do sistema se mantém limitada e o acúmulo dos erros de

truncamento não introduz uma variação secular.

3. Alguns integradores simpléticos são reverśıveis no tempo.

O truque dos integradores simpléticos consiste em dividir o Hamiltoniano em várias

partes onde cada uma delas seja integrável isoladamente, de modo que, ao aplicar as soluções

uma por vez, elas aproximem a solução do problema como um todo. Isto é

H =
N∑
i=0

Hi (3.4)

Se dividimos o Hamiltoniano em duas partes, a evolução temporal de u é dada por

u(τ) = eτ(DH0
+DH1

)u(0) (3.5)

Suponhamos agora que (ci, di), (i = 1, 2, . . . , k) são um conjunto de números reais que

satisfazem a relação

eτ(DH0
+DH1

) =
k∏
i=1

eciτDH0ediτDH1 +O(τm+1) (3.6)

2A série de Lie se define como o operador

LB =

∞∑
k=0

1

k!
tkDkB = etDB

onde a derivada de Lie é definida como o operador

DB =

n∑
i=1

(
∂

∂qi

∂B

∂pi
− ∂

∂pi

∂B

∂qi

)

Estes operadores obedecem muitas regras usuais da álgebra exceto a propriedade comutativa: DADB 6= DBDA.
Note-se que DBF := {F,B}.



Caṕıtulo 3. Metodologia 48

para um dado inteiro m, que representa a ordem do integrador. A solução exata 3.5 pode ser

aproximada até a ordem τm por

u(τ) =
k∏
i=1

eciτDH0ediτDH1u(0) (3.7)

Tal integrador é simplético pois está composto por um produto de transformações

simpléticas elementares. Notemos que aplicar apenas um dos operadores exponenciais é equiva-

lente a resolver as equações de movimento considerando apenas uma das partes do Hamiltoniano,

desprezando a outra.

Assim, uma solução para um integrador simplético de primeira ordem, m = 1, é c1 =

d1 = 1 (k = 1), que corresponde à relação:

u(τ) = eτDH0eτDH1u(0) +O(τ2) (3.8)

Cada passo deste integrador consiste de dois subpassos. Primeiro o sistema evolui sujeito

às forças associadas com H1 durante um tempo τ (ignorando o efeito de H0) e depois o sistema

resultante evolui sujeito às forças associadas com H0 durante um tempo τ (ignorando o efeito

de H1).

Para um integrador de segunda ordem, m = 2, se tem a solução c1 = c2 = 1/2, d1 = 1

e d2 = 0 (k = 2), resultando em

u(τ) = e
τ
2
DH0eτDH1e

τ
2
DH0u(0) +O(τ3) (3.9)

No esquema de integração simplético de segunda ordem o sistema evolui sob a influência

unicamente de H0 durante a metade de um passo, logo evolui durante um passo completo sob

a influência de H1, e depois evolui durante a outra metade do passo sob a influência de H0.

Integradores simpléticos de ordem superior podem ser constrúıdos dividindo ainda mais

os termos exponenciais, embora estes não são usualmente mais eficientes do que o método

de segunda ordem já que o aumento na precisão não é compensado pelos cálculos adicionais

requeridos em cada passo.

Usar estes integradores é equivalente a resolver as equações do movimento para um

sistema substituto com Hamiltoniano H̃ = H + Herr, que é próximo ao do problema real. H̃

é conservado em forma exata pelo integrador simplético, salvo por um erro de arredondamento

vinculado a τ . Se τ é pequeno e constante, H diferirá de H̃ por uma pequena quantidade e não

haverá acúmulo de erro na energia a longo prazo.
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O erro em cada passo de um integrador simplético depende dos operadores DH0 e DH1
3.

Isto quer dizer que se DH1 ∼ εDH0 , onde ε é uma pequena quantidade, o erro por passo

também será proporcional a ε. Por esta razão, vale a pena dividir o Hamiltoniano em uma parte

dominante mais uma pequena perturbação sempre que for posśıvel.

Consideremos agora um sistema de referência inercial. O Hamiltoniano para o problema

gravitacional de um sistema composto de N + 1 corpos é dado por

H(q,p) =
N∑
i=0

|pi|2
2mi

−G
N−1∑
i=0

N∑
j=i+1

mimj

|qi − qj |
(3.10)

onde qi = (xi, yi, zi) e pi = (pxi , pyi , pzi) são as coordenadas e os momentos do corpo i-ésimo

no sistema inercial. No caso do sistema solar, o Sol, identificado pelo ı́ndice i = 0, é muito mais

massivo do que os outros corpos, pelo que é conveniente dividir o Hamiltoniano como:

H = HKep +Hint (3.11)

onde HKep é a parte do Hamiltoniano que descreve a órbita Kepleriana não perturbada do

objeto ao redor do Sol e Hint é a parte que descreve a perturbação devida aos outros corpos.

Os detalhes precisos da evolução do sistema dependem do conjunto de variáveis escolhidas para

escrever o Hamiltoniano. Usando coordenadas baricêntricas, HKep � Hint para todos os corpos

que orbitam o Sol, mas não para o próprio Sol, pelo que o erro por passo já não se beneficia

do fator ε. Wisdom and Holman (1991) utilizam coordenadas de Jacobi, ou seja, a posição e

momento de cada corpo i é tomado em relação ao centro de massa de todos os corpos com ı́ndices

j < i. As coordenadas de Jacobi trabalham satisfatoriamente quando não existe cruzamento

de órbitas. Porém, é mais conveniente usar coordenadas democráticas heliocêntricas, isto é, as

posições dos corpos são tomadas em relação ao Sol e seus momentos em relação ao baricentro

do sistema; estas coordenadas permitem construir integradores capazes de tratar órbitas que se

intersectam e manipular encontros próximos.

3.2.1.1 Métodos Simpléticos em Coordenadas Democráticas Heliocêntricas

Consideremos o sistema de referência inercial cujo Hamiltoniano é dado por 3.10. Desejamos

definir um novo conjunto de variáveis canônicas, Qi e Pi, de maneira que as novas posições

sejam as posições heliocêntricas para i 6= 0 e a posição do centro de massa para i = 0:

Qi =

{
qi − q0 se i 6= 0
1
M

∑N
j=0mjqj se i = 0

(3.12)

3 Por exemplo, o erro de truncamento para um integrador de primeira ordem pode ser estimado a partir da
expressão:

eτDH0 eτDH1 = eτ(DH0
+DH1

) +
τ2

2
(DH0DH1 −DH1DH0) + . . .
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onde M =
∑N

j=0mj é a massa total do sistema. Usamos uma função geratriz de posições novas

e momentos velhos (Szebehely, 1967)

F (pi,Qi) = −p0

(
Q0 −

1

M

N∑
j=1

mjQj

)
−

N∑
i=1

pi

(
Qi + Q0 −

1

M

N∑
j=1

mjQj

)
(3.13)

As novas coordenadas são canônicas se

qi = − ∂F
∂pi

=

{
Qi + Q0 − 1

M

∑N
j=1mjQj se i 6= 0

Q0 − 1
M

∑N
j=1mjQj se i = 0

(3.14)

Pi = − ∂F

∂Qi
=

{
pi − mi

M

∑N
j=0 pj se i 6= 0∑N

j=0 pj se i = 0
(3.15)

Desta forma, os novos momentos canônicos são os momentos baricêntricos (se i 6= 0) e

o momento total do sistema (se i = 0). A transformação canônica é dada pelas equações 3.12 e

3.15 e a transformação inversa pelas equações:

qi =

{
Qi + Q0 − 1

M

∑N
j=1mjQj se i 6= 0

Q0 − 1
M

∑N
j=1mjQj se i = 0

(3.16)

pi =

{
Pi + mi

M P0 se i 6= 0
m0
M P0 −

∑N
j=1 Pj se i = 0

(3.17)

O Hamiltoniano transformado, H(Q,P) = H(q(Q,P),p(Q,P)), é

H(Q,P) =
|P0|2
2M

+
1

2m0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

Pi

∣∣∣∣∣
2

+

N∑
i=1

(
|Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)
−G

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

mimj

|Qi −Qj |
(3.18)

onde N agora se refere ao número de objetos sem incluir o Sol. Já que a coordenada Q0 é

ćıclica, o momento P0 é uma constante de movimento, como era de se esperar devido a que

o centro de massa do sistema se move como uma part́ıcula livre, portanto, sua contribuição

ao Hamiltoniano pode ser negligenciada. Desta maneira, usando coordenadas democráticas

heliocêntricas, o Hamiltoniano pode ser dividido como H(Q,P) = HKep +H� +Hint, sendo:

Hint = −G
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

mimj

|Qi −Qj |
(3.19a)

H� =
1

2m0

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

Pi

∣∣∣∣∣
2

(3.19b)

HKep =
N∑
i=1

(
|Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)
(3.19c)
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A parte do Hamiltoniano denotada porH� se deve a que−∑N
i=1 Pi = p0−(m0/M)

∑N
i=0 pi

é o momento baricêntrico do Sol. Um integrador simplético de segunda ordem para esta divisão

do Hamiltoniano em três partes é dado por

u(τ) = e
τ
2
DHint e

τ
2
DH�e

τDHKep e
τ
2
DH�e

τ
2
DHint u(0) (3.20)

onde cada um dos Hamiltonianos parciais pode ser resolvido de forma exata (analiticamente)

na ausência dos outros:

• As equações de movimento devidas a 3.19a para o k-ésimo corpo são

Q̇k = 0, Ṗk = −Gmk

N∑
j=1
j 6=k

mj
Qk −Qj

|Qk −Qj |3

ou seja

Qk = Qk(0), Pk = Pk(0)− τ

2
Gmk

N∑
j=1
j 6=k

mj
Qk(0)−Qj(0)

|Qk(0)−Qj(0)|3 (3.21)

• As equações de movimento correspondentes a 3.19b estão dadas por

Q̇k =
1

m0

N∑
i=1

Pi, Ṗk = 0

isto é

Qk = Qk(0) +
τ

2m0

N∑
i=1

Pi(0), Pk = Pk(0) (3.22)

• Por último, as equações de movimento correspondentes a 3.19c são

Q̇k =
Pk

mk
, Ṗk = −Gm0mk

Qk

|Qk|3

que conduzem a

Q̈k = −Gm0
Qk

|Qk|3
(3.23)

Isto nos leva ao seguinte esquema de integração:

i) As coordenadas permanecem fixas e cada corpo recebe uma aceleração devida à força gravi-

tacional dos outros corpos (mas não do Sol) durante um intervalo de tempo τ/2.

ii) Os momentos permanecem fixos, e cada corpo sofre um deslocamento em sua posição pela

quantidade τ
∑N

i=1 Pi/(2m0).

iii) Cada corpo evolui em uma órbita Kepleriana (em relação ao mesmo corpo e mesma massa

central) durante um tempo τ .
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iv) Repete o passo ii).

v) Repete o passo i).

Quando os corpos permanecem afastados entre si, |HKep| � |Hint| e |HKep| � |H�|. Isto

significa que cada passo do integrador tem um erro da ordem O(ετ3), onde ε =
∑N

i=1mi/m0 é

a razão da massa dos diferentes corpos à do Sol. Porém, quando dois corpos experimentam um

encontro próximo (de modo que |Qi−Qj | seja pequeno), o termo correspondente a Hint torna-se

dominante e o erro por cada passo se incrementa substancialmente. Por esse motivo, os inte-

gradores simpléticos tinham sido incapazes de tratar problemas relacionados com cruzamento

de órbitas e discos de acreção.

3.2.1.2 Encontros Próximos

Os integradores convencionais costumam reduzir o tamanho de passo durante um encontro

próximo para manter o mesmo ńıvel de precisão. Porém, se o tamanho de passo de um inte-

grador simplético muda, o Hamiltoniano da integração também, produzindo uma mudança na

energia do sistema. Se muitos encontros próximos acontecem, o erro na energia se acumula e

eventualmente destrói a propriedade simplética do integrador.

Durante um encontro entre os corpos α e β, sua separação mútua |Qα −Qβ| torna-se

pequena. Isto faz um dos termos em Hint comparável a HKep, e o erro por passo se incrementa de

O(ετ3) à O(τ3). O integrador hibrido consiste em usar o método de coordenadas democráticas

heliocêntricas de maneira que este problema possa ser remediado fazendo Hint tão pequeno

comparado a HKep (o que requer a aplicação de um integrador convencional), transferindo o

termo que envolve a distância mútua entre os corpos de Hint para HKep enquanto dura o encontro

próximo:

HKep =
N∑
i=1

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)
−G mαmβ

|Qα −Qβ|
(3.24)

Hint = −G
N−1∑
i=1
i 6=α

N∑
j=i+1

mimj

|Qi −Qj |
−G

N∑
j=α+1
j 6=β

mαmj

|Qα −Qj |
(3.25)

Durante o encontro próximo, HKep já não é integrável analiticamente por se tratar de

um problema de três corpos: o Sol e os dois corpos envolvidos no encontro, α e β. No entanto,

isto não é um problema na prática já que o mesmo pode ser integrado numericamente usando

um integrador de N corpos convencional de maneira tão precisa quanto desejado.

Porém, transferir termos entre HKep e Hint em cada encontro próximo envolve ainda

mudar o Hamiltoniano substituto H̃ e destruir, portanto, a natureza simplética do integrador

(embora isto não seja tão cŕıtico quanto mudar o tamanho do passo de integração). Para manter

H̃ constante, e fazer com que o integrador h́ıbrido seja realmente simplético, devemos assegurar-

nos que nenhum termo seja transferido de fato entre as diferentes partes do Hamiltoniano. Uma
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forma de fazer isto é dividindo cada termo de interação entre HKep e Hint de tal maneira que a

parte correspondente a Hint permaneça sempre pequena, enquanto que a parte em HKep só seja

avaliada durante os encontros:

HKep =

N∑
i=1

( |Pi|2
2mi

− Gmim0

|Qi|

)
−G

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

mimj

|Qi −Qj |
[1−K(|Qi −Qj |)] (3.26a)

Hint = −G
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

mimj

|Qi −Qj |
K(|Qi −Qj |) (3.26b)

onde a função de transição, K, (vide figura 3.3) deve tender a 1 quando a separação |Qi −Qj |
entre os corpos i e j for grande, enquanto que deve tender a 0 quando |Qi −Qj | for pequena.

Isto garante que Hint � HKep, incluso durante um encontro próximo.

Figura 3.3: Uma forma adequada para a função de transição K em função da separação,
|Qi −Qj |, entre dois corpos. Crédito: Chambers (1999).

Na ausência de encontros, HKep e Hint podem ser integrados em forma exata como antes

(equações 3.21 e 3.23). Vejamos o que acontece na ocorrência de um encontro entre dois corpos,

α e β. Neste caso

Kαj = 1, ∀ j 6= β

Kβj = 1, ∀ j 6= α
(3.27)

• A parte Kepleriana do Hamiltoniano conduz às seguintes equações de movimento para os

corpos em consideração

Q̇α =
Pα

mα

Ṗα = −Gm0mα
Qα

|Qα|3
−Gmαmβ

Qα −Qβ

|Qα −Qβ|3
(1−Kαβ)

Q̇β =
Pβ

mβ

Ṗβ = −Gm0mβ
Qβ

|Qβ|3
+Gmαmβ

Qα −Qβ

|Qα −Qβ|3
(1−Kαβ)

(3.28)
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Então, para cada par de encontros, as equações 3.28 são integradas numericamente em

forma separada.

• Por outro lado, Hint origina as seguintes equações

Q̇α = 0

Ṗα = −Gmα

N∑
j=1
j 6=α,β

mj
Qα −Qβ

|Qα −Qj |3
−Gmαmβ

Qα −Qβ

|Qα −Qβ|3
Kαβ

(3.29)

resultando em

Qα = Qα(0)

Pα = Pα(0)− τ

2
Gmα

(
N∑
j=1
j 6=α,β

mj
Qα(0)−Qj(0)

|Qα(0)−Qj(0)|3 +mβ
Qα(0)−Qβ(0)

|Qα(0)−Qβ(0)|3Kαβ

)
(3.30)

Podemos descrever agora o esquema de integração para o integrador h́ıbrido de segunda

ordem como segue:

i) As coordenadas permanecem fixas e cada corpo recebe uma aceleração proveniente dos outros

corpos (mas não do Sol), pesada por um fator K nas situações de encontro, modificando

os momentos durante um intervalo de tempo τ/2.

ii) Os momentos permanecem fixos, e cada corpo muda linearmente a sua posição em uma

quantidade τ
∑N

i=1 Pi/(2m0).

iii) Os corpos que não sofrem um encontro se movem em uma órbita Kepleriana em torno do

Sol durante um intervalo de tempo τ . Paralelamente, para os corpos que experimentam

um encontro, os termos Keplerianos e os termos de interação pesados pelo fator (1−K),

são integrados numericamente também durante um intervalo de tempo τ .

iv) Repete o passo ii).

v) Repete o passo i).

O algoritmo usado para integrar encontros próximos numericamente é o método de

Bulirsch-Stoer (Stoer and Bulirsch, 1980), que é frequentemente usado para verificar resultados

de outros algoritmos numéricos por ser robusto para tratar problemas de N corpos.

3.2.2 Arquivos de Entrada e Sáıda

Todos os métodos de integração do MERCURY utilizam os mesmos arquivos de entrada e

produzem os mesmos arquivos de sáıda. Os arquivos necessários para realizar uma integração

possuem extensão *.in. Os arquivos gerados tem extensão *.out e *.dmp. Os arquivos *.dmp são
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atualizados periodicamente e podem ser utilizados para retomar uma integração, os restantes

são descritos embaixo:

• files.in: Contém uma lista dos nomes de arquivos de entrada e sáıda.

• message.in: Contém o texto das mensagens de sáıda do MERCURY.

• big.in: Contém as posições e velocidades iniciais ou equivalentemente os elementos orbitais

para os corpos, excetuando o corpo central, que perturbam e interagem com todos os

outros objetos durante a integração. Para cada corpo, pode-se definir o nome, a massa, a

distância máxima que constitui um encontro próximo, a densidade e as 3 componentes do

momento angular de rotação.

• small.in: Este arquivo é análogo ao anterior mas contém corpos que só perturbam e

interagem com os corpos big durante a integração (isto é, eles se ignoram entre si com-

pletamente). Se a massa de um desses corpos é colocada a 0, o objeto é tratado como

part́ıcula teste.

• param.in: Contém os parâmetros usados pelo integrador: o algoritmo, o tempo inicial, o

tempo final, o intervalo de sáıda, o passo e a precisão. Entre outras opções, aqui deve se

indicar também (com sim ou não) se será considerada alguma força adicional ao integrador

fornecida pelo usuário. Estas forças adicionais devem ser escritas na subrotina mfo user em

mercury6 1.for. O param.in contém também parâmetros para o corpo central: a distância

a partir dele em que os objetos são removidos, o raio, a massa e os momentos J2, J4 e J6.

Um outro parâmetro a ser considerado é a separação mı́nima entre objetos (em raios de

Hill) na qual o integrador h́ıbrido muda para o algoritmo Bulirsch-Stoer.

• xv.out: Contém as informações sobre as posições e velocidades dos objetos durante a

integração.

• ce.out: Contém detalhes de encontros próximos ocorridos durante a integração.

• info.out: Contém um resumo dos parâmetros da integração e uma lista dos eventos

ocorridos.

3.2.3 Inclusão de Maré Galáctica

Para deduzir a força de maré galáctica seguimos principalmente o desenvolvimento realizado

por Heisler and Tremaine (1986) e Souchay and Dvorak (2010).

Nós assumimos que a Galáxia é axissimétrica e o Sol segue uma órbita circular de raio

R0 em torno do centro Galáctico e no plano médio galáctico. A velocidade angular do Sol ao

redor do centro Galáctico é Ω0.

Definimos dois sistemas de referência (vide figura 3.4). Um sistema rotativo (x̂′, ŷ′,

ẑ′), centrado no Sol com o eixo x̂′ em direção ao centro da galáxia, o eixo ẑ′ normal ao plano
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galáctico e em direção ao polo norte galáctico, e o eixo ŷ′ completando um sistema destro. Um

sistema não rotativo (x̂, ŷ, ẑ), heliocêntrico também, de tal forma que no tempo t = 0 coincide

com o referencial rotativo. Já que o movimento do Sol em torno da galáxia é retrógrado, Ω0 é

negativo.

Figura 3.4: Os sistemas de referência não rotativo (x̂, ŷ, ẑ) e rotativo (x̂′, ŷ′, ẑ′). S denota
o Sol, G o centro da galáxia, Ω0 a velocidade angular do Sol em torno do centro galáctico.

Crédito: Souchay and Dvorak (2010).

Como a galáxia é axissimétrica, o potencial Galáctico pode ser escrito como Ug(R, z),

sendo R a distância a partir do eixo de rotação galáctico e z = 0 o plano médio galáctico. O po-

tencial Galáctico é desenvolvido até na ordem 2 na vizinhança do Sol, isto é, um desenvolvimento

na ordem 1 na força que deriva do potencial Ug (Heisler and Tremaine, 1986).

A força por unidade de massa sobre uma part́ıcula teste orbitando o Sol é dada por

F = −GM�
r3

r−∇Ug(R, z) + Ω2
0R0 (3.31)

onde r é o vetor Sol-part́ıcula de longitude r, M� a massa do Sol, G a constante gravitacional, R

a distância entre a part́ıcula e o eixo de rotação Galáctico, z a terceira coordenada da part́ıcula

em qualquer referencial e R0 é o vetor centro galáctico-Sol.

Considerando que a velocidade angular do Sol é dada por

Ω0 =

[
1

R

∂Ug(R, 0)

∂R

]1/2

R0
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a equação 3.31 se escreve como

F = −GM�
r3

r−
[
∂2Ug
∂R2

]
R0

x′x̂′ −
[

1

R

∂Ug
∂R

]
R0

y′ŷ′ −
[
∂2Ug
∂z2

]
R0

zẑ +O(x2, y2, z2) (3.32)

onde (x, y, z) e (x′, y′, z′) são as coordenadas da part́ıcula nos marcos não-rotativo e rotativo,

respectivamente (x′ = x cos(Ω0t) + y sin(Ω0t) e y′ = −x sin(Ω0t) + y cos(Ω0t)).

Tendo em conta as constantes de Oort, as quais são definidas como:

A = −
[
R

2

dΩ

dR

]
R0

B = −
[
Ω +

R

2

dΩ

dR

]
R0

e a densidade do disco galáctico na vizinhança Solar ρ0, obtida através da equação de Poisson:

4πGρ0 =

[
∂

∂R

(
∂Ug
∂R

+
∂2Ug
∂z2

)]
R0

= 2(B2 −A2) +

[
∂2Ug
∂z2

]
R0

a equação 3.32 torna-se

F = −GM�
r3

r + (A−B)(3A+B)x′x̂′ − (A−B)2y′ŷ′ − [4πGρ0 − 2(B2 −A2)]zẑ (3.33)

onde os termos de segunda ordem em x, y e z são negligenciados. É comum chamar à componente

da maré no plano médio galáctico (dependente dos segundo e terceiro termos em 3.33) como a

componente radial, e a componente normal ao plano médio galáctico como a componente normal

(Souchay and Dvorak, 2010).

Considerando os seguintes valores comumente usados: ρ0 = 0.1 M� pc−3, Ω0 = B−A =

−26 km s−1 kpc−1 e a aproximação A = −B, se tem que a componente radial da maré é quase

10 vezes menor do que a normal. Por essa razão muitos autores negligenciam a componente

radial (Souchay and Dvorak, 2010).

A equação 3.33 pode ser escrito em função de δ = −(A + B)/(A − B) (Matese and

Whitmire (1996), Levison et al. (2001)) como

F = −GM�
r3

r + Ω2
0

[
(1− 2δ)x′x̂′ − y′ŷ′ −

(
4πGρ0

Ω2
0

− 2δ

)
zẑ

]
(3.34)

No caso de órbitas amplas do Planeta 9, nós adicionalmente consideraremos os efeitos

da maré galáctica, dentro da subrotina mfo user. Internamente, foram aplicadas rotações para

mover entre o referencial (x̂′, ŷ′, ẑ′) e o referencial de nossas integrações, que tem o eixo Z

apontando ao longo do vetor momento angular inicial dos planetas conhecidos. Numericamente,

nós usamos ρ0 = 0.1 M� pc−3, A = 14.82 km s−1 kpc−1 e B = −12.37 km s−1 kpc−1, dando

δ = −0.09. Diferente de outros autores que consideram apenas o termo em ẑ para a aceleração

devido à maré, por ser bem maior que os termos nas outras duas componentes, nós mantemos
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os três termos com a aproximação δ = 0.

3.2.4 Migração Artificial

A variação temporal dos semieixos maiores dos planetas gigantes conhecidos é modelada pela

seguinte expressão (Malhotra (1993), Malhotra (1995)):

a(t) = af −∆a e−t/τ (3.35)

onde af é o semieixo maior na época atual, ai = af−∆a corresponderia ao semieixo maior inicial

na simulação, onde o tempo t = 0 é consistente com as migrações residuais de Netuno e Urano,

induzido pela troca de momento angular com alguns poucos planetesimais massivos de acordo

com o Modelo de Nice. Nós escolhemos ∆a = 0, 0, 0.75 e 1.7 au para Júpiter, Saturno, Urano

e Netuno, respectivamente. τ é a escala de tempo de expansão das órbitas, nós consideramos

τ = 100 Myr.

A migração orbital foi implementada nas equações de movimento por meio de uma força

de “arrasto” adicional sobre cada planeta ao longo da direção da sua velocidade orbital v̂,

∆r̈ =
v̂

τ

(√
GM�
af

−
√
GM�
ai

)
e−t/τ (3.36)

Esta força artificial foi colocada na subrotina mfo user, em integrações que consideram

a fase de migração residual de Netuno e Urano.

3.3 Modelos Testados

Para avaliar o confinamento de TNOs distantes, foram testados três conjuntos de modelos

descritos a seguir. Todos eles consideram o Sol, os planetas gigantes conhecidos, o Planeta 9 e

um conjunto de planetesimais tratados como part́ıculas testes.

• Modelos 1: O primeiro conjunto de modelos considera inicialmente 10, 000 planetesimais

com: 200 au < a < 1000 au, 30 au < q < 40 au, 0.8 < e < 0.97, 0◦ < i < 10◦ e os restantes

elementos orbitais uniformemente distribúıdos. O limite inferior para os semieixos maiores

das part́ıculas é devido ao fato que nós estamos interessados somente em TNOs de semieixo

maior grande para caracterizar melhor seus confinamentos. Quanto às condições iniciais

do Planeta 9, se analisam dois casos de semieixo maior, a9 = 700 au e a9 = 1500 au;

considerando diversos valores de distância ao periélio, inclinação e argumento do periélio

para aqueles semieixos maiores. Nós consideramos uma massa para o Planeta 9 de 10 M⊕

para grades com a9 = 700 au e uma massa maior, 16.5 M⊕, para os casos com a9 = 1500

au. Para este conjunto de modelos nós usamos como nomenclatura as condições iniciais
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do Planeta 9: a9− q9− i9−ω9−Ω9−m9, com as unidades correspondentes em au, graus

e M⊕.

Devido à influência dos outros planetas, a9 e q9 podem variar dos valores iniciais que

queremos testar dependendo do valor assumido da longitude média, λ9. O λ9 que consi-

deramos é aquele que dá valores mais próximos de semieixo maior médio e distância ao

periélio média aos a9 e q9 que queremos testar, numa integração sem part́ıculas testes

durante um peŕıodo orbital do Planeta 9.

• Modelos 2: O segundo conjunto de modelos considera 100, 000 planetesimais inicializados

com: 28 au < a < 31 au, 25.8 au < q < 31 au, 0 < e < 0.08, 0◦ < i < 5◦ e os restantes

elementos orbitais uniformemente distribúıdos. Nesses modelos, as condições iniciais para

as part́ıculas são mais reaĺısticas. Ao serem localizadas próximas de Netuno, se tem

em conta o efeito da dispersão que esse planeta exerce sobre elas, o que no conjunto

de corridas anterior se teria criado artificialmente. Estas condições iniciais nos permitem

também analisar melhor as regiões mais internas, onde existiria uma escassez de part́ıculas

nas corridas do conjunto anterior devido às condições iniciais assumidas. Em relação ao

Planeta 9, nós estudamos grades que consideram semieixos maiores altos (a9 > 1500

au), pelo que é tido em conta os efeitos da maré galáctica no integrador numérico (vide

§3.2.3). A nomenclatura para esses modelos é similar à anterior mas inclui o prefixo GT:

GT-a9 − q9 − i9 − ω9 − Ω9 −m9.

Um de nossos modelos para o Planeta 9 deste grupo é testado mais uma vez, porém, as

C.I. das part́ıculas são correspondentes às do conjunto de Modelos 1 (GT−a3000− q900−
i30 − ω0 − Ω150 − m16.5 − II). Isto foi feito com a finalidade de estudar como afetam

diferentes C.I. das part́ıculas nas análises dos confinamentos.

A variação no momento angular do Planeta 9, devido ao torque de maré galáctica, produz

uma mudança na sua distância ao periélio (Matese and Whitmire, 1996). Em consequência,

as condições iniciais para o planeta foram escolhidas tal que a distância ao periélio, ini-

cialmente alta, atinja um valor pequeno próximo ao final do tempo de integração. Esta

consideração foi motivada pelos nossos resultados já publicados do primeiro conjunto de

corridas (Modelos 1, Cáceres and Gomes (2018)) onde, como veremos, foi mostrado que

um planeta com q9 baixo fornece melhores confinamentos nos TNOs distantes do que um

com q9 alto.

Nos primeiro e segundo conjunto de modelos, os planetas gigantes conhecidos são colocados

em suas configurações atuais, inicialmente.

• Modelo 3: Este modelo considera 100, 000 planetesimais inicializados com: 27 au < a <

29 au, 24.8 au < q < 29 au, 0 < e < 0.08, 0◦ < i < 5◦ e os restantes elementos orbitais

uniformemente distribúıdos. As condições iniciais para o Planeta 9 são idênticas às de

um dos modelos do conjunto anterior. Aqui se tem em conta inicialmente a fase de

migração residual de Urano e Netuno no Modelo de Nice (vide §3.2.4), pelo que os semieixos

maiores assumidos para as part́ıculas são menores inclusive do que o conjunto de modelos
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anterior. Esse modelo não considera a maré galáctica. A nomenclatura para o modelo é:

mig− a9 − q9 − i9 − ω9 − Ω9 −m9.

As condições iniciais para o Planeta 9 e os planetesimais são representados na Tabela

3.2 para cada conjunto de modelos.

Tabela 3.2: Condições iniciais para o Planeta 9 e as part́ıculas testes nos três conjuntos de
modelos testados.

Nomenclatura / C.I. para o Planeta 9 C.I. para as part́ıculas

Modelos 1:
a9 = 700 au e
a9 = 1500 au

a700− q60− i30− ω0− Ω0−m10

10, 000 part́ıculas
200 au < a < 1000 au

30 au < q < 40 au
0.8 < e < 0.97

0◦ < i < 10◦

a700− q100− i10− ω0− Ω0−m10
a700− q100− i30− ω0− Ω0−m10
a700− q100− i60− ω0− Ω0−m10
a700− q200− i30− ω0− Ω0−m10
a700− q300− i30− ω0− Ω0−m10
a700− q60− i30− ω0− Ω90−m10

a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5
a1500− q100− i10− ω0− Ω0−m16.5
a1500− q100− i30− ω0− Ω0−m16.5
a1500− q100− i60− ω0− Ω0−m16.5
a1500− q200− i30− ω0− Ω0−m16.5
a1500− q300− i30− ω0− Ω0−m16.5

a1500− q60− i30− ω90− Ω150−m16.5

Modelos 2:
Maré Galáctica
(a9 > 1500 au)

GT-a2000− q400− i30− ω100− Ω50−m16.5

100, 000 part́ıculas
28 au < a < 31 au

25.8 au < q < 31 au
0 < e < 0.08
0◦ < i < 5◦

GT−a2500− q500− i30− ω30− Ω140−m16.5
GT−a3000− q300− i30− ω130− Ω190−m16.5
GT−a3000− q300− i30− ω310− Ω20−m16.5
GT−a3000− q600− i30− ω130− Ω20−m16.5
GT−a3000− q900− i30− ω0− Ω150−m16.5

GT−a3000− q900− i30− ω0− Ω150−m16.5− IIa

GT−a3000− q900− i30− ω90− Ω300−m16.5

Modelo 3:
Migração Residual
de Urano e Netuno

mig−a3000− q600− i30− ω130− Ω20−m16.5b

100, 000 part́ıculas
27 au < a < 29 au

24.8 au < q < 29 au
0 < e < 0.08
0◦ < i < 5◦

a Esse modelo é uma exceção no grupo, no sentido dele inicializar as part́ıculas com as C.I. do con-
junto de Modelos 1. Note que este mesmo modelo do Planeta 9 é também testado com as C.I. para
as part́ıculas correspondentes à este grupo.
b Não inclui maré galáctica.

Para cada modelo, uma primeira integração é realizada considerando só o corpo central,

os planetas gigantes conhecidos e o Planeta 9, para salvar num arquivo os vetores de estado

dos planetas a cada 10 anos. Posteriormente, o sistema completo (incluindo agora as part́ıculas

testes) é integrado usando paralelismo, tendo em conta a mesma evolução dos planetas em dife-

rentes núcleos, ao ler o arquivo gerado previamente. Estas integrações com part́ıculas tiveram

um passo de 0.5 anos, mas em cada 10 anos, as coordenadas dos planetas foram corrigidas à

aquelas produzidas pela integração original sem part́ıculas. Os desvios dos planetas depois de

10 anos (20 passos) é bastante pequeno já que as part́ıculas não tem massa e a diferença entre

a integração com part́ıculas e a original com só os planetas vem unicamente do fato que o in-

tegrador h́ıbrido entra no modo de integração clássico (Bulirsch-Stoer) em encontros próximos
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de part́ıculas com planetas. O código para o integrador h́ıbrido foi assim modificado para

implementar este procedimento.

Em cada modelo, as condições iniciais são dadas em relação ao plano iv4. Devido ao

torque exercido pelo Planeta 9 numa órbita inclinada sobre os planetas conhecidos, o plano iv4

inicial precesará com respeito ao plano invariável do sistema (Gomes et al., 2017), de modo

que, as sáıdas são convertidas em relação ao plano iv4 momentâneo. As simulações tiveram um

tempo de integração igual à idade do Sistema Solar (4.5 Gyr).

3.4 Análise do Confinamento de TNOs Distantes

Nós consideramos as sáıdas das part́ıculas correspondentes a cada 107 anos. A análise consiste

em determinar em cada tempo: 1) as frequências N1 e N2 nos histogramas de Ω, ω e $ das

part́ıculas, 2) os ângulos em Ω, ω e $, medidos em relação aos do Planeta 9, correspondentes a

N1 e N2, 3) a medida de s e 4) os confinamentos nestes três elementos angulares das part́ıculas.

Estes procedimentos são realizados só para as part́ıculas que no instante dado pertencem às

faixas 250 au ≤ a ≤ 1300 au, 40 au ≤ q ≤ 90 au e i ≤ 30◦, isto é, aquelas com a, q e i similar à

dos TNOs distantes da amostra observacional.

1. N1 e N2: As frequências N1 e N2 são determinadas a partir de histogramas para Ω, ω e

$ das part́ıculas, sendo N1 a frequência máxima correspondente ao pico principal de uma

distribuição de frequências e N2 a frequência máxima correspondente ao pico secundário,

quando houver (vide figura 3.5).

Nós consideramos 12 “bins” nos histogramas, portanto, cada “bin” cobre 30◦ de largura.

A eleição da largura do “bin” foi baseada em inspeção visual do confinamento de alguns

ângulos durante a evolução das part́ıculas simuladas. Nós vimos que este confinamento

pode ser muito estreito e 30◦ foi escolhido para capturar esta caracteŕıstica. Em cada

tempo, realizamos 30 histogramas que se diferenciam entre si no ińıcio do primeiro “bin”,

variando de 0◦ até 29◦, obtendo assim uma coleção de frequências N1 e N2. Desta maneira,

podemos obter uma melhor precisão na determinação do “bin” onde se tem o maior

agrupamento de ângulos, que é aquele com o maior N1 na coleção dos 30 histogramas.

A frequência N2 seria a relativa à frequência N1. A medida da frequência N2 não é só

motivada pelos dados observacionais, onde a distribuição de $ sugere a existência de dois

confinamentos, senão também pela inspeção visual da evolução dos elementos angulares

nas simulações.
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Figura 3.5: Distribuição de frequências, N , para Ω, ω e $ das part́ıculas medidos em relação
aos correspondentes ângulos do Planeta 9; no modelo a1500 − q60 − i30 − ω0 − Ω0 −m16.5,
no tempo t = 2.18 Gyr. Se mostram três diferentes ińıcios do primeiro “bin”: em 0◦, 12◦ e 22◦

em azul, cinza e vermelho, respectivamente, de um total de 30 considerados em cada tempo
para calcular as frequências N1 e N2. N1 corresponde à frequência máxima no maior pico do

histograma e N2 à frequência máxima no segundo maior pico, relativo a N1.

Chamaremos a N1 de frequência principal e a N2 de frequência secundária. A ideia por

trás dessa análise é que um “bin” com uma alta frequência equivale a um confinamento

relevante no intervalo angular definido pelo “bin”.

2. ∆Ω, ∆ω e ∆$ correspondentes à N1 e N2: Nós registramos também os ângulos corres-

pondentes ao meio dos “bins” que dão as frequências principal e secundária medidos em

relação aos do Planeta 9, isto é: ∆Ω, ∆ω e ∆$, para N1 e N2.

3. Medida de s: s representa uma medida de quanto a frequência correspondente ao confina-

mento principal (N1) difere da correspondente a uma distribuição randômica (vide figura

3.6). Seja Nr o valor médio da frequência máxima determinada para uma distribuição

aleatória de ângulos entre 0◦ e 360◦ contendo um número de pontos n igual ao número de

part́ıculas consideradas para análise no tempo em consideração e σr o desvio padrão do

valor médio; s mede em quantos sigmas o valor de N1 difere de Nr: s = (N1 −Nr)/σr. Se

o valor de N1 for menor do que Nr, consideramos s = 0. O parâmetro s é importante para

dar uma medida de confinamento mais confiável quando se tem poucas part́ıculas para

um tempo dado, já que com poucos ângulos é posśıvel obter um valor de Nr alto mesmo

com uma distribuição randômica.
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Figura 3.6: Frequência, Nr, em função do número de pontos, n, para uma distribuição
aleatória. A região cinza mostra o desvio do valor médio, σr.

4. Confinamentos em Ω, ω e $: Para determinar os confinamentos em Ω, ω e $ nós realiza-

mos 100 iterações, onde em cada iteração nós pegamos aleatoriamente 11 objetos a partir

do conjunto de part́ıculas considerado para análise (já que este é o número de TNOs dis-

tantes reais); para Ω e ω, nós calculamos o confinamento para estes 11 objetos e para $

nós determinamos o menor confinamento posśıvel para 9 desses 11 objetos (porque esta-

mos assumindo que existem dois confinamentos nesse elemento orbital). Assim, em cada

tempo nós obtemos uma média e desvio padrão dos confinamentos.

3.5 Distribuição de Magnitude Absoluta

No estudo da influência do Planeta 9 nos TNOs será necessário comparar os resultados de

integrações numéricas com os objetos observados, para isso é preciso acrescentar viés aos ob-

jetos simulados. Nós aplicaremos o Observational Bias Introducing Procedure (OBIP, Gomes

et al. (2015)), que faz uso de uma distribuição de tamanho ou, equivalentemente, de magnitude

absoluta. Nesta seção se descreve como é obtida uma distribuição H.

A distribuição de tamanhos de TNOs possibilita a determinação da massa na região

Trans-netuniana e é determinada pela competição entre acreção e erosão colisional. Para os

corpos maiores, a distribuição de tamanhos é controlada pelo processo de acreção já que eles

são imunes à ruptura colisional durante a idade do sistema solar considerando o entorno atual do

Cinturão de Kuiper e até mesmo num entorno mais denso nos primórdios do sistema solar, onde

a depleção da massa deve ter sido o resultado mais da erosão dinâmica do que erosão colisional.

Pelo contrário, corpos menores do que 50-100 km de diâmetro seriam o resultado de forte

moagem colisional pelo que a distribuição de tamanho atual é conectada à suas propriedades

f́ısicas e entorno colisional (Petit et al., 2008).
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Devido a que os TNOs são demasiado pequenos, frios e distantes para permitir a medida

direta de seus tamanhos, estes são aproximados a partir da determinação da função de lumi-

nosidade. A luminosidade é medida como uma magnitude aparente que, quando combinado

com uma distância medida, pode ser convertida a uma magnitude absoluta H4. A magnitude

H pode ser diretamente mapeada a diâmetro, sempre que um albedo seja medido ou assumido

(Lawler et al., 2018).

Medições de distribuições de tamanhos no sistema solar mostram que estas podem ser

aproximadas por leis de potencia única em faixas de diâmetros, D, (3.37). A correspondente dis-

tribuição H (3.38) parametrizada por uma “slope” logaritmica, α, fornece uma forma observável

de explorar as distribuições de diâmetro

dN

dD
∝ D−p (3.37)

dN

dH
∝ 10αH (3.38)

onde os exponentes de ambas distribuições estão relacionados por p = 5α+ 1.

De forma geral, uma distribuição H pode ser caracterizada por 4 parâmetros: uma

“slope” brilhante (correspondente a tamanhos grandes), αb, uma “slope” tênue (correspondente

a tamanhos pequenos), αf , uma magnitude absoluta de corte, Hb, e um contraste, c, que é a

razão do número diferencial no lado brilhante de Hb ao lado tênue. Dependendo dos parâmetros,

a distribuição H toma as seguintes formas: “single-slope” (c = 1, αb = αf ), “knee” (c = 1) ou

“divot” (c > 1); onde as distribuições de magnitude H “knee” ou “divot” seguem duas leis de

potência única unidas na magnitude Hb.

Os TNOs dispersos, devido a suas distâncias ao periélio, fornecem medidas de tamanhos

menores do que em qualquer outra população distante de corpos menores, tendo assim uma

amostra de TNOs que cruzam a transição desde objetos maiores (“slope” empinada) à objetos

menores (“slope” superficial).

A medida da distribuição H certa de TNOs dispersos consiste no seguinte. Se seleci-

onam os TNOs dispersos no estado final (4.5 Gyr) de uma simulação dinâmica da evolução

do sistema solar, as órbitas deles são aleatoriamente orientadas (aleatórios ω e Ω) assim como

também suas localizações na órbita (aleatória M , o que define a distância). A distribuição or-

bital resultante é unida a uma distribuição H candidata num filtro espećıfico, uma distribuição

de cor e efeitos de curva de luz; calculando assim a magnitude aparente. O simulador de es-

tudo determina se os objetos com uma certa magnitude, taxa de movimento e posição no céu

foram detectados e rastreados nos estudos que detectaram a amostra observacional. Uma vez

produzido um conjunto de objetos enviesados observacionalmente numa forma que se ajustam

aos viés presentes na amostra observada pelos “surveys”, se realiza uma comparação estat́ıstica

com a amostra observacional, testando se o modelo é uma boa representação das observações.

Shankman et al. (2016) mostraram que a analise estat́ıstica não é fortemente dependente da

4A magnitude aparente que o objeto teria a uma distância heliocêntrica e geocêntrica de 1 au.
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eleição da distribuição de cor nem do modelo orbital, portanto a rejeição de um dado modelo

usado para gerar as detecções simuladas é a rejeição da distribuição H candidata, podendo

consequentemente determinar a distribuição H dos TNOs dispersos. O teste do modelo con-

siste em comparar estatisticamente distribuições acumuladas das detecções simuladas com as

correspondentes a amostra observada em três parâmetros orbitais (a, i e q) e três parâmetros

observados (magnitude H, distância na detecção d e magnitude na detecção m), mediante o

teste Anderson-Darling5 (AD). O modelo é testado somando as métricas AD para todas as dis-

tribuições. A soma será pequena se todas as distribuições estão em bom acordo, grande se uma

está em mau acordo ou várias estão em moderadamente mau acordo, e maior ainda se todas

estão em mau acordo.

Recentemente, Lawler et al. (2018) exploraram a distribuição H de TNOs dispersos

considerando 17 Centauros6 e 51 objetos dispersos detectados por “surveys” bem caracterizados

(OSSOS, The Canada-France Ecliptic Plane Survey, the CFEPS high latitude component e o

estudo de Alexandersen et al. (2016)); onde as magnitudes limites, “pointings” e eficiências

de rastreio são conhecidos e publicados. As distribuições H foram testadas considerando uma

grade em αf de 0.1 a 0.9 e em c de 1 a 100, com duas diferentes magnitudes de corte, Hb = 7.7

e 8.3, sugeridos em trabalhos prévios por populações do Cinturão de Kuiper dinamicamente

quente (Fraser et al. (2014) e Shankman et al. (2016), respectivamente); usando em todos os

modelos αb = 0.9 (Gladman et al., 2012). Eles confirmaram que a distribuição H de TNOs

dispersos e Centauros não é consistente com uma “slope” única, mas distribuições “divot” ou

“knee” fornecem ajustes aceitáveis à amostra observacional (vide figura 3.7). A distribuição H

“divot” preferida dos autores faz transição à αf = 0.5 com um contraste c = 3.2 em Hb = 8.3,

enquanto que sua distribuição H “knee” preferida faz transição à αf = 0.4 para o corte em

tamanhos maiores de TNOs, Hb = 7.7.

5A diferença do teste de Kolmogorov-Smirnov, mais senśıvel ao centro da distribuição, o teste Anderson-
Darling é muito mais senśıvel às caudas da mesma.

6Já que os Centauros mostram uma evolução similar em a e representam valores de a menores da população
dispersa, é esperado que os Centauros e os objetos dispersos compartilhem a mesma distribuição H (Lawler et al.,
2018).
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Figura 3.7: Distribuições acumuladas em 6 parâmetros correspondentes aos 68 TNOs dispersos
e Centauros observados (em vermelho), os preferidos “divot” (em azul) e “knee” (em violeta) de
Lawler et al. (2018) e a distribuição “knee” que fornece o melhor ajuste de Fraser et al. (2014)
(em verde). Os painéis A − F correspondem ao semieixo maior (a), inclinação (i), magnitude
na detecção na banda r (mr), pericentro (q), distância na detecção (d) e magnitude absoluta
na banda r (Hr). Os painéis mais à direita mostram os esquemas para as três distribuições H
mencionadas. O modelo orbital considerado (Kaib et al., 2011) gera uma escassez de objetos
com alta inclinação para ajustar às observações. Alguns mecanismos sugeridos na literatura
para superar a dificuldade de gerar objetos com alta inclinação incluem difusão desde a Nuvem
de Oort (Brasser et al., 2012), interação com um planeta massivo distante (Gomes et al., 2015)
e interação com um “rouge planet” (Gladman and Chan, 2006). Ao não ser representativa
da amostra observada é exclúıda da analise, assim como a distribuição em a que é fortemente
senśıvel à distribuição mencionada anteriormente (vide figura 6 em Shankman et al. (2016)).



Caṕıtulo 4

Resultados

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados das integrações numéricas para os 3 conjuntos de

modelos descritos na Metodologia. A órbita do Planeta 9 é restringida comparando o grau

de confinamento de nossas part́ıculas simuladas com os confinamentos observados nos TNOs

distantes. Nós levamos em conta também as restrições dadas por outras populações Trans-

Netunianas.

4.1 Modelos 1

Estes modelos consideram órbitas do Planeta 9 com a9 = 700 au e a9 = 1500 au, part́ıculas

inicialmente já espalhadas e os planetas gigantes conhecidos inicializados nas suas configurações

atuais.

4.1.1 Confinamento de TNOs Distantes

As evoluções temporais das frequências principal (N1) e secundária (N2) nos ângulos Ω, ω e $

obtidos a partir de histogramas mostram confinamentos angulares melhores definidos durante

o primeiro bilhão de anos em quase todos nossos modelos. As figuras 4.1a e 4.1b apresentam

os resultados para dois casos extremos de distâncias ao periélio do Planeta 9, q9 = 60 au

e q9 = 300 au, para um semieixo maior de 1500 au. Estas figuras sugerem que frequências

mais altas, portanto, confinamentos mais estreitos, são usualmente associados com distâncias

ao periélio menores do Planeta 9. Esta tendência é também notada nos modelos com a9 = 700

au.

67
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Figura 4.1: a) Frequências principal, N1, e secundária, N2, em Ω, ω e $ como função do tempo
mostrados com cor azul e vermelho, respectivamente; para o modelo a1500− q60− i30− ω0−
Ω0−m16.5. b) Mesmo que a figura anterior para o modelo a1500−q300−i30−ω0−Ω0−m16.5.
Os valores das frequências N1 e N2 são bastantes baixos, principalmente em Ω e ω, onde as
frequências principal e secundária tem similares baixos valores implicando que não existe um

confinamento bem definido.

Os ângulos correspondentes às frequências principal e secundária são calculados em

relação aos do Planeta 9 (∆Ω, ∆ω e ∆$). Na maioria de nossos modelos, o Planeta 9 conduz

a um pastoreio na longitude do periélio do conjunto de part́ıculas mais estreitamente confinado

(aqueles dentro do intervalo angular correspondente à frequência mais alta), e em vários de

nossos modelos isto é também verificado para as part́ıculas que pertencem ao segundo confina-

mento.

A figura 4.2a mostra um claro exemplo deste comportamento, onde a distância angu-

lar entre ambos confinamentos em $ não se mantém constante e em 4.5 Gyr é de ∼ 100◦.

Nós notamos também que as frequências principal e secundária trocam de posições várias ve-

zes. Comparando isto com a figura 4.1a, podemos notar que esta mudança acontece quando

as frequências N1 e N2 têm similares valores. Para Ω e ω, a distância angular entre o centro

de agrupamento angular das part́ıculas e o ângulo correspondente do Planeta 9 não é tão bem

definido no tempo, mas em alguns de nossos modelos, as distâncias relativas ∆Ω e ∆ω corres-

pondentes às frequências mais altas também permanecem constantes por aproximadamente o

último Gyr. Modelos com distâncias ao periélio grandes mostram uma grande dispersão nos

ângulos relativos (vide figura 4.2b). Quanto maior o valor das frequências, mais bem definidas

são as distâncias angulares.
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Figura 4.2: a) Ângulos das part́ıculas em relação aos do Planeta 9, correspondentes as
frequências principal e secundária mostrados em azul e vermelho, respectivamente; para o
modelo a1500 − q60 − i30 − ω0 − Ω0 − m16.5. Para $, os confinamentos principal e se-
cundário intercambiam posições várias vezes até ∼ 2 Gyr, onde o confinamento principal
é conservado aproximadamente inalterado. b) Mesmo que a figura anterior para o modelo
a1500− q300− i30−ω0−Ω0−m16.5. As part́ıculas não mantém um distância relativa aproxi-
madamente constante nos últimos bilhões de anos em ∆Ω nem ∆ω, como esperado para grandes

distâncias ao periélio do Planeta 9.

A medida de s, de quanto a frequência principal N1 difere da correspondente a uma

distribuição aleatória contendo o mesmo número de pontos, mostra que os confinamentos nos

três elementos angulares Ω, ω e $ do modelo com q9 = 60 au (figura 4.3a) são muito diferentes

ao de uma distribuição randômica. No caso do modelo com q9 = 300 au (figura 4.3b), pode-se

observar que a partir de ∼ 1.5 Gyr não existem confinamentos em Ω nem ω, não obstante, existe

um confinamento apreciável em $.

Nossa análise do confinamento como função do tempo confirma nossos resultados prévios.

Em todos os modelos, um melhor confinamento para as part́ıculas é reproduzido para $ do

que para Ω ou ω e planetas com distâncias ao periélio menores são associados com melhores

confinamentos das part́ıculas (compare figuras 4.4a e 4.4b). Para modelos com q9 & 200 au,

os confinamentos, principalmente em Ω e ω, são próximos aos que seriam esperados no caso

de uma distribuição uniforme produzida aleatoriamente nestes elementos angulares quando o

procedimento para determinar o confinamento é aplicado.

Os resultados obtidos até aqui mostram, em geral, que distâncias ao periélio menores do

Planeta 9 produzem confinamentos melhores definidos nos TNOs distantes. Estes resultados são

quantificados na Tabela 4.2 para todos os modelos. Porém, algumas restrições que um planeta

externo com um distância ao periélio baixa deve satisfazer são: i) manter a proporção existente

entre o número de objetos destacados e espalhados, já que um planeta distante tende a povoar

a região dos objetos destacados, e ii) preservar o Cinturão de Kuiper Clássico. Estas restrições

para q9 baixo serão consideradas a seguir.
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Figura 4.3: a) s em escala logaŕıtmica como função do tempo em Ω, ω e $, para o modelo
a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5. b) Mesmo que a figura anterior para o modelo a1500−

q300− i30− ω0− Ω0−m16.5.
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Figura 4.4: a) Média e desvio padrão dos confinamentos das part́ıculas em Ω, ω e $ como
função do tempo mostrado em vermelho e cinza, respectivamente, para o modelo a1500− q60−
i30 − ω0 − Ω0 −m16.5. b) Mesmo que a figura anterior para o modelo a1500 − q300 − i30 −
ω0 − Ω0 − m16.5. Desde aproximadamente 1 Gyr, os resultados são muito similares aos que

seriam esperados no caso de uma distribuição aleatória.

4.1.2 Razão entre Objetos Espalhados e Destacados

Brown and Batygin (2016) procuraram órbitas do Planeta 9 que produzissem confinamentos nos

elementos orbitais angulares de TNOs distantes que melhor se comparassem aos confinamentos

dos TNOs observados. Um de seus critérios foi descartar aqueles parâmetros orbitais do Planeta

9 que conduzem à geração de demasiadas part́ıculas com distância ao periélio q > 42 au na

faixa 100 au < a < 200 au, devido à não existência de tais objetos observados; a saber, eles

aparentemente atribuem uma probabilidade nula à planetas com a9 baixo e e9 alto (valores
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baixos de q9), já que estes são propensos a produzir objetos com distância ao periélio altas

naquela região.

Nesta seção nós analisamos a influência de um Planeta 9 com distância ao periélio baixa

sobre os objetos na região 100 au < a < 200 au, ao considerar a razão entre o número de objetos

do disco disperso e da população destacada.

Atualmente, existem 46 objetos observados em mais do que uma oposição com q > 30

au na faixa 100 au < a < 200 au, segundo a base de dados do MPC1. Desses, 5 apresentam

q > 40 au, a saber: 2013 GP136, 2013 UT15, 2014 SS349, 2015 KE172, 2015 KH163.

Para analisar a razão entre objetos destacados e espalhados naquela faixa de semieixo

maior, nós aplicamos o OBIP (Gomes et al., 2015) às part́ıculas simuladas para cada modelo

que desde 4.4 Gyr pertencem à faixa 100 au < a < 200 au e q > 30 au (com as sáıdas referidas

ao plano iv4 momentâneo), pegamos uma amostra de 46 objetos que podem ser observados e

determinamos o número deles que apresentam q > 40 au.

O OBIP é um procedimento que consiste em atribuir diferentes tamanhos e um certo

albedo aos objetos simulados a fim de obter suas magnitudes visuais, determinando assim aqueles

que seriam observáveis até uma certa magnitude visual. Os tamanhos são determinados por

uma função de distribuição acumulativa de tamanhos que segue uma lei de potência:

N(r) = N0

(
R0

r

)γ
(4.1)

onde N é o número de objetos com raio maior do que r, N0 é um fator de escala, γ é um

parâmetro emṕırico obtido a partir de observações e R0 é o raio por acima do qual existe só

um objeto, de modo que N(R0) = 1. Nós consideramos uma distribuição de tamanho com

três parâmetros γ (Fraser et al. (2010), Shankman et al. (2013), Fraser et al. (2014)): γ = 3,

γ = 5 e γ = 2; para raios nos intervalos r > 200 km, 50 km < r < 200 km e r < 50 km,

respectivamente. O maior r (R0) é determinado associando-o com a magnitude visual de 20.1,

que é aproximadamente a magnitude do TNO mais brilhante com 100 au < a < 200 au e q > 30

au.

A coleção de tamanhos é associada aleatoriamente às órbitas das part́ıculas simuladas

em consideração e suas longitudes médias são escolhidas aleatoriamente entre 0◦ − 360◦. Os

albedos foram tomados como 0.25. O OBIP foi aplicado até uma magnitude visual de 25 e entre

latitudes ecĺıpticas de ±30◦.

A seguir, nós determinamos o número de objetos com q > 40 au dentre os 46 objetos

mais brilhantes dados pelo OBIP com 100 au < a < 200 au e q > 30 au. Este processo é iterado

1000 vezes de forma a obter uma média e desvio padrão do número de objetos com q > 40 au.

Os valores obtidos para todos os modelos são apresentados na Tabela 4.3 e são comparados com

o correspondente aos objetos destacados observados em 100 au < a < 200 au, cujo valor é de 5,

na figura 4.5, para corridas com i9 = 30◦ e ω9 = 0◦.

1Até Julho de 2019.
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Embora nós possamos apreciar alguma tendência para um número maior de objetos

determinados pelo OBIP com q > 40 au para um Planeta 9 com q9 menor, esta tendência não

está bem definida como para estabelecer um Planeta 9 com baixo periélio como proibitivo ou

ainda improvável (figura 4.5). Um exemplo t́ıpico é o Planeta 9 com a9 = 700 au e q9 = 60

au, o OBIP determina uma média de 6.79 objetos com q > 40 au e desvio padrão de 2.58,

assim 5 objetos está dentro do intervalo de números estatisticamente aceitável. A maioria dos

modelos do Planeta 9 dão resultados estatisticamente coerentes em relação à razão de objetos

observáveis destacados à espalhados, o que sugere que parâmetros orbitais do Planeta 9 com q9

baixo não deveriam ser descartados como sugerido em Brown and Batygin (2016).
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Figura 4.5: Média do número de objetos observáveis, após 1000 realizações do OBIP, com
q > 40 au entre os 46 mais brilhantes com 100 au < a < 200 au e q > 30 au. Os resultados
são mostrados para modelos com i9 = 30◦ e ω9 = 0◦, como função da distância ao periélio do
Planeta 9. As barras representam os desvios padrões dos valores médios. A linha tracejada

representa o valor real do número de objetos destacados.

4.1.3 Preservação do Cinturão de Kuiper Clássico

A seguir analisamos a influência de um Planeta 9 com distância ao periélio baixa sobre os objetos

do Cinturão de Kuiper Clássico, dinamicamente frios e dinamicamente quentes.

4.1.3.1 Cinturão de Kuiper Clássico Frio

Para analisar a influência do Planeta 9 sobre os objetos frios do Cinturão de Kuiper Clássico, nós

realizamos duas novas integrações numéricas que consideram a menor distância ao periélio para o

planeta dentre nossas grades: a700−q60−i30−ω0−Ω0−m10 e a1500−q60−i30−ω0−Ω0−m16.5.

Ambas simulações foram realizadas com um tempo de integração de 4.5 Gyr e considerando

inicialmente a configuração orbital atual dos quatro planetas gigantes, o respectivo perturbador

externo e um disco composto de 2000 part́ıculas testes com 42.5 au < a < 46 au, 0 < e < 0.01,

0◦ < i < 0◦.6 e restantes elementos orbitais aleatoriamente distribúıdos entre 0◦ e 360◦. Nós

escolhemos um disco visivelmente frio para verificar não apenas a compatibilidade do Planeta 9
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com o Cinturão de Kuiper Clássico Frio (CCKB, em inglês), mas também se o Planeta 9 poderia

ser responsável por algumas das excitações que encontramos atualmente lá.

Ambos modelos testados apresentam resultados similares (vide figuras 4.6a e 4.6b).

O Planeta 9 gera uma dispersão das part́ıculas para dentro e para fora. Aquelas são, porém,

desestabilizadas uma vez que entram na região de ressonância secular; portanto, o efeito principal

é conduzir os semieixos maiores das part́ıculas à valores mais altos. As excentricidades assim

como as inclinações foram excitadas dentro dos valores da população fria observada.
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Figura 4.6: a) Excentricidade e inclinação como função do semieixo maior para os objetos
reais do CCKB (CCKBOs) e part́ıculas simuladas em 4.5 Gyr considerando o modelo a700 −
q60 − i30 − ω0 − Ω0 − m10, em vermelho e azul, respectivamente. As part́ıculas simuladas
tiveram inicialmente semieixos maiores entre 42.5 e 46 au em órbitas quase circulares e de baixa
inclinação. b) Mesmo que a figura anterior para o modelo a1500− q60− i30−ω0−Ω0−m16.5.

Assumindo uma formação local, as bordas originais do disco frio são desconhecidas.

Assim, a partir dos dados das simulações originais, nós podemos obter discos frios com diferentes

bordas externas ao restringir os semieixos maiores iniciais das part́ıculas; o melhor ajuste é então

determinado segundo a distribuição final dos semieixos maiores das part́ıculas no intervalo 42

au < a < 46 au, quando comparado à da população fria real. As figuras 4.7a e 4.7b mostram,

para cada modelo, os histogramas em semieixo maior em 4.5 Gyr para o disco original e o

correspondente ao melhor ajuste. Estas figuras sugerem que a difusividade da borda externa

observada do CCKB poderia ser uma assinatura da perturbação de um Planeta 9 de q9 baixo.

Por outro lado, as excentricidades das part́ıculas simuladas sempre têm valores baixos

(vide figuras 4.8a e 4.8b), portanto, não se comparam muito bem com a distribuição de ex-

centricidades real, principalmente para semieixos maiores mais altos (a > 44.5 au). Assim, a

distribuição peculiar de excentricidades do CCKB não seria explicado pelas perturbações de tal

planeta com distância ao periélio baixa. Algum outro mecanismo deve ter agido para excitar as

excentricidades destas part́ıculas (por exemplo, um Netuno excitado temporariamente em um
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Figura 4.7: a) Distribuição de semieixos maiores para os objetos reais do CCKB e part́ıculas
simuladas em 4.5 Gyr para o modelo a700 − q60 − i30 − ω0 − Ω0 −m10, em vermelho e azul,
respectivamente. O painel superior mostra os resultados da integração original e o inferior para
o melhor ajuste no truncamento da borda externa inicial do disco, em 44.6 au. b) Mesmo que

a figura anterior para o modelo a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5.

modelo de migração de instabilidade planetária (Gomes et al., 2018)). As inclinações, por outro

lado, se mantém dentro do intervalo das inclinações observadas no CCKB.
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Figura 4.8: a) Excentricidade e inclinação como função do semieixo maior para os CCKBOs
reais (vermelho) e part́ıculas simuladas em 4.5 Gyr (azul), considerando o melhor ajuste em
semieixo maior para as part́ıculas ao truncar a borda externa inicial do disco. Resultados para
o modelo a700 − q60 − i30 − ω0 − Ω0 −m10. b) Mesmo que a figura anterior para o modelo

a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5.

Possivelmente, a única inconsistência produzida por um Planeta 9 com q9 baixo sobre

o CCKB se refere à escassez de part́ıculas simuladas apenas passada a ressonância 4:7. Isto

é provavelmente produzido pela dispersão para fora de part́ıculas pelo Planeta 9 e o efeito de

barreira da ressonância 4:7, que deve capturar algumas das part́ıculas migrando para fora da

região interna.
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4.1.3.2 Cinturão de Kuiper Clássico Quente

Para analisar a influência do Planeta 9 nos objetos quentes do Cinturão de Kuiper Clássico, nós

realizamos simulações considerando a população Clássica real e objetos ressonantes do Cinturão

de Kuiper para os mesmos modelos anteriores de Planeta 9: a700− q60− i30− ω0−Ω0−m10

e a1500 − q60 − i30 − ω0 − Ω0 − m16.5 e, evolúımos os sistemas por 4.5 Gyr. Os elementos

orbitais do Cinturão de Kuiper e dos quatro planetas gigantes conhecidos foram tomados para

uma mesma data a partir do JPL Small-Body Database2.

Os resultados mostram que um planeta com tal distância ao periélio baixa (q9 = 60 au)

limpa excessivamente objetos com excentricidades maiores no caso do modelo com a9 = 700

au (vide figura 4.9a) e despovoa praticamente o Cinturão de Kuiper Clássico no modelo com

a9 = 1500 au (vide figura 4.9b). Estes resultados nos levaram a considerar distâncias ao periélio

um pouco maiores para o Planeta 9.
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Figura 4.9: a) Excentricidade e inclinação como função do semieixo maior para os objetos
reais do CKB (CKBOs), em marrom, e sua configuração depois de 4.5 Gyr sob a influência do
Planeta 9 considerando o modelo a700− q60− i30− ω0−Ω0−m10, em azul. b) Mesmo que a

figura anterior para o modelo a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5.

Nós assim realizamos integrações numéricas considerando uma distribuição teórica de

part́ıculas uniformemente e aleatoriamente distribúıdas nos intervalos 38.5 au < a < 46.5 au,

0 < e < 0.25 e 0◦ < i < 20◦ sob a influência dos planetas gigantes conhecidos e comparamos os

resultados com outros dois modelos que adicionalmente consideram um Planeta 9 com distância

ao periélio baixa mas maior do que 60 au, a saber, a9 = 700 au com q9 = 70 au e a9 = 1500

au com q9 = 90 au. Os resultados em 4.5 Gyr são presentados nas figuras 4.10 como a razão

do número de objetos sobreviventes ao número de objetos iniciais no plano a− e, para objetos

com qualquer inclinação e para objetos com i < 5◦.

2https://ssd.jpl.nasa.gov/sbdb.cgi
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A figura 4.10a mostra que um modelo sem um planeta externo adicional tende a pre-

servar mais objetos frios e quentes no extremo inferior direito do plano a − e. Isto é já bem

conhecido porque os objetos nesta região estão longe de Netuno como para experimentar en-

contros próximos com ele. Ademais, a região entre aproximadamente 40 e 42 au é também

depletada devido à ressonância secular ν8. Agora comparando as figuras 4.10a, 4.10b e 4.10c,

nós notamos que o modelo com um perturbador externo com a9 = 1500 au e q9 = 90 au preserva

as caracteŕısticas do Cinturão de Kuiper teórico em 4.5 Gyr vistas no modelo que considera uni-

camente os planetas gigantes conhecidos. Os objetos quentes mostram uma boa aproximação

e a maioria dos objetos nas RMM 3:5 e 4:7 (correspondentes a a = 42.3 au e a = 43.7 au,

respectivamente) sobreviveram até o final do tempo de integração. O modelo que considera um

planeta com a9 = 700 au e q9 = 70 au tem uma fração menor de objetos quentes comparados

ao anterior e não conserva a maioria dos objetos em RMM.
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Figura 4.10: a) Razão do número de objetos sobreviventes ao final do tempo de integração
ao número de objetos iniciais como função do semieixo maior e excentricidade a partir de uma
distribuição inicialmente uniforme sob a influência dos planetas conhecidos. O painel superior
considera todas as inclinações e o inferior só os objetos dinamicamente frios (i < 5◦). b) Mesmo
que a figura superior mas adicionando um planeta com a9 = 700 au e q9 = 70 au. c) Mesmo

que a figura superior mas incluindo um planeta com a9 = 1500 au e q9 = 90 au.

A correta comparação de distribuição de TNOs no Cinturão de Kuiper a partir de

simulações com os observados faz sentido só se as corretas condições iniciais são consideradas.

Por exemplo, a distribuição inicial de objetos depois da estabilização dos planetas gigantes3

3Em um cenário do Modelo de Nice, porém, um cenário de migração mais suave poderia também trabalhar
neste caso.
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poderia ter concentrado a maioria dos objetos em semieixos maiores menores. O Planeta 9

poderia assim deslocar os semieixos maiores para fora à uma distribuição semelhante à atual.

Além desta especulação, esses últimos resultados mostram que um Planeta 9 com uma distância

do periélio tão baixa quanto 90 au não afeta significativamente o Cinturão de Kuiper Clássico.

4.2 Modelos 2

Dos resultados obtidos no conjunto de modelos anterior pudemos mostrar que grades do Planeta

9 com q9 baixas fornecem os melhores confinamentos, enquanto dão resultados estatisticamente

razoáveis da razão entre objetos destacados e espalhados na faixa 100 au < a < 200 au e

preservam o Cinturão de Kuiper Clássico. Estes resultados nos motivaram a procurar por

novas grades, considerando dessa vez órbitas amplas para o Planeta 9 (a9 > 1500 au, de modo

que estaria submetido à perturbação da maré galáctica), mas que próximo ao tempo final de

integração o planeta atinja uma distância ao periélio baixa (vide figura 4.11). A distância ao

periélio minima atingida pelo Planeta 9 e o tempo em que isto acontece são registrados na

Tabela 4.1 para estas simulações. As part́ıculas foram inicializadas próximas a Netuno e os

planetas gigantes conhecidos nas suas configurações atuais.
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Figura 4.11: Distância ao periélio do Planeta 9 como função do tempo, para o modelo GT-
a3000− q900− i30−ω0−Ω150−m16.5. A variação no momento angular do Planeta 9, devido
ao torque exercido pela maré galática, produz uma mudança na sua distância ao periélio. O q9

inicialmente em 900 au atinge um valor mı́nimo de 64.3 au em ∼ 4 Gyr.

Os resultados para nossas grades testadas que incluem perturbações de maré galáctica

mostram genericamente que part́ıculas inicializadas próximas a Netuno não são favorecidas em

reproduzir o confinamento observado atualmente em TNOs distantes.
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Tabela 4.1: Distância ao periélio mı́nima atingida pelo Planeta 9 durante a integração e o
tempo em que atingiu esse valor, para as simulações que consideram maré galáctica.

Modelos 2 q9min (au) Tempo (Gyr)

GT-a2000− q400− i30− ω100− Ω50−m16.5 58.8 4.49
GT-a2500− q500− i30− ω30− Ω140−m16.5 55.4 4.49
GT-a3000− q300− i30− ω130− Ω190−m16.5 91.2 3.83
GT-a3000− q300− i30− ω310− Ω20−m16.5 101.7 4.14
GT-a3000− q600− i30− ω130− Ω20−m16.5 134.6 3.19
GT-a3000− q900− i30− ω0− Ω150−m16.5 64.3 3.94
GT-a3000− q900− i30− ω0− Ω150−m16.5−II 64.3 3.94
GT-a3000− q900− i30− ω90− Ω300−m16.5 57.9 4.01

Os confinamentos são bem reproduzidos durante aproximadamente o primeiro Gyr

em todos nossos modelos. Um exemplo disto é mostrado na figura 4.12, para o caso GT-

a3000 − q900 − i30 − ω0 − Ω150 − m16.5, onde existem confinamentos relevantes em Ω, ω e

$ no primeiro Gyr, posteriormente as frequências principais e secundárias apresentam simila-

res valores baixos (figura 4.12a) tal que não existem concentrações preferenciais nos elementos

angulares das part́ıculas (figura 4.12b), as frequências N1 divergem consideravelmente de uma

distribuição aleatória em Ω, ω e $ nos primeiros ∼ 1− 1.5 Gyr (4.12c), os confinamentos após

esse tempo são similares aos esperados para uma distribuição randômica (figura 4.12d).
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Figura 4.12: Os gráficos mostram os resultados para o modelo GT-a3000− q900− i30−ω0−
Ω150 −m16.5. a) Frequências principal e secundária em Ω, ω e $ como função do tempo. b)
Ângulos relativos correspondentes às frequências N1 e N2 como função do tempo. c) Evolução
temporal de s em Ω, ω e $. d) Evolução temporal dos confinamentos nos três elementos

angulares.

No entanto, o mesmo modelo para o Planeta 9 mostrado na figura 4.12 foi testado

considerando condições iniciais para as part́ıculas idênticas às dos Modelos 1. Este modelo, GT-

a3000−q900− i30−ω0−Ω150−m16.5− II, mostra que resultados diferentes são produzidos ao

se considerar diferentes C.I. para as part́ıculas (compare figuras 4.12 e 4.13). Neste caso, mesmo

incluindo efeitos de maré galáctica, os confinamentos são bem reproduzidos, no ińıcio e também

nos últimos Gyr de tempo de integração, sendo relevante em $. Estes resultados sugerem que as

condições iniciais podem ter uma influência considerável na indução dos confinamentos. Desta

forma, os resultados aparentemente negativos para Planetas 9 de grande semieixo maior pode

ter sido mais consequência das condições iniciais das part́ıculas do que mesmo dos planetas. O

confinamento para todos os modelos são quantificados na Tabela 4.2.
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Figura 4.13: Os gráficos mostram os resultados para o modelo GT-a3000 − q900 − i30 −
ω0 − Ω150 −m16.5 − II. a) Frequências principal e secundária em Ω, ω e $ como função do
tempo. b) Ângulos relativos correspondentes às frequências N1 e N2 como função do tempo.
c) Evolução temporal de s em Ω, ω e $. d) Evolução temporal dos confinamentos nos três

elementos angulares.

A figura 4.14 apresenta os resultados da razão entre objetos destacados e espalhados na

faixa 100 au < a < 200 au, após a aplicação do OBIP, para grades do segundo conjunto de

modelos que consideram um Planeta 9 com a9 = 3000 au. Pode-se observar que o 50% deles

dão resultados estatisticamente razoáveis quando comparados ao valor real. Os resultados para

todas as grades estão quantificados na Tabela 4.3.
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Figura 4.14: Média do número de objetos observáveis, após 1000 realizações do OBIP, com
q > 40 au entre os 46 mais brilhantes com 100 au < a < 200 au e q > 30 au, como função
da distância ao periélio do Planeta 9. As barras representam os desvios padrões dos valores

médios. A linha tracejada representa o valor real do número de objetos destacados.

4.3 Modelo 3

O modelo testado aqui considera inicialmente a migração residual de Netuno e Urano, Júpiter e

Saturno em suas órbitas atuais, o Planeta 9 numa órbita ampla e part́ıculas próximas de Netuno

(como no conjunto anterior). As C.I. do Planeta 9 neste modelo foram também consideradas

no conjunto de Modelos 2.

A análise dos confinamentos das part́ıculas no Modelo 3 (vide figura 4.15 e Tabela 4.2)

não apresenta bons resultados, estes são similares aos de sua contraparte sem migração. Em

comparação ao modelo GT−a3000− q600− i30−ω130−Ω20−m16.5, o modelo com migração

só apresenta frequências N1 diferentes às esperadas para uma distribuição aleatória em Ω e ω

até ∼ 1 Gyr. O fato do modelo com maré galáctica mostrar resultados um pouco melhores,

pode ser devido a que um Planeta 9 submetido à maré da galáxia produz uma maior quantidade

de objetos destacados do que o modelo com só migração, os quais pertenceriam ao intervalo

para análise (i < 30◦). Depois desse tempo, os resultados não seriam muito diferentes porque

provavelmente em ambos os modelos a inclinação média das part́ıculas estaria mudando para

uma faixa diferente do que a considerada nas análises.

Deve se notar, porém, que o Modelo 3 não inclui a perturbação da galáxia, pelo que

uma comparação mais reaĺıstica deveria ter em conta esse efeito.
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Figura 4.15: Os gráficos mostram os resultados para o modelo mig−a3000 − q600 − i30 −
ω130 − Ω20 − m16.5. a) Frequências principal e secundária em Ω, ω e $ como função do
tempo. b) Ângulos relativos correspondentes as frequências N1 e N2 como função do tempo.
c) Evolução temporal de s em Ω, ω e $. d) Evolução temporal dos confinamentos nos três

elementos angulares.

Finalmente, uma corrida básica com migração residual de Netuno e Urano mas sem o

Planeta 9 foi também realizada (figura 4.16) para inferir qual é o efeito de ter ou não o planeta

sobre a distribuição de objetos Trans-Netunianos. Esta última corrida não é utilizada para

testar o confinamento de TNOs distantes, já que para isso é preciso invocar algum mecanismo.
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Figura 4.16: Evolução temporal dos semieixos maiores de Júpiter, Saturno, Urano e Netuno
num modelo que considera a migração residual dos gigantes de gelo. A fase de migração residual

dura ∼ 0.5 Gyr.

Na figura 4.17, comparamos três modelos: com migração residual e sem Planeta 9,

GT−a3000− q600− i30−ω130−Ω20−m16.5 e mig−a3000− q600− i30−ω130−Ω20−m16.5,

na região a . 250 au. Os painéis superior e inferior mostram, quando comparadas com o

painel do médio, que a migração de Netuno captura objetos em ressonâncias, explicando assim

a população ressonante do Cinturão de Kuiper (dentro das ∼ 50 au). Também, o efeito da

migração residual dos gigantes de gelo, principalmente Netuno, é a de espalhar as part́ıculas

para fora, pelo que o modelo sem migração concentra uma maior quantidade de objetos na região

entre 50 au até ∼ 100− 150 au. Este também pode ser o motivo pelo qual a razão entre objetos

destacados e espalhados, logo da aplicação do OBIP na região 100 au < a < 200 au, é menor

(2.32 ± 2.00) no modelo com migração do que sua contraparte no Modelos 2 (de 6.06 ± 2.42).

O efeito de ter um Planeta 9, como era de se esperar, é a de gerar uma maior quantidade de

objetos destacados, este efeito é ainda intensificado ao não se considerar a migração residual.
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Figura 4.17: Excentricidade em função do semieixo maior no tempo 4.5 Gyr. Os planetas
gigantes conhecidos são representados a escala em cor vermelho e as part́ıculas, em azul. Painel
superior : um modelo com migração residual dos gigantes de gelo, sem Planeta 9 e part́ıculas
inicializadas próximas de Netuno. Painel médio: modelo GT−a3000 − q600 − i30 − ω130 −
Ω20−m16.5. Painel inferior : modelo mig−a3000−q600− i30−ω130−Ω20−m16.5. As curvas

em cinza representam distâncias ao periélio de 30, 35 e 40 au.
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Tabela 4.3: Média e desvio padrão (std) do número de objetos com q > 40 au entre os 46
mais brilhantes com q > 30 au, na faixa 100 au < a < 200 au; após a aplicação de um viés

observacional às part́ıculas simuladas em cada modelo.

Modelos
Núm. de objetos com q > 40 au

Média Std

Modelos 1
a700− q60− i30− ω0− Ω0−m10 6.79 2.58
a700− q100− i10− ω0− Ω0−m10 13.35 3.35
a700− q100− i30− ω0− Ω0−m10 5.65 2.33
a700− q100− i60− ω0− Ω0−m10 14.12 3.24
a700− q200− i30− ω0− Ω0−m10 6.62 2.43
a700− q300− i30− ω0− Ω0−m10 4.83 2.00
a700− q60− i30− ω0− Ω90−m10 5.72 2.33
a1500− q60− i30− ω0− Ω0−m16.5 8.31 2.74
a1500− q100− i10− ω0− Ω0−m16.5 10.21 2.77
a1500− q100− i30− ω0− Ω0−m16.5 5.13 2.40
a1500− q100− i60− ω0− Ω0−m16.5 11.92 2.87
a1500− q200− i30− ω0− Ω0−m16.5 5.14 2.03
a1500− q300− i30− ω0− Ω0−m16.5 7.96 2.39
a1500− q60− i30− ω90− Ω150−m16.5 9.14 2.60
Modelos 2
GT-a2000− q400− i30− ω100− Ω50−m16.5 9.66 3.67
GT−a2500− q500− i30− ω30− Ω140−m16.5 6.22 3.10
GT−a3000− q300− i30− ω130− Ω190−m16.5 9.25 3.74
GT−a3000− q300− i30− ω310− Ω20−m16.5 12.90 4.12
GT−a3000− q600− i30− ω130− Ω20−m16.5 6.06 2.42
GT−a3000− q900− i30− ω0− Ω150−m16.5 8.89 3.84
GT−a3000− q900− i30− ω0− Ω150−m16.5− II 6.50 3.01
GT−a3000− q900− i30− ω90− Ω300−m16.5 6.57 3.10
Modelo 3
mig−a3000− q600− i30− ω130− Ω20−m16.5 2.32 2.00

4.4 Subpopulações com 50 au ≤ a < 2000 au e q ≥ 30 au

Nesta seção analisamos a região de 50 au ≤ a < 2000 au e q ≥ 30 au nos três conjuntos de

modelos, a fim de comparar com a população observada na mesma região.

Nós aplicamos um viés observacional para determinar o número de objetos com magni-

tudes aparentes V < 24 que seriam detectados em 9 subpopulações dentre a coleção de objetos

com 50 au ≤ a < 2000 au e q ≥ 30 au. Os resultados são comparados com os valores correspon-

dentes às das 9 subpopulações reais.

Nós consideramos só part́ıculas desde 4.4 Gyr que pertencem à faixa 50 au ≤ a <

2000 au e q ≥ 30 au, com as sáıdas referidas ao plano iv4 momentâneo. Nós usamos uma versão

modificada do OBIP (Gomes et al., 2015), onde ao invés de aplicar uma distribuição de tamanhos

aos objetos simulados, aplicamos uma distribuição de magnitudes absolutas; evitando assim as

atribuições de albedos necessárias no caso anterior. O OBIP nos permitirá obter aqueles objetos

que seriam observáveis até uma certa magnitude visual aparente limite dado pelo usuário, dentro

de um intervalo de latitude ecĺıptica também fixado pelo usuário, nós consideramos aqui b entre

±30◦.
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A distribuição H acumulativa que será adotada para nossas part́ıculas é formada por

três parâmetros (Fraser et al. (2010), Shankman et al. (2013), Fraser et al. (2014), Lawler et al.

(2018)): µ0 = 0.4, µ1 = 0.9 e µ2 = 0.4 e magnitudes de corte em H0 e H1 = 7.7. A magnitude

absoluta máxima considerada, H2, é calculada através da seguinte equação

Vmax = H2 + 5 log (dS,min dE) (4.2)

onde Vmax é a magnitude visual máxima, dS,min é a mı́nima distância considerada do corpo ao

Sol em au e dE é a distância à Terra em au, é dizer: Vmax = 24 e dS, min = 30 au (devido a

que consideramos objetos com q ≥ 30 au). Nós usamos dE = dS,min− 1, que corresponde a uma

observação em oposição, uma boa aproximação para a observação de objetos distantes.

O valor de H0 é calculado como uma forma de normalizar a distribuição. Nós testamos

diferentes valores de H0 gerando várias distribuições. Para um dado H0, nós realizamos 100

iterações, em cada uma delas geramos uma distribuição que é associada aleatoriamente aos

objetos simulados, nós podemos então obter o número de objetos com V < 214 para dita

distribuição. Para um dado H0, nós obtemos assim uma média do número de objetos com

V < 21. O valor de H0 a ser considerado é aquele que fornece o valor mais próximo ao número

de objetos observados reais com V < 21, que é igual a 20 de acordo com a base de dados do

MPC5.

Uma vez determinado o H0, temos a distribuição de magnitude absoluta que será uti-

lizada para o modelo em questão. Aplicamos novamente esta distribuição aleatoriamente às

part́ıculas com 50 au ≤ a < 2000 au e q ≥ 30 au, 100 vezes; em cada uma delas se pegam todos

os objetos com V < 246. Desta forma, escolhem-se aleatoriamente um número de objetos igual

aos reais nas faixas de magnitudes aparentes V < 21, 21 < V < 22, 22 < V < 23 e 23 < V < 24

(vide Tabela 4.4). Para essa coleção de objetos anterior se determinam os números de corpos

existentes nas seguintes 9 subpopulações:

30 au ≤ q < 35 au, 35 au ≤ q < 40 au, q ≥ 40 au

50 au ≤ a < 100 au, 100 au ≤ a < 400 au, 400 au ≤ a < 2000 au

Tabela 4.4: Número de objetos reais com 50 au ≤ a < 2000 au e q ≥ 30 au em quatro
diferentes faixas de magnitudes visuais aparentes.

V < 21 21 ≤ V < 22 22 ≤ V < 23 23 ≤ V < 24

50 au ≤ a < 2000 au, q ≥ 30 au 20 73 162 110

Após as 100 iterações se obtém uma média e desvio padrão dos números de objetos

presentes em cada subpopulação, os quais são comparados com os números reais. Estes últimos

4Nós assumimos que existe uma completeza observacional até essa magnitude aparente para objetos reais com
50 au ≤ a < 2000 au e q ≥ 30 au.

5Até Julho de 2019.
6É natural que o OBIP determine mais objetos nas faixas de magnitude a partir de V > 21 do que o número

real de objetos observados, já que espera-se que os objetos para V > 21 não estejam todos ainda observados.
Para V < 21, deve-se obter um número de objetos próximo de 20, para o que o OBIP foi normalizado.
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são mostrados na Tabela 4.5, onde cada um deles é chamado de Ni, com i = 1, 2, . . . , 9; para

facilitar posteriormente sua comparação com os modelos testados.

Tabela 4.5: Número de objetos reais em 9 subpopulações da coleção de objetos com 50 au
≤ a < 2000 au e q ≥ 30 au, com V < 24.

30 au ≤ q < 35 au 35 au ≤ q < 40 au q ≥ 40 au

50 au ≤ a < 100 au N1 = 102 N2 = 179 N3 = 25
100 au ≤ a < 400 au N4 = 10 N5 = 33 N6 = 8
400 au ≤ a < 2000 au N7 = 0 N8 = 3 N9 = 5

Os resultados obtidos para todos nossos modelos testados são mostrados na Tabela 4.6.

No geral, nenhuma das corridas de nenhum conjunto de modelos mostra um acordo com as 9

subpopulações simultáneamente. Porém, as simulações do conjunto de Modelos 2 e o modelo 3

dão valores mais adequados às subpopulações reais, ao existir uma maior quantidade de objetos

na faixa 50 au < a < 100 au e posteriormente na faixa 100 au < a < 400 au. As corridas

do conjunto de Modelos 1, que consideram tanto um Planeta 9 mais interno quanto part́ıculas

espalhadas, tendem a acumular mais objetos na região 100 au < a < 400 au.
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Conclusões

Neste projeto tentamos determinar posśıveis parâmetros orbitais e massa do Planeta 9 que con-

duzem à geração e sustento dos confinamentos orbitais observados em TNOs com a ≥ 250 au

e q ≥ 40 au, já que estes objetos não seriam grandemente influenciados por Netuno (vide, por

exemplo, Batygin and Brown (2016a)). Nas grades testadas para o planeta nós não negligen-

ciamos q9 < 200 au, como sugerido por Brown and Batygin (2016). De fato, nossa motivação

para incluir tais distâncias ao periélio vieram do trabalho de Gomes et al. (2017), que mostrou

que um planeta com parâmetros similares aos encontrados por Batygin and Brown (2016a) e

Brown and Batygin (2016) mas com excentricidades maiores consegue explicar a inclinação do

equador solar em relação ao plano invariável dos planetas conhecidos. Nós testamos também

o efeito do Planeta 9 sobre a distribuição orbital dos objetos do Cinturão de Kuiper Clássico,

bem como dos TNOs espalhados e destacados a fim de verificar se essas distribuições simuladas

são compat́ıveis com a distribuição dos objetos observados das mesmas populações.

Nós testamos três conjuntos de Modelos, onde as simulações dos Modelos 2 e 3 foram

baseadas em resultados obtidos das corridas do conjunto de Modelos 1. As conclusões para cada

um deles são mencionadas a seguir.

5.1 Modelos 1

O primeiro conjunto de modelos considerou a influência de um Planeta 9 com a9 = 700 au ou

a9 = 1500 au e q9 variando de 60 − 300 au, os planetas conhecidos foram colocados em suas

configurações atuais e as part́ıculas testes em órbitas já espalhadas.

Os resultados mostraram que distâncias ao periélio menores (q9 = 60 au ou q9 = 100 au)

produzem confinamentos mais estreitos. Tais confinamentos são geralmente melhor reproduzidos

em $ e, interessantemente, em vários de nossos modelos, existem dois confinamentos neste

elemento angular, como assumido nos dados observacionais, sendo pastoreados pelo Planeta 9.

Modelos com q9 alto são geralmente associados com distribuições randômicas em Ω e ω.
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Um planeta adicional tende a gerar objetos destacados. Nós mostramos que vários de

nossos modelos de Planeta 9, incluindo aqueles com distância ao periélio baixa, são compat́ıveis

estatisticamente com a razão observada entre o número de objetos destacados e espalhados

no intervalo 100 au < a < 200 au, após da aplicação de um viés observacional às part́ıculas

simuladas. Mostrando que planetas com q9 < 200 au não deveriam ser descartados como

indicado por Brown and Batygin (2016).

Igualmente, verificamos se um Planeta 9 com distância ao periélio baixa destruiria o

Cinturão de Kuiper Clássico. Integrações considerando os casos mais extremos de distância ao

periélio deste conjunto de modelos (a9 = 700 au com q9 = 60 au e a9 = 1500 au com q9 = 60 au)

mostraram que o efeito do planeta sobre um disco inicialmente frio é a de conduzir os semieixos

maiores dos objetos à valores maiores e a escassez de part́ıculas imediatamente passada a RMM

4:7. Porém, quando analisamos os objetos quentes e ressonantes, um Planeta 9 com q9 = 60

au depleta consideravelmente ambas populações, sendo particularmente importante a depleção

para os objetos ressonantes.

Consequentemente, nós realizamos outras simulações numéricas com distâncias ao periélio

baixas para o Planeta 9, porém, maior do que 60 au. Para isto, consideramos um Cinturão de

Kuiper Clássico teórico e mostramos que um Planeta 9 com q9 = 90 au não produz mudanças

significativas nesta população, já que as caracteŕısticas orbitais resultantes dos objetos são si-

milares aos que se obtém quando um planeta externo adicional não é considerado.

Assim, nós conclúımos que planetas com distâncias ao periélio tão pequenas quanto 90 au

não deveriam ser descartados em principio, estas grades produzem melhores confinamentos em

TNOs distantes enquanto preservam a razão entre o número de objetos destacados e espalhados

na região 100 au < a < 200 au assim como o Cinturão de Kuiper Clássico.

Note que embora uma distância ao periélio muito baixa para o Planeta 9 (q9 ∼ 60−70 au)

parece esvaziar excessivamente a região do Cinturão de Kuiper, isto poderia não ser desfavorável,

dependendo das condições iniciais das part́ıculas logo após a estabilização dos planetas. Se estes

objetos foram muito mais concentrados em semieixos maiores menores, um Planeta 9 com

q9 baixo poderia conduzir estes objetos para fora de modo a povoar o Cinturão de Kuiper

convenientemente. Este problema poderia ser o assunto de um futuro trabalho.

Um planeta similar a Netuno com a9 = 1500 au e q9 = 100 au terá durante ∼ 50% de seu

peŕıodo orbital uma magnitude visual V > 26.8, sendo dif́ıcil sua detecção com os telescópios

atuais (Gomes and Cáceres, 2018).

5.2 Modelos 2

Devido a que distâncias ao periélio baixas do Planeta 9 conseguem reproduzir melhor os con-

finamentos orbitais observados de TNOs distantes, nós testamos novas grades para o planeta,

considerando órbitas amplas e q9 baixo perto do último Gyr de tempo de integração. Os planetas
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gigantes conhecidos foram inicializados em suas órbitas atuais e as part́ıculas foram localiza-

das próximas a Netuno, a fim de representar melhor a origem das part́ıculas espalhadas, mas

uma das grades foi replicada considerando condições iniciais para as part́ıculas idênticas às do

conjunto de Modelos 1 (já espalhadas).

Nos gráficos da evolução temporal dos confinamentos, observa-se sempre um melhor

confinamento em todos os ângulos no começo das evoluções (primeiro ∼ 1 Gyr). Não achamos

uma explicação para este fato, mas entendemos que uma vez encontrada esta explicação isso

poderá contribuir para o entendimento de que parâmetros do Planeta 9 e/ou condições iniciais

das part́ıculas favoreceriam um melhor confinamento.

Os resultados obtidos mostraram que mesmo os planetas testados atinjam uma distância

ao periélio baixa perto do final da integração, eles não reproduzem bons confinamentos orbitais

nos objetos. Isto pode ter sido devido às condições iniciais assumidas para as part́ıculas. A com-

paração entre dois modelos que consideram os mesmos parâmetros do Planeta 9 mas diferentes

condições iniciais para as part́ıculas, a saber, inicialmente próximas a Netuno e inicialmente já

espalhadas artificialmente; mostra que os confinamentos são bem reproduzidos no último caso.

Portanto, as condições iniciais podem jogar um papel crucial na indução dos confinamen-

tos de TNOs extremos. Assim, a não reprodução de agrupamentos orbitais neste conjunto de

Modelos, seria bem mais uma consequência das condições iniciais assumidas para as part́ıculas

do que das órbitas amplas testadas para o Planeta 9. Um futuro trabalho deveria dirigir esta

questão para constatar esta premissa, podendo ampliar as posśıveis órbitas permitidas para o

nono planeta. A preferência por algum dado conjunto de condições iniciais para as part́ıculas

também poderia fornecer um vinculo para o entorno no qual o Planeta 9 atingiu sua órbita.

O 50% das grades testadas dão razões do número de objetos destacados e espalhados

na faixa 100 au < a < 200 au razoáveis quando comparadas com dados observacionais.

5.3 Modelo 3

Este modelo considerou uma das órbitas do Planeta 9 e condições iniciais para as part́ıculas

idênticas a do segundo conjunto, mas não se levou em conta os efeitos de maré galáctica e os

planetas gigantes conhecidos começaram na fase final da evolução dinâmica do Modelo de Nice.

As analises mostraram resultados similares às da corrida correspondente ao segundo

conjunto de modelos, indicando que a não reprodução dos confinamentos orbitais das part́ıculas

distantes pode ter sido devida a que, tanto nos Modelos 2 e Modelo 3, após ∼ 1 Gyr de tempo

de integração a inclinação média das part́ıculas mudou à valores altos.

Porém, diferente à corrida do segundo conjunto de modelos, o modelo 3 dá um razão

de objetos destacados e espalhados em 100 au < a < 200 au baixa devido ao espalhamento das

part́ıculas originado pela migração residual de Netuno.
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Um próximo passo é realizar integrações numéricas que considerem um modelo mais

realista, isto é: migração residual de Netuno, efeitos de maré galáctica (para casos de órbitas

amplas do planeta proposto) e condições iniciais para as part́ıculas em órbitas estendidas, ou

seja, após serem perturbadas pelo mesmo aglomerado primordial que pode ter colocado ao

Planeta 9 em sua órbita.

5.4 Subpopulações com 50 au ≤ a ≤ 2000 au e q ≥ 30 au

Nós também analisamos como afetam todas as grades testadas à diferentes populações Trans-

Netunianas, considerando 9 regiões em semieixo maior e distância ao periélio:

30 au ≤ q < 35 au, 35 au ≤ q < 40 au, q ≥ 40 au

50 au ≤ a < 100 au, 100 au ≤ a < 400 au, 400 au ≤ a < 2000 au

Os modelos que consideram maré galáctica e migração residual de Netuno (Modelos 2

e modelo 3) dão melhores resultados do que os Modelos 1; embora não sejam compat́ıveis com

os dados observacionais nestas regiões espećıficas.

Apesar de os cenários propostos para explicar a órbita do Planeta 9 na literatura sejam

improváveis, eles são ainda favoráveis em comparação com o alinhamento devido ao acaso de

TNOs extremos. Diferentes mecanismos de formação para o planeta afetam de diferentes formas

as distribuições de elementos orbitais de TNOs distantes. Uma futura detecção direta do per-

turbador externo permitiria restringir estes modelos e ajudar a desvendar a história evolutiva

do sistema solar.

Como mencionado, o monitoramento de TNOs distantes assim como dos objetos alta-

mente inclinados do sistema solar permite testar a hipótese do Planeta 9, refutando-a ou, pelo

contrário, contribuindo a restringir os parâmetros orbitais e a massa dele. Devido à degene-

rescência existente entre a massa e os parâmetros orbitais, várias outras grades podem ainda

ser propostas. Uma futura abordagem a ser investigada é a de confrontar as órbitas aceitáveis

do Planeta 9 com a preservação de outras populações que poderiam estar relacionadas ou ser

afetadas pela sua influência.

Para finalizar, planetas com q9 relativamente baixos (até 90 au) e a9 relativamente altos

(até 1500 au) são compat́ıveis com os confinamentos de TNOs extremos, distribuição orbital

dos objetos clássicos e o número relativo entre objetos destacados e espalhados. Para a9 ainda

maiores, não obtivemos bons resultados para os confinamentos mas isso pode ter sido mais

devido às condições iniciais. Outras simulações ainda seriam necessárias para eventualmente

definir estas órbitas como proibitivas ou permitidas.



Apêndice A

Variação do Momento Angular de

um Planeta Conhecido

Aqui se apresenta uma aproximação anaĺıtica à variação do momento angular experimentada

por um planeta conhecido devido à perturbação do Planeta 9 (Gomes et al., 2017).

A equação de movimento de um planeta em torno de uma estrela perturbado por um

segundo planeta num marco de referência centrado na estrela é dada por

r̈ = −G (m9 +M)
r

r3
+Gm9

{
r19

r3
19

− r9

r3
9

}
(A.1)

onde o subscrito 9 se refere ao planeta perturbador e as variáveis sem subscrito se referem ao

planeta perturbado. Aqui, r é o radio vetor do planeta perturbado, r é sua magnitude, r19 é a

distância entre planetas, m9 é a massa do planeta perturbador, M é a massa da estrela e G é a

constante gravitacional.

O momento angular do planeta perturbado por unidade de massa se define como

h = r× ṙ (A.2)

A derivada temporal de h é

ḣ =

{
Gm9

r× r19

r3
19

−Gm9
r× r9

r3
9

}
(A.3)

Procedemos a promediar o lado direito da equação A.3 nas variáveis rápidas de ambos

planetas. Para isto, definimos dois marcos de referência em cada das órbitas dos planetas

rotados, num ângulo I tal que os vetores unitários sejam (i, j,k) e (i9, j,k9), onde a componente

j é comum em ambos referenciais. Então, j é a interseção entre planos orbitais e reside no

plano invariante definido pelos planetas, i e i9 são ortogonais à j e os vetores unitários k e k9

completam os sistemas destros. Estes marcos são definidos para calcular a derivada de h nessas

componentes instantaneamente.

94
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Assumindo que o planeta perturbado tem uma órbita circular e o planeta perturbador

uma órbita excêntrica, os radio vetores de cada um deles são

r = (a cos l)i + (a sin l)j (A.4)

r9 = (r9 cos θ9) i9 + (r9 sin θ9) j (A.5)

onde a é o semieixo maior do planeta perturbado, l sua longitude média e θ9 é o ângulo da

interseção dos planos à posição do planeta perturbador, que é a soma de sua anomalia verdadeira

f9 e longitude de nodo ascendente em relação ao plano invariável.

Desenvolvemos a equação A.3 levando em conta que i× i9 = − sin Ij, i× j = k, j× i9 =

−k9 = − sin Ik + cos Ii e j × j = 0. Desenvolvendo as componentes em i e k, se tem sempre

uma função trigonométrica em pelo menos um dos ângulos rápidos à um potencia impar, que

resulta num promédio nulo para estas componentes.

Para a componente j, apos desenvolver o produto vetorial na primeira ordem em a/r9,

obtemos
r× r9

r3
19

= −aTr9 cos l cos θ9 sin I

r3
9

(A.6)

sendo

T = 1− 3

2

a2

r2
9

+ 3
a

r9
(sin l sin θ9 + cos l cos θ9 cos I) (A.7)

A aproximação de primeira ordem pode ser precisa o bastante quando a/r9 é pequena,

que corresponde ao caso de uma planeta distante perturbando um muito mais interno. Pro-

mediando nos ângulos rápidos l e f9, que aparecem em θ9 e r9, por um peŕıodo orbital, se

tem

1

PP9

∫ P

0

∫ P9

0

r× r9

r3
19

dt2 =
3

8

a2

b39
sin 2I (A.8)

onde P e P9 são os peŕıodos orbitais dos planetas e b9 = a9

√
1− e2

9 é o semieixo menor da

órbita do planeta perturbador. O termo (r× r9)/r3
9 promédia à zero em todas as componentes.

A derivada temporal de h torna-se

ḣ =
3

8
Gm9

a2

b39
sin 2Ij (A.9)

Assim, h tem uma derivada temporal diferente de zero na direção das interseções dos

planos orbitais. Como a escolha dos marcos de referência pode ser para qualquer tempo, em

qualquer tempo a componente diferente de zero da derivada temporal de h é ortogonal à h na

interseção dos planos orbitais. Isto é satisfeito só se a projeção de h sobre o plano invariante

é um circulo em torno à origem. O radio do circulo α (onde sinα = H9/Ht sin I) é o ângulo

entre h e Ht onde Ht = mh + H9 é o momento angular total e H9 = m9r9 × ṙ9 é o momento

angular do Planeta 9. A frequência de precessão é o coeficiente que multiplica à j na equação
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A.9 dividido por 2παh, onde h =
√
GMa é o valor absoluto de h.

Esta aproximação permite calcular a variação da inclinação e nodo de um planeta per-

turbado por outro e pode ser extrapolado para o caso de vários planetas internos.
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Brasil, P. I. O., Nesvorný, D., and Gomes, R. S. (2014b). Dynamical Implantation of Objects

in the Kuiper Belt. AJ, 148(3):56.



Referências Bibliográficas 110
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Brasser, R., Walsh, K. J., and Nesvorný, D. (2013). Constraining the primordial orbits of the

terrestrial planets. MNRAS, 433(4):3417–3427.

Bromley, B. C. and Kenyon, S. J. (2016). Making Planet Nine: A Scattered Giant in the Outer

Solar System. ApJ, 826(1):64.

Brown, M. E. (2001). The Inclination Distribution of the Kuiper Belt. AJ, 121(5):2804–2814.

Brown, M. E. and Batygin, K. (2016). Observational Constraints on the Orbit and Location of

Planet Nine in the Outer Solar System. ApJ, 824(2):L23.

Brown, M. E. and Batygin, K. (2019). Orbital Clustering in the Distant Solar System. AJ,

157(2):62.

Brown, M. E., Trujillo, C., and Rabinowitz, D. (2004). Discovery of a Candidate Inner Oort

Cloud Planetoid. ApJ, 617(1):645–649.

Brunini, A. and Melita, M. D. (2002). The Existence of a Planet beyond 50 AU and the Orbital

Distribution of the Classical Edgeworth-Kuiper-Belt Objects. Icarus, 160(1):32–43.

Buie, M. W. and Folkner, W. M. (2015). Astrometry of Pluto from 1930-1951 Observations:

the Lampland Plate Collection. AJ, 149(1):22.
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