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Jonathan Silva de Morais
COSMOGRAFIA COM ONDAS GRAVITACIONAIS

RESUMO

Neste trabalho, investigamos o potencial de sirenes-padrao de ondas gravitacionais
para restringir pardmetros cosmograficos de maneira independente de um modelo cos-
mologico especifico. Consideramos catélogos simulados de bright sirens, assumindo a
identificacao de contrapartes eletromagnéticas e, portanto, a determinacao independente
do redshift das fontes. A analise é realizada para trés configuragoes observacionais: Ad-
vanced LIGO, Einstein Telescope e DECIGO, permitindo comparar o desempenho de
detectores atuais e futuros na reconstrucao da relagao distancia de luminosidade—redshift.
Para descrever a expansao cosmica, utilizamos a expansao cosmografica de Taylor até
O(z*) e os aproximantes de Padé P, e Pj 5, avaliando suas propriedades de convergéncia
e seu impacto nas restrigoes dos parametros Hy, qo € Jo, além dos parametros de ordem
superior s e [y no caso de Padé P53 5. Estudamos dois cenarios complementares: uma ané-
lise em funcao da razao sinal-ruido dos eventos e uma anélise em funcao do ntmero total
de detecgoes. Os resultados mostram que o Advanced LIGO é principalmente sensivel a
determinacao de Hy, alcancando precisoes relativas da ordem de 2% na analise por SNR
e aproximadamente 1.1% nos cenarios mais otimistas em ntumero de eventos. O Einstein
Telescope melhora significativamente as restrigoes, atingindo precisao subpercentual para
H,, da ordem de 0.5%-0.6%, e restringindo ¢y com precisao relativa de aproximadamente
16%-19%. O DECIGO apresenta o melhor desempenho geral, alcancando precisoes de
cerca de 0.25%-0.30% para Hy, 6%—10% para qo e tornando o parametro jerk jo, observa-
cionalmente informativo, com precisao relativa de aproximadamente 16% no cenario mais
favoravel. Em geral, a expansao de Taylor fornece as melhores precisoes para os para-
metros comuns dentro de seu dominio de validade, enquanto os aproximantes de Padé
sao importantes para avaliar a estabilidade da reconstrugao cosmogréfica em intervalos de
redshift mais amplos. Concluimos que sirenes-padrao de ondas gravitacionais constituem
uma ferramenta promissora e complementar para investigar a histéria de expansao do

Universo e testar possiveis desvios em relacao ao modelo cosmolégico padrao.
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Jonathan Silva de Morais

COSMOGRAPHY WITH GRAVITATIONAL WAVES

ABSTRACT

In this work, we investigate the potential of gravitational-wave standard sirens to
constrain cosmographic parameters independently of a specific cosmological model. We
consider simulated catalogs of bright sirens, assuming the identification of electromagnetic
counterparts and, therefore, an independent determination of the source redshifts. The
analysis is performed for three observational configurations: Advanced LIGO, Einstein
Telescope, and DECIGO, allowing us to compare the performance of current and future
detectors in reconstructing the luminosity distance—redshift relation. To describe the cos-
mic expansion, we use the Taylor cosmographic expansion up to O(z*) and the Padé
approximants P, ; and Ps 9, evaluating their convergence properties and their impact on
the constraints of the parameters Hy, qo, and jo, as well as the higher-order parameters s
and [y in the case of Padé P;,. We study two complementary scenarios: an analysis as a
function of the signal-to-noise ratio of the events and an analysis as a function of the total
number of detections. The results show that Advanced LIGO is mainly sensitive to the de-
termination of Hy, reaching relative precisions of about 2% in the SNR-based analysis and
approximately 1.1% in the most optimistic scenarios based on the number of events. The
Einstein Telescope significantly improves the constraints, reaching subpercent precision
for Hy, of about 0.5%—-0.6%, and constraining ¢, with relative precision of approximately
16%-19%. DECIGO provides the best overall performance, reaching precisions of about
0.25%-0.30% for Hy, 6%—10% for gy, and making the jerk parameter j, observationally
informative, with relative precision of approximately 16% in the most favorable scenario.
In general, the Taylor expansion provides the best precision for the common set of pa-
rameters within its domain of validity, while the Padé approximants are important for
assessing the stability of the cosmographic reconstruction over wider redshift intervals.
We conclude that gravitational-wave standard sirens constitute a promising and comple-
mentary tool for investigating the expansion history of the Universe and testing possible

deviations from the standard cosmological model.

xiil



Xiv



Lista de Figuras

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

3.1

[lustragao de um sistema de coordenadas coméveis em um Universo em ex-
pansao, no qual os objetos que acompanham o fluxo de Hubble permanecem
em posicoes fixas. Adaptado de An Introduction to Modern Cosmology, de
Andrew R. Liddle (2015). . . . . . . . ..

Diagrama de Hubble, evidenciando a relacao linear entre a velocidade de
recessao das galdxias e sua distancia. A inclinagdo da reta corresponde a
constante de Hubble. Adaptado de A Relation between Distance and Radial
Velocity among Extra-Galactic Nebulae, de Edwin Hubble (1929). . . . . .

Representacao esquemética das trés possiveis geometrias espaciais do Uni-
verso: aberta (k = —1), plana (k = 0) e fechada (k = +1). Em cada caso,
triangulos ilustram as diferencgas entre as somas de seus angulos internos.
Adaptado de Geometry of the Universe, de James Schombert (s.d.).

Evolucao das densidades de energia da radiagao, matéria e energia escura
em fungao do fator de escala (em escala logaritmica). A radiagao decai como

a~*, a matéria como a3

, enquanto a energia escura permanece constante.
A regiao sombreada indica a era dominada pela matéria e a linha vertical

pontilhada marca o tempo atual (a = 1). Elaborado pelo autor (2026).

Representacao das linhas de mundo do emissor e do observador, mantidos
em coordenadas comoéveis constantes, juntamente com os raios de luz que

os conectam. Adaptado de An Introduction to the Science of Cosmology,
de Derek Raine e E. G. Thomas (2001). . . . . . ... ... ... ... ...

Comportamento do fator de escala a em fungao do redshift 2 e representacao
do raio de convergéncia da série de Taylor. Adaptado de The Hubble Series:
Convergence Properties and Redshift Variables, de Céline Cattoén e Matt
Visser (2007), arXiv:0710.1887. . . . . . . . . ..

Funcao de densidade de probabilidade em redshift para a formagao de fontes
de ondas gravitacionais no contexto do modelo cosmolégico ACDM (H, =

67.68 e Q,, = 0.31), considerando eventos do tipo bright sirens. . . . . . . .

XV

12

19



3.2

3.3

4.1

4.2

Curvas de sensibilidade dos detectores DECIGO, Advanced LIGO e Eins-
tein Telescope na configuracao ET-D, representadas em termos do strain.
A regiao sombreada indica a faixa tipica de frequéncias associada a sistemas
binarios compactos. Elaborado pelo autor com o GWPlotter, ferramenta

apresentada em Gravitational-wave Sensitivity Curves, de Christopher J.

Moore, Robert H. Cole e Christopher P. L. Berry (2015), arXiv:1408.0740.

Resumo dos catalogos simulados de ondas gravitacionais utilizados na ané-
lise. No painel superior, apresentamos uma realizacao da distancia de lumi-
nosidade dy(z) para os detectores Advanced LIGO (azul), Einstein Teles-
cope (vermelho) e DECIGO (cinza). O destaque (inset) mostra um zoom
na regiao de baixos redshifts (0 < z < 0.2), evidenciando a distribuigao
dos eventos do aLIGO, que se concentram nesse regime. No painel infe-
rior, exibimos os erros fracionarios associados a cada evento, incluindo as
contribuigoes instrumentais, de lentes gravitacionais fracas e de velocidades
peculiares. Observa-se que o termo devido as velocidades peculiares domina
em baixos redshifts, enquanto o efeito de lenteamento gravitacional torna-se
progressivamente mais relevante em maiores redshifts. As incertezas instru-
mentais refletem a sensibilidade de cada detector, sendo significativamente
menores para os interferometros de proxima geragao (ET e DECIGO) em

comparacao ao alLIGO. . . . . . .. ..o oo o

Distancia de luminosidade em funcao do redshift para diferentes ordens da
expansao cosmografica de Taylor (painel superior). A curva preta trace-
jada corresponde ao modelo fiducial ACDM adotado na anélise. No painel
inferior, apresentamos o desvio relativo entre cada aproximagao de Taylor
e o modelo fiducial. A regiao sombreada em cinza indica o limite de desvio
de 1%, atingido pela expansao de terceira ordem em z ~ 0.7 (linha vertical

pontilhada). . . . ...

Distancia de luminosidade em fungao do redshift para diferentes aproxi-
magoes cosmograficas via polindmios de Padé (painel superior). As curvas
correspondem as combinacoes P 1, P, Poo e P55, enquanto a linha preta
tracejada representa o modelo fiducial ACDM adotado na analise. No pai-
nel inferior, apresentamos o desvio relativo entre cada aproximagao de Padé
e o modelo fiducial. A regiao sombreada em cinza indica o limite de desvio
de 1%. A linha vertical pontilhada marca o redshift z ~ 2.82, no qual a

aproximagao P, atinge esse limite. . . . . ... ... .00

Xvi

95



4.3

4.4

4.5

4.6

Nimero médio de eventos N em funcao do SNR para diferentes interferd-
metros de ondas gravitacionais. A primeira figura corresponde ao aLLIGO,
a segunda ao Einstein Telescope (ET) e a terceira ao DECIGO. No caso do
al.IGO, todas as parametrizagoes consideradas — Taylor O(z?), Padé (2,1)
e Padé (3,2) — compartilham o mesmo limite superior em redshift para
os dados, de modo que seus resultados coincidem e sao representados por
uma unica distribuicao. Para os detectores ET e DECIGO, comparam-se
explicitamente os resultados de Taylor O(2?%), Padé (2,1) e Padé (3,2),
evidenciando o aumento no nimero médio de eventos associado a extensao

do alcance em redshift na parametrizagao de ordem superior. Os graficos

estao apresentados em escala logaritmica no eixo vertical. . . . . . . . ..

Incertezas dos pardmetros cosmograficos em funcao da razao sinal-ruido
(SNR). O primeiro, segundo e terceiro painéis apresentam, respectivamente,
OHy, Ogo € 0jy. Os resultados sao mostrados para diferentes interferometros:
aLLIGO (azul), Einstein Telescope — ET (vermelho) e DECIGO (verde). As
parametrizacoes sao distinguidas pelo estilo das curvas: linhas continuas
correspondem & expansiao de Taylor O(z?), linhas tracejadas ao aproxi-

mante de Padé (2,1) e linhas pontilhadas ao aproximante de Padé (3,2).

O eixo horizontal esta em escala logaritmica. . . . . . .. . ... ... ..

Incertezas associadas aos pardmetros cosmograficos de ordem superior em
funcao da SNR. O primeiro painel apresenta o, e o segundo oy,, obtidos
a partir do aproximante de Padé (3,2). Os resultados sdo mostrados para
os interferometros alLIGO (azul), Einstein Telescope — ET (vermelho) e
DECIGO (verde). Esses parametros sao exclusivos da parametrizagao de

ordem superior, nao estando definidos nas expansoes de Taylor O(z3) e

Padé (2,1). O eixo horizontal estd em escala logarftmica. . . . ... ...

Incertezas dos parametros cosmograficos em fungao do ntimero de eventos
N. O primeiro, segundo e terceiro painéis apresentam, respectivamente,
OHy, Ogo € 0j,- Os resultados sao mostrados para diferentes interferéometros:
aLIGO (azul), Einstein Telescope — ET (vermelho) e DECIGO (verde). As
parametrizacoes sao distinguidas pelo estilo das curvas: linhas continuas
correspondem & expansao de Taylor O(z%), linhas tracejadas ao aproxi-

mante de Padé (2,1) e linhas pontilhadas ao aproximante de Padé (3,2).

O eixo horizontal corresponde ao numero de eventos simulados. . . . . . .

Xvil



4.7 Incertezas associadas aos parametros cosmograficos de ordem superior em
funcao do ntmero de eventos N. O primeiro painel apresenta o, e o
segundo oy,, obtidos a partir do aproximante de Padé (3,2). Os resultados
sao mostrados para os interferometros alLIGO (azul), Einstein Telescope
— ET (vermelho) e DECIGO (verde). Esses pardmetros sao exclusivos da
parametrizacao de ordem superior, nao estando definidos nas expansoes de
Taylor O(z%) e Padé (2,1). O eixo horizontal corresponde ao nimero de

eventos simulados. . . . .. L

xXviil



Lista de Tabelas

4.1
4.2

4.3

4.4

Al

A2

A3

A4

Parametros cosmograficos no modelo ACDM plano com €2, = 0.311. . . . .

Valores de redshift nos quais cada ordem da expansao de Taylor atinge um

desvio méximo de 1% em relacao ao modelo fiducial ACDM. . . ... ...

Valores de redshift nos quais cada combinacao dos aproximantes de Padé

atinge um desvio maximo de 1% em rela¢ao ao modelo fiducial ACDM.

Nuamero total esperado de detecgdes (V) para cada interferémetro e ni-

mero efetivo de eventos (NN,) dentro do regime de validade das parametri-

zagoes cosmograficas. . . . . .. ... L

Estimativas dos parametros cosmograficos obtidas para o interferémetro
alLIGO utilizando a expansao de Taylor, em fun¢ao dos intervalos de razao
sinal-ruido (SNR) e do ntimero total de eventos simulados. S&o apresen-

tados os valores médios de Hy, qo € Jo, suas incertezas assimétricas e as

respectivas precisoes relativas. . . . . .. ..o oL

Resultados numéricos para o interferometro alLIGO utilizando a parametri-
zagao Padé P, em fungao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do

numero total de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de

60

96

Hy, qo e 7o, juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas. 97

Resultados numéricos para o interferometro alLLIGO utilizando a parametri-
zagao Padé Pj 5, em funcao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do

numero total de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de

Hy, qo e 7o, juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas. 98

Estimativas dos parametros cosmograficos de ordem superior sy e [y para
o interferometro aLIGO utilizando a parametrizagao Padé P; 5, em funcao
dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ndimero total de eventos
simulados. Devido as grandes incertezas associadas a esses parametros,
as precisoes relativas og/|0| ndo sao apresentadas, pois nao fornecem uma
medida quantitativa informativa do poder de restrigao. As incertezas re-

portadas indicam que sy e [y permanecem fracamente restringidos nesta

configuracao. . . . ... ..

XiX



A5

A6

AT

A8

A9

Resultados numéricos para o Einstein Telescope utilizando a expansao de
Taylor, em funcdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ntimero
total de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, gy e

Jo, juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas. . . .

Resultados numéricos para o Einstein Telescope utilizando a parametriza-
cao Padé Pp;, em fungao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do

numero total de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de

. 100

Hy, qo e 70, juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas.101

Resultados numéricos para o Einstein Telescope utilizando a parametriza-
cao Padé P55, em fungao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do

numero total de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de

Hy, qo € jo, juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas.102

Estimativas dos parametros cosmograficos de ordem superior sy e [y para
o Einstein Telescope utilizando a parametrizagao Padé Ps 5, em funcao dos
intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do nimero total de eventos simula-
dos. Devido as grandes incertezas associadas a esses parametros, as preci-
soes relativas oy/|0| ndo sdo apresentadas, pois nao fornecem uma medida
quantitativa informativa do poder de restricao. As incertezas reportadas
indicam que sy e [y permanecem fracamente restringidos em comparacao

com os parametros cosmograficos de menor ordem. . . . . .. ... .. ..

Resultados numéricos para o DECIGO utilizando a expansao de Taylor,
em fungao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do nimero total
de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, qo e Jjo,

juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas. . . . . .

A.10 Resultados numéricos para o DECIGO utilizando a parametrizagao Padé

P51, em funcdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ntimero
total de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, ¢o e

Jo, juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas. . . .

A.11 Resultados numéricos para o DECIGO utilizando a parametrizacao Padé

P55, em funcdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ntimero
total de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, qo e

Jo, juntamente com suas incertezas assimétricas e precisoes relativas. . . .

. 105

. 106



A.12 Estimativas dos parametros cosmogréaficos de ordem superior sg e [y para o
DECIGO utilizando a parametrizagao Padé Ps 5, em funcao dos intervalos
de razao sinal-ruido (SNR) e do nimero total de eventos simulados. Devido
as grandes incertezas associadas a esses parametros, as precisoes relativas
0g/]0| nao sao apresentadas, pois nao fornecem uma medida quantitativa
informativa do poder de restricao. As incertezas reportadas indicam que
so € lp permanecem fracamente restringidos em comparagao com os para-

metros cosmograficos de menor ordem. . . . . .. ... .. ... ......107

xx1



Xxil



Sumario

Lista de Figuras
Lista de Tabelas
1 Introducgao

2 Cosmologia
2.1 Geometria do Espaco-Tempo . . . . . . . . . .. ...
2.2 Universo em Expansao . . . . . . . . . . . .. ... ..
2.3 Equagoes de Friedmann . . . . . . .. ... ..o
2.4 Parametros de Densidade . . . . . . .. . ... oL
2.5 Distancias Cosmologicas . . . . . . . . . ...
2.5.1 Desvio para o Vermelho . . . . . .. .. ... 0L
2.5.2 Distancia Comével . . . . . ...
2.5.3 Distancia de Luminosidade . . . . . . . ... ... ... ... ....
2.6 Modelo Cosmologico Padrao . . . . . . . . . . ... ... ...
2.7 Cosmografia . . . . . . . ..
2.7.1 Abordagem via Série de Taylor . . . . .. ... ... ... .....
2.7.2 Abordagem via Polinémios de Padé . . . . . . ... ... ... ...

3 Ondas Gravitacionais
3.1 Gravitagao Linearizada . . . . . . . . .. ...
3.2 Ondas Gravitacionais em Cosmologia . . . . . . . . .. .. ... ... ...
3.2.1 Ondas Gravitacionais como Sirenes Padrao . . . . . . ... ... ..
3.2.2  Bright Sirens e Interferometros da 3* Geragao . . . . . . . . . ...
3.3 Simulagoes de Ondas Gravitacionais . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
3.3.1 Distribui¢ao das Fontes Simuladas . . . . . .. ... ... ... ...

3.3.2  Deteccao de Ondas Gravitacionais . . . . . . . . .. ... ... ...

4 Analise e Resultados
4.1 Taylor vs Padé: Desvio em relacao ao modelo ACDM . . . . . ... .. ..
4.1.1 Convergéncia e Validade da Expansao de Taylor . . . . . ... ...

xxiii

XV

Xix

11
16
20
21
23
24
25
27
27
33

39
39
42
43
47
48
49
51



4.2

4.1.2 Convergéncia e Validade da Expansao de Padé . . . . . ... .. ..
Restricao dos Parametros Cosmograficos . . . . . .. .. .. .. ... ...
4.2.1 Inferéncia Bayesiana . . . . . . . .. ... L.
4.2.2 Resultados da Analise via Signal-to-noise ratio (SNR) . . . . . . ..
4.2.3 Resultados da Analise via Nimero de Eventos (N) . . . . . ... ..

5 Conclusoes e Perspectivas Futuras
Referéncias Bibliograficas

A Resultados Numéricos das Analises via SNR e Nimero de Eventos

XX1v

83

89

95



Capitulo 1

Introducao

O réapido desenvolvimento da astronomia de ondas gravitacionais abriu uma nova ja-
nela observacional para a investigacao do Universo, permitindo avangos simultaneos em
astrofisica, fisica fundamental e cosmologia [1]. Desde a primeira detecgao direta de um
sinal de onda gravitacional pelo Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory
(LIGO), em 2015 [2], uma rede global de detectores de segunda geragao, composta por
LIGO [3], Virgo [4] e KAGRA [5], tem observado um ntimero crescente de coalescéncias
de sistemas binéarios compactos [6]. Essas detecgoes consolidaram as ondas gravitacionais
como uma nova ferramenta observacional para estudar populagoes astrofisicas compactas
e, a0 mesmo tempo, como uma sonda independente da expansao cosmica.

Nas proximas décadas, espera-se que a operagao de interferémetros com maior sensi-
bilidade amplie significativamente o alcance observacional da astronomia de ondas gravi-
tacionais. Detectores terrestres de terceira gera¢ao, como o Einstein Telescope (ET) [7], e
futuros detectores espaciais, como o Deci-hertz Interferometer Gravitational-wave Obser-
vatory (DECIGO) [8], deverao observar coalescéncias de sistemas compactos a distancias
cosmoldgicas muito superiores as atualmente acessiveis. Em particular, esses instrumentos
permitirao detectar eventos em redshifts intermediarios e altos, fornecendo uma amostra
mais ampla da histéria de expansao do Universo e tornando possivel investigar parametros
cosmolégicos para além da determinacao local da constante de Hubble.

Do ponto de vista cosmologico, ondas gravitacionais provenientes de coalescéncias de
binarias compactas sao especialmente relevantes por atuarem como sirenes-padrao |9)].
Diferentemente de muitos indicadores de distancia eletromagnéticos, a amplitude do sinal
gravitacional permite inferir diretamente a distancia de luminosidade da fonte, sem a ne-
cessidade de calibragdo por meio da escada de distancias cosmicas [10; 11]. No entanto,
o redshift da fonte nao pode ser obtido apenas a partir do sinal gravitacional, devido a
degenerescéncia entre as massas intrinsecas do sistema binério e o redshift cosmolégico.
Dessa forma, a obtencao de informacao independente sobre o redshift constitui um dos
principais desafios para o uso de ondas gravitacionais em cosmologia.

Uma solucao direta para esse problema ocorre quando o evento de onda gravitacio-
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nal possui uma contraparte eletromagnética identificada, permitindo associar a fonte a
uma galaxia hospedeira e medir seu redshift de forma independente. O exemplo mais
emblematico desse cenario é o evento GW170817, associado a fusao de duas estrelas de
néutrons e observado em coincidéncia com a explosao de raios gama GRB170817A [12].
Eventos desse tipo sao conhecidos como bright sirens [13] e fornecem uma relagao direta
entre distancia de luminosidade e redshift. Com o aumento da sensibilidade dos detectores
futuros, espera-se que o nimero de bright sirens cresga substancialmente, incluindo fontes
localizadas em intervalos de redshift mais amplos [14; 15].

Em contraste, eventos sem contraparte eletromagnética identificada sao classificados
como dark sirens [16]. Nesse caso, a informagao de redshift deve ser inferida estatisti-
camente, por meio de catdlogos de galaxias, modelos populacionais ou correlagoes com
a estrutura em larga escala. Embora essas abordagens sejam promissoras, elas introdu-
zem hipoteses adicionais e incertezas associadas a modelagem astrofisica e a completude
dos catalogos. Nesta dissertacao, concentramos nossa analise em bright sirens, assu-
mindo que a identificacao da contraparte eletromagnética permite determinar o redshift
de forma independente. Essa hipdtese possibilita estudar diretamente a relacao distancia
de luminosidade-redshift, d(z), de maneira pouco dependente de modelos cosmologicos
especificos.

Uma forma de reconstruir a relacdo dp(z) sem assumir previamente um modelo di-
namico para o contetdo do Universo é por meio da abordagem cosmografica [17]. A
cosmografia baseia-se apenas no principio cosmologico, descrevendo a expansao cosmica
por meio de uma expansao cinematica do fator de escala em torno do tempo presente. A
formulagao cosmogréfica tradicional é frequentemente construida por meio de uma expan-
sao de Taylor da distancia de luminosidade em poténcias do redshift [18]. Essa abordagem
é simples e eficiente em baixos redshifts, sendo particularmente adequada para eventos
proximos, como aqueles mais facilmente acessiveis por detectores de segunda geracao. En-
tretanto, séries de Taylor truncadas apresentam limitacoes importantes quando aplicadas
a intervalos de redshift mais amplos, uma vez que suas propriedades de convergéncia se
deterioram & medida que fontes mais distantes sao incluidas [19]. Essa limitacéo torna-se
especialmente relevante no contexto de detectores futuros, como o ET e o DECIGO, cuja
maior sensibilidade permitira acessar regioes mais profundas da histéria cosmica.

Motivada por essa dificuldade, esta dissertagao também considera parametrizagoes
cosmograficas baseadas em aproximantes de Padé [20]. Diferentemente de uma série po-
linomial truncada, os aproximantes de Padé escrevem a distancia de luminosidade como
uma razao entre polinémios, podendo apresentar melhor comportamento de convergéncia
e maior estabilidade em redshifts intermediarios e altos [21]. Essa caracteristica torna
os aproximantes de Padé particularmente tteis para avaliar até que ponto a cosmografia
pode ser estendida quando se utilizam catalogos simulados de ondas gravitacionais pro-

venientes de detectores de proxima geracao.



Neste trabalho, investigamos a capacidade de bright sirens de ondas gravitacionais
em restringir parametros cosmograficos, considerando trés configuracoes observacionais:
Advanced LIGO (aLIGO) [22], Einstein Telescope e DECIGO. Comparamos a expansao
de Taylor até O(z3) com os aproximantes de Padé P, e P54, analisando o impacto da
escolha da parametrizagao sobre as restricoes de Hy, qo e jo. No caso do aproximante de
Padé P;,, também consideramos os parametros cosmograficos de ordem superior sq e Iy,
permitindo avaliar as limitagoes associadas ao aumento da dimensionalidade do espacgo de
parametros. Os resultados originais apresentados nesta dissertacao sao baseados em dois
trabalhos: o primeiro, submetido para publica¢ao [23], retne os resultados obtidos com
a expansao de Taylor, enquanto o segundo [24], atualmente em preparacao, apresenta as
anélises realizadas com os aproximantes de Padé.

A analise é realizada a partir de catélogos simulados de bright sirens, assumindo que
os eventos detectados possuem contrapartes eletromagnéticas e, portanto, redshifts co-
nhecidos. Consideramos duas abordagens complementares. Na primeira, os eventos sao
organizados em bins de razdo sinal-ruido (SNR), permitindo estudar como a qualidade
individual dos sinais afeta as restrigoes cosmograficas. Na segunda, investigamos expli-
citamente o impacto do ntimero total de eventos detectados, tratando o SNR como uma
variavel livre. Essa separagao permite distinguir o papel da intensidade individual dos
sinais do efeito estatistico associado ao tamanho da amostra.

O objetivo central desta dissertagao é avaliar em que medida a cosmografia com ondas
gravitacionais pode contribuir para a reconstrucao da expansao césmica em diferentes re-
gimes observacionais. Em particular, buscamos identificar quais detectores sao capazes de
fornecer medidas competitivas de Hy, quais configura¢oes permitem restringir o parametro
de desaceleracao ¢y e em quais condigoes o parametro jerk j, pode se tornar observaci-
onalmente informativo. Esse tltimo ponto é especialmente relevante, pois desvios de 7
em relacao ao valor previsto pelo modelo ACDM, j, = 1, podem indicar uma dinamica
da aceleracao cosmica distinta daquela produzida por uma constante cosmolégica.

Esta dissertacao estda organizada da seguinte forma. No Capitulo 2, revisamos os
conceitos fundamentais de cosmologia utilizados ao longo da dissertacao, incluindo a des-
cricao geométrica do espaco-tempo, a expansao do Universo, as distancias cosmologicas,
o modelo cosmologico padrao e a abordagem cosmografica. No Capitulo 3, discutimos os
principais aspectos tedricos e observacionais das ondas gravitacionais, com énfase em sua
aplicacao a cosmologia, no conceito de bright sirens e nas simulacoes de fontes e detec-
¢oes consideradas neste trabalho. No Capitulo 4, apresentamos a analise desenvolvida e
os resultados obtidos, comparando diferentes parametrizacoes cosmogréficas, detectores
e cenarios observacionais. Por fim, reunimos as principais conclusées do trabalho e dis-
cutimos suas implica¢des para o uso futuro de ondas gravitacionais na reconstrucao da

expansao cosmica. Os resultados numéricos sao apresentados no Apéndice A.
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Capitulo 2
Cosmologia

A cosmologia é o ramo da ciéncia dedicado ao estudo da origem, da evolucao e da
estrutura do Universo em sua totalidade. Seu objetivo central é responder questoes fun-
damentais acerca da natureza do cosmos, investigando desde os primeiros instantes apos
o Big Bang até os cenarios possiveis para o seu destino final [25].

Nas tltimas décadas, o campo atravessa uma transicao conceitual profunda, deixando
de ser predominantemente qualitativo para assumir um carater quantitativo, impulsionado
pelo avanco instrumental e pela crescente precisao dos dados observacionais. Telescopios
espaciais como o Hubble Space Telescope [26] e o James Webb Space Telescope [27] pos-
sibilitam a observagao de galéxias em altos redshifts, enquanto sondas complementares,
como as oscilagoes acusticas de bérions, fornecem uma régua padrao para mapear a ex-
pansdo cosmica [28]. Paralelamente, a radiagdo cosmica de fundo em micro-ondas oferece
uma descri¢ao detalhada do Universo primordial, permitindo a determinacao precisa dos
parametros cosmologicos [29]. Mais recentemente, a detec¢ao de ondas gravitacionais in-
troduziu uma abordagem independente para medir distancias cosmologicas, abrindo novas
possibilidades para a determinacao da constante de Hubble e testes do modelo cosmolo-
gico [30].

Diante da abundancia de observéveis, experimentos e conjuntos de dados indepen-
dentes, torna-se essencial estabelecer uma base tedrica consistente capaz de organizar e
interpretar essas informacgoes de forma coerente. Nesse contexto, o inicio do século XXI
foi marcado pela consolidacao do chamado modelo cosmolégico padrao, usualmente de-
nominado modelo ACDM [31]. Esse modelo representa o atual consenso cientifico ao
descrever o Universo como homogéneo e isotropico em grandes escalas, dominado por ma-
téria escura fria e energia escura, além de explicar com notavel sucesso uma ampla gama
de observagoes cosmologicas.

Apesar de seus éxitos, o modelo padrao nao esta isento de limitacoes. Persistem in-
consisténcias observacionais relevantes, como as tensoes associadas a determinacao de
parametros cosmologicos fundamentais, em especial a constante de Hubble [32], bem

como questoes conceituais relacionadas a natureza fisica da energia escura e da maté-
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ria escura [33; 34]. Tais desafios motivam a busca por abordagens complementares que
permitam testar a robustez do modelo sem assumir, a priori, uma dindmica cosmolégica
especifica.

Nesse cenério, a cosmografia [17] surge como uma ferramenta particularmente ttil.
Baseada apenas em principios cinemaéticos e na hipotese de homogeneidade e isotropia
do Universo em grandes escalas, a cosmografia descreve a expansao coésmica por meio de
séries de expansao em parametros observacionais, independentemente da forma funcional
das equacoes de campo de Einstein. Essa abordagem permite uma anélise mais agnos-
tica dos dados e oferece uma via alternativa para investigar possiveis discrepancias entre
observagoes e modelos dindmicos. Assim, a cosmografia constitui um dos eixos centrais
de discussao deste capitulo, sendo explorada como um instrumento para compreender e

contextualizar as tensoes atuais na cosmologia observacional.

2.1 Geometria do Espaco-Tempo

Em 1915, Albert Einstein formulou a Teoria da Relatividade Geral, fundamentada na
ideia inovadora de que a gravitagao nao deve ser interpretada como uma forga no sentido
newtoniano classico, mas como uma manifestagao da geometria do espago-tempo [35].
Essa reformulacao conceitual decorre diretamente do principio da equivaléncia, segundo
o qual, localmente, os efeitos de um campo gravitacional sao indistinguiveis daqueles
observados em um sistema de referéncia acelerado. Tal principio permite reinterpretar a
gravidade como um efeito geométrico: corpos nao sao forcados a se mover, mas seguem
as trajetorias naturais, chamadas de geodésicas, determinadas pela estrutura do espaco-
tempo curvo [36].

O espago-tempo é concebido como uma variedade quadridimensional que unifica as trés
dimensoes espaciais e a dimensao temporal. Cada evento fisico é descrito por um conjunto
de quatro coordenadas z# = (¢, z,y, z), e a nogao de distancia entre eventos é generalizada
pelo intervalo espago-temporal. Para dois eventos infinitesimalmente préximos, o elemento
de linha é definido por

ds® = g, dz"dz”, (2.1)

onde g,, ¢ o tensor métrico. A métrica é, portanto, a quantidade fundamental da teoria:
ela define comprimentos, angulos, intervalos causais e determina a dinamica das particulas
por meio das equagoes geodésicas.

No caso particular de auséncia de gravidade, o espago-tempo é plano e descrito pela

métrica de Minkowski 7, [36], para a qual
ds* = dt* — da® — dy® — dz*, (2.2)

em unidades naturais (¢ = 1). Contudo, na presenga de matéria e energia, a métrica
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torna-se uma funcao das coordenadas, refletindo a curvatura do espago-tempo. Assim, a
gravitagao manifesta-se como variacao espacial e temporal das componentes de g,

A curvatura associada a essa métrica é descrita matematicamente pelo tensor de Rie-
mann,

Re. =8,l% —o,° +TT¢ —T°T" (2.3)

ouv no vo— po po - vao

construido a partir das conexoes de Christoffel,

1
FZV = égaa (a,ugoa/ + aVgoz,u - aag/,w) . (24)

As conexoes expressam como vetores variam sob transporte paralelo, enquanto o tensor
de Riemann mede a curvatura intrinseca do espago-tempo [36]. Contraindo seus indices,
obtém-se o tensor de Ricci,

R, =R’ (2.5)

ppv?

e o escalar de Ricci,
R=g¢"R,, (2.6)

que sintetizam informacoes relevantes sobre a curvatura.
A busca por uma equagao de campo consistente levou Einstein a construir uma combi-
nacao geométrica cuja divergéncia covariante é identicamente nula, em conformidade com

a conservagao local de energia e momento [35|. Essa combinagao é o tensor de Einstein,

1
G;w = R/,w - §guuR> (27)
o qual satisfaz
V,.G" = 0. (2.8)

As equagoes de campo da Relatividade Geral sao entao dadas por
Gw/ = KT;},V? (29)

onde k = 871G, com G representando a constante gravitacional, e T}, é o tensor energia-
momento que encapsula a densidade, o fluxo de energia e momento em cada ponto do
espago-tempo.

O aspecto central dessa formulacao é que o lado esquerdo da equagao depende ex-
clusivamente da métrica e de suas derivadas até segunda ordem. Assim, determinar a
dindmica gravitacional equivale a resolver equacoes diferenciais nao lineares para g, .

Em cosmologia, essa estrutura assume papel fundamental. Sob as hipéteses de homo-
geneidade e isotropia em grandes escalas, escolhe-se uma métrica compativel com essas

simetrias, cuja evolucao temporal descreve a expansao do Universo.
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2.2 Universo em Expansao

Anélises sobre a geometria e a extensao espacial do Universo conduzem, de forma geral,
a duas concepgdes possiveis [37]: o Universo pode ser espacialmente infinito, estendendo-
se indefinidamente em todas as diregoes (caracterizando modelos abertos ou planos), ou
pode ser finito e limitado em seu alcance espacial (caracterizando um Universo fechado).
Motivado por essas possibilidades e pela auséncia de evidéncias observacionais conclusivas
a época, Albert Einstein buscou incorporar um modelo cosmologico simples a sua recém-
formulada Teoria da Relatividade Geral, de modo a estabelecer condi¢oes de contorno
adequadas em escalas cosmologicas.

Em 1917, Einstein propés um modelo de Universo esférico, fechado, finito e estético,
uniformemente preenchido por matéria [38]. No entanto, devido ao carater atrativo da
gravitacao, tal configuragdo mostrava-se instdvel: um Universo preenchido com matéria
deveria inevitavelmente colapsar sob sua propria gravidade. Para contornar esse problema
e obter uma solucao estatica, Einstein modificou suas equagoes de campo introduzindo
um termo adicional proporcional & métrica, conhecido como constante cosmologica A. As

equagoes de campo (2.9) se tornaram entao
G" — Ngy = 8nGTH . (2.10)

No mesmo ano, Willem de Sitter apresentou & Royal Astronomical Society um modelo
cosmologico isotropico que, para permanecer estatico, ndo continha matéria [39]. Embora
hoje seja reconhecido como um dos primeiros modelos a indicar um comportamento asso-
ciado a expansao do Universo, o proprio De Sitter, assim como a comunidade cientifica da
época, interpretava sua solucao como um espaco-tempo essencialmente estatico. Einstein,
por sua vez, aceitou inicialmente o modelo de De Sitter apenas como uma solugao ma-
tematica das equacoes de campo, acreditando que ele deveria ser descartado por alguma
inconsisténcia fisica.

A concepcao de um Universo necessariamente estatico comegou a ser contestada a
partir da década de 1920. Em 1922, Alexander Friedmann demonstrou que as equa-
¢oes originais da Relatividade Geral admitiam solugoes dindmicas mesmo na auséncia da
constante cosmologica, descrevendo cenérios nos quais o Universo poderia expandir ou
contrair [40]. A época, seu resultado foi interpretado como um exercicio mateméatico sem
conexao imediata com dados astronémicos. Poucos anos depois, em 1927, Georges Lemai-
tre chegou independentemente a conclusoes semelhantes, avan¢ando ao atribuir significado
fisico a essas solugoes e relacioné-las as observagoes disponiveis [41]. As contribuigoes de
Friedmann e Lemaitre sao hoje reconhecidas como pilares da cosmologia moderna.

A consolidagao da ideia de expansao coésmica ocorreu em 1929, quando Edwin Hub-
ble publicou medigoes das distancias e velocidades radiais de diversas galaxias [42]. Seus

resultados indicaram que, salvo algumas excecoes locais, os objetos extragalacticos apre-
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Figura 2.1: Ilustragdo de um sistema de coordenadas comdveis em um Universo em ex-
pansao, no qual os objetos que acompanham o fluxo de Hubble permanecem em posi¢oes
fixas. Adaptado de An Introduction to Modern Cosmology, de Andrew R. Liddle (2015).

sentam afastamento sistemético, evidenciando que o préprio espago esta se expandindo.
Diante dessas evidéncias observacionais, Einstein abandonou o modelo estatico e reconhe-
ceu que sua teoria ja continha, desde o principio, os elementos necessarios para descrever
um Universo dindmico [43].

A confirmacao da expansao inaugurou uma nova etapa na compreensao do cosmos,
na qual o principio cosmolégico assume papel central. Esse principio estabelece que o
Universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas, isto é, suas propriedades médias
nao dependem da posigdo nem da dire¢ao de observagao [37]. A homogeneidade implica
que, quando consideramos volumes suficientemente extensos, a distribuicao de matéria é
estatisticamente uniforme. A isotropia, por sua vez, assegura a inexisténcia de dire¢oes
privilegiadas.

Assumindo um Universo em expansao uniforme que satisfaz o principio cosmolégico,
torna-se essencial descrever a evolucao da separacgao r entre dois objetos quaisquer. Em
virtude da homogeneidade e da isotropia, essa descricao independe da localizacao espe-
cifica dos corpos considerados. Para formalizar essa ideia, introduzimos as chamadas
coordenadas comoveis [44], definidas de modo que acompanham a expansdo cosmica.
Nesse sistema, as posi¢oes comdveis permanecem constantes, enquanto as distancias fisi-
cas evoluem com o tempo, como ilustrado na Figura 2.1. Nesse contexto, a relagao entre

a distancia fisica 7" e a coordenada comoével ¥ pode ser escrita como
7= a(t), (2.11)

onde a(t) é o fator de escala, fun¢ao exclusiva do tempo, que quantifica a expansao do

Universo. Como T é constante por defini¢ao, toda a evolugao temporal da separagao fisica
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¢ codificada em a(t).

E fundamental que o fator de escala dependa apenas do tempo; qualquer dependéncia
explicita das coordenadas espaciais violaria a isotropia e a homogeneidade assumidas.
Derivando a Eq. (2.11) em relagao ao tempo, obtemos

7= - (2.12)

ISHESE

O termo a/a define a taxa instantanea de expansao do Universo, denominada parametro
de Hubble H (1),

() = 40 (2.13)

A denominacao remete as observacoes de Hubble, que evidenciaram a relagao de propor-
cionalidade entre a velocidade de recessao e a distancia das galaxias, ilustrada na Fig. 2.2.

Avaliando o parametro de Hubble no tempo presente ¢y, definimos a constante de

+1000KM
500KM
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>
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Figura 2.2: Diagrama de Hubble, evidenciando a relacao linear entre a velocidade de
recessao das galaxias e sua distancia. A inclinagao da reta corresponde a constante de
Hubble. Adaptado de A Relation between Distance and Radial Velocity among FExtra-
Galactic Nebulae, de Edwin Hubble (1929).

Hubble Hy,

_a(to)
 alto)
que representa a taxa atual de expansao do Universo. A estimativa original obtida por
Hubble em 1929 foi Hy = 550 km s~ 'Mpc ™" [42]. Posteriormente, a identificagio de erros

sistematicos levou a revisao desse valor, que passou a situar-se no intervalo aproximado

H(ty) = H,

. (2.14)

entre 50 e 100 km s 'Mpc™'. Por conveniéncia, costuma-se parametrizar a constante
como Hy = 100h km s~ 'Mpc™, onde h é um parametro adimensional a ser determinado
observacionalmente.

Partindo desse modelo homogéneo, isotropico e em expansao uniforme, o passo se-
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guinte consiste em formalizar sua descricao geométrica por meio de uma métrica quadri-
dimensional g,,. Tal constru¢ao permite aplicar a estrutura da Relatividade Geral para
determinar a dinamica do Universo a partir das equagoes de campo de Einstein, culmi-
nando nas equagoes de Friedmann.

A métrica que incorpora essas hipdteses e fundamenta a descrigdo cosmologica em
grande escala ¢ a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) [25]. Am-
plamente empregada na cosmologia contemporanea, ela constitui o arcabougo geométrico

a partir do qual se desenvolve o modelo padrao do Universo em expansao.

2.3 Equacoes de Friedmann

A métrica de Friedmann—Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) pode ser escrita

como |[25]
dr?
1 — kr?

ds® = dt* — a*(t) [ + 7% (d6 + sin® 0 d¢?) |, (2.15)

onde adotamos a convengao de assinatura (+1,—1,—1, —1) e k representa a constante de
curvatura espacial. E importante enfatizar que o parametro k& descreve exclusivamente a
curvatura das hipersuperficies espaciais tridimensionais de tempo constante. Portanto, ele
nao corresponde a curvatura completa do espaco-tempo quadridimensional, que incorpora
também a dinamica temporal e os efeitos gravitacionais associados ao conteiido de matéria
e energia do Universo.

A constante de curvatura pode assumir trés valores distintos [37], cada um associado

a uma geometria espacial especifica:

+1 geometria esférica (Universo fechado),
k=40  geometria euclidiana (Universo plano), (2.16)

—1 geometria hiperbolica (Universo aberto).

No caso k = 0, as segOes espaciais obedecem a geometria euclidiana, fundamentada
em axiomas classicos como o fato de que a menor distancia entre dois pontos é uma
linha reta. Nesse contexto, a soma dos angulos internos de um triangulo ¢é igual a 180°
e a circunferéncia de um circulo de raio r ¢ dada por 27r. Observagoes cosmologicas
indicam que essa descricao plana fornece uma excelente aproximacgao para a geometria
do Universo em larga escala [29]. A Figura 2.3 apresenta uma representacao esquematica
das trés possibilidades geométricas, com triangulos desenhados sobre cada superficie para
evidenciar suas propriedades caracteristicas.

Para k = +1, as hipersuperficies espaciais possuem geometria esférica, anéloga a
superficie de uma esfera bidimensional imersa em trés dimensoes. Trata-se da forma mais

simples de geometria nao euclidiana. Nessa situagao, a soma dos angulos internos de um
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Positive Curvature Negative Curvature Flat Curvature

Figura 2.3: Representacao esquematica das trés possiveis geometrias espaciais do Uni-
verso: aberta (k = —1), plana (k = 0) e fechada (k = +1). Em cada caso, triangulos
ilustram as diferencas entre as somas de seus angulos internos. Adaptado de Geometry of
the Universe, de James Schombert (s.d.).

triangulo excede 180°, enquanto a circunferéncia de um circulo de raio r € menor que 27r.
Ja no caso k = —1, a geometria é hiperbodlica, frequentemente descrita como uma
geometria de sela. Aqui, a soma dos angulos internos de um triangulo é inferior a 180° e
a circunferéncia de um circulo de raio r supera 27r.
Uma vez estabelecida a forma explicita da métrica, o passo seguinte consiste em cal-
cular as quantidades geométricas derivadas, como as conexoes e tensores de curvatura.

Para isso, é conveniente escrever a métrica (2.15) em notagdo matricial:

+1 0 0 0
a(t)”
G = 1 — k2 0 ) 0 (2.17)
0 0 —(a(t)r) 0
0 0 0 —(a(t)rsin 8)2

O objetivo desta se¢ao é deduzir as equagoes que governam a dindmica do Universo.
Para isso, conforme mencionado anteriormente, resolveremos as equacgoes de campo de
Einstein assumindo a métrica FLRW, neste caso dada por g,,. Essa derivacao pode
ser realizada tanto na forma sem constante cosmologica quanto na forma que a inclui.
Aqui, adotaremos a equagao (2.10), pois ela conduz diretamente & versdo das equagdes
de Friedmann compativel com o modelo cosmologico padrao, que sera discutido em uma
secao posterior.

Comegamos com o célculo do tensor de Ricci a partir de sua definigao em termos dos
simbolos de conexao, dada por (2.5). Para isso, utilizamos os coeficientes de Christoffel
a partir de (2.4). E importante notar que as simetrias fundamentais da métrica FLRW
impoem fortes restrigdes a estrutura tensorial das quantidades geométricas construidas
a partir dela. Em particular, tais simetrias exigem que o tensor de Ricci seja diagonal,
de modo que todas as componentes fora da diagonal se anulam identicamente, restando

apenas termos diagonais potencialmente nao nulos [36].
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Assim, seguindo [17; 44], o calculo pode ser organizado avaliando separadamente as
componentes independentes Ry ¢ Ry (i = 1,2,3), que determinam completamente o
tensor de Ricci nessa geometria. Comecemos pela componente temporal, que é a mais

direta:

Roo = R*op0 (2.18)

Para a métrica FLRW, temos T}, = 0, o que simplifica a expressiao para
Ry = —&J‘ZO — Pg';urga. (2.20)
Utilizando as conexoes nao nulas da métrica, obtém-se
a a\’
FZO = 35, Fgqua =3 (5) . (221)
Substituindo (2.21) em (2.20), segue
Roo — —32. (2.22)
a

De modo anélogo, calculam-se as componentes espaciais diagonais (i = 1,2, 3), nos le-

vando a
Ry = oo, + 9,1, + 21,5, (2.23)
Roy = 0oy + 9,1y + 0115, + T, T1, + 1, (2.24)
Ras = 0L, + [9,T5 + 0135 + D3I + (senf)?. (2.25)

Apos substituir explicitamente as conexoes correspondentes e simplificar os termos (2.23),

(2.24) e (2.25), obtém-se o resultado compacto

Rii = (aii + 242 + 2k) (—@> . i=1.23 (2.26)

a?

O proximo passo natural consiste em determinar o escalar de Ricci substituindo (2.22)
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e (2.26) em (2.6), obtendo as seguintes componentes

Roog™ = (—3%) (+1), (2.27)
Rug" = (ai + 24 + 2k) (1 —1l<:7“2) (— ! ;21”'2> , (2.28)
Ro2g® = (ad + 2a* + 2k) (—#) : (2.29)
Rs39®® = (ad + 2a* + 2k)r? (senf)? <—m) : (2.30)

Combinando (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30), o escalar de Ricci para a métrica FLRW sera

. g
R=—6 <M> ‘ (2.31)

a2

Tendo obtido o tensor de Ricci e o escalar de Ricci, podemos agora construir o tensor de
Einstein G/, que constitui o lado geométrico das equagdes de campo (2.10). Resta, por-
tanto, especificar o lado material-energético dessas equacoes, descrito pelo tensor energia—
momento 1},,.

As simetrias de homogeneidade e isotropia da métrica FLRW restringem fortemente
sua forma possivel: nao podem existir fluxos de energia nem tensoes anisotropicas, pois
tais termos violariam o principio cosmolégico [35]. Assim, o tensor compativel com essas
simetrias deve depender apenas de escalares definidos no referencial comével, assumindo
necessariamente a forma de um fluido perfeito.

Um fluido perfeito é aquele que nao tem condugao de calor, nem viscosidade, porém
principalmente caracterizado por ter densidade de massa p, pressao p e que se move atra-
vés do espago-tempo com uma velocidade quadridimensional u* [36]. Nessas condigoes, o

tensor energia—momento pode ser escrito, de maneira geral, como
™ = Autu” + B g", (2.32)

onde A e B sao escalares. Identificando as componentes fisicas no referencial de repouso

do fluido, obtém-se A = p + p e B = —p, resultando na expressao padrao

™ = (p+plutv’ —pg". (2.33)
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No referencial comoével, u# = (1,0,0,0), o tensor assume forma diagonal,

p 0 0 0
0 —p 0 0

™= op S (2.34)
00 0 —p

em concordancia com a isotropia espacial.

Dessa forma, dispomos de todos os elementos necessarios para calcular G, a partir
de (2.7) em um Universo homogéneo, isotropico e em expansao. As equagoes de Fried-
mann podem ser obtidas a partir de duas combinagoes independentes dessas equagoes:
a componente Gy e o traco de G,,. A primeira fornece a relagao que determina a taxa
instantanea de expansao do Universo, enquanto a segunda descreve como essa taxa evolui
no tempo.

Iniciamos a derivacao das equagoes de Friedmann a partir da componente Gy Fi-

xando p = v = 0 na forma covariante de (2.10) e utilizando a definigao (2.7), obtemos
1
Roo — §RQOO - AQOO = 87TGT00. (235)

Substituindo os resultados previamente obtidos para o tensor de Ricci, o escalar de Ricci

e o tensor energia—momento, segue diretamente

_3§+3<w) _AtsnGo.

a2

-2
3 <a —|2-k> = A+87G p,

a

-\ 2

a 8GNk

2) S, s 2 9.
(a) 3 p+3 a? (2.36)

A equagao (2.36) é a primeira equacao de Friedmann e estabelece a relagao fundamental
entre a taxa instantanea de expansao e o conteudo energético do Universo, funcionando
como uma condicao de consisténcia entre geometria e matéria.
A segunda equacao independente pode ser obtida a partir do trago de G/, Tomando
o trago de (2.7), resulta
—R — 4\ = 87GT, (2.37)

onde T" = p — 3p é o trago do tensor energia—momento. Inserindo o escalar de Ricci



16 CAPITULO 2. COSMOLOGIA

calculado anteriormente e reorganizando os termos, obtém-se

- (—E(ad +a? + k)) —4A =87G(p — 3p),

a?

p 2 3h= T(P— 3p),
a AN AnG
¢_B S 3 (2.38)
a 3 3

Essa ¢ a segunda equacgao de Friedmann, que determina a evolugao temporal da ex-
pansao ao envolver a segunda derivada do fator de escala.

Em conjunto, as equagoes (2.36) e (2.38) formam o sistema fundamental que governa
a dindmica cosmologica. Neste trabalho, a equagao (2.36) sera particularmente util, pois

pode ser escrita diretamente como

. 2
a e Ak
m=(-) =ZZ,+=-2 2.39
<a> AL (2.39)

explicitando a evolucao do parametro de Hubble.

Diante do que foi desenvolvido, o préximo passo natural consiste em utilizar expli-
citamente as Equacgoes de Friedmann para extrair informacoes fisicas sobre o contetido
do Universo, em particular resolvendo-as para a densidade de energia e combinando-as
com a equacao de conservacao a fim de determinar a equacao de estado dos diferentes
componentes cosmicos. Essa abordagem permitira traduzir a dinamica da expansao em

parametros quantitativos que caracterizam cada contribuicao energética.

2.4 Parametros de Densidade

As Equagoes de Friedmann permitem extrair informagoes sobre a evolugao do Universo
para diferentes composigdes de seu contetido energético [44]. Para avangarmos nessa
diregao, é necessario determinar como a densidade de energia p evolui com o fator de
escala a(t).

Derivando a equagao (2.36) em relagao ao tempo, obtemos

a 4rG /.a A
p = 3 (/)a + 2/)) + 3 (2.40)

Ao substituir a equagao (2.38) na expressao acima, chega-se a

p=—32p+p) (2.41)

A equagao (2.41) é denominada equagao da continuidade no contexto cosmolégico, pois
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expressa a conservacao da energia para um fluido perfeito em um Universo homogéneo e

isotropico em expansao.

Suponhamos que o Universo seja composto por N componentes independentes, inde-
xadas por i. Seja p; a densidade de energia associada a i-ésima componente. A densidade

total de energia ¢ dada pela soma de todas as contribui¢oes individuais,
P = 2 Pi- (2.42)
Cada componente pode ser descrita por uma equagao de estado barotropica, da forma

pi = Wipi, (2.43)

onde p; é a pressao da i-ésima componente e w; é o respectivo parametro da equagao de

estado. Consequentemente, a pressao total do fluido césmico é
p= sz‘ = sz‘/)i- (2.44)

Substituindo essa expressdo na equagao de continuidade (2.41) e assumindo que cada

componente evolui de forma independente, obtemos para cada fluido
) a
A solugao da equagao diferencial (2.45), para w; constante, é
pi(a) = piga30+w), (2.46)

onde p; o representa a densidade de energia atual da i-ésima componente (correspondente

a ap = 1). O subindice zero indica o valor presente da grandeza.

Podemos agora examinar separadamente a contribuicao de cada componente do con-
tetudo energético do Universo, investigando como sua densidade evolui com o fator de
escala. A partir da solugao geral (2.46) fica claro que o comportamento dinamico de cada

componente é determinado pelo valor do parametro da equacao de estado w;.

Comecemos pela radiacao, que pode ser descrita como um fluido relativistico. Nesse

caso, a pressao esta relacionada & densidade de energia por

1

=D (2.47)

pr=3

de modo que w, = 1/3. Substituindo esse valor na expressao geral, obtemos

pr(a) = proa™™. (2.48)
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Esse comportamento indica que a densidade de energia da radiacao decai rapidamente
com a expansao. Tal resultado pode ser compreendido observando que, além da dilui¢ao
volumétrica associada ao aumento do volume (o¢ a~3), hd também uma reducao adicional
da energia transportada pela radiagdo a medida que o Universo se expande [44]. Por essa
razao, a radiagao domina a dindmica apenas em épocas muito primordiais.
Consideremos agora a matéria nao relativistica (matéria bariénica e matéria escura
fria). Para essa componente, a pressao é desprezivel quando comparada a densidade de

energia, isto é, w,, = 0. Assim, a solugao geral torna-se

pm(@) = pmoa™. (2.49)

Nesse caso, a densidade decai apenas devido a dilui¢gao volumétrica causada pela expansao,
o que implica uma diminui¢ao mais lenta em comparagao com a radiagao.
Por fim, analisemos a energia escura na forma de uma constante cosmologica. Essa

componente é caracterizada por pressao negativa igual em modulo & sua densidade de

energia,
PA = —PA, (2.50)
de modo que wy = —1. Substituindo na solugao geral, obtemos
pala) = pao, (2.51)

ou seja, sua densidade de energia permanece constante ao longo da expansao. Essa propri-
edade faz com que, em épocas suficientemente tardias, a energia escura passe a dominar
a dindmica do Universo, conduzindo a uma fase de expansao acelerada.

Os comportamentos distintos das componentes discutidas podem ser visualizados na
Figura 2.4. Observa-se que a radiacao decai mais rapidamente, proporcionalmente a a™4,
enquanto a matéria evolui como a™3. Ja a energia escura permanece constante ao longo
da expansao. Como consequéncia direta dessas diferentes dependéncias com a, o Universo
atravessa fases dinamicas distintas: inicialmente dominado pela radiagao, posteriormente
pela matéria e, em tempos recentes, pela energia escura.

Agora que compreendemos como cada componente evolui com o fator de escala, um
passo natural é reescrever as densidades de energia em uma forma adimensional. Essa
reformulagao é particularmente til, pois permite comparar diretamente os modelos teo-
ricos com observagoes cosmologicas e facilita a interpretacao da dindmica do Universo em
larga escala. Para isso, introduzimos a chamada densidade critica [44], definida como a
densidade necessaria para que o Universo seja espacialmente plano.

A densidade critica é obtida a partir da primeira equagao de Friedmann impondo

k = 0, resultando em
_ 3H?
Pe = SrG-

(2.52)
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Figura 2.4: Evolugao das densidades de energia da radiagao, matéria e energia escura em
fungao do fator de escala (em escala logaritmica). A radiagdo decai como ¢, a matéria
como a3, enquanto a energia escura permanece constante. A regiao sombreada indica a
era dominada pela matéria e a linha vertical pontilhada marca o tempo atual (a = 1).
Elaborado pelo autor (2026).

Observa-se que p. depende do tempo por meio do parametro de Hubble H(t). A compa-
racao entre a densidade total p e a densidade critica determina a geometria espacial do
Universo: se p > p., o Universo possui curvatura positiva (k > 0, fechado); se p < p,
a curvatura é negativa (k < 0, aberto); e se p = p., o Universo é espacialmente plano
(k=0).

Com base nessa defini¢ao, introduzimos o parametro de densidade adimensional

P
Q=—. 2.53
L (2:53)

No instante atual (t = t5), denotamos Qg = po/peo, onde Hy é o valor presente do
parametro de Hubble.

Cada componente do contetido energético possui seu proprio parametro de densidade
atual: €, 0, 2.0 e 25, correspondentes, respectivamente, & matéria nao relativistica, a

radiagao e & constante cosmologica. Esses parametros sao definidos por

Q. e

== Do, 2.54
) 3ng»0 ( )

onde i = m,r, A.
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Utilizando as leis de evolugao (2.48), (2.49) e (2.51), a densidade total pode ser escrita
como - , \
= 220 @) (@)
pla) = -~ lQA,O + Qo ( =) () | (2.55)

Substituindo essas definicoes na primeira equacao de Friedmann, obtemos a relagao

fundamental entre os parametros de densidade no tempo presente:
Qo + Qo + Qo+ o =1, (2.56)

onde o parametro de curvatura é definido por

k

Qo = ——=- 2.57
k,0 agHg ( )

No caso particular de um Universo espacialmente plano (k = 0), temos
Qo + Qo + Qap = 1. (2.58)

Para um Universo aberto (k < 0), vale

Qo+ o+ Qap < 1,
enquanto para um Universo fechado (k > 0),

Qo+ Qo+ Qap > 1

Finalmente, substituindo as definicoes dos parimetros de densidade, a equagao de
Friedmann (2.36) pode ser reescrita de forma geral, tornando explicita a dependéncia do

parametro de Hubble com o fator de escala:

[0

4 an\ 3 an 2 1/2
H(a) = Hy lQr,o (E) + Qo (f) + Qo (;()) +QA,O] . (2.59)

A expressao acima fornece a base para a conexao entre a dinimica da expansao e as
quantidades observaveis. No proximo passo, utilizaremos essa forma explicita de H(a)
para deduzir as principais medidas de distancia em Cosmologia, estabelecendo o elo entre

o modelo tedrico e os dados observacionais.

2.5 Distancias Cosmolégicas

Medir distancias no Universo constitui, atualmente, uma das abordagens mais eficazes
para investigar sua dinamica de expansao. Por meio de técnicas observacionais avancadas,

como o uso de velas padrao, supernovas do tipo la e a radiacao césmica de fundo em micro-
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ondas, é possivel inferir a taxa de expansao césmica e suas propriedades fundamentais
[29; 45]. Esses métodos nado apenas permitem determinar o valor atual do parametro
de expansao, mas também fornecem informagoes cruciais sobre a histéria evolutiva e
a estrutura em larga escala do cosmos. Dessa forma, medigoes precisas de distancias
cosmologicas tornam-se indispensaveis para restringir modelos teéricos e aprofundar nossa
compreensao acerca da evolucao do Universo.

Uma observacao é que para esta secao, nao vamos utilizar unidades naturais, logo
vamos expressar a velocidade da luz como ¢ = 299.792.458 m/s e a constante de Plank
h = 6,62607015 x 1073 J - s [44].

2.5.1 Desvio para o Vermelho

O desvio para o vermelho cosmologico (z) ¢ um dos observaveis fundamentais da
cosmologia observacional, pois fornece evidéncia direta da expansao do Universo e esta
intimamente ligado ao fator de escala a(t). Para ilustrar essa relac¢do, consideremos ini-
cialmente dois objetos préximos, separados por uma distancia fisica dr e com velocidade
relativa dv devido & expansao. No regime de pequenas separacoes, a lei de Hubble local

pode ser escrita como

dv = H(t)dr = %dr, (2.60)

onde H(t) é o parametro de Hubble. Se a luz emitida por um desses objetos se propaga
até o outro, a diferenga entre os comprimentos de onda emitido e observado pode ser
associada, para pequenas velocidades relativas, ao efeito Doppler nao relativistico. Nesse
limite,

Ar— e dv
D VS

onde A\, e )\, sao, respectivamente, os comprimentos de onda emitido e recebido. Como o

(2.61)

tempo de propagacao satisfaz dt = dr/c, obtemos

dx da
~ == (2.62)

Integrando essa expressao, segue que
A L a. (2.63)

Esse resultado mostra que o comprimento de onda da radiacao cresce proporcionalmente
ao fator de escala. Assim, se o comprimento de onda observado é, por exemplo, o dobro
do emitido, isso implica que o fator de escala atual é duas vezes maior que o valor no
instante de emissao. Esse alongamento desloca o espectro para frequéncias menores,
caracterizando o chamado redshift cosmologico [36].

Uma derivacao mais geral pode ser obtida diretamente a partir da métrica FLRW
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[46]. Consideremos um observador localizado na origem das coordenadas comoéveis e uma
galdxia emissora situada a coordenada radial fixa r. Duas cristas sucessivas de uma onda
luminosa sao emitidas nos instantes t, e t, + dt, e recebidas nos instantes t, e t, + dt,,
como representado na Figura 2.5. Para propagacao radial (dff = d¢ = 0) e trajetorias

nulas (ds? = 0), a métrica implica

cdt L dr (2.64)

a(t) A1 — k2

cosmic time, ¢

o+ dfu “-\__\
o L. “'--.__.
1+ dt,
4 &
o
-~
0 Te . .
comoving coordinate, r
world line of observer world line of galaxy

Figura 2.5: Representacao das linhas de mundo do emissor e do observador, mantidos
em coordenadas comodveis constantes, juntamente com os raios de luz que os conectam.
Adaptado de An Introduction to the Science of Cosmology, de Derek Raine e E. G. Thomas
(2001).

Integrando essa relagao para duas frentes de onda consecutivas e subtraindo os resul-

tados, obtém-se

dt. _ dt,
a(te) B a(tr)'

Como o periodo de uma onda é proporcional ao intervalo temporal entre cristas sucessivas,

(2.65)

segue que

Ardt. a(ty)

1 = — = — = .
AT T @ e

Portanto, o desvio para o vermelho mede diretamente o fator pelo qual o Universo se

(2.66)

expandiu entre a emissao e a observacao da luz.
Essa relagao permite reescrever a equacao de Friedmann em termos do redshift, resul-

tando em

1/2

H(z) = Ho [Qo(1+ 2)" + Qo1+ 2)* + Qo1+ 2)° + Q] (2.67)
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2.5.2 Distancia Comovel

A distancia comovel é definida como a separacao entre dois pontos medida em co-
ordenadas coméveis, isto ¢, um sistema de referéncia que se expande juntamente com o
Universo. Essa quantidade é particularmente 1til em cosmologia, pois permanece cons-
tante para objetos que participam apenas do fluxo de Hubble, permitindo descrever a
geometria em grande escala independentemente da evolugao temporal [44].

Para deduzi-la, consideremos a propagacao radial da luz em um espago descrito pela
métrica FLRW. Como a luz segue geodésicas nulas, temos ds? = 0 [36]. Imponto ainda

df = d¢ = 0, (2.15) fornece

dr cdt
VI—k2  a(t) (2.68)

A distancia comoével radial percorrida por um féton emitido no tempo t e observado em

to € obtida integrando essa expressao:

at’

X(1) = fo \/1d_—rﬁ _ cf:o ot (2.69)

E conveniente reescrever a integral temporal em termos do fator de escala. Usando a

relagao dt = da/(aH), segue que
ag da/
X(CL) = CL m (270)

A distancia comovel transversal associada depende da curvatura espacial e é dada por

c 0 da
do(a) = ——— Si[ Hor/|Q — ), 2.71
(@) Hor/[ Qo] ’“( V! "'f a’?H(a’)) (2.71)

onde a func¢do geométrica Si(x) é definida por

sin(z), k= +1,
Se(z) = { z, k=0, (2.72)
sinh(z), k= -—1.

Essa expressao evidencia que a relagao entre distancia e tempo de propagacao da luz
depende explicitamente da curvatura espacial e da histéria de expansao codificada em
H(a).
Também é possivel expressar a distancia comovel diretamente em funcao do redshift.
Utilizando a relagdo 1 + z = ag/a, obtemos
da dz
— =——, (2.73)

a? ao
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0 que permite escrever

du(z) = #W S, (HOM L ) %) , (2.74)

onde E(z) = H(z)/H,. Essa forma é particularmente ttil na anélise observacional, pois o
redshift ¢ diretamente mensuravel, enquanto o fator de escala nao é observado de maneira

direta.

2.5.3 Distancia de Luminosidade

A distancia de luminosidade é a grandeza que relaciona a luminosidade intrinseca
de uma fonte com o fluxo observado, sendo especialmente relevante em cosmologia para
objetos suficientemente distantes, nos quais os efeitos da expansao do Universo nao podem
ser negligenciados [44]. Em um espaco estatico e euclidiano, o fluxo F' recebido de uma

fonte isotropica é dado por

_ L
A2’

onde L é a luminosidade absoluta da fonte e r a distancia até o observador. A luminosidade

(2.75)

corresponde a energia emitida por unidade de tempo. Se um féton é emitido com energia

E. durante um intervalo dt., podemos escrever

E.

= _—. 2.
5. (2.76)

e

Como a energia de um foton é F = hv = h/dt, segue que E, = h/dt..
Em um Universo em expansao, o redshift afeta simultaneamente a energia de cada

foton e a taxa de chegada deles ao observador. A dilatacao temporal cosmologica implica

ot a(ty)
5t.  alt.)

=1+z, (2.77)

enquanto a energia observada de cada foton ¢ reduzida por um fator (1 + z)~'. Conse-
quentemente, o fluxo observado sofre uma atenuacio total proporcional a (1 + 2)~2: um
fator devido ao alongamento do comprimento de onda e outro devido ao espacamento
temporal entre fo6tons sucessivos.

Para uma fonte isotropica, a energia se distribui sobre a érea de uma esfera centrada
na fonte. No contexto cosmolédgico, o raio fisico dessa esfera no instante de observagao
é agd., onde d. é a distancia comodvel radial. Assim, o fluxo observado pode ser escrito

como
L

F = .
dradd?(1 + z)?

Motivados pela forma euclidiana da lei do inverso do quadrado, define-se a distancia de

(2.78)
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luminosidade (dy) de modo que
L

- (2.79)
Amed?

Comparando as duas expressoes, obtemos
dp = ag(l + 2)d.. (2.80)

Substituindo a expressao geral para a distancia comovel, segue que a distancia de

luminosidade em um Universo FLRW é

ey i G =] 2:81)

|5k0

onde F(z) = H(z)/Hy e Sk(x) codifica a geometria espacial. Essa quantidade é dire-
tamente acessivel observacionalmente e desempenha papel central na determinacao de
parametros cosmologicos por meio de velas padrao, como supernovas do tipo la, assim
como sirenes padrao, como ondas gravitacionais com contraparte eletromagnética.

As expressoes obtidas ao longo desta secao evidenciam que a determinacao de distan-
cias cosmologicas estéa intrinsecamente ligada a histéria de expansao do Universo, codifi-
cada na fun¢ao H(z) e, consequentemente, nos parametros que a compdem. No entanto,
a interpretacao dessas observéaveis nao pode ser realizada de forma isolada, pois requer a
adogao de um arcabouco tedrico capaz de descrever de maneira consistente a dinamica do
cosmos. Em outras palavras, uma vez estabelecidas as relagoes entre redshift e diferentes
defini¢oes de distancia, torna-se necessario introduzir um modelo cosmolodgico que espe-
cifique o contetido energético do Universo e governe sua evolugao temporal, permitindo

assim confrontar teoria e observagao de forma quantitativa.

2.6 Modelo Cosmolégico Padrao

O Modelo Cosmolégico Padrao (MCP), usualmente denominado ACDM, constitui a
estrutura teérica atualmente mais bem-sucedida para descrever a dindmica e a composi-
¢ao do Universo em larga escala. Fundamentado na Teoria da Relatividade Geral e no
principio cosmolégico, o modelo fornece uma descrigao consistente da evolugao coésmica
desde a fase primordial quente e densa até o regime de expansao acelerada observado na
época atual. Sua robustez decorre da capacidade de explicar simultaneamente multiplos
observaveis cosmologicos, como a radiagao cosmica de fundo, a formacao de estruturas e
a expansao do Universo.

A matéria escura é um dos pilares do modelo. Sua existéncia foi inicialmente sugerida
a partir de estudos dindmicos de aglomerados de galaxias e posteriormente consolidada

pelas curvas de rotacgao galacticas, que revelaram velocidades aproximadamente constantes
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nas regioes externas das galdxias espirais, em desacordo com a distribuicao de massa
luminosa [47; 48]. No ACDM, assume-se que essa componente seja composta por matéria
escura fria (Cold Dark Matter, CDM), isto é, particulas nao relativisticas que interagem

predominantemente por meio da gravitacao.

A energia escura, por sua vez, foi introduzida para explicar a expansao acelerada do
Universo, descoberta a partir da observagao de supernovas do tipo Ia no final da década
de 1990 [49; 50]. No modelo padrao, essa componente é identificada com a constante
cosmologica A, cuja equagao de estado é caracterizada por w = —1.

Assumindo curvatura espacial nula (€, = 0), hipotese fortemente favorecida por ob-

servagoes da radia¢do cosmica de fundo (CMB) [29], o parametro de Hubble no modelo
ACDM é dado por

H(2) = Ho [Qno(1 + 2)° + Quo(1 + 2)* + Qn 0], (2.82)

onde €, 0 = 0+ 2o representa a densidade relativa total de matéria (bariénica e maté-
ria escura fria), €, corresponde a radiagao, {25 ¢ estd associada & constante cosmologica

e Hy é o valor atual do parametro de Hubble.

Apesar do notéavel sucesso observacional, o ACDM enfrenta importantes desafios. Um
dos mais discutidos é a chamada tensdo em H, [51], caracterizada pela discrepancia entre
o valor do parametro de Hubble inferido a partir da CMB e aquele obtido por medigoes
locais baseadas em escadas de distancia. FEssa diferenca atinge niveis estatisticamente
significativos e pode indicar sistematicas ainda nao compreendidas ou a necessidade de

nova fisica além do modelo padrao.

Outra tensao relevante envolve o parametro Sg [52], relacionado a amplitude das flutu-
acoes de densidade de matéria. Medidas baseadas na radiagao césmica de fundo tendem
a prever valores ligeiramente maiores do que aqueles inferidos por levantamentos de lentes
gravitacionais fracas, configurando mais um possivel indicio de inconsisténcia interna do

modelo.

Do ponto de vista tedrico, o modelo apresenta dificuldades conceituais. O problema
da constante cosmologica [53] refere-se a enorme discrepancia entre o valor observado de
A e as estimativas da energia do vacuo provenientes da teoria quantica de campos, que
diferem por muitas ordens de magnitude. Adicionalmente, o problema da coincidéncia
cosmica [54] questiona por que as densidades de matéria e energia escura sao da mesma
ordem de grandeza precisamente na época atual, apesar de evoluirem de maneira distinta

ao longo da historia césmica.

Diante desse cenario, torna-se relevante considerar abordagens que minimizem a de-
pendéncia de hipoteses dinamicas especificas sobre o contetido energético do Universo.
Nesse contexto, a cosmografia surge como uma alternativa metodologica fundamentada

apenas na validade do principio cosmologico e na expansao em série do fator de escala em
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torno da época atual. Em vez de assumir explicitamente um modelo como o ACDM ou
extensoes |55], a cosmografia descreve os observaveis cosmologicos diretamente em termos
de parametros cineméaticos. Essa abordagem permite testar a consisténcia do modelo pa-
drao de maneira mais agnostica, reduzindo o viés associado a escolha prévia de um cenario
dindmico e oferecendo uma ferramenta complementar para investigar possiveis desvios em

relacao ao ACDM. Essa formalizagao sera desenvolvida em detalhe na proxima secao.

2.7 Cosmografia

Weinberg, em 1972, é frequentemente citado como o primeiro a empregar o termo
Cosmografia para se referir ao estudo puramente cinematico da expansao do Universo [17].
Nessa perspectiva, o objetivo central consiste em descrever o comportamento da expansao
cosmica a partir de quantidades observaveis, evitando a introdugao explicita de hipoteses
sobre a dinamica gravitacional ou sobre a composicao energética do cosmos. Décadas mais
tarde, Visser, em 2005, retomou e sistematizou essa abordagem, apresentando-a como uma
estratégia alternativa para investigar a expansao do Universo de maneira independente
de modelos cosmologicos especificos [18].

Em analogia & distingao entre cinematica e dinamica na mecanica cléssica, a cos-
mografia pode ser compreendida como o ramo da Cosmologia dedicado a descrigao do
movimento de expansao do Universo exclusivamente em termos de grandezas cinemati-
cas. Assim, sua formula¢ao nao depende da escolha de uma teoria gravitacional particular
nem da especificagao detalhada dos componentes energéticos do Universo, como matéria
escura ou energia escura. Em vez disso, a abordagem fundamenta-se apenas em principios
geométricos gerais.

Mais especificamente, a cosmografia assume a validade do principio cosmologico e
utiliza a métrica de Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker como estrutura geométrica
para descrever o espago-tempo. A partir dessas hipdteses minimas, torna-se possivel
caracterizar a expansao coésmica por meio de parametros cinematicos associados ao fator
de escala e as suas derivadas temporais. Dessa forma, a cosmografia é frequentemente
classificada como uma abordagem independente de modelo, pois nao parte de um cenario

dinamico especifico.

2.7.1 Abordagem via Série de Taylor

A metodologia central da cosmografia consiste em caracterizar a cinematica da expan-
sdo cosmica a partir de uma descrigdo puramente geométrica do fator de escala [18; 19].
Para isso, as quantidades cosmologicas relevantes sao expressas como expansoes em séries
de Taylor em torno da época presente. Esse procedimento permite relacionar diretamente

observaveis cosmologicos a parametros cinematicos avaliados no tempo atual, fornecendo
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uma descri¢ao sistemética da evolucao da expansao do Universo sem a necessidade de
assumir previamente um modelo cosmologico dindmico especifico.

O fator de escala a(t) pode ser expandido em torno do tempo presente ¢y, como
0

1 d"a

alt)= Y = —

®) 7;) n! dtn

Expandindo a Eq. (2.83) até sexta ordem e normalizando por a(ty), obtemos [18]

(t —to)", (2.83)

t=to

a(t) 1 da 1 1 d2a )
=1 — | (t—to) + 5~ | (E—t
alto) " alto) dtt( 0)+2!a(t0) dt2t< 0)
0 0
Iy s
3lalty) di* |, O Ala(ty) dtt t 0
0 0
1 1 d°a 1 1 dba
S| (t—t)" + | (E—10)P+ O((t—1)7).  (2.84
+5!a(to)dt5t( o) +6!a(to)dt6t( 0! +O((t=1t)7).  (284)
0 0

Para expressar essa expansao em termos de quantidades cineméticas observaveis,

introduz-se inicialmente o parametro de Hubble,

1 da
Ht) = —— 2.85
0= (285)
cujo valor atual é dado por
1 da
= — — 2.86
" alto) dt|, (2.86)

De forma andloga, definem-se os parametros cosmograficos de ordem superior como

combinagoes adimensionais das derivadas sucessivas do fator de escala:

1 [1d%a , 1 [(1d% 1 [1d

= —— _— = — _— S = — _—_—
©TTm \aar )|, T I \add 0T \Gan
l 1 [1d°a 1 [/1dSa
O HY \adtb ’ O HE \ a dif

Os parametros qo, jo, So, lo € mo sao conhecidos, respectivamente, como parametros de

)
t=to

t=to

(2.87)

t=to t=to

desaceleracao (deceleration), jerk, snap, lerk e crackle |56]. Tais quantidades fornecem
uma descricao puramente cineméatica da expansao césmica, pois sao construidas a partir

das derivadas sucessivas do fator de escala em relagao ao tempo, avaliadas na época atual.
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Podemos avaliar as expressoes de (2.87) em t = t;, obtendo

1 d?a 1 da 1 d*a
T = g H? — 0| = H3 0 = s H?
alty) iy, 70 alto) ddly, 707 alty) ditly, OO
1 d°a 1 dba
— | =1 H — | = moHS. 2.88

Substituindo essas relagoes na expansao de Taylor e fatorando poténcias de Hy(t —tg),

chega-se & expansao cosmogréafica usual [19]

S H(t— ) — %qo[Ho(t )P éjo[Ho(t )

a(to)
+ 2—1480[H0(75 —to)]* + Elolo[HO(t — )]
1 6 7
+ mgmolHo(t = 10)]° + O((t = 10)"). (2.89)

Os parametros cosmograficos permitem caracterizar a evolucao da taxa de expansao
sem a necessidade de assumir um modelo dindmico especifico. Em particular, gy indica
o regime de aceleragao da expansao, enquanto j, quantifica a variacao temporal dessa
aceleracao. Os termos de ordem superior, como Sy, ly € mg, capturam corregoes progres-
sivamente mais sutis, refinando a descrigao do comportamento cosmolégico.

Um aspecto notavel surge no contexto do modelo padrao ACDM, no qual o parametro
jerk é constante e igual & unidade [18; 19]. Para demonstrar esse resultado, reescrevemos

j em termos do parametro de Hubble, partindo de

1 da
= ——. 2.
aH3 dt3 (2.90)
A partir de H = a/a, seguem as relagoes
a : 9
- =H+ H”, (2.91)
a
e ey
S +3HH+ B, (2.92)
a
o que implica ) '
. H H
I= 1 + 3@ + 1. (2.93)

No caso de um Universo plano descrito pelo modelo ACDM, e desprezando a contribu-
icao da radiacao na época atual, a equacao para o parametro de Hubble pode ser escrita

como

H*(a) = Hf [Qmoa™ + Qu]. (2.94)
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Derivando em relacao ao tempo e utilizando a = aH, obtém-se

: 3

H = —§HngOG_3, (2.95)
e, por derivacao adicional,

. 9

H = §H§Qmoa‘3H. (2.96)

Substituindo esses resultados em (2.93), segue

9 HRua 9 H3Qa

S St L (2.97)

onde ocorre o cancelamento exato dos termos dependentes de a, resultando em j = 1.
Esse resultado mostra que, no modelo ACDM, o parametro jerk é identicamente unitario
em qualquer época cosmica. Assim, desvios observacionais em relagao a jo = 1 podem ser
interpretados como indicios de fisica além do modelo padrao.

E de interesse definir funcoes de distancia relevantes em cosmologia. Em particular,
para a analise desenvolvida neste trabalho, é conveniente expressar a distancia de lumi-
nosidade dr,(z) em termos dos pardmetros cosmograficos.

Seguindo os passos de [18], partimos da definigao da distancia fisica D percorrida por
um féton emitido no tempo t, e observado na época atual t,. Essa distancia pode ser
escrita como "

D:cfcﬁ:d%—ky (2.98)
te

onde a diferenca At = ty — t. é denominada lookback time. No que segue adotaremos

unidades naturais (¢ = 1), de modo que
D=ty—t.. (2.99)

A relagao entre redshift e fator de escala pode entao ser escrita como

a(te) _ alte) _ alk) ' (2.100)

L= 00 = alto— AD ~ alty — D)

Expandindo essa expressao em série de Taylor em torno do tempo presente #(, e man-

tendo termos até quarta ordem em HyD, obtemos

a(ty) 24 G0 1292, 61+ G0) +Jo 733
——% _ _ 1+ H,D HyD* + ——~———HyD
CL(tO — D) o N ’ ’ 6 i
o4 . 2
N 50 + 8jo + 36q0 + 6¢; HAD* + (’)[(HOD)s] ] (2.101)

24
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Utilizando a relacao acima, podemos escrever o redshift como uma expansao em fungao

da distancia fisica

2 1 ;
AD) = HoD + 2122 + WHS)DB
24 — ' 2
+ S0 + 8];44— 3640 + 6y H§D4 4 (’)[(HOD)5] ' (2.102)

A reversao dessa série de poténcia, que permite converter z(D) — D(z), resulta em

2 .
D(z):HiO{l—(lJr%)er<1+q0+q2—0—%0>z2

3 5 1. 5 . 8o
— |1+ Zqo(1 —q2 = =jo — —qojo — — | 2° Ht. 2.1
[ + 500(1+d0) + do = 50 = 5doo 24] 2+ 0(z )} (2.103)
De forma anéloga a distancia fisica, podemos introduzir a distancia de luminosidade.
Considere um féton emitido na coordenada radial » = 0 no tempo t. e observado na
coordenada r = ry no tempo ty5. Nesse caso, a distancia de luminosidade pode ser escrita
como (D)
7o ap
dr(D) = alt = D)). 2.104
L( ) CL( 0) a(te) a(to — D) ((LOTO( )) ( )

A coordenada radial percorrida depende da curvatura espacial k e é dada por

( to dt
sin <J —) , k=41,
to—D a’(t)

to gt
4@ k=0, 2.105
L_D a0 (2.105)

to
sinh(J i) ., k=-1.
\ to—D a’(t)

Observagoes cosmologicas atuais indicam que o Universo é espacialmente plano, o que

To(D)

I
A

permite assumir k£ ~ 0 como boa aproximagao [29]. Dessa forma,

o dt D 1 2+
7'0(D) = f —_— = —{1 + —H()D + l qo] (H()D)2
t

o_p a(t) ap 2 6

6(1 + qo) + j
+l( %) + Jo

o1 ] (HoD)* + O[(HoD)*] } (2.106)
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Substituindo essa expressao em (2.104), obtemos

d, (D) = D{l + g(HOD) + % [11 + dgo] (HoD)?

+ 2_14 [40 + 40q0 + 5jo] (HoD)* + O[(HoD)"| } (2.107)

Finalmente, substituindo (2.103) na expansdo acima, encontramos a expressao da

distancia de luminosidade em funcao do redshift

1 1 1 .
dp(z) = FO{Z + 5(1 —qo)2* — 5 [1 —qo — 3q3 + ]0] 23
1
+ 55 [2 — 2q0 — 15¢5 — 15g5 + 5j0 + 10gojo + so] 2* + 0(25)}. (2.108)

A obtencao de expansoes para ordens mais altas torna-se algebraicamente trabalhosa.
Nesse caso, é comum recorrer a softwares de algebra simbolica, como Maple. A expressao
da distancia de luminosidade em ordens superiores, incluindo paradmetros cosmograficos

adicionais como lerk e crackle, podem ser encontradas em [56]. Esta é dada por

6 6 6 2
n (1 5Jo Qo +5jOQO 5¢5  5qp 50)24

1 ' 2
dp(z) =— [z + =(1 — qo)2* + (—— _Jo b q_0> 23

22 12 1 8 Y

L 9 j3 lo o 1ljogo  27¢5  Tjoqd

20 40 ' 12 20 12 40 8

11¢8  7qs  1lso  qoso \ 5
T3t "0 8 )°

+<1+z@_wﬁ+g@+wm @ . 13jots  Tidao

30 30 72 720 720 30 9 18
Tloao _ Ta , 133joas 13¢5 | Tjods _ 1334y
240 10 48 6 4 48
21qg’ 13s9g  Tj0s0  19qopso 7q830 6 .
6 + 90 i + 18 + TRk + Oz . (2.109)

Embora essa abordagem apresente diversas vantagens conceituais e seja amplamente
utilizada em cosmologia observacional, a expansao em série de Taylor em redshift possui
um problema fundamental de convergéncia [19]. A relagao entre redshift e fator de escala
pode ser expandida em torno da época presente utilizando os parametros cosmograficos,

porém essa expansao apresenta um polo em z = —1, que corresponde fisicamente ao limite
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em que o fator de escala diverge (a — o0), isto é, a um estado futuro do Universo. Do
ponto de vista matematico, pela teoria de funcoes de variavel complexa, o raio de conver-
géncia de uma série de poténcias é determinado pela distancia até a singularidade mais
proxima no plano complexo. Como a singularidade ocorre em z = —1, o raio de conver-
géncia da expansao em redshift é, no maximo, |z| = 1 (ver Fig. 2.6). Consequentemente,
expansoes em série de Taylor em torno de z = 0 tendem a apresentar mau comportamento
ou até mesmo deixar de convergir para z > 1, regiao na qual o Universo possuia menos
da metade de seu tamanho atual. Esse fato limita a utilidade da expansao tradicional de
dr(z) quando aplicada a dados observacionais de alto redshift.

Para contornar essa limitagao, diversas parametrizagoes alternativas foram propostas
na literatura, incluindo mudangas de variavel de redshift [19; 57| e o uso de aproximagoes
racionais [58|. Entre estas, destacam-se as aproximagoes de Padé [20; 21; 59], que frequen-
temente apresentam melhores propriedades de convergéncia e estabilidade em intervalos

mais amplos de redshift.

Complex z plane

radius of convergence

Figura 2.6: Comportamento do fator de escala a em fungao do redshift z e representacao
do raio de convergéncia da série de Taylor. Adaptado de The Hubble Series: Conver-
gence Properties and Redshift Variables, de Céline Cattoén e Matt Visser (2007), ar-
Xiv:0710.1887.

2.7.2 Abordagem via Polinémios de Padé

Consideremos a expansao em série de Taylor de uma fungdo f(x) em torno de = = 0,

fle) = fua™ (2.110)

Os aproximantes de Padé associados a essa expansao sao fungoes racionais, isto é, razoes
entre dois polindmios, construidas de modo a reproduzir a série de Taylor até uma ordem

finita. Diferentemente de uma expansao polinomial truncada, tais aproximantes frequen-
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temente apresentam melhor comportamento de convergéncia, especialmente em regioes
onde a série de Taylor nao converge adequadamente.

Um aproximante de Padé de ordem (n, m) é caracterizado por dois inteiros nao negati-
vos n e m, que correspondem, respectivamente, aos graus do numerador e do denominador.

Explicitamente, ele é definido por [60] como

Fu(x)
Pom(x) = : 2.111
onde
Po(z) = po + p1o + po® + - + pua”, (2.112)
e
Qm(r) =1+ @ + qoa® + -+ + ga™. (2.113)
A escolha ¢y = 1 é uma normalizacao convencional que garante a unicidade do apro-

ximante, evitando uma degenerescéncia trivial associada a multiplicacao simultanea de
numerador e denominador por uma constante.

Os cocficientes p; e ¢g; sao determinados a partir dos coeficientes f,, da expansao de
Taylor, impondo-se que o aproximante de Padé reproduza a funcao original até a ordem

n 4+ m [61]. Essa condigao é expressa por

P,(x)
Qm ()

= f(x) + O(2™™*), (2.114)
Multiplicando ambos os lados por @,,(x), obtemos

Po(z) = f(2) Qum(z) + O(z" ™), (2.115)
Substituindo as expansoes em série,

f(@) = fo+ frx + for? + -, (2.116)

Qm(z) =1+ qz + g’ + - + gua™, (2.117)

segue que
Pyz) = (fo+ fiz+ for® + ) (1 + @z + @2® + -+ + ¢nz™) + Oz, (2.118)

o que fornece, ao comparar coeficientes de mesma ordem em x, um sistema de equacoes
algébricas que determina univocamente os coeficientes p; e g;.
A construgao apresentada acima é geral e pode ser aplicada diretamente a quantidades

cosmologicas de interesse. Em particular, consideremos a expansao em série de Taylor
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da distancia de luminosidade d(z) em torno de baixos redshifts |21; 56|, conforme a
Eq. (2.108). Para ilustrar o procedimento, construiremos explicitamente o aproximante
de Padé mais simples, porém nao trivial, P ;.

Truncando a expansao de dy(z) até segunda ordem em z, temos
1 2
dp(z) = 2+ 5(1 —qo)z°. (2.119)

A escolha de truncar a expansao de dy(z) até segunda ordem nao ¢ arbitréria, estando
diretamente relacionada & ordem do aproximante de Padé considerado. De fato, um
aproximante P, ,, ¢ construido de modo a reproduzir a expansao em série de Taylor da
funcao original até a ordem n + m. No caso especifico de P, ;, temos n +m = 2, o que
implica que a correspondéncia com a série de Taylor deve ser garantida até termos de
ordem 22

O aproximante de Padé P, ; é escrito como

ag + a1z

Plyl(Z) - 1 + blz '

(2.120)

Para determinar os coeficientes ag, a; e by, impomos que a expansao em série de Taylor
de P;1(z) coincida com a de dp(z) até ordem 22.

Expandindo o denominador,

1
=1- 222 3 2.121
1702 biz + biz" + O(z°), ( )
segue que
Pii(2) = (ag + a12)(1 — bz + b122) + O(2%). (2.122)
Efetuando o produto, obtemos
Pi1(2) = ag + (a; — aghy)z + (agh — a1by)z* + O(2%). (2.123)

Comparando termo a termo com a expansao de dy(z), obtemos o sistema
ag = 0, (2.124)
ay — aobl = 1, (2125)

aob% — Cllbl = —(]. — qO) (2126)
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A partir da primeira equagao, segue imediatamente ag = 0, o que simplifica as demais

relagbes. Assim,

a; =1, (2.127)
1
—(lel = 5(1 — (]0), (2128)
de onde resulta )
b = —5(1 = qo)- (2.129)

Substituindo os coeficientes encontrados na expressao de Py 1(z), obtemos

z

P, = . 2.130
Equivalentemente, pode—se reescrever essa expresszio na forma
2z
P = 2.131
1,1(2) 5 _ (1 — q0)27 ( )

o que explicita a estrutura racional do aproximante.

O mesmo procedimento pode ser aplicado a aproximantes de ordem mais elevada,
como Ppq, Py e P3s. A escolha desses casos especificos segue a abordagem adotada
em [21], que serd utilizada como base metodolégica ao longo deste trabalho. Em
particular, tais aproximantes representam um compromisso entre complexidade algébrica
e ganho de convergéncia, sendo suficientemente ricos para capturar corregoes de ordem
superior, sem introduzir um nimero excessivo de parametros livres.

Entretanto, a determinagao explicita desses aproximantes envolve manipulacoes
algébricas extensas e pouco elucidativas do ponto de vista fisico. Por essa razao, optamos
por apresentar diretamente suas expressoes finais, obtidas com o auxilio do software

Maple e também disponiveis na literatura [21].

1 [z (6(=1+qo) + (=5 — 2jo + qo(8 + 3%))2)] 7 (2.132)

P =
5,1(2) H, —2(3+ 2+ Joz) + 2q0(3 + =z + 3qo2)

1
Pyo(2) = T (62(10 + 92 — 6g32 + soz — 243 (3 + 72) — qo(16 + 192) + jo(4 + (9 + 640)2))
0

/(60 + 24z + 659z — 227 + 45227 — 9g52% — 3502% + 6q52(—9 + 42)
+q5(—36 — 114z + 192%) + jo(24 + 6(7 + 8qo)z + (—7 — 23qo + 6q5)2?)
+0(—96 — 362 + (4 + 350)2?))) . (2.133)
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1
Pso(2) = o (z( — 120 — 1808 — 1562 — 36lpz — 426502 — 402% + 80552* — 30lp2* — 135¢5 2>

— 210s92% + 15s552% — 270g02(3 + 42) + 9¢5(—60 + 50z + 632%)
+ 245 (720 + 17672 + 8872%) + 355 (80 + 20(13 + 2g9)z + (177 + 40gy — 60q3)z*)
+ 645 (190 + 5(67 + 9s0)z + (125 + 3ly + 58s9)2z?)
— 640 (s0(—30 4 4z + 172%) — 2(20 + (31 + 3lp)z + (9 + 41p)2?))
+6jo( — 70 + (=127 + 10s0)z + 45q52° + (—47 — 2ly + 13s0)2>
+ 5¢52(30 + 412) — 3¢3(—20 + 75z + 692?)
+ 2go(—115 — 2742 + (—136 + 580)z2))>/
(3( 40 — 605 — 322 — 120yz — 112592 — 422 + 40322 — 4l2? — 135027

— 24502% + 5sg2? — 305 2(12 + 52) + 3¢5 (—60 + 160z + 712%)

+ 75 (80 + 20(11 + 4go)z + (57 + 20go — 4043)2°)

+ 65 (80 + 1882 + (44 + 5sg)2?)

+ 245 (190 + 20(13 + 3s9)z + (46 + 61y + 2150)27)

+4q0(20 + (16 + 3lp)z + (2 4 lp)2* + so(15 — 172 — 927))

+2jo(— 70 4+ 2(—46 + 5s9)z + 90gy2* + (—16 — 2y + 3sp)2>
+ 15¢52(12 4 52) + ¢3(60 — 3702 — 1412%)

+ 20(—115 — 2342 + 2(—26 + 550)22))))> .

(2.134)
Neste capitulo, exploramos os principais fundamentos da cosmologia, abrangendo
desde a compreensao da estrutura e da evolugao do Universo até a formulagao do mo-
delo cosmologico padrao ACDM. Discutimos também abordagens alternativas que buscam
contornar algumas de suas limitagoes, como é o caso da cosmografia, que fornece uma des-
cricao puramente cinemética da expansao cosmica.
Na sequéncia, apresentaremos o principal observavel cosmolégico considerado neste
trabalho. Em particular, exploraremos como as Ondas Gravitacionais podem ser utiliza-
das como sondas cosmologicas, sendo combinadas com as técnicas descritas anteriormente

para a extragao de informagoes sobre a dindmica da expansao do Universo.
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Capitulo 3
Ondas Gravitacionais

O desenvolvimento recente da cosmologia observacional tem sido acompanhado pela
introducao de novas ferramentas capazes de testar modelos teéricos com maior precisao.
Entre essas ferramentas, as ondas gravitacionais destacam-se como um observével fun-
damental para o estudo do Universo. Diferentemente da radiagao eletromagnética, que
pode sofrer processos de absor¢ao ou espalhamento ao interagir com a matéria, as ondas
gravitacionais propagam-se praticamente sem sofrer atenuacao.

No contexto da Relatividade Geral, a existéncia de ondas gravitacionais surge natu-
ralmente quando se analisam pequenas perturbagoes na geometria do espaco-tempo. Esse
procedimento é conhecido como gravitagao linearizada [36]. Nesse regime, considera-se
que a métrica do espago-tempo pode ser descrita como uma pequena perturbacao em
torno de uma geometria de fundo aproximadamente plana. A andlise dessas perturbagoes
mostra que elas se propagam como ondas que viajam a velocidade da luz, em concordéancia
com as previsoes fundamentais da teoria.

No inicio deste capitulo, apresentamos a formulagao da gravitacao linearizada, se-
guindo as derivagoes desenvolvidas em [17; 36; 62], e mostramos como as equagoes de
campo de Einstein admitem solucoes ondulatérias. Essa construcao teérica estabelece a
base para a compreensao das ondas gravitacionais e de suas propriedades fisicas, além de

fornecer o fundamento necessario para suas aplicagoes em cosmologia observacional.

3.1 Gravitacao Linearizada

Considere um espaco-tempo cuja métrica g,,, apresenta apenas pequenas diferencas em
relacao a métrica de Minkowski 7,,,. Nessa situacao, é conveniente representar a métrica

como a soma da métrica plana com uma pequena perturbagao,

G = Nuv + €hy, (3.1)

39
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onde hy, descreve a perturbacao da métrica e € ¢ um parametro adimensional tal que
le| « 1. Ao trabalhar nesse regime perturbativo, consideram-se apenas termos até primeira
ordem em ¢, desprezando contribuicoes de ordem €* ou superior.

O objetivo principal desta se¢ao ¢ determinar a forma das equagoes de campo de
Einstein quando a métrica apresenta esse tipo de perturbagao. Para isso, é necessario
inicialmente obter a expressao correspondente para a métrica inversa. Supondo uma

expansao da forma
g =" + ekH, (3.2)

podemos utilizar a relagao
Gusg”" =0, (3-3)

ara determinar a conexao entre as perturbacoes h,, e k*Y. Substituindo as expansoes
)

perturbativas na expressao acima, obtemos

guagw = (mw + Ehua)(nmj + Ekal’)' (3-4)

Mantendo apenas termos lineares em ¢, segue que

G = Ny + €l (3.5)
g = — e, (3.6)

o
ny

Essas expressoes permitem calcular as conexoes de Christoffel I'? = definidas pela equagao

(2.4). A partir dessas conexdes pode-se determinar o tensor de Riemann associado &
métrica perturbada. Considerando apenas termos de primeira ordem na perturbacao,
obtém-se )

Rf,, = 5677”“(6“00/7”,, — 0yOshay — 0uOahoy + 0y0ahoy,). (3.7)
O tensor de Ricci pode ser obtido contraindo-se o tensor de Riemann de acordo com a

relagao (2.5). Esse procedimento conduz a expressao
Ry, = %e(@ué’ghﬁ — 0" 0yhye — 0,05hY, + 0, 0shy). (3.8)
Introduzindo o operador d’Alembertiano definido por
O =n"0,0, = 0,0", (3.9)
e definindo o trago da perturbacgao

h=h= 1", (3.10)
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podemos reescrever o tensor de Ricci na forma
R,y — %6(@0(,/15 - 0,0uh — Dlhyy — 0,0, h). (3.11)
A contragao do tensor de Ricci fornece o escalar de Ricci,
R = €(0,0,h" —[h). (3.12)

Com essas quantidades é possivel calcular o tensor de Einstein definido pela equacao
(2.7). Substituindo as expressoes obtidas para a métrica perturbada, o tensor de Ricci e

o escalar de Ricci, encontra-se
G = %e(&o‘éuha,, + 0%0yhya — Ohyw — 0,0,h — nwé’a&ﬁhag + NwlJh). (3.13)

Uma forma conveniente de simplificar essa expressao consiste em introduzir a perturbagao

de trago reverso,

- 1

h;w = h;uz - §7hwh7 (314)
- 1

h’l“’ = hwj + 57];“/}1. (315)

Com essa defini¢ao, o tensor de Einstein pode ser escrito como
1 an 7, an 7, an 7 a 371
G = 56(@ Ophay + 0%0,hye — 0% 0ty — 10,0 65ha5). (3.16)

Para analisar as propriedades dessas perturbagoes, consideramos agora uma transforma-
¢ao de calibre da forma
ot — =t + et (3.17)

Essa transformacao corresponde a uma mudanca infinitesimal de coordenadas e implica

que a perturbagao métrica se transforma segundo
Py = Ny = Ty — 2&(10)- (3.18)

Uma escolha particularmente ttil consiste em impor a condi¢ao de calibre harmonico,

também conhecida como calibre de Lorentz [36],
O hyy = 0. (3.19)
Sob uma transformacao de calibre, essa condi¢ao transforma-se como

"R, = 0"y, — 6y (3.20)



42 CAPITULO 3. ONDAS GRAVITACIONAIS

Escolhendo a fungao £* de modo que
K = "By, (3.21)

a condicao de calibre pode ser satisfeita, o que simplifica significativamente as equacoes

de campo. Nesse caso obtém-se

1 -

§€Dhuv = —KT ). (3.22)
No vacuo, onde T}, = 0, a equagao acima reduz-se a

Essa expressao corresponde & equacao de onda relativistica para as perturbagoes da
métrica. Portanto, as perturbagoes gravitacionais propagam-se na forma de ondas no

espago-tempo. Reescrevendo essa equacao em termos de hy,,, obtemos

= 1 1
Ch,, =0 (hW — inuyh) = Ohyw — 57]#,,Dh = 0. (3.24)

Multiplicando essa expressao por n** resulta

Como o operador d’Alembertiano envolve explicitamente a constante ¢, conclui-se que
essas perturbagoes propagam-se a velocidade da luz. Assim, as interagoes gravitacio-
nais podem manifestar-se na forma de ondas que se propagam com velocidade c. Essas
perturbagoes ondulatérias da geometria do espago-tempo sao denominadas ondas gravi-
tacionais [36; 62|. Tais ondas sdo geradas por sistemas astrofisicos altamente energéticos
e acelerados, como a coalescéncia de buracos negros binérios, fusdes de estrelas de néu-
trons e até mesmo processos associados ao Universo primordial. Nesse contexto, além de
fornecerem informagoes sobre suas fontes, as ondas gravitacionais também podem ser ex-
ploradas como um observavel independente na Cosmologia, abrindo novas possibilidades

para a investigagao das propriedades e da dinamica do Universo em larga escala.

3.2 Ondas Gravitacionais em Cosmologia

Em 1986, Schutz demonstrou que a constante de Hubble Hy pode ser inferida a par-
tir de observagoes de ondas gravitacionais [9]. A ideia central é que o sinal emitido por
sistemas binarios compactos contém informagao suficiente para determinar diretamente

a distancia de luminosidade até a fonte, sem a necessidade de recorrer a cosmic distance
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ladder, isto é, ao método tradicional baseado em uma sequéncia de calibragoes sucessi-
vas entre diferentes indicadores de distancia astronomica. Este feito é possivel porque a
amplitude da onda gravitacional decai com a distancia, enquanto a evolucao temporal da
fase (o chamado chirp) codifica propriedades intrinsecas do sistema, como as massas e a
dinamica orbital.

Além disso, estimativas iniciais indicaram que um nimero relativamente pequeno de
detecgoes, da ordem de O(10) eventos a distancias tipicas de ~ 100 Mpc, ja permitiria
determinar Hy com precisdao de poucos por cento [9]. Esse resultado evidencia o grande
potencial das ondas gravitacionais como ferramenta cosmolédgica independente e comple-
mentar aos métodos tradicionais. A confirmagao experimental dessa proposta tornou-se
possivel com a deteccao direta de ondas gravitacionais, abrindo uma nova janela obser-
vacional para o estudo do Universo. Nesse contexto, fontes de ondas gravitacionais que
permitem a determinacao direta da distancia de luminosidade passaram a ser interpreta-

das como anélogas as velas padrao, sendo denominadas sirenes padrao.

3.2.1 Ondas Gravitacionais como Sirenes Padrao

Supernovas do tipo la sdo amplamente utilizadas como velas padronizéaveis (stan-
dardizable candles), pois sua luminosidade intrinseca pode ser calibrada, permitindo a
determinagao da distancia de luminosidade a partir do fluxo observado [63]. No contexto
das ondas gravitacionais, sinais provenientes de sistemas binarios compactos também car-
regam informacao direta sobre a distancia até a fonte, sem a necessidade de calibragao
empirica externa [1; 13; 64]. Essa propriedade decorre da forma como a amplitude e a fase
do sinal dependem dos parametros fisicos do sistema e da sua distancia. A demonstragao
explicita desse resultado sera apresentada ao longo desta subsecao.

Os detectores de ondas gravitacionais sao interferometros a laser, tipicamente compos-
tos por bragos perpendiculares ou triangulares, nos quais se mede o strain h(t), definido
como a deformacao relativa do espaco-tempo induzida pela passagem da onda gravita-
cional [62]. O sinal observado pode ser expresso como uma combinagao linear das duas

polarizacoes independentes da onda,

h(t) = F+(9, ¢7 1/}) h-l—(t) + F>< (07 ¢7 1/]) hx (t)a (326)

onde F; e F, sao as fungoes padrao de antena do detector, que dependem da posicao da
fonte no céu, descrita pelos angulos (6, ¢), do dngulo de polarizacao ¢ e da geometria do
equipamento.

Seguindo as derivagoes apresentadas em [62; 65; 66|, consideramos, no dominio de Fou-
rier, a aproximacao quadrupolar para sistemas binarios em 6rbitas circulares, juntamente
com a aproximacgao de fase estacionaria. Desprezando os efeitos de spin e mantendo

apenas o termo dominante da expansao poés-newtoniana, as duas polarizagoes da onda
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gravitacional podem ser escritas como

2
7 L Cos™t wiran

o) = Al M)
ho(f) = A(f,/\/l)cosaei(%Jrq’(f’M)), (3.27)

onde ¢ é o angulo de inclinagao do sistema binario. A fase do sinal é dada por

m 3 [(rGM\ P 1
‘If(f;M)—QTfft—Z—QSC'Fl—zS( 3 > m, (328)
enquanto a amplitude assume a forma
1 5 (GM)S 1
A(f, M) = d_p I AR i (3.29)

Nas equacoes acima, [ ¢ a frequéncia da onda gravitacional, d, representa a distancia

fisica até a fonte e M é a massa de chirp, definida por

(m1m2)3/5

(m1 + m2)1/5 ’

M = (3.30)
Essa combinagao especifica das massas individuais (m; e my) governa a evolugao da fase
do sinal e é, portanto, determinada com alta precisao a partir do chirp. Em contrapar-
tida, a distancia esta diretamente associada a normalizagao da amplitude, evidenciando
a separagao entre parametros intrinsecos e extrinsecos do sistema.

Ao considerar fontes a distancias cosmolédgicas, torna-se necessario incorporar os efeitos
do redshift devido a expansao do Universo. Para isso, distinguimos quantidades medidas
no referencial da fonte, indicadas pelo subscrito s, e quantidades medidas no referencial
do detector, indicadas pelo subscrito d. Além disso, definimos a massa de chirp observada

CcOo1mo

My = (1+2)M,, (3.31)

de modo que o efeito cosmolégico sobre as massas possa ser absorvido nas quantidades
inferidas diretamente pelo detector. O tempo e a frequéncia transformam-se segundo
fs

ty= (1 t,, = . 3.32
o= (L4t fa= (332

Consequentemente, o sinal temporal observado no detector relaciona-se com o sinal na

fonte por

hd(td)=h5( e ) (3.33)

1+ 2
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Aplicando a transformada de Fourier no referencial do detector, obtemos
Fulha(ta)] = Fo [ he [ 2
alha(ta)] = Fa | s { 377
(1 + 2) Fslhs(ts)] (fd(l + z))
= (14 2) hy(fa(1 + 2)). (3.34)

A relagao obtida na Eq. (3.34) mostra que o sinal observado no detector corresponde ao
sinal emitido na fonte avaliado em frequéncias da fonte dadas por f; = (1 + 2) f4, acom-
panhado de um fator global (1 + z) proveniente da transformacao da variavel temporal.
Assim, para um mesmo valor de frequéncia emitida, a frequéncia observada é deslocada
para valores menores por um fator (1 4+ z). Em particular, para valores elevados de z, o
espectro observado tende a se concentrar em frequéncias mais baixas, refletindo o alonga-
mento temporal causado pela expansao cosmica.

Podemos agora expandir explicitamente a Eq. (3.34). Comegando pelo termo de fase,
e assumindo que nao ha contribuicoes adicionais provenientes da amplitude, a fase do

sinal no detector pode ser escrita como

Ua(fa) = Vs (1 + 2)fa)- (3.35)

A partir dessa relagdo, basta substituir f; = (1 + 2)f; e lembrar que t; = t;/(1 + 2)

para reescrever a fase em termos das quantidades observadas. Dessa forma, a Eq. (3.28)

torna-se
™ 3 WGMd -5/ 1
\Ifd(fth Md) = 27detd - Z - ¢c + E8 ( 3 ) ?, (336)

onde My = (1 + z) M, é a massa de chirp observada. Esse resultado mostra que a fase

medida no detector mantém a mesma forma funcional daquela definida no referencial da

fonte, com a substituicao da massa de chirp intrinseca pela massa de chirp observada.
Procedendo de forma analoga para a amplitude, substituimos novamente f, = (1+2) fy

e reescrevemos a expressao em termos de My. Obtemos

1 5 (GMy)°¢ 1
dp(1+ 2) 2443 32 76

A(fa, Ma) = (3.37)



46 CAPITULO 3. ONDAS GRAVITACIONAIS

Utilizando a defini¢@o de distancia de luminosidade, dj, = d,(1+2), podemos reescrever

as polarizacoes diretamente em termos de quantidades observaveis no detector,

L5 (GMD)P T T4 o8t g
dy 2477 R g6 ) ’

1 5/6 1 o
T d 247?4/3 <jS\;1/§) 776 cos /(547U M), (3.39)
L
d

(3.38)

As expressoes acima evidenciam dois resultados fundamentais. Primeiramente, o sinal
observado mantém a mesma estrutura funcional daquele definido no referencial da fonte,
sendo as Unicas modificagoes a substituicao da distancia fisica pela distancia de lumino-
sidade e da massa de chirp intrinseca pela massa de chirp observada. Em segundo lugar,
o sinal fornece diretamente dois observéveis principais: a massa de chirp observada, de-
terminada com alta precisao a partir da evolugao da fase, e a distancia de luminosidade,
inferida a partir da amplitude do sinal.

No entanto, essas quantidades nao sao independentes do redshift. Existe uma degene-
rescéncia fundamental entre a massa intrinseca da fonte e o redshift, uma vez que apenas
a combinagao My = (1 + 2) M, é acessivel observacionalmente. Consequentemente, o
redshift da fonte nao pode ser determinado exclusivamente a partir do sinal de ondas
gravitacionais, sendo necessaria informagao adicional para sua determinacao.

Sistemas binérios compactos detectados por ondas gravitacionais constituem, por-
tanto, uma classe de fontes que permitem a medicao direta da distancia de luminosidade
a partir da emissao gravitacional. Por essa razao, tais fontes sao frequentemente denomi-
nadas standard sirens [13]. Diferentemente de fontes eletromagnéticas, ndo ¢ necessério
assumir uma luminosidade intrinseca ou realizar calibragoes externas, pois a normalizacao
do sinal é prevista diretamente pela teoria.

Em sintese, a utilizacao de ondas gravitacionais como sondas cosmologicas requer a
combinacao entre a distancia de luminosidade, obtida diretamente do sinal, e o redshift
da fonte. Enquanto a primeira é acessivel por meio da amplitude da onda gravitacional,
o redshift nao pode ser extraido do sinal de forma independente, o que motiva o desen-
volvimento de estratégias complementares para sua determinacao.

Uma possibilidade particularmente promissora para contornar essa limitagao consiste
na identificagao de uma contraparte eletromagnética associada ao evento de ondas gra-
vitacionais. A observagao simultdnea em miltiplos mensageiros permite, em principio,
acessar diretamente o redshift da fonte, estabelecendo a conexao necessaria entre as gran-
dezas observaveis. A seguir, discutiremos em detalhes como essa abordagem pode ser

implementada e suas implicagoes no contexto cosmolégico.
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3.2.2 Bright Sirens e Interferometros da 32 Geragao

Em 14 de setembro de 2015, ocorreu a primeira deteccao direta de ondas gravita-
cionais [2|. O sinal, denominado GW150914, foi observado pelos dois interferémetros
do LIGO, localizados em Hanford e Livingston, através de variagoes diferenciais no
comprimento de seus bragos, causadas pela passagem da onda. A fonte foi identificada
como a coalescéncia de um sistema binario de buracos negros com massas de aproxi-
madamente 36My e 29Mg, situado a uma distancia de cerca de 4107155 Mpc. Essa
observagao confirmou, na pratica, a proposta de Schutz de utilizar ondas gravitacionais
como standard sirens para inferéncia cosmoldgica. Entretanto, na auséncia de uma
contraparte eletromagnética, nao foi possivel determinar o redshift da fonte.

Atualmente, as detecgbes sao realizadas principalmente pela colaboragao
LIGO-Virgo-KAGRA (LVK) [6], que retne os interferometros Advanced LIGO (Estados
Unidos) [22], Advanced Virgo (Italia) [4] ¢ KAGRA (Japao) [5]. Esses detectores sao
interferometros a laser de grande escala, sensiveis a variagoes relativas de comprimento da
ordem de 102!, Em termos de desempenho, eles operam predominantemente na faixa de
frequéncias entre ~ 10 Hz e ~ 10® Hz, sendo mais sensiveis na regiao de ~ 100 Hz. Essa
janela espectral é ideal para a observagao de sistemas compactos em coalescéncia, como
binarias de buracos negros e estrelas de néutrons. Atualmente, o alcance tipico (horizon
distance) para binéarias de estrelas de néutrons é da ordem de ~ 200 Mpc, podendo
chegar a redshifts =z ~ 0.05-0.2 [67], enquanto sistemas de buracos negros mais massivos
podem ser detectados a distancias cosmolégicas maiores, ainda que sem identificagao
direta do redshift.

Um marco importante ocorreu em 17 de agosto de 2017 com a deteccao do evento
GW170817 [12], proveniente da fusdo de uma binéria de estrelas de néutrons. Diferente-
mente de eventos anteriores, esse sistema apresentou uma contraparte eletromagnética
observada em multiplos comprimentos de onda, incluindo o surto de raios gama GRB
170817A, detectado aproximadamente 1,7 segundos apoés o sinal gravitacional. A
identificagao da galdxia hospedeira, NGC 4993, possibilitou a determinacao direta do
redshift da fonte. Esse tipo de evento, no qual tanto a distancia de luminosidade quanto
o redshift sao conhecidos, ¢ denominado bright siren. Por outro lado, a maioria das
deteccoes atuais corresponde a dark sirens, nas quais nao ha contraparte eletromagnética
e, portanto, o redshift nao pode ser determinado diretamente. Até o momento, entre
centenas de eventos reportados pela colaboragao LVK, apenas GW170817 possui uma
medida robusta de redshift associada.

Essa limitagao observacional impoe um desafio significativo & cosmologia de ondas
gravitacionais. A auséncia de medidas diretas de redshift dificulta a construcao da
relacao distancia—redshift, fundamental para a inferéncia de paradmetros cosmolégicos.

Em consequéncia, métodos alternativos tém sido desenvolvidos, incluindo abordagens
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estatisticas para dark sirens, nas quais distribui¢oes de galaxias sao utilizadas para inferir
probabilisticamente o redshift das fontes [68; 69]. Ainda assim, tais métodos apresentam
incertezas consideravelmente maiores quando comparados aos casos de bright sirens.

Nesse contexto, a proxima geracao de detectores de ondas gravitacionais surge como
uma perspectiva promissora. O Einstein Telescope [7], um interferdbmetro subterraneo
de terceira geracao, devera operar com sensibilidade aproximadamente uma ordem de
magnitude superior a dos detectores atuais e com uma faixa de frequéncias estendida,
alcancando valores tao baixos quanto ~ 1 Hz. Essa melhoria permitira a deteccao de
sistemas binarios a redshifts elevados (z 2 2-5) [70], além de aumentar significativamente
a taxa de eventos envolvendo estrelas de néutrons, que sao candidatos naturais a bright
SITENS.

Complementarmente, o detector espacial DECIGO [8] serd sensivel a frequéncias
intermediarias, na faixa de ~ 0.1 Hz a ~ 10 Hz, preenchendo a lacuna entre detectores
terrestres e missoes como o LISA (Laser Interferometer Space Antenna) [71]. Essa
configuragao permitird a observacao antecipada da fase inspiral de binédrias compactas,
possibilitando previsoes precisas do tempo de coalescéncia e facilitando campanhas
coordenadas de observacao eletromagnética. Como resultado, espera-se um aumento
substancial no namero de eventos com identificacao de contraparte, ampliando o catalogo
de bright sirens [72].

Apesar dessas perspectivas, detectores de terceira geragao ainda estao em fase de
planejamento ou desenvolvimento, com operacao prevista apenas para as proximas
décadas. Dessa forma, a cosmologia baseada em ondas gravitacionais, no cenario atual,
depende fortemente de simulagbes realistas de catalogos futuros [14; 15; 72-74]. Em
particular, a geragao de populagoes simuladas de bright sirens desempenha um papel
central na avaliagao do potencial desses experimentos para a determinagao de parametros

cosmologicos. Esse sera o foco da proxima segao.

3.3 Simulacoes de Ondas Gravitacionais

Como discutido anteriormente, a principal limitacao no uso de ondas gravitacionais
como sondas cosmologicas reside na escassez de eventos com redshift diretamente deter-
minado. Até o momento, apenas o evento GW170817 possui essa informagao de forma
robusta, o que inviabiliza a obtengao de restri¢coes cosmologicas estatisticamente signifi-
cativas. Diante desse cenario, a simulacao de catélogos futuros de ondas gravitacionais
tem se consolidado como uma abordagem essencial para contornar essa limitagao obser-
vacional.

Nesse contexto, o foco deste trabalho recai sobre as bright sirens, uma vez que esses
eventos fornecem simultaneamente a distancia de luminosidade e o redshift, permitindo

a construcao direta da relacao distancia—redshift. A construcao de catélogos simulados
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desses eventos, no entanto, nao ¢ unica e depende de um conjunto de hipoteses fisicas
e instrumentais. Entre os principais fatores estao o tipo de sistema binario considerado,
que influencia diretamente a taxa de eventos e a probabilidade de emissao de contraparte
eletromagnética; a geometria do interferometro, que determina a resposta angular do de-
tector e sua capacidade de localizacao no céu; e, de forma crucial, a curva de sensibilidade
instrumental, que define a faixa de frequéncias acessivel e o alcance em distancia das de-
teccoes.

Todos esses aspectos desempenham um papel fundamental na construgao de simula-
¢oes realistas e serao tratados em detalhe nesta secao, onde serao estabelecidos os critérios

adotados para a geragao dos catéalogos de bright sirens utilizados neste trabalho.

3.3.1 Distribuicao das Fontes Simuladas

Neste trabalho, estamos interessados em simular detecgoes de bright sirens, em par-
ticular aquelas oriundas de binarias de estrelas de néutrons (BNS), que constituem as
fontes mais promissoras para a identificacao de contrapartes eletromagnéticas. A cons-
trucao de um catalogo simulado desses eventos requer a modelagem da distribuicao em
redshift das fontes coalescentes, a qual fornece uma descrigao estatistica de sua distri-
buigao cosmologica. Para sistemas binarios de origem estelar, essa distribui¢ao pode ser

escrita como

drd (2) R(2)

P(z)ec H)(1+2)

(3.40)

onde dg¢(z) é a distancia comoével, H(z) ¢ o parametro de Hubble, e o fator (1 + z)™!

leva em conta a dilatacao temporal entre o referencial da fonte e o observador. O termo
4rd%(2)/H(z) corresponde ao elemento de volume comoével por unidade de redshift, refle-
tindo o crescimento do volume acessivel com z [75].

A funcdo R(z) descreve a evolu¢ao da taxa de coalescéncia por unidade de volume
comovel e codifica a fisica astrofisica das fontes, estando diretamente relacionada a histo-
ria de formagao estelar e a distribuicao de tempos de atraso entre a formacao do sistema
binario e sua fusao. Neste trabalho, adotamos uma parametrizacao fenomenolégica am-

plamente utilizada na literatura [14; 15; 75-77|, dada por

1+22,  2<1,
R(z)=43(5-2), 1<z<5, (3.41)

4
0, z =5,

a qual reproduz, de forma simplificada, o crescimento da taxa de eventos em baixos
redshifts, acompanhando a evolucao da formagao estelar, seguido por um decaimento em
redshifts mais elevados, conforme ilustrado na Fig. 3.1.

Neste trabalho, consideramos trés configuracoes instrumentais: o Advanced LIGO,
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Figura 3.1: Funcao de densidade de probabilidade em redshift para a formacao de fontes
de ondas gravitacionais no contexto do modelo cosmolégico ACDM (Hy = 67.68 e Q,,, =
0.31), considerando eventos do tipo bright sirens.

representando a geracao atual de detectores terrestres, o Einstein Telescope e o detec-
tor espacial DECIGO. A inclusao do aLIGO permite estabelecer uma referéncia para
as capacidades observacionais atuais, enquanto o ET e o DECIGO representam avangos
significativos esperados para as proximas geragoes. Em particular, esses instrumentos
diferem substancialmente em sua sensibilidade, o que se reflete diretamente no alcance
observacional para binéarias de estrelas de néutrons.

Atualmente, o aLLIGO é capaz de detectar sistemas BNS até redshifts da ordem de
z ~ 0.1-0.2 [67; 78]. Em contraste, o Einstein Telescope, projetado como um interfero-
metro subterraneo de terceira geragao, deveré estender esse alcance para z ~ 2-3 [70; 79).
Por sua vez, o DECIGO, operando em ambiente espacial e beneficiando-se de niveis de ru-
ido significativamente reduzidos, apresenta o maior potencial observacional entre os trés,
podendo detectar tais sistemas até redshifts de z ~ 5 [80]. Essa hierarquia evidencia a
capacidade dos detectores de proxima geragao em sondar regioes cada vez mais profundas
do Universo.

Uma vez estabelecido o alcance observacional desses instrumentos, o passo seguinte
consiste em relacionar a distribuicao em redshift das fontes com o ntimero esperado de
eventos detectados. Do ponto de vista tedrico, a distribui¢ao em redshift (3.40) pode ser
normalizada a partir da taxa local de eventos, Ry = R(z = 0), permitindo a construgao
de uma taxa absoluta de detecgoes quando integrada sobre o volume comoével e o tempo

de observagao [81]. Nesse caso, a fun¢ao P(z) deixa de ser apenas proporcional e passa a
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fornecer diretamente o niimero esperado de eventos ao longo do redshift.

Entretanto, nesta pesquisa adotamos uma estratégia alternativa, na qual o nimero
total esperado de detecgoes, denotado por NN, é fixado a priori. Essa abordagem é parti-
cularmente conveniente para a metodologia empregada, pois permite trabalhar com catéa-
logos simulados de tamanho controlado, facilitando a anélise do impacto estatistico das
amostras. Assim, a distribuicao em redshift é utilizada exclusivamente como uma func¢ao
de probabilidade normalizada, responsavel por governar a amostragem dos eventos.

Os valores adotados para N, refletem tanto a sensibilidade dos detectores quanto
seus tempos tipicos de operagao. Para o Einstein Telescope, considerando uma mis-
sao de 3 anos, espera-se a deteccao de aproximadamente 10° eventos do tipo bright si-
rens [14; 70; 75]. No caso do DECIGO, projegoes indicam cerca de 10* detecgoes em um
intervalo de tempo semelhante [72; 80]. Ja para o Advanced LIGO, dada a auséncia de
estimativas consolidadas na literatura para bright sirens, adotamos uma abordagem con-
servadora, assumindo 10 eventos ao longo de uma década de operagao [82]. Dessa forma,
os cenarios considerados abrangem desde o regime atual, limitado por estatistica reduzida,
até o cenario futuro, no qual grandes catélogos permitirao inferéncias cosmologicas mais
precisas.

Com os cenarios observacionais devidamente estabelecidos, o préximo passo consiste
em incorporar, de forma explicita, os efeitos instrumentais no processo de simulagao. Em
particular, torna-se necessario modelar como as propriedades intrinsecas das fontes se
traduzem em sinais detectaveis, levando em conta a resposta dos interferdbmetros e suas

limitacoes experimentais.

3.3.2 Deteccao de Ondas Gravitacionais

Uma vez estabelecidas as propriedades fundamentais das fontes de ondas gravitacio-
nais, o passo seguinte consiste em modelar como esses sinais sao registrados por detectores
interferométricos. Para isso, é necessario levar em conta nao apenas as propriedades in-
trinsecas da fonte, mas também a resposta do detector, codificada nas fungoes de padrao
de antena F', e F\.

No dominio da frequéncia, o sinal é obtido a partir da transformada de Fourier do
strain temporal por meio da aproximagao de fase estacionaria (stationary phase appro-
zimation, SPA), vélida para sistemas binarios em regime de inspiral quase-circular [62].

Nesse formalismo, o sinal assume a forma
H(f) = Af0e0), (3.42)

onde W( f) representa a fase no dominio da frequéncia, contendo a informacao dinadmica do
sistema. Neste trabalho, a fase é calculada no contexto da expansao pés-newtoniana até

ordem 3.5PN. Dentro dessa aproximacao, efeitos de spin sao negligenciados, uma vez que
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contribuem de forma subdominante para sistemas nao rotantes ou com rotagao lenta [14].
Ja A corresponde & amplitude efetiva observada.

A amplitude pode ser escrita explicitamente como

1 5
A= E\/FJQF (1+ cos?e)® + 4F2 cos?. \/%W_w MBS, (3.43)

Embora os parametros envolvidos ja tenham sido definidos anteriormente, nesta se¢ao
serd necessario avalid-los numericamente, uma vez que a amplitude desempenha um pa-
pel central na determinagao da razao sinal-ruido e, consequentemente, na estimativa das
incertezas em dj,.

Assumimos uma distribuicao uniforme para as massas das estrelas de néutrons no
intervalo [1,2] Mg, em concordancia com a literatura [83]. Para cada sistema binario si-
mulado, as massas sao sorteadas dessa distribuigao, o redshift é obtido a partir de (3.40),
e a massa de chirp M, é entao calculada.

Outro parametro relevante em (3.43) é o angulo de inclinagao ¢, definido como o dngulo
entre o momento angular orbital do sistema binario e a linha de visada do observador.
Esse parametro determina a orientacao do sistema: ¢ = 0 (ou 7) corresponde a configura-
goes face-on (ou face-off ), enquanto ¢ = 7/2 descreve um sistema edge-on. Sua influéncia
manifesta-se diretamente na amplitude das polarizacoes da onda gravitacional, conforme
os fatores (1 + cos?1)/2 e cost. Assumimos ¢ € [0, 7], com distribuigao uniforme em cos ¢.

Os padroes de antena F, e F, descrevem a resposta angular do detector as duas
polariza¢oes da onda gravitacional. Em particular, sdo fungbes dos angulos (6, ¢), que
definem a posicao da fonte no referencial do detector, e do angulo de polarizacao v, que
determina a orientacao das polarizagoes no plano perpendicular a linha de visada.

Para cada detector considerado, utilizamos as expressoes dos padroes de antena dis-
poniveis na literatura [84—86]. No caso do aLIGO, um interferdometro com bragos perpen-

diculares, os padroes sao dados por

FJ(rl)(Q, b, ) = %(1 + cos? 6) cos 2¢ cos 2t — cos § sin 2¢ sin 29, (3.44)

Fil) 0, p,v) = %(1 + cos? 0) cos 2¢ sin 2¢) + cos f sin 2¢ cos 2. (3.45)

Para o Einstein Telescope, composto por trés interferébmetros em configuragao trian-

gular, os padroes para cada unidade ¢ = 1,2, 3 sao dados por

Fil)(e, 6, ) = \/73 %(1 + cos® ) cos(2¢) cos(2¢p) — cos O sin(2¢) sin(2¢) |, (3.46)
1) V3 [ 1 2 : . :
F.(0,0,1) = 5 5(1 + cos” 0) cos(2¢) sin(2¢)) + cos 0 sin(2¢) cos(2¢) |, (3.47)
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sendo os demais obtidos por rotagdes de 27/3 no angulo ¢,

FEL0,0,0) = FU (0,0 +21/3,0), FOL(0,6,0) = FU (0,6 + 4n/3,4).  (3.48)

) )

Para o detector espacial DECIGO, os padroes de antena de um dos interferémetros

sao dados por

FJ(FI)(G, O, ) = %(1 + cos? §) cos(2¢) cos(21)) — cos O sin(2¢) sin(2¢), (3.49)
Fil)(Q, ¢, ) = %(1 + cos? 6) cos(2¢) sin(2¢)) + cos @ sin(2¢) cos(27)), (3.50)

sendo o segundo interferémetro obtido por uma rotacao em ¢,

F&(0,0,0) = FLL(0,6 — 7/4,1). (3.51)

Para as nossas andlises, seguindo [83], os Angulos sdo amostrados de forma a garantir
isotropia: cosf € [—1,1], ¢ € [0,27] e ¢ € [0, 27], todos com distribuigdes uniformes.

A distancia de luminosidade em (3.43) é obtida a partir do redshift sorteado em (3.40).
No célculo da amplitude, desprezamos inicialmente as incertezas em d;, uma vez que as
fontes consideradas sao bright sirens. O valor de dy pode ser determinado assumindo
um modelo cosmolégico por meio de (2.81), ou alternativamente utilizando expansoes
cosmograficas, como as aproximacoes em série de Taylor ou Padé.

Uma vez determinadas a amplitude e a fase da forma de onda, o passo seguinte consiste
em avaliar se o strain detectado corresponde a um sinal astrofisico real ou se pode ser
atribuido a flutuagoes do ruido instrumental. Essa distin¢ao é quantificada por meio da
razao sinal-ruido (SNR, do inglés signal-to-noise ratio), que mede o quao forte é o sinal em
comparagao com o nivel de ruido do detector. Em termos simples, quanto maior a SNR,
maior a confianga de que o evento observado nao é uma flutuagao estatistica do ruido. Na
pratica, uma deteccao é reivindicada quando a SNR da rede excede um limiar tipico de p >
8, em concordancia com o critério adotado pelas colabora¢oes LIGO-Virgo-KAGRA [67].

Para uma rede composta por N interferometros independentes, a SNR combinada é

definida como

(3.52)

onde pV = /(H® HO) representa a SNR do i-ésimo detector. Essa expressio reflete
o fato de que diferentes interferdémetros observam o mesmo evento com sensibilidades e

orientacoes distintas, contribuindo de forma independente para a deteccao.
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O produto interno utilizado em (3.52) é definido como

(b =4 mex a(Nb*(f) +a*(b(f) _df (353)

min 2 Sh(f)7

onde a(f) e b(f) sdo as transformadas de Fourier das funcoes temporais a(t) e b(t), e
Sk(f) é a densidade espectral de poténcia (PSD) unilateral do ruido do detector. Esse
formalismo pondera o sinal pelo ruido em cada frequéncia, de modo que regioes onde o
detector é mais sensivel (menor Sy,(f)) contribuem mais significativamente para a SNR.
Os limites de integracao fii, € fimax S0 determinados pela banda de sensibilidade de cada
interferdmetro [83; 87].

No presente trabalho, tratamos explicitamente cada detector como uma rede com-
posta por seus interferémetros constituintes. Assim, para o Advanced LIGO consideramos
N = 2, correspondendo as unidades de Hanford e Livingston. Para o Einstein Telescope,
adotamos N = 3, refletindo sua configuragao triangular com trés interferémetros inde-
pendentes. Ja para o DECIGO, consideramos N = 2, de acordo com sua configuracao de
multiplos interferometros efetivos. Em todos os casos, a SNR total é obtida combinando
quadraticamente as contribui¢oes individuais conforme a Eq. (3.52).

As fungoes de PSD utilizadas para o Advanced LIGO e o Einstein Telescope sao obtidas
a partir da documentacao técnica oficial'?. Para o alLIGO, consideramos sua sensibilidade
de projeto conforme descrito em [67], enquanto para o ET adotamos a configuragao ET-
D [88]. A PSD do DECIGO ¢ implementada seguindo a parametrizagdo apresentada
em [72].

A Fig. 3.2 apresenta as curvas de sensibilidade dos detectores considerados neste
trabalho, permitindo visualizar diretamente as faixas de frequéncia nas quais cada instru-
mento opera de forma mais eficiente. Observa-se que o DECIGO atinge maior sensibili-
dade em baixas frequéncias, tipicamente abaixo de ~ 1 Hz, enquanto o Einstein Telescope
(ET-D) apresenta desempenho superior na faixa intermediaria, estendendo-se até algumas
centenas de Hz. Por sua vez, o Advanced LIGO é mais sensivel em frequéncias mais eleva-
das, da ordem de dezenas a milhares de Hz. A regiao sombreada na figura indica a faixa
tipica de frequéncias associada a evolucao de sistemas binarios compactos (BNS, NSBH
e BBH), onde a maior parte do sinal detectavel é acumulada durante a fase de inspiral
até o merger. Nota-se que essa faixa esta principalmente contida na banda de sensibili-
dade dos detectores terrestres, em particular do ET e do aLIGO, enquanto o DECIGO
é capaz de observar essas fontes em estagios mais iniciais da evolugao orbital, quando o
sistema ainda emite em frequéncias mais baixas. Consequentemente, detectores espaciais
como o DECIGO podem acompanhar a evolucao do sistema por tempos significativa-

mente mais longos, potencialmente anos antes da coalescéncia, ao passo que detectores

https://dcc.ligo.org/LIGO-T2000012/public
2https://www.et-gw.eu/index.php/etsensitivities
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Figura 3.2: Curvas de sensibilidade dos detectores DECIGO, Advanced LIGO e Einstein
Telescope na configuracao ET-D, representadas em termos do strain. A regiao sombreada
indica a faixa tipica de frequéncias associada a sistemas binarios compactos. Elaborado
pelo autor com o GWPlotter, ferramenta apresentada em Gravitational-wave Sensitivity
Curves, de Christopher J. Moore, Robert H. Cole e Christopher P. L. Berry (2015),
arXiv:1408.0740.

terrestres observam apenas as fases finais do inspiral e o merger. Essas diferencas refletem
as limitagoes fisicas e tecnologicas de cada detector e sao fundamentais na definicao dos
limites de integragdo do produto interno em Eq. (3.52), uma vez que determinam quais
regioes do espectro contribuem de maneira dominante para a razao sinal-ruido.

Apés a identificagdo de um sinal por meio da Eq. (3.52), procede-se a estimativa da
incerteza na medida da distancia de luminosidade. A contribui¢do instrumental para
essa incerteza é usualmente avaliada no contexto do formalismo da matriz de Fisher [81].
Como primeira aproximagao, considera-se um cendario simplificado no qual a distancia de
luminosidade dj é tratada como nao correlacionada com os demais parametros do sinal

de ondas gravitacionais. Sob essa hipotese, o erro instrumental pode ser escrito como

- OH oH\ "
~ Dl .04
OdL \/< (’}dL7 adL ’ (3 g )

onde (-, -) denota o produto interno ponderado pelo ruido do detector.

A partir das Egs. (3.42) e (3.43), observa-se que a amplitude do sinal obedece a relac¢ao
H o d;'. Como consequéncia, na auséncia de correlagdes entre parametros, obtém-se a
estimativa ail“LSt ~ dy /p, onde p representa a razao sinal-ruido.

Entretanto, essa aproximacgao subestima a incerteza ao negligenciar degenerescéncias
relevantes. Em particular, existe uma forte correlacao entre a distancia de luminosidade

e o angulo de inclinacao orbital ¢, uma vez que ambos afetam diretamente a amplitude
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observada do sinal. Essa degenerescéncia pode introduzir variagoes na razao sinal-ruido
de até um fator da ordem de dois para ¢ no intervalo 0°-90° [14; 15; 83]. Para incorporar

esse efeito de forma conservadora, reescala-se a incerteza instrumental, resultando em
inst
og = —. (3.55)

Além da contribui¢ao instrumental, ha efeitos astrofisicos que introduzem incertezas
adicionais na determinacao de d;,. Um dos principais é o lenteamento gravitacional fraco,
que distorce a propagagao da radiacao ao longo da linha de visada devido a distribuigao

de matéria em grande escala. Esse efeito pode ser parametrizado como [75]
o> =0.052d, (3.56)

sendo particularmente relevante em redshifts mais elevados.
Outra fonte de incerteza decorre das velocidades peculiares das galédxias hospedeiras,
associadas & dindmica de estruturas locais e ao movimento do baricentro do sistema

binario. Esse efeito é mais significativo em baixos redshifts e pode ser modelado por [89]

(1+ 2)?

T HGGWG)

USZ(Z> = dL<Z> x Oy gal, (357)

onde o, ¢, representa a dispersao unidimensional de velocidades das galéxias, tipicamente

1 aproximadamente independente do redshift.

assumida como o0y, ga = 300km s~
A incerteza total na distancia de luminosidade é entao obtida pela combinagao qua-

drética dessas contribuicoes, assumidas estatisticamente independentes:

0ay = £/ (022 + (522 + (o702 (3.59)

Uma vez determinados d;, e o4, , é possivel construir catalogos simulados de ondas
gravitacionais por meio de simulagoes de Monte Carlo. Nesse procedimento, os valores
observados de distancia de luminosidade sao amostrados a partir de distribuicoes gaus-
sianas centradas nos valores fiduciais de dr,, com dispersao dada por o4,. Esse processo
permite incorporar de forma consistente as incertezas associadas a cada evento, produ-
zindo realizagOes sintéticas que refletem tanto o modelo cosmolégico subjacente quanto
os efeitos observacionais.

Na Fig. 3.3, apresentamos um resumo dos dados simulados utilizados nesta analise
para o modelo ACDM. O painel superior mostra uma realizagao da distancia de lumi-
nosidade para cada interferometro considerado (aLIGO, Einstein Telescope e DECIGO),
construida seguindo o procedimento descrito acima. Ja o painel inferior exibe os erros
fracionérios associados, incluindo tanto a contribuicao instrumental quanto os efeitos sis-

temaéticos provenientes de lentes gravitacionais fracas e de velocidades peculiares.
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Figura 3.3: Resumo dos catalogos simulados de ondas gravitacionais utilizados na analise.
No painel superior, apresentamos uma realizagao da distancia de luminosidade dy (z) para
os detectores Advanced LIGO (azul), Einstein Telescope (vermelho) e DECIGO (cinza).
O destaque (inset) mostra um zoom na regiao de baixos redshifts (0 < z < 0.2), eviden-
ciando a distribuicao dos eventos do aLLIGO, que se concentram nesse regime. No painel
inferior, exibimos os erros fracionarios associados a cada evento, incluindo as contribui-
¢oes instrumentais, de lentes gravitacionais fracas e de velocidades peculiares. Observa-se
que o termo devido as velocidades peculiares domina em baixos redshifts, enquanto o
efeito de lenteamento gravitacional torna-se progressivamente mais relevante em maiores
redshifts. As incertezas instrumentais refletem a sensibilidade de cada detector, sendo
significativamente menores para os interferometros de proxima geragao (ET e DECIGO)

em comparacao ao aLIGO.
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Observa-se que, em baixos redshifts, o erro fracionario devido as velocidades peculiares
domina a incerteza total, uma vez que pequenas variagdes nos movimentos locais corres-
pondem a uma fracao significativa da distancia de luminosidade nesse regime. Por outro
lado, a contribuicao associada ao efeito de lentes gravitacionais cresce com o redshift,
refletindo a distor¢cao acumulada na propagacao do sinal causada pela estrutura em larga
escala do Universo.

O comportamento das incertezas instrumentais, por sua vez, depende diretamente das
caracteristicas de cada detector, em particular da razao sinal-ruido (SNR). Como espe-
rado, os interferometros de préoxima geracao, como o Einstein Telescope e o DECIGO,
apresentam incertezas instrumentais significativamente menores quando comparados a
configuragao atual do aLIGO, principalmente em virtude de sua maior sensibilidade.

Com o aparato teodrico de cosmologia e cosmografia estabelecido no capitulo anterior,
bem como a metodologia de simulacao de eventos de ondas gravitacionais devidamente
descrita, estamos agora em posi¢ao de avangar para a etapa de analise. O objetivo cen-
tral consiste em investigar o potencial de futuros detectores de ondas gravitacionais em
impor restrigoes aos parametros cosmograficos. A metodologia adotada, juntamente com
os procedimentos de analise e interpretagao dos resultados, seré apresentada em detalhe

no capitulo seguinte.



Capitulo 4
Analise e Resultados

Neste capitulo, investigamos o potencial das observagoes de ondas gravitacionais como
ferramentas cosmologicas para restringir os parametros cosmograficos que descrevem a
expansao do Universo. Em particular, avaliamos como diferentes regimes observacionais,
associados a detectores atuais e de proxima geracao, como o Advanced LIGO, o Einstein
Telescope e o DECIGO, influenciam a precisao na determinacao desses parametros. Os
resultados apresentados neste capitulo baseiam-se nas referéncias [23] e [24].

Para descrever a relacao entre a distancia de luminosidade e o redshift no contexto
cosmogrifico, adotamos duas parametrizacoes distintas, previamente discutidas: a expan-
sao em série de Taylor e os aproximantes racionais de Padé. Como etapa inicial, torna-se
necessario estabelecer o regime de validade dessas expansoes, investigando o intervalo de
redshift no qual cada parametrizacao fornece uma descri¢ao confiavel da distancia de lu-
minosidade.

Com base nesses limites, avangamos para a construgao dos catalogos simulados e para
a analise da capacidade dos diferentes interferdémetros de restringir os parametros cosmo-
graficos, explorando duas abordagens complementares: uma baseada na razao sinal-ruido
e outra no ntmero total de eventos detectados. Na primeira, investigamos como diferentes
intervalos de SNR afetam a precisao das estimativas; na segunda, analisamos o impacto de
cenarios progressivamente mais otimistas quanto ao ntiimero de detecgoes. Os detalhes da
metodologia, bem como os resultados obtidos, serao apresentados e discutidos nas segoes

seguintes.

4.1 Taylor vs Padé: Desvio em relacao ao modelo

ACDM

Nesta segao, estabelecemos o critério necessario para definir o regime de validade das
parametrizagoes cosmograficas adotadas ao longo deste trabalho. Para isso, tomamos

como referéncia um modelo cosmologico fiducial descrito pelo cenario ACDM e avaliamos,

99
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para cada ordem da expansao de Taylor em (2.109) e para cada combinagao de polinémios
de Padé em (2.132), (2.133) e (2.134), como as curvas da distancia de luminosidade se
desviam da predi¢cao do modelo padrao.

As analises sao realizadas assumindo os parametros cosmologicos obtidos a partir
das observagoes da radiagao cosmica de fundo [29], com €, = 0.311 e Hy = 67.66
km s~ Mpc—t. A partir desses valores, os parametros cosmogréficos sao determinados por

meio de expressoes analiticas no contexto do modelo ACDM. Em particular, ao substituir

a forma padrao da fungao de Hubble, H(z) = Ho\/Qm(l + 2)3 + 1 — Q,,, nas relagoes que

conectam os parametros cosmograficos [56], obtemos:

3

do = -1+ §Qm7
jO = 17

9
So = 1-— §qu

27

lo =1+ 3%, — ?Q;,

2 1

my=1-— ;Q; — 8102, — %an. (4.1)

Utilizando o valor de €, = 0.311 em (4.1), os parametros cosmograficos assumem os

valores numéricos apresentados na Tabela 4.1.

qo0 Jo S0 ly mo
—-0.533 1 —-04 0.627 -9.365

Tabela 4.1: Parametros cosmograficos no modelo ACDM plano com €2, = 0.311.

Esses valores sdo entdo utilizados como entrada na construcao das curvas de dp(z)
para diferentes ordens da expansao de Taylor e diferentes aproximagcoes de Padé, permi-
tindo uma analise consistente do efeito do truncamento em cada caso. Ressalta-se que
a mesma anélise foi realizada utilizando estimativas provenientes do projeto SHOES [49],
resultando em diferencas despreziveis; portanto, a escolha especifica de Hy nao afeta sig-
nificativamente os resultados.

Como critério quantitativo, adotamos um limite de desvio relativo de 1% em relagao
ao modelo ACDM para definir o redshift méximo de validade (zn.x) de cada expansao,
como ja feito em trabalhos semelhantes [90].

A seguir, realizamos essa analise separadamente para as expansoes de Taylor e de
Padé, investigando seus respectivos dominios de validade e suas implicagoes para as eta-

pas subsequentes da analise.
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4.1.1 Convergéncia e Validade da Expansao de Taylor

Podemos agora calcular a distancia de luminosidade utilizando a Eq. (2.109) em con-
junto com os parametros fiduciais apresentados na Tabela 4.1, considerando o intervalo
de redshift z < 1, em virtude das limitagdes de convergéncia discutidas anteriormente.
Na Fig. 4.1, apresentamos o comportamento de d; em funcao do redshift para diferen-
tes ordens de truncamento da série cosmografica. Para fins de comparacao, a predi¢ao
do modelo fiducial ACDM também ¢ exibida (linha preta tracejada). O painel inferior
mostra o desvio relativo entre cada aproximagao cosmografica e o modelo fiducial.

Essa comparagao permite determinar a ordem de truncamento mais adequada para a
anélise. Observa-se que a série truncada em terceira ordem apresenta desvio inferior a
1% em rela¢ao ao modelo fiducial no intervalo 0 < 2z < 0.7. Embora expansoes de ordem
superior permanecam dentro do limite de 1% até z ~ 0.8, o ganho marginal em redshift
nao compensa a introducao de graus de liberdade adicionais. Dessa forma, adotamos a
expansao até terceira ordem, com 2., = 0.7 como limite superior do conjunto de dados,
em concordancia com trabalhos anteriores [90].

Os valores correspondentes de zy.x para cada ordem da expansao cosmografica, defi-

nidos a partir do critério de desvio de 1%, sao apresentados na Tabela 4.2.

Ordem 2zp.x para desvio de 1%

Oz 0.013
O(=2) 0.205
O(=%) 0.694
O(=4) 0.790
O 0.762
O(2°%) 1.183

Tabela 4.2: Valores de redshift nos quais cada ordem da expansao de Taylor atinge um
desvio maximo de 1% em relagao ao modelo fiducial ACDM.

4.1.2 Convergéncia e Validade da Expansao de Padé

A mesma metodologia foi aplicada as aproximacgoes de Padé, utilizando os parametros
cosmogréficos fiduciais apresentados na Tabela 4.1 como entrada nas expressoes corres-
pondentes as combinagoes P 1, Pa1, Pay € P3o, conforme Egs. (2.131), (2.132), (2.133)
e (2.134). Diferentemente das expansoes em série de Taylor, os aproximantes de Padé
sao construidos como razoes de polinémios, o que lhes confere uma estrutura racional
capaz de capturar melhor o comportamento global da fungao, especialmente em regimes
de redshift mais elevados. Como consequéncia, essas aproximagoes apresentam, em geral,
uma regiao de validade mais ampla, uma vez que nao estao limitadas por um raio de
convergéncia estritamente determinado pela expansao local em torno de z = 0.

Na Fig. 4.2, apresentamos o comportamento da distancia de luminosidade dj(z) em
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Figura 4.1: Distancia de luminosidade em funcao do redshift para diferentes ordens da
expansao cosmogréfica de Taylor (painel superior). A curva preta tracejada corresponde
ao modelo fiducial ACDM adotado na analise. No painel inferior, apresentamos o desvio
relativo entre cada aproximacao de Taylor e o modelo fiducial. A regiao sombreada em
cinza indica o limite de desvio de 1%, atingido pela expansao de terceira ordem em z ~ 0.7
(linha vertical pontilhada).
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funcao do redshift para diferentes combinacoes dos polinémios de Padé. Para fins de com-
paragao, a predigao do modelo fiducial ACDM também ¢é exibida (linha preta tracejada).
O painel inferior da Fig. 4.2 mostra o desvio relativo entre cada aproximacao de Padé e
o modelo fiducial.

Observa-se que a combinagao P, ; apresenta um comportamento nao fisico, com di-
vergéncia acentuada em baixos redshifts. Esse comportamento esta associado a presenga
de um polo na funcao racional, fazendo com que a curva apresente uma estrutura seme-
lhante a uma hipérbole. Esse efeito também se manifesta no painel inferior, onde o desvio
relativo diverge e muda de sinal abruptamente ao cruzar o modelo fiducial, resultando na
linha vertical observada.

De forma semelhante, a aproximagao P2 também exibe comportamento nao fisico,
conforme discutido em [21], uma vez que nao reproduz adequadamente a evolugao da dis-
tancia de luminosidade mesmo em regioes onde se esperaria convergéncia. Esse resultado
indica que nem todas as combinagoes de Padé sao adequadas para aplicagdes cosmogra-
ficas, sendo necessario avaliar cuidadosamente sua consisténcia fisica.

Restam, portanto, as combinacoes %1 e P55 como candidatas vidveis. A aproximacao
P, 1 possui o mesmo numero de graus de liberdade que a expansao de Taylor até terceira
ordem (O(2?)), permitindo uma comparagao direta entre os dois métodos. Observa-se que
seu desvio relativo atinge o limite de 1% em um redshift semelhante ao caso de Taylor,
z ~ 0.7, indicando que ambas as abordagens apresentam desempenho comparavel nesse
regime. Dessa forma, adotamos FP»; como um analogo direto da expansao de Taylor de
terceira ordem na anélise subsequente.

Por outro lado, a combinagao P;, apresenta uma melhoria significativa na regiao de
validade, mantendo o desvio relativo abaixo de 1% até z ~ 2.82. Esse ganho em alcance
de redshift decorre da maior flexibilidade da aproximacao racional, ao custo da introduc¢ao
de dois graus de liberdade adicionais em relacao a expansao de Taylor de terceira ordem.
Ainda assim, essa combinagao se mostra particularmente relevante para aplicagoes envol-
vendo fontes em redshifts mais elevados, como no caso de binarias compactas, cujo pico
de taxa de coalescéncia ocorre em regimes de z maiores, conforme mostrado na Fig. 3.1.

Os valores correspondentes de z,,., para cada combinacao dos aproximantes de Padé,
definidos a partir do critério de desvio de 1% em relacao ao modelo fiducial ACDM, sao
apresentados na Tabela 4.3.

Em vista desses resultados, adotamos as aproximagoes [%»; e P39 nas anélises sub-
sequentes, de modo a explorar, respectivamente, um cenario diretamente comparavel a

expansao de Taylor e uma alternativa com maior alcance em redshift.
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Figura 4.2: Distancia de luminosidade em func¢ao do redshift para diferentes aproxima-
goes cosmogréficas via polindmios de Padé (painel superior). As curvas correspondem as
combinagoes P 1, P»1, Pao e P39, enquanto a linha preta tracejada representa o modelo
fiducial ACDM adotado na analise. No painel inferior, apresentamos o desvio relativo
entre cada aproximagao de Padé e o modelo fiducial. A regiao sombreada em cinza indica
o limite de desvio de 1%. A linha vertical pontilhada marca o redshift z ~ 2.82, no qual

a aproximacao Fjo atinge esse limite.
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Aproximagao Zzmax para desvio de 1%

Pr, 0.001
Py, 0.710
Py 0.920
Ps, 2.820

Tabela 4.3: Valores de redshift nos quais cada combinagao dos aproximantes de Padé
atinge um desvio maximo de 1% em relacao ao modelo fiducial ACDM.

4.2 Restricao dos Parametros Cosmograficos

Com base na analise realizada, estabelecemos de forma consistente o intervalo de
redshift no qual as diferentes parametrizagoes cosmograficas apresentam convergéncia
controlada, bem como as aproximagoes que serao adotadas ao longo deste trabalho. Em
particular, selecionamos trés descrigoes: a expansao de Taylor até terceira ordem, e os
aproximantes de Padé %1 e Ps .

A expansao de Taylor até O(z3) define um regime de validade em baixos redshifts,
com Zyax ~ 0.7, envolvendo trés parametros cosmograficos (ou graus de liberdade), a
saber: Hy, qo e jo. Essa escolha reflete um compromisso entre precisao e simplicidade,
evitando a introdugao de parametros adicionais que nao resultam em ganho significativo
no dominio de validade.

O aproximante de Padé P,;, por sua vez, apresenta o mesmo nimero de graus de
liberdade e um limite de convergéncia comparavel, 2., &~ 0.7, porém construido a partir
de uma estrutura racional. Essa abordagem alternativa permite uma comparacao direta
com a expansao de Taylor, isolando o impacto da parametrizacao na reconstrucao da
distancia de luminosidade.

Em contraste, o aproximante P;, estende significativamente o dominio de validade,
alcancando zy., ~ 2.82. Esse ganho em redshift decorre da maior flexibilidade da
parametrizacao, ao custo da introducao de dois graus de liberdade adicionais, associados
aos parametros cosmograficos sg e ly, além de Hy, qo € Jo.

A inclusao dessa terceira abordagem permite explorar de forma consistente regimes de
redshift mais elevados, nos quais se espera um aumento significativo na taxa de deteccao
de eventos de ondas gravitacionais por detectores de préoxima geragao, conforme ilustrado
na Fig. 3.1. Dessa forma, as trés parametrizacoes selecionadas fornecem um conjunto
complementar de descri¢oes, cobrindo tanto o regime de baixo redshift quanto extensoes
confidveis para maiores distancias cosmologicas.

A etapa final da analise consiste na geracao dos catalogos simulados e na subsequente
restricao dos parametros cosmograficos. No que diz respeito & simula¢ao, todo o
procedimento ja foi detalhado no capitulo anterior. Em termos praticos, a geragao dos
catalogos requer apenas a substituicao da expressao da distancia de luminosidade d; na

equagao da amplitude (3.43) pela forma correspondente a parametrizagao adotada. Por
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Tabela 4.4: Numero total esperado de detecgoes (N,) para cada interferometro e nimero
efetivo de eventos (NN,) dentro do regime de validade das parametrizagoes cosmograficas.

Interferometer N. N, (Taylor O(z*) e Padé P»1) N, (Padé Ps5)

Advanced LIGO 10 10 10
Einstein Telescope 1000 100 820
DECIGO 10000 800 8200

exemplo, no caso da expansao de Taylor, utilizamos a Eq. (2.109) truncada até terceira
ordem. De maneira analoga, para as aproximagoes de Padé, empregamos as expressoes
de d, dadas pelas Eqgs. (2.132) e (2.134), conforme a combinagao considerada.

Entretanto, um ponto sutil deve ser levado em conta. O numero total de eventos
esperados N, discutido anteriormente, é definido considerando todo o intervalo de sensi-
bilidade em redshift de cada detector. Por outro lado, as parametrizagoes cosmogréaficas
possuem um dominio de validade limitado a 2., de modo que a inclusao de eventos
além desse limite pode introduzir desvios nao controlados. Como consequéncia, nao é
consistente utilizar diretamente os valores de N, na construcao dos catélogos simulados,
especialmente no caso de detectores de proxima geracao, como o Einstein Telescope e o
DECIGO, cujos alcances em redshift excedem significativamente o regime de convergéncia
das parametrizacoes.

Para contornar essa limitacao, introduzimos uma nova quantidade, denotada por
N, que representa o numero efetivo de eventos contidos no intervalo 0 < z < zpax. A
determinacao de N, é realizada a partir da distribuicao de probabilidade em redshift
das fontes, dada pela Eq. (3.40). Especificamente, geramos amostras aleatorias de
redshift seguindo essa distribuicao ao longo de todo o intervalo acessivel e, em seguida,
restringimos os eventos ao dominio de validade de cada parametrizacao. Repetindo
esse procedimento diversas vezes, obtemos o valor médio de eventos dentro do intervalo
considerado, que definimos como N,.

Esse procedimento é aplicado de forma consistente para cada detector e para cada
escolha de parametrizacao, refletindo diretamente as diferencas nos respectivos valores
de zpax. Os valores correspondentes de N,, bem como os valores originais de N,, sao
apresentados na Tabela 4.4.

Nota-se que, no caso do Advanced LIGO, o nimero total de eventos ja se encontra
integralmente contido dentro do regime de validade das parametrizacoes adotadas, de
modo que N, = N,.. Em contraste, para detectores de proxima geragao, como o Einstein
Telescope e o DECIGO, observa-se uma reducao significativa no ntmero efetivo de
eventos ao se restringir ao intervalo de convergéncia, especialmente para parametrizagoes
validas apenas em baixos redshifts. Por outro lado, a utilizacdo do aproximante de
Padé Ps;, permite recuperar uma fragao substancial desses eventos, evidenciando sua

importancia para analises que exploram regimes de redshift mais elevados.
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Uma vez estabelecido o nimero efetivo de eventos N, para cada configuracao,
passamos a etapa de restricao dos parametros cosmograficos. O objetivo central é
investigar o impacto de diferentes regimes observacionais na capacidade de constranger
os parametros Hy, qo e jo em parametrizagoes de baixa ordem, ja em alta ordem com a
adigao de sy e lp. Para isso, adotamos duas abordagens complementares: (i) uma analise
baseada na binagem do signal-to-noise ratio (SNR), e (ii) a consideracdo de cenarios
otimistas de deteccao, nos quais exploramos diferentes valores de IV, .

Essa estratégia permite avaliar de forma sisteméatica como a qualidade do sinal e
o numero de eventos influenciam a precisao das estimativas cosmograficas, indo além
de uma simples comparacao estatistica entre interferometros. Em particular, buscamos
estabelecer uma conexao direta entre as caracteristicas fisicas dos detectores, como sensi-

bilidade e alcance em redshift, e o poder de constrangimento dos parametros cosmologicos.

4.2.1 Inferéncia Bayesiana

Neste trabalho, adotamos um arcabougo Bayesiano [91-93| para estimar os parametros
cosmograficos {0;}, que, de forma geral, podem ser escritos como {Hy, qo, jo, So, lo}, assu-
mindo um modelo M descrito pela expansao cosmografica da distancia de luminosidade,
seja via série de Taylor ou aproximantes de Padé. Ressalta-se que o conjunto efetivo de
parametros {6;} depende da parametrizacdo adotada, uma vez que diferentes expansoes
envolvem distintos nimeros de graus de liberdade. Nesse contexto, o objetivo ¢ inferir a
distribuicao de probabilidade dos parametros cosmograficos a partir de um conjunto de
dados observacionais d.

A inferéncia Bayesiana baseia-se no teorema de Bayes, que relaciona a probabilidade

a posteriori a verossimilhanca e ao conhecimento prévio sobre os parametros:

P(d[{0:}, M) P({0:}| M)

P({6:}1d M) - P ,

(4.2)

onde P(d|{6;}, M) é a fungao de verossimilhanga, P({6;}|M) representa os priors e P(d)
¢ a evidéncia bayesiana, atuando como fator de normalizacgao.
Assumindo que os erros associados as observagoes sao gaussianos e nao correlacionados,

a verossimilhanca pode ser escrita como:

O

onde N é o nimero de eventos, d; representa os dados observados (distancias de lumi-
nosidade simuladas), o; suas incertezas associadas, e f;({6;}, z;) corresponde a predi¢ao

tedrica do modelo cosmografico para cada redshift z;. Note que o termo no expoente é
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equivalente a funcao x?, frequentemente utilizada em analises de ajuste de parametros.

Os priors adotados para os parametros cosmograficos sao uniformes e definidos
de modo a abranger os limites observacionais atuais sem introduzir viés informativo
significativo. Em particular, consideramos Hy € [54,81]kms™ Mpc™!, gy € [-1,0] e
Jo € [—1, 3] baseado em [90|. Para os parametros de ordem superior, adotamos intervalos
amplos baseados na literatura cosmografica [21], com sy € [—10,10] e [y € [—50,50], de
forma a garantir flexibilidade suficiente na reconstru¢ao sem impor restri¢oes artificiais
ao espac¢o paramétrico. Além disso, desprezamos incertezas no redshift, assumindo a
identificacao precisa da galaxia hospedeira por meio de contrapartidas eletromagnéticas.

A obtencao da distribuicao a posteriori é realizada numericamente por meio de
técnicas de amostragem do tipo Markov Chain Monte Carlo (MCMC), utilizando
o pacote emcee [94]. Esse algoritmo implementa um ensemble sampler que explora
eficientemente o espaco de parametros, construindo cadeias de Markov cuja densidade de
pontos converge para a distribuigao a posteriori desejada. Em termos praticos, a cadeia
percorre o espago paramétrico de forma estocastica, aceitando ou rejeitando novos pontos
com base na razao entre probabilidades, de modo que regioes de maior probabilidade sao
mais densamente amostradas.

Para cada configuracao e bin analisado, realizamos 50 realiza¢oes independentes dos
catalogos simulados, de forma a capturar flutua¢oes estatisticas associadas ao processo de
detecgao. Para cada realizagao, obtemos as distribuigoes a posteriori dos parametros Hy,
Qo Jo, So € lp por meio do MCMC, em seguida calculamos a média dos valores centrais e
a média das incertezas ao longo de todas as realizagoes, fornecendo uma estimativa mais
robusta e estével dos parametros cosmograficos.

As incertezas reportadas neste trabalho sao expressas em termos de intervalos de
credibilidade de 1o, correspondentes a uma probabilidade de aproximadamente 68%
para distribui¢oes gaussianas. Na préatica, esses intervalos sao obtidos diretamente
das distribuicdes marginais a posteriori, por meio dos percentis 16" e 84" de modo
a nao depender da hipdtese estrita de normalidade. Esse procedimento garante uma
caracterizacao consistente das incertezas mesmo na presenca de assimetrias ou desvios

de gaussianidade.

4.2.2 Resultados da Analise via Signal-to-noise ratio (SNR)

Nesta etapa, construimos catalogos simulados de eventos de ondas gravitacionais or-
ganizados em intervalos da razao sinal-ruido (SNR), considerando o nimero efetivo de
eventos N, distribuidos no dominio de validade de cada parametrizagao cosmografica (ver
Tabela 4.4). Em particular, utilizamos a expansao de Taylor até O(z?) e o aproximante

de Padé P,; no intervalo z € [0,0.7], enquanto o aproximante Pj», devido ao seu maior
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raio de convergéncia, permite estender a analise até z € [0, 2.82].

Para cada interferémetro, os limites minimo e maximo de SNR sao definidos com base
em sua sensibilidade instrumental [81; 86]. Os intervalos adotados neste trabalho —|8, 88]
para o Advanced LIGO, [8,308] para o Einstein Telescope e [8,808] para o DECIGO —
foram escolhidos de modo a garantir, simultaneamente, um nimero estatisticamente rele-
vante de eventos simulados e uma representacao adequada do regime de sensibilidade de
cada detector. O valor minimo SNR = 8 corresponde ao limiar padrao utilizado para a
identificagao de sinais de ondas gravitacionais. Cada um desses intervalos ¢ subdividido
em 20 bins igualmente espacados, permitindo uma amostragem homogénea do espago de
SNR.

A construgao dos catalogos segue um procedimento estatistico controlado. Para cada
bin de SNR, realizamos um ntimero maximo de tentativas de preenchimento igual a N,.
Em cada tentativa, um valor de redshift é sorteado segundo a distribuicao de probabili-
dade dada pela Eq. (3.40). Em seguida, sdo geradas até 500 realiza¢oes de pardmetros
da fonte, incluindo quantidades intrinsecas (como massas) e extrinsecas (como angulos de
orientagao). Para cada realizagao, calcula-se a SNR correspondente, sendo a configuragao
aceita caso o valor obtido pertenca ao intervalo do bin considerado.

Como exemplo, para o Advanced LIGO (N, = 10), sao realizadas até 10 tentativas
independentes por bin. Em cada tentativa, busca-se uma combinagao de parametros que
produza uma SNR dentro do intervalo especificado. Caso nenhuma configuragao satisfaga
esse critério, a tentativa é contabilizada como nao sucedida e o processo segue com um
novo sorteio de redshift.

A limitagao no numero de tentativas estd diretamente relacionada a dependéncia da
SNR com a distancia de luminosidade: como a amplitude do sinal decai com d;' (ver
Eq. (3.29)), eventos mais proximos tendem a apresentar valores mais elevados de SNR,
enquanto eventos mais distantes contribuem predominantemente para a regiao de baixa
SNR. Consequentemente, a distribuicao conjunta em redshift e SNR nao é uniforme, o
que afeta a eficiéncia de preenchimento dos bins.

Como resultado, o numero efetivo de eventos em cada intervalo de SNR pode ser in-
ferior a N,. A média do namero de eventos por bin, obtida a partir de 50 realizacoes
independentes para cada interferdometro — Advanced LIGO (azul), Einstein Telescope
(vermelho) e DECIGO (verde) — é apresentada na Fig. 4.3.

Observa-se, por exemplo, que no caso do DECIGO, no intervalo de baixa SNR ([8, 48]),
as parametrizagoes O(z%) e Pp; produzem um nimero reduzido de eventos. Isso ocorre
porque, dada a alta sensibilidade do detector, valores baixos de SNR estao associados
a fontes mais distantes, fora do dominio de validade dessas parametrizagoes. Por outro
lado, o aproximante P59, ao permitir a inclusao de redshifts mais elevados, resulta em
um aumento significativo no niimero de eventos nesse limiar, refletindo a contribuicao de

fontes mais distantes com SNR reduzida.
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Uma vez construidos os conjuntos de dados simulados, procede-se & estimacao dos
parametros cosmograficos em cada intervalo de SNR definido pelos bins, com énfase na
quantificacao de suas incertezas, op,, 04y, 0j,, bem como oy, € 0, no caso de parametriza-
¢oes de ordem superior. As incertezas sao estimadas a partir das distribui¢oes obtidas em
cada bin, sendo definidas como a média dos desvios superior e inferior em torno do valor
mediano. Como apontado na secao 4.2.1, para cada intervalo de SNR, sao consideradas
50 realizagoes independentes dos catélogos simulados, o que reduz flutuagoes estatisticas.

Os resultados sao apresentados na Fig. 4.4, cujos painéis mostram, respectivamente,
OHy» Og € Tj, em funcao da SNR, e na Fig. 4.5, que exibe o4, e 07,. As diferentes parame-
trizagoes sao distinguidas pelo estilo das curvas: linhas continuas representam a expansao
de Taylor até O(z3), linhas tracejadas correspondem ao aproximante de Padé (2,1), e
linhas pontilhadas ao aproximante de Padé (3,2). As tabelas com todos os resultados
numéricos encontram-se no Apéndice A.

Para o aLLIGO, as trés parametrizacoes consideradas produzem estimativas muito
semelhantes ao longo dos bins de SNR, sem diferencas sistematicas relevantes entre
Taylor O(2?%), Padé (2,1) e Padé (3,2). Para Hp, os valores centrais permanecem
compativeis com o valor fiducial Hy = 67.68kms™! Mpc™!, variando entre 67.27 e
68.33km s~ Mpc~! para Taylor, entre 67.28 e 68.32km s~ Mpc™! para Padé (2, 1), e en-
tre 67.11 e 68.36 kms~! Mpc~! para Padé (3,2). Em todas as parametrizagoes, observa-se
uma reducgao de oy, dos bins de menor SNR até valores intermediarios, seguida por uma
leve degradacao em altos SNR. A melhor precisao para Taylor ocorre em SNR € [40, 44],
com Hy = 68.077132kms ™! Mpc™?, isto é, oy, ~ 1.40kms™ Mpc~!, correspondente a
uma precisao relativa de aproximadamente 2.0%. Para Padé (2,1), o menor erro ocorre
em SNR € [44,48], com H, = 67.68" 10 kms™' Mpc™!, ou oy, ~ 1.43kms~! Mpc™,
também com precisao relativa de ~ 2.1%. Ja para Padé (3,2), a melhor restri-
¢do é obtida em SNR e [36,40], com H, = 67.46%]32 kms™! Mpc™!, resultando em
o, ~ 1.40kms™ Mpc™!, equivalente a uma precisao relativa de ~ 2.1%. Para qq, os valo-
res centrais permanecem concentrados entre aproximadamente —0.49 e —0.53 em todas as
parametrizagoes, compativeis com o valor fiducial gy = —0.533, enquanto o,, permanece
praticamente constante em todos os bins, com o, =~ 0.33-0.34, correspondendo a uma
precisao relativa da ordem de 65%—70% quando calculada em relacao ao valor médio esti-
mado. Para jp, as estimativas se mantém proximas de jo = 1, com valores centrais entre
0.97 e 1.01 para todas as parametrizacoes, porém as incertezas permanecem elevadas e
quase independentes do SNR, com o, ~ 1.35-1.37, o que implica uma precisao relativa
da ordem de 135%. Finalmente, para os parametros de ordem superior avaliados apenas
com Padé (3,2), ndo se observa ganho estatistico relevante ao longo dos bins de SNR:
os valores centrais de sy variam entre aproximadamente —0.09 e 0.14, com melhor caso
em SNR € [60,64], onde o5, ~ 6.77, enquanto [y varia entre aproximadamente —0.11 e

0.09, com oy, ~ 6.79 nos melhores bins. Como os valores médios de sy e [y permanecem
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Figura 4.3: Numero médio de eventos N em funcio do SNR para diferentes interfero-
metros de ondas gravitacionais. A primeira figura corresponde ao alLIGO, a segunda ao
Einstein Telescope (ET) e a terceira ao DECIGO. No caso do aLIGO, todas as parametri-
zagoes consideradas — Taylor O(2%), Padé (2,1) e Padé (3,2) — compartilham o mesmo
limite superior em redshift para os dados, de modo que seus resultados coincidem e sao
representados por uma tunica distribuicdo. Para os detectores ET e DECIGO, comparam-
se explicitamente os resultados de Taylor O(z%), Padé (2,1) e Padé (3,2), evidenciando
o aumento no nimero médio de eventos associado a extensao do alcance em redshift na
parametriza¢ao de ordem superior. Os graficos estao apresentados em escala logaritmica

no eixo vertical.
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Incertezas dos parametros cosmograficos em funcao da razao sinal-ruido
(SNR). O primeiro, segundo e terceiro painéis apresentam, respectivamente, op,, 0,4, €
0j,- Os resultados sao mostrados para diferentes interferometros: aLIGO (azul), Einstein
Telescope — ET (vermelho) e DECIGO (verde). As parametrizagoes sao distinguidas
pelo estilo das curvas: linhas continuas correspondem a expansao de Taylor O(z%), li-
nhas tracejadas ao aproximante de Padé (2,1) e linhas pontilhadas ao aproximante de
Padé (3,2). O eixo horizontal estd em escala logaritmica.
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Figura 4.5: Incertezas associadas aos parametros cosmograficos de ordem superior em
funcao da SNR. O primeiro painel apresenta o, e o segundo o;,, obtidos a partir do
aproximante de Padé (3,2). Os resultados sdo mostrados para os interferdbmetros aLIGO
(azul), Einstein Telescope — ET (vermelho) e DECIGO (verde). Esses parametros sao
exclusivos da parametrizacao de ordem superior, nao estando definidos nas expansoes de
Taylor O(2?) e Padé (2,1). O eixo horizontal estéd em escala logaritmica.

proximos de zero e as incertezas sao muito maiores que os proprios valores centrais, a
precisao relativa nao é uma medida informativa nesses casos.

Para o Einstein Telescope, as trés parametrizagoes apresentam estimativas global-
mente consistentes entre si, mas com uma melhora de precisao em relacao ao aLIGO, so-
bretudo para Hy e qy. Para Hy, os valores centrais permanecem proximos do valor fiducial
Hy = 67.68 kms™! Mpc™!, variando entre 67.26 e 67.84kms~! Mpc~! para Taylor O(z3),
entre 67.17 e 68.26kms™! Mpc™! para Padé (2,1), e entre 67.29 e 67.74kms ! Mpc™*
para Padé (3,2). A melhor precisdao para Taylor ocorre em SNR € [128,143], com
Hy = 67.39" 15 kms™ Mpc™!, isto ¢, o, ~ 1.12kms™! Mpc™?, correspondente a uma
precisao relativa de aproximadamente 1.7%. Para Padé (2,1), o melhor resultado ocorre
em SNR € [293,308], com Hy = 67.56% 1715 kms™ Mpc™!, ou oy, ~ 1.14kms~! Mpc™!,
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também com precisao relativa de ~ 1.7%. Ja para Padé (3,2), a menor incerteza
¢ obtida em SNR € [263,278], com H, = 67.39%22kms~t Mpc~!, resultando em
om, ~ 1.23kms™! Mpc™!, equivalente a uma precisao relativa de ~ 1.8%. Para qq, os va-
lores centrais permanecem em torno do valor fiducial ¢y = —0.533, variando aproximada-
mente entre —0.46 e —0.54 para Taylor, entre —0.46 e —0.57 para Padé (2, 1), e entre —0.47
e —0.56 para Padé (3,2). A melhor restrigao com Taylor ocorre em SNR € [143, 158], com
q = —0.52%53 ou o, =~ 0.19, correspondente a uma precisio relativa de aproximada-
mente 37%. Para Padé (2,1), o melhor caso também ocorre em SNR € [143, 158], com
qo = —0.537013, isto &, o,y ~ 0.18, equivalente a uma precisao relativa de ~ 33%. Para

Padé (3,2), a menor incerteza aparece em SNR € [38,53], com ¢ = —0.51753), forne-

cendo oy, ~ 0.21, ou uma precisao relativa de ~ 40%. Para jo, as estimativas permanecem
estatisticamente compativeis com j, = 1, mas com incertezas ainda elevadas e sem uma
tendéncia monotonica clara com o SNR. Os valores centrais variam entre 0.65 e 1.04 para
Taylor, entre 0.89 e 1.05 para Padé (2,1), e entre 0.62 e 1.41 para Padé (3,2). A melhor
precisdo para Taylor ocorre em SNR € [83,98], com jo = 0.65735s e 0j, ~ 1.11, corres-
pondendo a uma precisao relativa de aproximadamente 170% em relacao ao valor médio
estimado. Para Padé (2,1), o menor erro ocorre em SNR € [8,23], com j, = 0.967} 3],
isto é, o;, ~ 1.23, ou precisao relativa de ~ 128%. Para Padé (3,2), a melhor restri¢ao
é obtida em SNR € [68,83], com j, = 0.62)35, resultando em o, ~ 1.17, embora a
precisao relativa permaneca muito elevada, em torno de ~ 190%. Para os parametros
de ordem superior, avaliados apenas com Padé (3, 2), observa-se que sy apresenta valores
centrais entre —0.39 e 1.54, com melhor precisio em SNR € [53, 68], onde sy = 0.0572%
e s, ~ 5.26. Ja ly varia entre —1.15 e 0.13, com menor incerteza em SNR € [8,23],
onde lp = —1.1277% e 0, ~ 6.60. Em ambos os casos, as incertezas permanecem muito
superiores aos valores centrais, de modo que a precisao relativa nao constitui uma medida
informativa para avaliar a qualidade das restrigoes.

Para o DECIGO, observa-se uma melhora expressiva na precisao das estimativas em
relacao ao alLIGO e ao Einstein Telescope, especialmente para os parametros de me-
nor ordem, embora a hierarquia entre as parametrizagoes dependa do parametro con-
siderado. Para H,, os valores centrais permanecem compativeis com o valor fiducial
Hy = 67.68 kms™ Mpc™!, variando entre 67.14 e 67.91kms~! Mpc~! para Taylor O(z3),
entre 67.51 e 67.88kms™! Mpc™' para Padé (2,1), e entre 67.26 e 68.14kms ' Mpc™*
para Padé (3,2). A melhor precisao para Taylor ocorre em SNR € [288,328], com H, =
67.72%53  km st Mpc™!, isto &, op, ~ 0.32kms™! Mpc™!, correspondente a uma precisao
relativa de aproximadamente 0.5%. Para Padé (2,1), o melhor resultado também ocorre
em SNR € [288,328], com Hy = 67.767540 kms™ Mpc™!, ou o, ~ 0.40kms~! Mpc™!,
equivalente a uma precisao relativa de ~ 0.6%. Ja para Padé (3,2), a menor incer-
teza é obtida em SNR e [328,368], com H, = 67.627)75 kms~' Mpc!, resultando

1

em og, ~ 0.44kms™' Mpc™', ou uma precisao relativa de ~ 0.7%. Para ¢y, os va-
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lores centrais permanecem proximos do valor fiducial ¢go = —0.533, variando aproxi-
madamente entre —0.47 e —0.56 para Taylor, entre —0.50 e —0.57 para Padé (2, 1),
e entre —0.51 e —0.60 para Padé (3,2). A melhor restricdo com Taylor ocorre em
SNR € [288,328], com qy = —0.547502, isto ¢, o, ~ 0.05, correspondente a uma pre-
cisao relativa de aproximadamente 9%. Para Padé (2,1), as menores incertezas aparecem
em SNR € [248, 288] e [288,328], com gy = —0.55 005 e go = —0.567 505, respectivamente,
fornecendo o,, ~ 0.08, ou uma precisao relativa de ~ 15%. Para Padé (3, 2), o melhor caso
ocorre em SNR € [328,368], com ¢y = —0.5270 17, resultando em o,, ~ 0.11, equivalente
a uma precisao relativa de ~ 20%. Para jy, as estimativas permanecem estatisticamente
compativeis com j, = 1, mas as diferengas entre as parametrizagoes tornam-se mais evi-
dentes: Taylor apresenta valores centrais entre 0.77 e 1.13, Padé (2,1) entre 0.88 ¢ 1.34, e
Padé (3,2) entre 0.72 e 1.48. A melhor precisao para Taylor ocorre em SNR € [288, 328],
com jo = 1.037033 e 0, ~ 0.29, correspondendo a uma precisao relativa de aproxi-
madamente 28%. Para Padé (2,1), a menor incerteza ocorre no mesmo intervalo, com
jo = L.18F) 81 isto &, oj, ~ 0.58, ou uma precisio relativa de ~ 49%. Para Padé (3,2),
a melhor restricio é obtida em SNR e [168,208], com j, = 1.42*973 resultando em
0, ~ 1.01, ainda com precisao relativa elevada, da ordem de ~ 71%. Para os parametros
de ordem superior, avaliados apenas com Padé (3, 2), observa-se que sy apresenta valores
centrais entre —1.21 e 1.99, com melhor precisdo em SNR € [88,128] e [128, 168], onde

se obtém, respectivamente, sy = 0.67222 e s = 1.4773 18 ambos com o,, ~ 5.29. J4 [y
varia entre —1.16 e 0.15, com menor incerteza em SNR € [128, 168], onde [y = —0.9915-5)

e 0y, ~ 6.45. Assim como nos demais detectores, as incertezas associadas a sg e [y perma-
necem muito superiores aos valores centrais, de modo que a precisao relativa nao é uma

medida robusta ou informativa para esses parametros.

4.2.3 Resultados da Analise via Namero de Eventos (N)

Na segunda etapa da analise, investigamos o impacto do nimero total de eventos
na determinagao dos parametros cosmograficos, adotando uma abordagem complementar
aquela baseada na binagem em SNR. Diferentemente do procedimento anterior, nesta
etapa o signal-to-noise ratio nao é fixado em intervalos especificos, sendo tratado como
uma variavel livre nas simulagoes. Assim, o foco recai exclusivamente sobre o efeito esta-
tistico associado ao aumento do niimero de eventos detectados.

Como ponto de partida, utilizamos os nimeros efetivos de eventos N, para cada pa-
rametrizacao (ver Tabela 4.4) e, a partir desses valores, aumentamos progressivamente N
com o objetivo de explorar cenérios mais otimistas de detecgao. Para as parametrizagoes
de ordem mais baixa — Taylor O(z%) e Padé (2,1) — consideramos N € [10, 100] para o
Advanced LIGO, com AN = 10, N € [100, 550] para o Einstein Telescope, com AN = 50,
e N € [800,2600] para o DECIGO, com AN = 200. Esses intervalos sdo mutuamente
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exclusivos e refletem diretamente tanto as capacidades observacionais quanto os valores
efetivos de eventos acessiveis em cada configuragao.

Para a parametrizacao de Padé (3, 2), adotamos intervalos distintos, compativeis com
os valores mais elevados de N, associados a essa aproximacao. Em particular, utiliza-
mos N € [820,1000], com AN = 20, para o Einstein Telescope, e N € [8200, 10000],
com AN = 200, para o DECIGO. Ressalta-se que nao extrapolamos o limite superior
correspondente ao niimero maximo de eventos esperados, dado o tempo de operagao dos
equipamentos assumido neste trabalho.

Os resultados sao apresentados na Fig. 4.6, cujos painéis mostram, respectivamente,
OHy» Ogo € 0j, em funcao do nimero de eventos IV, e na Fig. 4.7, que exibe o, e 0y,. As
diferentes parametrizagoes sao distinguidas pelo estilo das curvas: linhas continuas repre-
sentam a expansao de Taylor até O(2?), linhas tracejadas correspondem ao aproximante
de Padé (2,1), e linhas pontilhadas ao aproximante de Padé (3,2). As tabelas contendo
todos os resultados numeéricos, incluindo os valores de N e as incertezas associadas a cada
parametro, encontram-se no Apéndice A.

Para o aLIGO, na analise em funcao do niimero de eventos N, as trés parametrizagoes
apresentam resultados bastante consistentes entre si para os parametros de menor ordem,
com reducao clara das incertezas associadas a Hy conforme N aumenta, enquanto gy e j
permanecem praticamente limitados por incertezas quase constantes. Para H,, os valores
centrais mantém-se compativeis com o valor fiducial Hy = 67.68 kms~! Mpc™!, variando
entre 67.43 e 67.79kms™* Mpc™! para Taylor O(z?), entre 67.50 e 68.21 kms~! Mpc™*
para Padé (2,1), e entre 67.50 e 67.82km s~ Mpc™! para Padé (3,2). Em todas as para-
metrizagoes, a melhor precisao ocorre no maior nimero de eventos considerado, N = 100.
Para Taylor, obtém-se Hy = 67.661 7 kms™ Mpc™!, isto ¢, oy, ~ 0.77kms™! Mpc™,
correspondente a uma precisao relativa de aproximadamente 1.13%. Para Padé (2,1),
tem-se Hy = 67.79757 km s~ Mpc™!, com oy, ~ 0.75kms™! Mpc™!, equivalente a uma
precisdo relativa de ~ 1.11%. Para Padé (3,2), obtém-se Hy = 67.717572 kms~! Mpc ™!,

1. ou precisao relativa de ~ 1.10%. Para qg, os valores cen-

com o, ~ 0.74km s~ Mpc™
trais permanecem proximos do valor fiducial ¢gg = —0.533, variando entre —0.53 e —0.48
para Taylor, entre —0.53 e —0.47 para Padé (2,1), e entre —0.53 e —0.50 para Padé

(3,2). As incertezas em ¢y apresentam apenas uma leve redugdo com N: no melhor

caso, em N = 100, Taylor fornece gy = —0.507035, com o, ~ 0.31, Padé (2,1) fornece
g = —0.52703% com o, ~ 0.31, e Padé (3,2) fornece gy = —0.50703;, com o, ~ 0.31,

correspondendo a precisoes relativas da ordem de 60%—63% em relacao aos valores mé-
dios estimados. Para jj, os valores centrais permanecem estatisticamente compativeis
com jo = 1, variando entre 0.97 e 1.02 para Taylor, entre 0.99 e 1.02 para Padé (2,1),
e entre 0.98 e 1.01 para Padé (3,2). Entretanto, diferentemente de Hy, as incertezas
em jo praticamente nao diminuem com o aumento de N: em N = 100, Taylor fornece

jo = 1.001132 com o, ~ 1.35, Padé (2, 1) fornece jo = 1.00773%, com o, ~ 1.36, e Padé



4.2. RESTRICAO DOS PARAMETROS COSMOGRAFICOS

7

2.25 —— LIGO-TaylorO(3) e ET- Padé (3,2)
--+- LIGO - Padé (2,1) —— DECIGO - Taylor O(3)
2.00 e LIGO - Padé (3,2) --+- DECIGO - Padé (2,1)
—e— ET - Taylor O(3) e DECIGO - Padé (3,2)
1.75 -=- ET-Padé (2,1)
T 150
Q
)= %
=
5 125
%]
E‘ 1.00
5
0.75
0.50
'-'D‘v—\;_l&t!-,‘
0.25 e
10! 102 550 820 10° 2600 8200 10
N
0.35
—e— LIGO - Taylor O(3) -+ ET - Padé (3,2)
m -+- LIGO - Padé (2,1) ~ —s— DECIGO - Taylor O(3)
0.30 R e LIGO - Padé (3,2) -=-- DECIGO - Padé (2,1)
—e— ET - Taylor O(3) e DECIGO - Padé (3,2)
---- ET-Padé (2,1)
0.25
0.20
§
0.15
0.10
0.05 = N 0@l e
10! 10? 550 820 103 2600 8200 10*
N
1.4
—e— LIGO - Taylor O(3) - ET - Padé (3,2)
-=- LIGO - Padé (2,1) —— DECIGO - Taylor O(3)
12 e LIGO - Padé (3,2) --=-- DECIGO - Padé (2,1)
' —— ET - Taylor O(3) --e- DECIGO - Padé (3,2)
--=- ET-Padé (2,1)
1.0 T
.08
&
o a g o,
0.6 e i5d
S i
0.4 T
0.2 \
10t 102 550 820 103 2600 8200 10°
N

Figura 4.6: Incertezas dos parametros cosmograficos em fungao do niimero de eventos N.
O primeiro, segundo e terceiro painéis apresentam, respectivamente, oy, , 04, € 0;,. Os re-
sultados sdo mostrados para diferentes interferdmetros: aLIGO (azul), Einstein Telescope
— ET (vermelho) e DECIGO (verde). As parametrizagoes sao distinguidas pelo estilo
das curvas: linhas continuas correspondem a expansao de Taylor O(z3), linhas tracejadas
ao aproximante de Padé (2, 1) e linhas pontilhadas ao aproximante de Padé (3,2). O eixo

horizontal corresponde ao niimero de eventos simulados.
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(3,2) fornece jo = 1.007132, com o, ~ 1.35, resultando em precisdes relativas da ordem
de 135%. Para os parametros de ordem superior, avaliados apenas com Padé (3,2), os
valores centrais de sy variam entre —0.08 e 0.08, enquanto [y varia entre —0.18 e 0.10,
sem aproximagao sistemaética clara aos valores fiduciais. As incertezas permanecem pra-
ticamente constantes ao longo de todo o intervalo de N, com o5, ~ 6.7 € 0y, ~ 6.7; em
N = 100, por exemplo, obtém-se sy = 0.057572 com o, ~ 6.75, e [p = —0.08"5 77, com
oy, ~ 6.73. Como esses erros sao muito maiores que os valores centrais, a precisao relativa
nao ¢ uma medida informativa para sy e lp. De modo geral, para o aLIGO, o aumento
do ntimero de eventos melhora principalmente a determinacao de Hy, enquanto qg, jo €
os parametros de ordem superior permanecem fracamente restringidos, com diferencas
despreziveis entre as parametrizacoes.

Para o Einstein Telescope, na anélise em funcao do nimero de eventos /N, observa-
se uma melhora significativa em relacao ao aLIGO, com reducao sistemética das in-
certezas para Hy, qo e jo conforme o ntimero de eventos aumenta. Para Taylor O(z3)
e Padé (2,1), avaliados no intervalo N e [100,550], os resultados permanecem glo-
balmente consistentes entre si, enquanto Padé (3,2), avaliado no intervalo distinto
N € [820, 1000], apresenta incertezas menores para Hy e qo, mas ainda mantém restrigoes
fracas para os parametros de ordem superior. Para Hj, os valores centrais permane-
cem compativeis com o valor fiducial Hy = 67.68 kms™! Mpc™!, variando entre 67.45 e
67.84km s~ Mpc~! para Taylor, entre 67.58 ¢ 67.73km s~ Mpc™! para Padé (2, 1), e en-
tre 67.60 e 67.80 kms~! Mpc~! para Padé (3,2). Para Taylor, a melhor precisao ocorre em
N =550, com Hy = 67.847043kms ™' Mpc™!, isto é, o, ~ 0.43kms~ Mpc™!, correspon-
dente a uma precisao relativa de aproximadamente 0.64%. Para Padé (2, 1), também em
N = 550, obtém-se Hy = 67.707033 km s~ Mpc™, com oy, ~ 0.43kms~! Mpc™, equiva-
lente a uma precisao relativa de ~ 0.63%. Ja para Padé (3, 2), a melhor restrigao ocorre em
N =900, com Hy = 67.6670 33 kms~ Mpc™, resultando em o, ~ 0.32kms™! Mpc™, ou
precisao relativa de ~ 0.47%. Para qg, os valores centrais permanecem proximos do valor
fiducial ¢y = —0.533, variando entre —0.57 e —0.49 para Taylor, entre —0.56 e —0.51 para
Padé (2,1), e entre —0.56 e —0.52 para Padé (3,2). A melhor precisao para Taylor ocorre
em N = 550, com gy = —0.577059 e 04 = 0.09, correspondente a uma precisao relativa de
aproximadamente 16%. Para Padé (2, 1), também em N = 550, obtém-se gy = —0.5570 15,
com oy, ~ 0.10, ou precisao relativa de ~ 19%. Para Padé (3, 2), a menor incerteza ocorre
em N = 900, com gy = —0.527009 fornecendo o4 = 0.09, equivalente a uma precisao
relativa de ~ 17%. Para jj, as estimativas permanecem estatisticamente compativeis com
jo = 1, embora com incertezas ainda elevadas. Os valores centrais variam entre 0.74 e
1.27 para Taylor, entre 0.82 e 1.22 para Padé (2, 1), e entre 0.74 e 1.07 para Padé (3,2).
Para Taylor, a melhor precisio ocorre em N = 550, com jo = 1.277527 e o, ~ 0.56, cor-
respondente a uma precisao relativa de aproximadamente 44%. Para Padé (2,1), também

em N = 550, tem-se j, = 1.17f8:%, com o0j, ~ 0.82, ou precisdo relativa de ~ 70%. Para
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Figura 4.7: Incertezas associadas aos parametros cosmograficos de ordem superior em
funcao do nimero de eventos N. O primeiro painel apresenta o, e o segundo o;,, obtidos a

partir do aproximante de Padé (3,2). Os resultados sdo mostrados para os interferometros
aLIGO (azul), Einstein Telescope — ET (vermelho) e DECIGO (verde). Esses parametros

sao exclusivos da parametrizacao de ordem superior, nao estando definidos nas expansoes

de Taylor O(z*) e Padé (2,1). O eixo horizontal corresponde ao ntmero de eventos

simulados.
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Padé (3,2), a menor incerteza ocorre em N = 900, com j, = 0.827092 resultando em
0j, =~ 0.97, o que ainda representa uma precisao relativa elevada, de aproximadamente
118%. Para os parametros de ordem superior, avaliados apenas com Padé (3, 2), os valores
centrais de sy variam entre —1.19 e —0.56, enquanto [y varia entre —0.30 e —0.14, sem

aproximacao sistematica clara aos valores fiduciais. A menor incerteza para s, ocorre em

N = 860, com sy = —1.1972% ¢ o, ~ 5.37, enquanto para l; a melhor precisdo ocorre
em N = 920, com [y = —0.23%58) e 07, ~ 6.72. Como essas incertezas permanecem muito

superiores aos valores centrais, a precisao relativa nao ¢ uma medida informativa para sg e
lo. De modo geral, para o Einstein Telescope, o aumento de N melhora de forma clara as
restri¢coes sobre Hy e ¢y, produz um ganho moderado para jj, mas ainda nao é suficiente
para restringir de maneira robusta os pardmetros cosmograficos de ordem superior.

Para o DECIGO, na analise em fun¢ao do niimero de eventos /N, observa-se a maior ca-
pacidade de restricao entre os detectores considerados, com melhora sistematica das incer-
tezas conforme N aumenta para Taylor O(z%) e Padé (2, 1), avaliados em N € [800, 2600].
Para Padé (3,2), avaliado no intervalo mais elevado N € [8200, 10000], as restri¢oes sobre
Hyj e gy tornam-se ainda mais precisas, embora os parametros de ordem superior continuem
fracamente determinados. Para H, os valores centrais permanecem compativeis com o va-
lor fiducial Hy = 67.68 km s~ Mpc—!, variando entre 67.60 ¢ 67.73 kms~! Mpc~! para Tay-
lor, entre 67.59 e 67.74kms~! Mpc~! para Padé (2, 1), e entre 67.62 ¢ 67.68kms~! Mpc™?
para Padé (3,2). Para Taylor, a melhor precisao ocorre em N = 2600, com H, =
67.6670 17 km s Mpc™, isto é, o, ~ 0.17kms~! Mpc™!, correspondente a uma precisio
relativa de aproximadamente 0.25%. Para Padé (2, 1), também em N = 2600, obtém-se
Hy = 67.70705  kms™ Mpc™!, com oy, ~ 0.20kms™ Mpc™!, equivalente a uma preci-
sao relativa de ~ 0.30%. Ja para Padé (3,2), a melhor restrigao ocorre em N = 9800,
com Hy = 67.64701Tkms~" Mpc™?, resultando em o, ~ 0.17kms™' Mpc™', ou precisio
relativa de ~ 0.25%. Para qq, os valores centrais permanecem proximos do valor fiducial
qo = —0.533, variando entre —0.54 e —0.52 para Taylor, entre —0.55 e —0.52 para Padé
(2,1), e entre —0.54 ¢ —0.52 para Padé (3,2). A melhor precisdo para Taylor ocorre em
N = 2600, com gy = —0.53J_r8j8§ e 04, ~ 0.03, correspondente a uma precisao relativa de
aproximadamente 6%. Para Padé (2,1), também em N = 2600, obtém-se gy = —0.547004,
com o, ~ 0.04, ou precisao relativa de ~ 8%. Para Padé (3,2), a menor incerteza ocorre
em N = 9800, com gy = —0.537002, fornecendo o,, ~ 0.05, equivalente a uma precisao re-
lativa de ~ 10%. Para jj, as estimativas permanecem compativeis com j, = 1, com valores
centrais entre 0.95 e 1.07 para Taylor, entre 0.93 e 1.10 para Padé (2, 1), e entre 0.85 e 1.12
para Padé (3,2). Para Taylor, a melhor precisdo ocorre em N = 2600, com jo = 1.017) 1% e
0, ~ 0.16, correspondente a uma precisao relativa de aproximadamente 16%. Para Padé
(2,1), o melhor caso também ocorre em N = 2600, com j, = 1.097032 resultando em
0, ~ 0.31, ou precisao relativa de ~ 28%. Para Padé (3,2), a menor incerteza ocorre em

N = 9800, com j, = 0.93f8:2?, isto ¢, 0, ~ 0.61, correspondendo a uma precisao relativa
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ainda elevada, de aproximadamente 66%. Para os parametros de ordem superior, avalia-
dos apenas com Padé (3, 2), os valores centrais de sy variam entre —0.87 e 0.55, enquanto

lo permanece entre —1.16 e —0.69, sem convergéncia clara para os valores fiduciais. A

menor incerteza para sy ocorre em N = 9800, com sy = —0.407332 ¢ o, ~ 3.73, enquanto
para [y o melhor caso também ocorre em N = 9800, com [y = —0.9873%] e 0, ~ 6.38.

Assim como nos demais detectores, as incertezas associadas a sg e [y permanecem muito
maiores que os valores centrais, de modo que a precisao relativa nao fornece uma medida
robusta para esses parametros. De modo geral, o DECIGO apresenta o ganho estatistico
mais expressivo com o aumento de N, permitindo restricoes subpercentuais para Hj e
significativamente melhores para ¢y e jo, embora os parametros cosmograficos de ordem

superior permanec¢am pouco restringidos mesmo nos cenarios mais otimistas considerados.
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Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas Futuras

A consolidagao da astronomia de ondas gravitacionais abriu uma nova possibilidade
para o estudo da expansao cosmica, independente das técnicas tradicionais baseadas na
escada de distancias. Nesse contexto, coalescéncias de sistemas binéarios compactos po-
dem atuar como sirenes-padrao, fornecendo uma medida direta da distancia de lumino-
sidade da fonte. Quando uma contraparte eletromagnética é identificada, esses eventos,
denominados bright sirens, também permitem a determinacao independente do redshift,
estabelecendo uma relagao observacional entre dy e z. A combinagao dessas observagoes
com a cosmografia oferece, portanto, uma abordagem essencialmente cinematica para re-
construir a expansao do Universo, sem a necessidade de assumir previamente um modelo
especifico para a dindmica de seus componentes. Com o desenvolvimento de detectores
mais sensiveis e o consequente aumento do nimero e do alcance das detecgoes, torna-se
especialmente importante avaliar tanto o potencial quanto as limitacoes dessa abordagem.

Neste trabalho, investigamos a capacidade de observagoes futuras de sirenes-padrao
de ondas gravitacionais em restringir parametros cosmograficos. Em particular, conside-
ramos o Advanced LIGO, o Einstein Telescope e o DECIGO, comparando o desempenho
da expansao de Taylor até O(z%) com os aproximantes de Padé (2,1) e (3,2). Essa com-
paragao permitiu avaliar nao apenas o poder de restricao de cada detector, mas também
o papel desempenhado pela parametrizacao cosmografica adotada. Como séries cosmo-
graficas truncadas nao sao esperadas descrever adequadamente a expansao cosmica em
redshifts arbitrariamente altos, o uso de aproximantes de Padé fornece uma alternativa
relevante, especialmente em regimes nos quais as propriedades de convergéncia se tornam
importantes. Ao longo da analise, assumimos a detecgao de contrapartes eletromagnéti-
cas, garantindo assim uma determinagao independente do redshift para as bright sirens
simuladas.

Inicialmente, analisamos a dependéncia das restricbes cosmograficas com o signal-
to-noise ratio dos eventos detectados. Para o Advanced LIGO, as trés parametrizacoes
conduzem a resultados muito semelhantes, sem uma hierarquia sistematica entre Taylor
O(z*), Padé (2,1) e Padé (3,2). As melhores restri¢oes sobre Hy sdo obtidas em bins

83
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1 correspondendo a uma precisao

intermedidrios de SNR, com op, ~ 1.40kms™ Mpc~
relativa de aproximadamente 2%. Entretanto, as restrigdes sobre os parametros de or-
dem superior permanecem fracas: o, ~ 0.33-0.34, correspondendo a incertezas relativas
da ordem de 65%—-70%, enquanto o;, ~ 1.35-1.37, com incertezas relativas da ordem de
135%. Os parametros sq e ly, estimados apenas no caso de Padé (3,2), permanecem es-
sencialmente nao restringidos, com incertezas da ordem de oy, ~ 6.7 € 0y, ~ 6.7.

Para o Einstein Telescope, a analise baseada em SNR mostra uma melhora clara em
relagdo ao Advanced LIGO, especialmente para Hy e qo. As melhores restrigdes sobre
Hy atingem oy, ~ 1.12kms™* Mpc™! para Taylor, oy, ~ 1.14kms™* Mpc~! para Padé
(2,1), e og, ~ 1.23kms™ ! Mpc™! para Padé (3,2), correspondendo a precisoes relati-
vas de aproximadamente 1.7%-1.8%. Para ¢q, a melhor precisdao relativa melhora para
aproximadamente 33%-40%, dependendo da parametrizacao. Ainda assim, o parametro
jerk permanece apenas fracamente restringido, com incertezas relativas ainda superiores
a 100% nos melhores casos. Como no caso do Advanced LIGO, os parametros sq e Iy per-
manecem pouco determinados, com incertezas muito maiores que seus valores centrais.

As restrigoes mais fortes na analise baseada em SNR sao obtidas para o DECIGO.
Nesse caso, Hy atinge precisao subpercentual, com o, ~ 0.32km s~ Mpc™! para Taylor,
ory ~ 0.40kms™ Mpc™! para Padé (2,1) e oy, ~ 0.44km s~ Mpc~! para Padé (3,2). As
precisoes relativas correspondentes sao de aproximadamente 0.5%, 0.6% e 0.7%, respecti-
vamente. Para go, Taylor fornece a restri¢ao mais forte, com o,, ~ 0.05, correspondente a
uma precisao relativa de cerca de 9%, enquanto Padé (2, 1) e Padé (3,2) produzem preci-
soes relativas de aproximadamente 15% e 20%. A mesma hierarquia é observada para jo:
Taylor apresenta o melhor resultado, com o, ~ 0.29 e precisao relativa de aproximada-
mente 28%, seguido por Padé (2,1), com o, ~ 0.58, e Padé (3,2), com o, ~ 1.01. Esses
resultados indicam que o DECIGO ¢ o tunico detector, entre os considerados, capaz de
fornecer restrigoes informativas sobre o parametro jerk na analise baseada em SNR.

O comportamento observado na anélise por bins de SNR esta diretamente relacionado
ao numero de eventos disponivel em cada intervalo. Como o SNR mede a intensidade do
sinal detectado, valores maiores de SNR estao, em geral, associados a eventos mais proxi-
mos. Contudo, a distribuic¢ao final de eventos nao é determinada apenas pelo SNR, mas
também pela densidade de probabilidade em redshift, que cresce ao longo do intervalo
relevante. Consequentemente, bins de alto SNR nao necessariamente dominam o poder
estatistico da analise. Isso ¢ particularmente importante na comparacao entre parametri-
zagoes. Para o DECIGO, por exemplo, Padé (3,2) pode apresentar melhor desempenho
em baixos SNR porque seu maior raio de convergéncia permite incluir eventos em um
intervalo mais amplo de redshift. O maior ntiimero de eventos nos bins de baixo SNR,
como indicado pelas distribuicoes de eventos, pode compensar parcialmente a menor in-
tensidade individual dos sinais. Portanto, a dependéncia das incertezas com o SNR reflete

uma competicao entre a informagao carregada por cada evento individual e o ntimero de
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eventos disponivel em cada bin.

Na segunda etapa da analise, estudamos o impacto do nimero total de eventos detec-
tados N, tratando o SNR como uma variavel livre em vez de fixa-lo em bins predefinidos.
Essa abordagem fornece uma perspectiva complementar sobre o escalonamento estatistico
das restrigoes cosmogréficas. Para o Advanced LIGO, aumentar o niimero de eventos de
N = 10 para N = 100 melhora principalmente a determinacao de Hy. Em N = 100, as

1 correspondendo a precisoes

trés parametrizagoes fornecem o, ~ 0.74-0.77km s~ Mpc™
relativas de aproximadamente 1.1%. Esse resultado é comparavel, e em alguns casos su-
perior, & precisao obtida pelo Einstein Telescope na analise baseada em SNR. Isso nao é
inesperado: os catalogos do Advanced LIGO estao restritos a baixos redshifts, aproxima-
damente z < 0.2, onde a distancia de luminosidade é dominada pela dependéncia principal
em H,. Como a contribuicao de H, aparece no termo de menor ordem da expansao em
redshift, sua determinacao pode ser bastante eficiente em uma amostra de baixo redshift
quando o nimero de eventos é suficientemente grande. Por outro lado, a mesma restri¢ao
em redshift impede melhorias significativas em qq e jo, cujas contribui¢oes aparecem em
ordens mais altas da expansao cosmografica. Consequentemente, mesmo para N = 100, g
permanece restringido apenas no nivel de ~ 60%, enquanto j, permanece essencialmente
nao restringido, com incertezas relativas da ordem de 135%.

Para o Einstein Telescope, a anélise em funcao do ntimero de eventos mostra uma
melhora clara em relacao ao Advanced LIGO para ¢y e uma melhora moderada para
jo. Para Taylor e Padé (2,1), avaliados até N = 550, as melhores restrigoes sobre Hy

1

sao o, ~ 0.43kms~ Mpc™!, correspondendo a precises relativas de aproximadamente

0.6%. Para Padé (3,2), avaliado no intervalo mais alto de eventos N € [820,1000], o

! correspondente a uma precisao relativa de

melhor resultado é oy, ~ 0.32kms™" Mpc™
aproximadamente 0.47%. O parametro de desaceleracao atinge precisoes relativas de apro-
ximadamente 16%—19%, enquanto j, permanece menos bem restringido, com incertezas
relativas de aproximadamente 44% para Taylor, 70% para Padé (2,1) e acima de 100%
para Padé (3,2). Assim, o Einstein Telescope melhora significativamente a reconstrugao
da primeira correcao além de Hj, mas ainda nao fornece restri¢oes robustas sobre todos
os parametros cosmograficos de ordem superior.

A anélise em funcao do ntimero de eventos confirma o DECIGO como a configura-
¢ao mais poderosa considerada neste trabalho. Para Taylor e Padé (2, 1), avaliados até

! correspondendo

N = 2600, as restri¢oes sobre Hy atingem o, ~ 0.17-0.20 km s~ Mpc™
a precisoes relativas de aproximadamente 0.25%-0.30%. Para Padé (3,2), avaliado até
N = 10000, uma precisao semelhante ¢ obtida para Hy, com o, ~ 0.17kms~! Mpc™'. O
parametro de desaceleragao também é bem restringido, com precisoes relativas de cerca de
6% para Taylor, 8% para Padé (2,1) e 10% para Padé (3,2). Para jy, Taylor novamente
fornece a restrigao mais forte, atingindo o, ~ 0.16 e uma precisao relativa de aproxima-

damente 16%), enquanto Padé (2, 1) fornece uma precisao relativa de cerca de 28% e Padé
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(3,2) permanece menos restritivo, com incerteza relativa de aproximadamente 66%. Esses
resultados mostram que o DECIGO é capaz de tornar o parametro jerk uma quantidade
observacionalmente informativa, especialmente quando a expansao de Taylor é utilizada
dentro de seu dominio adequado de redshift.

Comparando as parametrizacoes, Taylor O(2?) fornece, de modo geral, a melhor pre-
cisao numérica para o conjunto de parametros comum a todos os modelos, especialmente
nas analises envolvendo o DECIGO. Isso é particularmente evidente para qq e jo, para
os quais Taylor produz sistematicamente incertezas menores que Padé (2,1) e Padé (3, 2)
nos regimes mais restritivos. Padé (2,1) apresenta desempenho muito proximo ao de
Taylor para H e frequentemente permanece competitivo para gy, mas tende a ser menos
preciso para jo. Por sua vez, Padé (3,2) tem a vantagem de possuir um maior raio de
convergéncia e de permitir a inclusao dos parametros de ordem superior s; e ly, mas essa
flexibilidade adicional vem acompanhada de degenerescéncias mais fortes entre os para-
metros cosmograficos. Como consequéncia, embora Padé (3, 2) seja teoricamente atraente
para estender o dominio em redshift, ele nao fornece, nas simulagoes consideradas aqui,
as restricoes mais precisas sobre os parametros de menor ordem.

A comparacgao entre Taylor e os aproximantes de Padé evidencia, portanto, um com-
promisso importante. Parametrizagoes de menor ordem sao mais eficientes para estimar
Hy, qo e jo quando o intervalo de redshift é suficientemente restrito e a expansao perma-
nece bem comportada. Aproximantes de Padé de ordem mais alta, por outro lado, sao
mais adequados para explorar intervalos mais amplos de redshift, mas exigem amostras
de eventos substancialmente maiores para superar degenerescéncias paramétricas. Nesse
sentido, Taylor O(z?) pode ser considerada a parametrizagao mais precisa para o conjunto
comum de pardmetros nas configuragoes estudadas, enquanto Padé (3, 2) fornece uma des-
cricao mais flexivel, porém menos fortemente restringida, da distancia de luminosidade.

Os resultados para os parametros de ordem superior sy e [y reforcam esse ponto.
Mesmo nos cenérios mais otimistas envolvendo o DECIGO, esses parametros permane-
cem fracamente restringidos. Suas incertezas sao muito maiores que os respectivos valores
centrais, tornando a precisao relativa uma medida inadequada para avaliar sua constri-
¢ao. Esse comportamento indica que a inclusao de sy e [y aumenta significativamente a
dimensionalidade do espago de parametros e introduz degenerescéncias que nao sao com-
pletamente quebradas pelos catalogos simulados considerados neste trabalho. Restrigoes
significativas sobre esses parametros provavelmente exigiriam uma combinagao de amos-
tras de eventos maiores, maior alcance em redshift, sensibilidade instrumental aprimorada
e, possivelmente, informagao cosmoldgica complementar proveniente de observagoes ele-
tromagnéticas.

As implicagbes cosmologicas desses resultados sao diretas. O Advanced LIGO pode
fornecer medidas independentes e livres de calibragao de Hy em nivel percentual sob hi-

poteses otimistas para o ntamero de eventos, contribuindo para a discussao da tensao de
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Hubble [51; 95; 96], embora nao se espere que a resolva sozinho. O Einstein Telescope
melhora esse cenario ao atingir precisao subpercentual ou préxima de subpercentual para
H, e ao fornecer restri¢oes mais informativas sobre qy. O DECIGO, por sua vez, leva a
cosmografia com ondas gravitacionais a um regime verdadeiramente de alta precisao, pro-
duzindo restrigoes subpercentuais para Hy, restricoes em nivel de poucos por cento para
qo e sensibilidade significativa a jo. Como desvios de j, em relagao ao valor previsto pelo
modelo ACDM (jy = 1) podem sinalizar desvios em relagao a uma constante cosmologica,
essa capacidade é particularmente relevante para testar a dindmica da aceleragao césmica
com sirenes-padrao.

Em resumo, nossa analise mostra que bright sirens de ondas gravitacionais fornecem
uma rota robusta e complementar para a estimacao de parametros cosmograficos. O poder
de restrigao depende nao apenas da sensibilidade do detector, mas também da distribuicao
em redshift dos eventos, da selecao em SNR, do nimero total de deteccoes e da parame-
trizacao cosmografica adotada. Entre os casos estudados, Taylor O(z3) fornece a melhor
precisao geral para o conjunto comum de parametros, enquanto os aproximantes de Padé
sao importantes para avaliar convergéncia e estender o dominio em redshift. O Advanced
LIGO é principalmente sensivel a Hy, o Einstein Telescope melhora a reconstrucao de ¢,
e o DECIGO é necessario para obter restri¢oes significativas sobre jp. Os parametros s
e lp permanecem fora do alcance das configuragoes simuladas neste trabalho, indicando
que a cosmografia de ordem mais alta exigird maior poder estatistico e possivelmente
informacao observacional adicional. A medida que os catélogos de ondas gravitacionais
cresgam em tamanho e qualidade, a cosmografia com sirenes-padrao deverd se tornar uma
ferramenta cada vez mais poderosa para investigar a historia de expansao do Universo e
testar a origem fisica da aceleracao césmica.

Como perspectiva futura da pesquisa, pretende-se ampliar a analise da restricao de
parametros cosmograficos utilizando sirenes padrao de ondas gravitacionais detectadas
por interferémetros de maior sensibilidade. Em particular, sera interessante estender a
metodologia desenvolvida neste trabalho para detectores espaciais, como o LISA [71] e
TianQin [97]. Esses experimentos poderao observar eventos em diferentes faixas de fre-
quéncia e em intervalos de redshift mais amplos (z < 10), possibilitando testar com maior
precisao a expansao cosmografica do Universo e avaliar de forma mais robusta o desem-

penho de diferentes parametrizagoes e parametros de mais alta ordem.
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CAPITULO 5. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS



Referéncias Bibliograficas

[1] B. S. Sathyaprakash and B. F. Schutz, Living Rev. Rel. 12, 2 (2009), arXiv:0903.0338
|gr-ac] .

[2] B. P. Abbott et al. (LIGO Scientific, Virgo), Phys. Rev. Lett. 116, 061102 (2016),
arXiv:1602.03837 [gr-qc] .

[3] B. P. Abbott et al. (LIGO Scientific), Rept. Prog. Phys. 72, 076901 (2009), ar-
Xiv:0711.3041 [gr-qc] .

[4] F. Acernese (Virgo), J. Phys. Conf. Ser. 610, 012014 (2015).

[5] T. Akutsu et al. (KAGRA), PTEP 2021, 05A101 (2021), arXiv:2005.05574
[physics.ins-det] .

6] A. G. Abac et al. (LIGO Scientific, VIRGO, KAGRA), (2025), arXiv:2508.18082
lgr-ac] -

[7] M. Punturo et al., Class. Quant. Grav. 27, 194002 (2010).
[8] S. Kawamura et al., Class. Quant. Grav. 23, 5125 (2006).
[9] B. F. Schutz, Nature 323, 310 (1986).

[10] M. Rowan-Robinson, The Cosmological Distance Ladder (W. H. Freeman and Co.,
1985).

[11] P. J. E. Peebles, Principles of Physical Cosmology, Princeton Series in Physics (Prin-

ceton University Press).

[12] B. P. Abbott et al. (LIGO Scientific, Virgo), Phys. Rev. Lett. 119, 161101 (2017),
arXiv:1710.05832 |gr-qc] .

[13] D. E. Holz and S. A. Hughes, Astrophys. J. 629, 15 (2005), arXiv:astro-ph /0504616

[14] J.-F. Zhang, M. Zhang, S.-J. Jin, J.-Z. Qi, and X. Zhang, JCAP 09, 068, ar-
Xiv:1907.03238 [astro-ph.CO] .

89



90 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[15] X. Zheng, S. Cao, Y. Liu, M. Biesiada, T. Liu, S. Geng, Y. Lian, and W. Guo, Eur.
Phys. J. C 81, 14 (2021), arXiv:2012.14607 |astro-ph.CO] .

[16] M. Soares-Santos et al. (DES, LIGO Scientific, Virgo), Astrophys. J. Lett. 876, L7
(2019), arXiv:1901.01540 [astro-ph.CO)] .

[17] S. Weinberg, Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of the General
Theory of Relativity (John Wiley and Sons, New York, 1972).

[18] M. Visser, Gen. Rel. Grav. 37, 1541 (2005), arXiv:gr-qc/0411131 .

[19] C. Cattoen and M. Visser, Class. Quant. Grav. 24, 5985 (2007), arXiv:0710.1887
[gr-qc] -

[20] A. Aviles, A. Bravetti, S. Capozziello, and O. Luongo, Phys. Rev. D 90, 043531
(2014), arXiv:1405.6935 [gr-qc] .

[21] S. Capozziello, R. D’Agostino, and O. Luongo, Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 494,
2576 (2020), arXiv:2003.09341 [astro-ph.CO)] .

[22] J. Aasi et al. (LIGO Scientific), Class. Quant. Grav. 32, 074001 (2015), ar-
Xiv:1411.4547 [gr-qc] .

[23] J. Morais, R. Gongalves, and J. Alcaniz, (2026), arXiv:2602.05969 |astro-ph.CO] .
[24] J. Morais, R. Gongalves, and J. Alcaniz (2026), manuscript in preparation.

[25] S. Weinberg, Cosmology (Oxford University Press, Oxford, 2008).

[26] A. G. Riess et al., Astrophys. J. 699, 539 (2009), arXiv:0905.0695 |astro-ph.CO] .
[27] J. P. Gardner et al., Space Sci. Rev. 123, 485 (2006), arXiv:astro-ph/0606175 .
[28] DESI Collaboration, JCAP 02, 021, arXiv:2404.03002 [astro-ph.CO] .

[29] N. Aghanim et al. (Planck), Astron. Astrophys. 641, A6 (2020), [Erratum: As-
tron.Astrophys. 652, C4 (2021)], arXiv:1807.06209 [astro-ph.CO] .

[30] LIGO Scientific Collaboration and Virgo Collaboration and KAGRA Collaboration,
(2025), arXiv:2509.04348 [gr-qc] .

[31] J. A. Frieman, M. S. Turner, and D. Huterer, Ann. Rev. Astron. Astrophys. 46, 385
(2008), arXiv:0803.0982 |astro-ph] .

[32] L. Verde, T. Treu, and A. G. Riess, Nature Astronomy 3, 891 (2019), ar-
Xiv:1907.10625 |astro-ph.CO] .



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 91

[33] L. A. Escamilla, W. Giare, E. Di Valentino, R. C. Nunes, and S. Vagnozzi, JCAP
arXiv:2307.14802 |astro-ph.CO] .

[34] B. Wang, E. Abdalla, F. Atrio-Barandela, and D. Pavon, (2024), arXiv:2402.00819
lastro-ph.CO| .

[35] C. W. Misner, K. S. Thorne, and J. A. Wheeler, Gravitation (W. H. Freeman, 1973).

[36] R. d'Inverno, Introducing FEinstein’s Relativity, 2nd ed. (Oxford University Press,
2012).

[37] A. R. Liddle, An Introduction to Modern Cosmology, 3rd ed. (Wiley, 2015).

[38] A. Einstein, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Berlin (Math. Phys.) , 142 (1917).
[39] W. de Sitter, Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 78, 3 (1917).

[40] A. Friedmann, Zeitschrift fiir Physik 10, 377 (1922).

[41] G. Lemaitre, Annales de la Société Scientifique de Bruxelles 47, 49 (1927).

[42] E. Hubble, Proc. Nat. Acad. Sci. 15, 168 (1929).

[43] A. Einstein, Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. Berlin (Math. Phys.) , 235 (1931).
[44] B. Ryden, Introduction to Cosmology, 2nd ed. (Cambridge University Press, 2017).

[45] A. G. Riess, S. Casertano, W. Yuan, L. M. Macri, and D. Scolnic, Astrophys. J. 876,
85 (2019), arXiv:1903.07603 [astro-ph.CO)] .

[46] D. Raine and E. Thomas, An Introduction to the Science of Cosmology (I0P Pu-
blishing, 2001).

[47] F. Zwicky, Helv. Phys. Acta 6, 110 (1933).

[48] V. C. Rubin, W. K. J. Ford, and N. Thonnard, Astrophys. J. 238, 471 (1980).
[49] A. G. Riess et al., Astron. J. 116, 1009 (1998), arXiv:astro-ph/9805201 .

[50] S. Perlmutter et al., Astrophys. J. 517, 565 (1999), arXiv:astro-ph/9812133 .

[51] E. Di Valentino et al., Rept. Prog. Phys. 84, 116901 (2021), arXiv:2103.01183 |astro-
ph.COJ .

[52] E. Abdalla et al., Rept. Prog. Phys. 85, 066901 (2022), arXiv:2203.06142 [astro-
ph.COJ .

[53] S. Weinberg, Rev. Mod. Phys. 61, 1 (1989).



92 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[54] P. J. E. Peebles and B. Ratra, Rev. Mod. Phys. 75, 559 (2003), arXiv:astro-
ph /0207347 |

[55] A. Joyce, B. Jain, J. Khoury, and M. Trodden, Phys. Rept. 568, 1 (2015), ar-
Xiv:1407.0059 |astro-ph.CO] .

[56] A. Aviles, C. Gruber, O. Luongo, and H. Quevedo, Phys. Rev. D 86, 123516 (2012),
arXiv:1204.2007 [astro-ph.CO)] .

[57] R. Lazkoz, J. Alcaniz, C. Escamilla-Rivera, V. Salzano, and 1. Sendra, JCAP 12,
005, arXiv:1311.6817 [astro-ph.CO] .

[58] A. Shafieloo, Journal of Cosmology and Astroparticle Physics 2012 (05), 024-024.

[59] C. Gruber and O. Luongo, Phys. Rev. D 89, 103506 (2014), arXiv:1309.3215 [gr-qc]

[60] G. A. J. Baker, Essentials of Padé Approximants (Academic Press, New York, 1975).

[61] A. Aviles, A. Bravetti, S. Capozziello, and O. Luongo, Phys. Rev. D 90, 043531
(2014), arXiv:1405.6935 |astro-ph.CO] .

[62] M. Maggiore, Gravitational Waves. Vol. 1: Theory and Ezperiments (Oxford Uni-
versity Press, 2007).

[63] A. G. Riess et al. (Supernova Search Team), Astron. J. 116, 1009 (1998), arXiv:astro-
ph/9805201 .

[64] S.-J. Jin, J.-Y. Song, T.-Y. Sun, S.-R. Xiao, H. Wang, L.-F. Wang, J.-F. Zhang, and
X. Zhang, Sci. China Phys. Mech. Astron. 69, 220401 (2026), arXiv:2507.12965
lastro-ph.CO] .

[65] C. Cutler and E. E. Flanagan, Phys. Rev. D 49, 2658 (1994), arXiv:gr-qc/9402014 .

[66] T. G. F. Li, Extracting Physics from Gravitational Waves: Testing the Strong-field
Dynamics of General Relativity and Inferring the Large-scale Structure of the
Universe, Ph.D. thesis, Vrije U., Amsterdam, Vrije U., Amsterdam (2013).

[67] B. P. Abbott et al. (KAGRA, LIGO Scientific, Virgo), Living Rev. Rel. 19, 1 (2016),
arXiv:1304.0670 [gr-qc| .

[68] V. Alfradique et al., Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 528, 3249 (2024), arXiv:2310.13695
lastro-ph.CO] .

[69] C. R. Bom, V. Alfradique, A. Palmese, G. Teixeira, L. Santana-Silva, A. Santos,
and P. Darc, Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 535, 961 (2024), arXiv:2404.16092
lastro-ph.CO .



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 93

[70] A. Abac et al. (ET), JCAP 03, 081, arXiv:2503.12263 [gr-qc| .
[71] P. Amaro-Seoane et al. (LISA), (2017), arXiv:1702.00786 |astro-ph.IM] .

[72] T. Liu, S. Cao, M. Biesiada, Y. Zhang, and J. Wang, Astrophys. J. Lett. 965, L.11
(2024), arXiv:2404.07419 [astro-ph.CO)] .

[73] R.-G. Cai and T. Yang, Phys. Rev. D 95, 044024 (2017), arXiv:1608.08008 [astro-
ph.COl .

[74] A. Nishizawa, K. Yagi, A. Taruya, and T. Tanaka, Phys. Rev. D 85, 044047 (2012),
arXiv:1110.2865 |astro-ph.CO)] .

[75] W. Zhao, C. Van Den Broeck, D. Baskaran, and T. G. F. Li, Phys. Rev. D 83, 023005
(2011), arXiv:1009.0206 |astro-ph.CO] .

[76] R. Schneider, V. Ferrari, S. Matarrese, and S. F. Portegies Zwart, Mon. Not. Roy.
Astron. Soc. 324, 797 (2001), arXiv:astro-ph/0002055 .

[77] M. Rezaei, S. Pan, W. Yang, and D. F. Mota, Astrophys. J. 995, 164 (2025), ar-
Xiv:2510.09766 [astro-ph.CO] .

[78] M. Lagos, M. Fishbach, P. Landry, and D. E. Holz, Phys. Rev. D 99, 083504 (2019),
arXiv:1901.03321 |astro-ph.CO] .

[79] E. e. a. Barausse, Finstein Telescope Design Report Update 2020, Tech. Rep. ET-
0007B-20 (Einstein Telescope Collaboration, 2020).

[80] C. Liu, Y. Kang, and L. Shao, Astrophys. J. 934, 84 (2022), arXiv:2204.06161 |astro-
ph.HE] .

[81] F. Iacovelli, M. Mancarella, S. Foffa, and M. Maggiore, Astrophys. J. 941, 208 (2022),
arXiv:2207.02771 [gr-qc] .

[82] B. F. Schutz, Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A 376, 20170279 (2018), arXiv:1804.06308
lastro-ph.IM] .

[83] R.-G. Cai, T.-B. Liu, X.-W. Liu, S.-J. Wang, and T. Yang, Phys. Rev. D 97, 103005
(2018), arXiv:1712.00952 [astro-ph.CO)] .

[84] T. Yang, JCAP 05, 044, arXiv:2103.01923 [astro-ph.CO] .

[85] M. Califano, I. de Martino, D. Vernieri, and S. Capozziello, Mon. Not. Roy. Astron.
Soc. 518, 3372 (2022), arXiv:2205.11221 [astro-ph.CO)] .

[86] K. Yagi and N. Seto, Phys. Rev. D 83, 044011 (2011), [Erratum: Phys.Rev.D 95,
109901 (2017)], arXiv:1101.3940 |astro-ph.CO| .



94 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[87] L. Yang, H.-Y. Wan, T.-J. Zhang, and T. Yanke, (2017), arXiv:1703.07923 |astro-
ph.COJ .

[88] S. Hild et al., Class. Quant. Grav. 28, 094013 (2011), arXiv:1012.0908 [gr-qc] .

[89] C. Gordon, K. Land, and A. Slosar, Phys. Rev. Lett. 99, 081301 (2007), ar-
Xiv:0705.1718 |astro-ph] .

[90] J. M. S. de Souza, R. Sturani, and J. Alcaniz, JCAP 03 (03), 025, arXiv:2110.13316
lgr-qc] .

[91] R. Trotta, Contemp. Phys. 49, 71 (2008), arXiv:0803.4089 [astro-ph] .
[92] R. Trotta (2017) arXiv:1701.01467 |astro-ph.CO)] .

[93] L. E. Padilla, L. O. Tellez, L. A. Escamilla, and J. A. Vazquez, Universe 7, 213
(2021), arXiv:1903.11127 [astro-ph.CO)] .

[94] D. Foreman-Mackey, D. W. Hogg, D. Lang, and J. Goodman, Publ. Astron. Soc.
Pac. 125, 306 (2013), arXiv:1202.3665 [astro-ph.IM] .

[95] J.-P. Hu and F.-Y. Wang, Universe 9, 94 (2023), arXiv:2302.05709 [astro-ph.CO] .

[96] S. Capozziello, G. Sarracino, and G. De Somma, Universe 10, 140 (2024), ar-
Xiv:2403.12796 [gr-qc] .

[97] J. Luo et al. (TianQin), Class. Quant. Grav. 33, 035010 (2016), arXiv:1512.02076
lastro-ph.IM]



Apéndice A

Resultados Numéricos das Analises via
SNR e Numero de Eventos

Neste apéndice, apresentamos as tabelas completas com os resultados numéricos ob-
tidos nas anélises baseadas em intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e no nimero total
de eventos simulados. Essas tabelas complementam a discussao apresentada no corpo
principal do trabalho, fornecendo os valores médios dos parametros cosmograficos, suas
incertezas assimétricas e, para os parametros de menor ordem, as respectivas precisoes
relativas calculadas a partir do valor médio obtido em cada caso.

Os resultados sao organizados por detector e por parametrizagao cosmogréfica. Para
o aLIGO, apresentamos inicialmente os resultados da expansao de Taylor O(z%), seguidos
pelas parametrizagoes Padé P» 1 e Padé Ps 5, nas Tabelas A.1, A.2 e A.3, respectivamente.
Os parametros de ordem superior s € [y, presentes apenas na parametrizagao Padé P; 5,
sao apresentados separadamente na Tabela A.4.

De forma anéloga, para o Einstein Telescope, os resultados correspondentes a expan-
sao de Taylor O(2?), ao Padé P,; e ao Padé P35 sdo apresentados nas Tabelas A.5, A.6
e A.7, enquanto os resultados para sy e [y sao mostrados na Tabela A.8.

Por fim, para o DECIGO, os resultados sao apresentados seguindo a mesma estrutura:
Taylor O(2?), Padé P,; e Padé P35 nas Tabelas A.9, A.10 e A.11, respectivamente, e os
parametros sg e Iy na Tabela A.12.

Para os parametros sg e ly, ndo apresentamos a precisao relativa oy/|0|, pois as incerte-
zas associadas a esses parametros sao significativamente grandes em todas as configuragoes
analisadas. Nesse regime, a precisao relativa deixa de fornecer uma medida quantitativa
util do poder de restrigao, podendo sugerir uma interpretacao estatistica pouco informa-
tiva. Assim, as tabelas correspondentes reportam apenas as estimativas centrais e suas
incertezas assimétricas, que evidenciam de forma mais direta que os parametros cosmo-

graficos de ordem superior permanecem fracamente restringidos nas andlises consideradas.
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96APENDICE A. RESULTADOS NUMERICOS DAS ANALISES VIA SNR E NUMERO DE EVENTOS

SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 040/la0] (%) | 030 /70 (%)
SNR Intervals
8,12] 68.0275-%3 —0.508T0-311 | 0.99311-357 5.7 66.5 136.6
[12,16] 67.727398 —0.50870:332 | 1.00311333 4.2 66.6 135.5
[16,20] 67.697337 —0.51070:33% | 0.99311-359 3.4 65.4 136.9
[20,24] 67.6072-00 —0.501%033¢ | 1.003%1335 2.9 66.8 135.4
[24,28] 67.357104 —0.49570-332 | 0.999+1-362 2.5 67.2 136.2
[28,32] 67.6971-52 —0.50770-338 | 0.993+1-355 2.3 66.0 136.7
[32,36] 67.9371-51 —0.50870-339 | 1.00011-359 2.2 66.1 135.9
36,40] 67.687135 —0.50470-338 | 0.99611-357 2.1 66.7 136.1
[40,44] 68.0771-32 —0.50570-339 | 0.99911-353 2.1 66.4 135.5
[44,48] 68.327 147 —0.51970:33> | 0.983 11362 2.1 64.9 137.2
[48,52] 67.67713 —0.50710 333 | 1.001% 1357 2.1 65.7 135.7
[52,56] 67.64713 —0.49670336 | 0.99111-381 2.1 68.1 136.7
[56,60] 67.62715 —0.50370:332 | 0.994+1-389 2.1 67.1 136.4
[60,64] 67.2711-57 —0.50370:330 | 0.999+1-358 2.3 67.3 135.9
[64,68] 67.7371-5 —0.50370-331 | 0.993 11364 2.4 67.3 136.8
[68,72] 67.7671-5 —0.5060-33L | 1.01011-362 2.5 66.9 135.3
[72,76] 68.3311 53 —0.50070:337 | 1.011+1-35% 2.7 67.5 134.8
[76,80] 68.1811 58 —0.50570:332 | 0.99811 355 2.8 66.9 135.7
[80,84] 67.8172:03 —0.501%0:333 | 1.005%1329 2.9 67.9 134.6
[84,88] 67.9772:40 —0.506%0332 | 1.003%1326 3.0 66.9 135.7
N
10 67.7472-22 —0.50670:339 | 1.009711-342 3.2 66.4 134.8
20 67.7971-52 —0.49870-334 | 1.01311-345 2.2 67.1 134.5
30 67.4371-2 —0.52470-337 | 0.97911-345 1.8 62.8 137.1
40 67.697109 —0.53270:312 | 0.96611374 1.6 61.1 140.3
50 67.5615 51 —0.51173-377 | 0.98311-329 1.5 63.1 137.0
60 67.6270 57 —0.493%0320 | 1.003* 1338 1.4 64.9 134.4
70 67.617053 —0.48173-395 | 1.010+1-325 1.3 64.9 133.6
80 67.517083 —0.51970-32¢ | 0.980+1-3%¢ 1.2 61.7 137.5
90 67.7110°75 —0.4821 5308 | 1.,0231 325 1.2 64.5 132.6
100 67.6610 77 —0.49770-311 | 0.99811-3%9 1.1 63.2 135.0

Tabela A.1: Estimativas dos parametros cosmograficos obtidas para o interferémetro
aLLIGO utilizando a expansao de Taylor, em funcao dos intervalos de razao sinal-ruido
(SNR) e do numero total de eventos simulados. Sao apresentados os valores médios de
Hy, qo e j0, suas incertezas assimétricas e as respectivas precisoes relativas.



SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 0q0/lao] (%) | 030 /30 (%)
SNR Intervals
8,12] 68.3275-%2 —0.51703% | 1.007}-3¢ 5.7 66.7 136.0
[12,16] 67.287322 —0.507903% | 1.007157 4.2 68.0 136.5
[16,20] 67.3872:3¢ —0.53%03> | 0.997 137 3.4 64.2 137.9
[20,24] 67.8672:07 —0.50703% | 1.017138 2.9 68.0 135.1
[24,28] 68.1371-80 —0.50103% | 1.007137 2.6 68.0 136.5
[28,32] 67.60"1-51 —0.52+03% | 0.997]-3¢ 2.3 64.4 137.4
[32,36] 67.4171-51 —0.51703% | 0.997157 2.2 65.7 137.9
36,40] 67.707135 —0.51703% | 0.997157 2.1 65.7 137.9
[40,44] 67.971147 —0.51703% | 0.997157 2.1 65.7 137.9
[44,48] 67.6871°35 —0.50703% | 1.00715 2.1 68.0 136.0
[48,52] 67.967 130 —0.50703% | 0.997]38 2.2 68.0 136.9
[52,56] 67.81718) —0.50703% | 1.017]38 2.3 68.0 134.7
[56,60] 67.477157 —0.51103% | 0.997 ]38 2.3 66.7 137.4
[60,64] 67.5971-5% —0.50703% | 101715 2.3 68.0 134.7
[64,68] 67.40710 —0.50703% | 1.007}-3¢ 2.5 68.0 136.0
[68,72] 67.6771-52 —0.50703% | 1.00773¢ 2.7 68.0 136.5
[72,76] 67.7872:08 —0.50703% | 0.997157 2.9 68.0 137.4
[76,80] 68.137198 —0.50703% | 1.007]°38 2.8 68.0 136.0
[80,84] 68.217305 —0.50703% | 0.997 ]38 3.0 68.0 136.9
[84,88] 68.287339 —0.50703% | 1.007]38 3.3 68.0 135.5
N
10 67.94672:352 | _0.50370-33% | 0.991+1-3%8 3.1 66.5 136.5
20 6821171537 | —0.51470:339 | 0.99771-31 2.2 64.9 136.0
30 67.62071247 | —0.49270-326 | 1.010%1-351 1.8 67.0 133.9
40 67.8277 1080 | 049770328 | 0.997F1 320 1.6 66.2 136.0
50 67.69670955 | —0.52970:339 | 0.9951 322 1.5 61.7 135.9
60 67.64570:932 | —0.46570:3%5 | 1.021F1-327 1.4 68.6 132.6
70 67.49870-592 | —0.50170:372 | 0.9941 324 1.3 63.8 136.2
80 67.72570-827 | _0.50679-321 | 0.99611-359 1.2 62.7 135.9
90 67.5977078% | —0.50779:321 | 0.99111-3%6 1.2 62.5 136.3
100 67.79270-780 | —0.51870-321 | 0.997+1-352 1.1 60.4 136.1
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Tabela A.2: Resultados numéricos para o interferometro alLIGO utilizando a parametri-
zagao Padé P, ;, em funcdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do namero total
de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, ¢ € jo, juntamente com
suas incertezas assimétricas e precisoes relativas.
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SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 040/la0] (%) | 030 /70 (%)
SNR Intervals
8,12] 68.0373-2 —0.50793% | 0.987157 5.7 68.0 138.8
[12,16] 68.36 750 —0.51703% | 0.997 ]38 4.3 65.7 137.4
[16,20] 67.7573°33 —0.51703% | 0.997 ]38 3.4 65.7 136.9
[20,24] 67.641152 -0.51703% | 101715 2.9 65.7 134.7
[24,28] 67.937170 —0.51703% | 0.997 ]38 2.6 65.7 136.9
[28,32] 67.681-51 —0.50%93% | 1.007}38 2.3 67.0 135.5
[32,36] 68.057152 —0.49703% | 1.007}-3¢ 2.2 68.4 136.0
36,40] 67.467133 —0.51793% | 0.99713¢ 2.1 65.7 137.4
[40,44] 67.897135 —0.50793% | 1.007}-3¢ 2.1 68.0 136.0
[44,48] 67.797145 —0.51703% | 0.987137 2.1 66.7 138.8
[48,52] 67.267152 —0.50703% | 0.997 157 2.2 68.0 137.4
[52,56] 67.621152 —-0.50703% | 1.007}38 2.2 68.0 136.0
[56,60] 67.607187 0517030 | 1.007]38 2.4 66.7 136.5
[60,64] 67.6471-53 —0.50793% | 0.997157 2.4 68.0 137.9
[64,68] 67.1171-0 —0.50793% | o977 2.5 68.0 140.2
[68,72] 67.88715 -0.50793% | o1t % 2.6 68.0 134.2
[72,76] 68.057105 —0.49703% | 0.997 137 2.5 69.4 137.9
[76,80] 67.277129 —0.50703% | o1t} E 2.7 68.0 134.2
[80,84] 68.307322 —0.50703% | 0.987137 3.3 68.0 138.8
[84,88] 67.887305 —-0.50703% | 1.007]°38 3.1 68.0 136.0
N
10 67.774721%8 | —0.50370:338 | 1.0071-338 3.1 66.8 133.4
20 67.4967159% | —0.49879:332 | 1.001F1-351 2.2 66.8 135.1
30 67.66671:29% | —0.50779-329 | 1.00111-342 1.8 64.3 134.2
40 67.62471095 | —0.52070:332 | 0.982+1 358 1.6 62.5 136.9
50 67.61870:995 | —0.50170:3%4 | 1.000711375 1.5 63.8 134.4
60 67.7157092% | —0.49870:318 | 0.992+1372 1.4 63.6 135.4
70 67.63970-590 | —0.52970-328 | 0.993+1-377 1.3 59.6 135.3
80 67.66570-520 | —0.5059-317 | 1.00511-325 1.2 62.3 134.1
90 67.81870-79% | —0.53270:307 | 1.0077+1-320 1.2 57.4 133.6
100 67.70570-750 | —0.49979-307 | 0.99811-348 1.1 61.3 135.0

Tabela A.3: Resultados numéricos para o interferometro alLIGO utilizando a parametri-
zagao Padé Ps 5, em funcdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do nimero total
de eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, qg € jo, juntamente com
suas incertezas assimétricas e precisoes relativas.



SNR interval / N | S0 lo
SNR Intervals
[8,12] 0.0215%0 —0.0315-50
[12,16] —0.0975-52 -0.027879
[16,20] 0.101578 —0.0375:8%
[20,24] —0.0415-80 —0.0115°79
[24,28] 0.0015-78 0.0618%7
[28,32] 0.02+5%9 —0.0275-89
[32,36] —0.0475-83 —0.1175-83
36,40] 0.0815%¢ 0.00158}
[40,44] -0.02158} 0.00158}
[44,48] 0.031582 0.01%58}
[48,52] 0.00+5-%9 —0.0175-82
[52,56] 0.14%572 —0.0475-83
[56,60] 0.031582 0.0915-7¢
[60,64] 0.101573 0.02+5-80
[64,68] 0.02+529 0.01%5 78
[68,72] 0.071582 —0.047588
[72,76] -0.0475°83 0.06%5%9
[76,80] —0.021583 —0.0115:84
[80,84] —0.0175-83 —0.0075-82
6.75 6.84
(84,88 0.071¢8 &> —0.0173°%]
N
10 —0.056T5792 | 0.0167723
20 0.00178707 | 0.03275:5%9
30 0.03975:55% | —0.0397¢77¢
40 0.0817:57> | —0.02878 758
50 —0.08475 772 | —0.114%5 787
60 —0.0837¢-715 | —0.17875-813
70 —0.0507¢778 | 0.01578 732
80 —0.05478788 | —0.10578774
90 —0.021T¢78L | 0.09578-58¢
+6.726 +6.772
100 0.04775 725 | —0.08275 753
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Tabela A.4: Estimativas dos parametros cosmograficos de ordem superior sy e [y para o

interferometro aLIGO utilizando a parametrizacao Padé Ps,, em funcao dos intervalos
de razao sinal-ruido (SNR) e do namero total de eventos simulados. Devido as grandes

incertezas associadas a esses pardmetros, as precisoes relativas oy/|f| nao sdo apresenta-
das, pois nao fornecem uma medida quantitativa informativa do poder de restricao. As
incertezas reportadas indicam que sg e [y permanecem fracamente restringidos nesta con-

figuracgao.
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SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 040/la0] (%) | 030 /70 (%)
SNR Intervals
[8,23] 67.4773-33 —0.50570-285 | 0.91811-276 4.8 53.0 130.5
[23,38] 67.347215 —0.48570:372 | 0.8091 351 3.2 53.6 150.0
[38,53] 67.597153 —0.51370:352 | 0.90711373 2.6 47.6 132.8
[53,68] 67.497153 —0.51270250 | 0.920%1231 2.3 45.7 125.6
[68,83] 67.27710% —0.48870-335 | 0.837+1:22% 2.2 47.0 133.6
83,98] 67.26 7132 —0.46170-225 | 0.651 15228 2.0 48.3 170.4
[98,113] 67.6811 37 —0.52670:220 | 0.94811282 1.8 39.5 128.6
[113,128] 67.627129 —0.52370-287 | 0.927+1:526 1.8 38.9 138.8
[128,143] 67.397113 —0.49473-291 | 0.898 11347 1.6 39.2 144.6
[143,158] 67.617123 —0.52170:292 | 0.8871132) 1.8 37.1 146.2
[158,173] 67.7011 37 —0.52570209 | 0.907* 1377 1.9 38.1 146.4
[173,188] 67.6971 23 —0.5317029¢ | 0.913%1323 1.8 37.7 144.5
[188,203] 67.847132 —0.53670:325 | 0.9001 322 2.0 40.1 145.3
[203,218] 67.531137 —0.50170-229 | 0.9897+1-328 2.0 44.6 133.3
[218,233] 67.487135 —0.50770-232 | 0.969F1-351 2.0 47.0 136.0
[233,248] 67.5771:59 —0.51170-251 | 0.989+1-322 2.2 50.3 133.7
[248,263] 67.397133 —0.46270:355 | 1.040%1315 2.1 58.0 128.7
[263,278] 67.677127 —0.52270:35% | 0.941%1-329 1.8 49.8 142.5
[278,293] 67.387133 —0.5027037 | 1.01871329 1.9 52.7 129.5
[293,308] 67.647123 —0.493%0352 | 0.998%1322 1.8 56.0 134.1
N
100 67.4570:93 —0.500701%5 | 0.87915-5%% 1.4 37.4 117.5
150 67.65170°70 —0.5421 5157 | 1.10010-95% 1.2 29.4 84.4
200 67.501577 —0.485T01%4 | 0.74415-918 1.1 31.8 113.5
250 67.6670 55 —0.53670 159 | 1.08715 797 1.0 25.1 71.5
300 67.717057 —0.54170135 | 1.08315760 0.9 23.1 68.1
350 67.6070 23 —0.518%0113 | 0.93415:575 0.8 21.9 70.9
400 67.727023 —0.54273-115 | 1.06815:59¢ 0.8 21.0 63.1
450 67.66 7032 —0.52170-359 | 0.938+5-60¢ 0.7 19.1 62.1
500 67.6570 5 —0.53470-098 | 1.04510-282 0.7 17.9 54.6
550 67.847042 —0.57270-095 | 1.267+5-573 0.6 16.0 44.4

Tabela A.5: Resultados numeéricos para o Einstein Telescope utilizando a expansao de
Taylor, em fungao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do nimero total de eventos
simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, ¢y € jo, juntamente com suas incer-
tezas assimétricas e precisoes relativas.



SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 0q0/lao] (%) | 030 /30 (%)
SNR Intervals
[8,23] 68.2673-6 —0.53702> | 0.96712% 5.2 45.3 127.6
[23,38] 67.547320 —0.527031 | 0.997 135 3.2 43.3 132.8
[38,53] 67.607158 —0.51702% | 0.937]38 2.5 42.2 141.9
[53,68] 67.6971 41 —0.53%022 | 0.987132 2.1 37.7 132.1
[68,83] 67.707122 —0.52102% | 0.897 3% 1.9 37.5 143.8
83,98] 67.40128 —0.5002L | 0.927152 1.8 39.0 139.7
[98,113] 67.557113 —0.527020 | o0.9771 38 1.7 35.6 135.6
[113,128] 67.3971-20 —0.507012 | 0.967157 1.8 36.0 140.1
[128,143] 67.667119 —0.527012 | 0.927138 1.8 34.6 145.1
[143,158] 67.64711% —0.53701% | o977 % 1.7 33.0 137.1
[158,173] 67.45713% —0.507020 | 1.017132 1.9 39.0 132.2
[173,188] 67.947123 —0.57%015 | 0.9371 % 1.9 33.3 142.5
[188,203] 67.48%131 —-0.50%029 | 1.037132 1.9 42.0 129.1
[203,218] 67.1771-29 —0.467022 | 1057132 1.9 50.0 128.1
[218,233] 67.541137 —0.51702% | 097715 1.9 46.1 136.6
[233,248] 67.4111-37 —0.47702% | 1.047133 1.9 54.3 129.3
[248,263] 67.6571°57 —0.537028 | 0.967]35 1.9 47.2 139.6
[263,278] 67.611132 —0.517022 | 0.997]38 1.9 54.9 136.4
[278,293] 67.497127 —0.52%037 | 1.007}38 1.8 51.9 135.0
[293,308] 67.567113 —0.52%02% | 0.957 157 1.7 52.9 142.1
N
100 67.64270-83% | —0.52570-180 | 0.961+1270 1.3 32.1 127.0
150 67.65070:736 | —0.52679-198 | 0.96711-208 1.1 30.1 119.5
200 67.58870-94 | —0.5067014 | 0.82413 327 1.0 28.4 126.9
250 67.66170:23% | —0.5307015% | 1.02015 535 0.8 24.7 98.1
300 67.73270:252 | —0.557T0151 | 1.22015505 0.9 23.5 82.1
350 67.64970-3%% | —0.54170135 | 1.11315-558 0.7 21.8 81.7
400 67.58470-218 | —0.50670 174 | 0.84310-935 0.7 23.4 104.9
450 67.58970-922 | —0.51870112 | 0.944 10557 0.7 21.3 88.8
500 67.62270:535 | —0.53470-183 | 1.09815-873 0.7 20.4 76.6
550 67.70170-51% | —0.54970108 | 1.171+5-850 0.6 19.0 69.6
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Tabela A.6: Resultados numéricos para o Einstein Telescope utilizando a parametrizacao
Padé P,;, em fungdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ntimero total de
eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, qg € jo, juntamente com suas

incertezas assimétricas e precisoes relativas.
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SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 040/la0] (%) | 030 /70 (%)
SNR Intervals
[8,23] 67.3972:52 —0.527927 | 1.107}2 3.9 47.1 126.8
23,38 67.5871 0% —0.567028 | 1.4171°92 2.7 38.4 101.1
[38,53] 67.447159 0517030 | 0.987137 2.4 40.2 138.3
[53,68] 67.4271°50 —-0.487037 | 0.7271% 2.5 44.8 171.5
[68,83] 67.487177 —0.47%02% | 0.627 030 2.6 50.0 188.7
83,98] 67.7071-5¢ —0.53%92% | 0.907]23 2.4 46.2 130.0
[98,113] 67.6471-9 -0.537024 | 0.967122 2.3 45.3 126.0
[113,128] 67.547151 -0.52792% | 1.0071% 2.2 44.2 126.0
[128,143] 67.56715 —0.517922 | 1.0171%7 2.2 44.1 126.2
[143,158] 67.5971% —0.517022 | 0.947150 2.2 44.1 136.7
[158,173] 67.377187 —0.50703% | 1.03T130 2.4 47.0 124.8
[173,188] 67.4871°57 —-0.517022 | 1.02713) 2.4 50.0 127.9
[188,203] 67.7471%% —-0.52702% | 0.997 132 2.2 51.0 133.8
[203,218] 67.7111-57 —0.537028 | 0.967133 2.3 50.9 137.0
[218,233] 67.2971-72 —0.477028 | 1067152 2.4 61.7 126.9
[233,248] 67.4871-33 —-0.52792% | 0.997133 2.1 52.9 133.8
[248,263] 67.6311 38 —0.51702% | 1.007132 2.1 55.9 133.5
[263,278] 67.391122 —0.4970 27 | 1.037]33 1.8 56.1 130.1
[278,293] 67.577152 —-0.52703% | 0.997 1% 1.9 56.7 135.9
[293,308] 67.477133 —0.47702% | 10775 1.9 62.8 125.7
N
820 67.66370:328 | —0.52670:9%7 | 0.88211925 0.5 18.7 114.6
840 67.80170:332 | _0.56070-098 | 1.07411:597 0.5 17.1 94.6
860 67.6347034 | —0.515T9:093 | 0.73911-932 0.5 18.6 133.5
880 67.59770355 | —0.515700%5 | 0.80315 545 0.5 18.8 123.4
900 67.66070315 | —0.52170059 | 0.82215-592 0.5 175 117.8
920 67.63070:397 | —0.51970:950 | 0.81115 558 0.5 18.7 124.0
940 67.65070:337 | —0.52470:9%% | 0.8401} 524 0.5 18.7 121.3
960 6769270312 | —0.52670:9% | 0.82911-935 0.5 18.4 122.0
980 67.65270:35% | —0.52070:9%3 | 0.8151 5 954 0.5 18.8 123.0
1000 67.66170:319 | —0.52870-0%1 | 0.88515-99% 0.5 17.6 111.9

Tabela A.7: Resultados numéricos para o Einstein Telescope utilizando a parametrizacao
Padé Pj,, em funcao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ndimero total de
eventos simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, ¢g € jo, juntamente com suas
incertezas assimétricas e precisoes relativas.



SNR interval / N | S0 lo
SNR Intervals
[8,23] 057155 | 112850
23,38 1.5472:28 —-1.151%:97
[38,53] 0.2615-9} —0.867553
[53,68] 0.051398 | —0.171gE3
68,83] 0.5815-15 0.03+5-59
[83,98] —0.2773 7% | 0.1fg R
[98,113] —0.3975-29 0.02+573
[113,128] —0.197532 0.03%5%9
[128,143] -0.28715-%9 0.13%5 %%
[143,158] 0.0315:58 —0.0015-80
[158,173] —0.257877 —0.007872
[173,188] —0.1078-77 —0.0775-83
[188,203] —0.0175-72 —0.0675-52
[203,218] —0.037578 0.041575
[218,233] —0.17758:82 —0.0175:82
[233,248] 0.01%572 —0.057522
[248,263] —0.0615-8} —0.0115-27
[263,278] -0.141585 0.05187¢
(278,293 0.12+578 0.01+575
[293,308] —0.1878:87 —0.0475-89
N
820 —0.72575:393 | —0.23575:827
840 —0.55672032 | —0.1847¢-385
860 118773350 | —0.1707&50°
880 —0.96972313 | —0.14175:3%2
900 —0.92572-240 | —0.18075-30%
920 —1.02073-522 | —0.23278-8%2
940 —0.88675:520 | —0.3037¢-8%2
960 ~1.00975-250 | —0.1907¢-799
980 —1.02273-478 | —0.19475-838
1000 —0.64572:3%9 | —0.2157¢501
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Tabela A.8: Estimativas dos parametros cosmograficos de ordem superior sy e [y para o
Einstein Telescope utilizando a parametrizagao Padé Ps;,, em funcao dos intervalos de
razao sinal-ruido (SNR) e do ntmero total de eventos simulados. Devido as grandes in-
certezas associadas a esses parametros, as precisoes relativas oy/|0| ndo sdo apresentadas,
pois nao fornecem uma medida quantitativa informativa do poder de restricao. As incer-
tezas reportadas indicam que sy e [y permanecem fracamente restringidos em comparagao
com os parametros cosmograficos de menor ordem.
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SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 040/la0] (%) | 030 /70 (%)
SNR Intervals
[8,48] 67.9177- 1 —0.508T0-357 | 1.00411-272 11.2 60.1 128.6
48,88 67.14719% —0.46770351 | 0.76515:253 2.9 55.6 142.3
88,128] 67.621159 —0.5247015% | 1.01615 270 1.5 29.1 72.6
[128,168] 67.817058 —0.555%0197 | 1.13215-573 1.0 18.7 47.9
[168,208] 67.691043 —0.540"0-077 | 1.05615327 0.7 14.4 38.6
[208,248] 67.627039 —0.52570-085 | 0.970+5-369 0.6 12.5 35.4
[248,288] 67.677033 —0.53270-058 | 0.987+0-523 0.5 10.9 31.5
[288,328] 67.7270:32 —0.53970-058 | 1.033+5-309 0.5 9.9 28.1
[328,368] 67.677032 —0.53370-0%5 | 1.001+5-31% 0.5 10.3 30.0
[368,408] 67.707038 —0.53970:058 | 1.04015345 0.5 12.7 38.5
[408,448] 67.677041 —0.531%0082 | 0.99215-205 0.6 16.0 53.1
[448,488] 67.6770 13 —0.53770999 | 1.05175-879 0.7 185 61.6
[488,528] 67.5970% —0.51273113 | 0.8561539) 0.7 21.9 89.4
[528,568] 67.647051 —0.52170-128 | 0.927+5-93% 0.8 24.1 97.1
[568,608] 67.617052 —0.51170-13% | 0.804 13952 0.8 26.1 124.3
[608,648] 67.5470-59 —0.50670-13¢ | 0.81611:593 0.7 26.7 130.5
[648,688] 67.647029 —0.52370 135 | 0.92011 535 0.8 26.9 121.5
[688,728] 67.7070 35 —0.53470134 | 0.995%1127 0.7 25.7 119.1
[728,768] 67.6570 38 —0.533%0132 | 1.014%1208 0.7 25.2 120.4
[768,808] 67.7170°18 —0.530%0 157 | 0.86711529 0.7 25.8 146.1
N
800 67.7370:39 —0.54470-05% | 1.06815-514 0.4 10.0 28.3
1000 67.6915-27 —0.53770-018 | 1.020+5-276 0.4 9.0 26.2
1200 67.677024 —0.53670:03 | 1.02515-238 0.4 8.1 23.6
1400 67.6570 22 —0.53070:040 | 0.98710:228 0.3 7.5 22.4
1600 67.657021 —0.53470:038 | 1.019%5:213 0.3 7.1 20.6
1800 67.68702 —0.5387003 | 1.03815703 0.3 6.7 19.1
2000 67.667019 —0.535T0-030 | 1.024%5199 0.3 6.4 18.4
2200 67.60°01% —0.52470-032 | 0.952+5-175 0.3 6.1 18.4
2400 67.661017 —0.53470-031 | 1.005%5172 0.3 5.8 17.1
2600 67.661017 —0.53470-030 | 1.00810187 0.3 5.6 16.3

Tabela A.9: Resultados numéricos para o DECIGO utilizando a expansao de Taylor, em
fungao dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do nimero total de eventos simulados.
A tabela apresenta as estimativas de Hy, qq € jo, juntamente com suas incertezas assimeé-
tricas e precisoes relativas.



SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 0q0/lao] (%) | 030 /30 (%)
SNR Intervals
[8,48] 67.767¢33 —0.50703% | 1.06715% 10.1 64.0 125.9
[48,88] 67.5171 89 —0.517037 | 0.88T1 5% 2.5 47.1 152.8
(88,128 67.6479-5¢ —0.54%020 | 1.077113 1.6 33.3 104.2
[128,168] 67.5370 47 —0.517017 | 0.9175:5% 1.2 27.5 96.2
[168,208] 67.887050 —0.571015 | 1.3379-78 0.8 18.4 56.0
[208,248] 67.7470-38 —0.55F09% | 1.1879-89 0.7 16.4 55.5
[248,288] 67.737033 —0.557008 | 1.1375-82 0.6 14.5 52.2
[288,328] 67.76 7039 —0.567058 | 1.187581 0.6 14.3 48.7
[328,368] 67.717041 —0.547008 | 1.0879-88 0.6 15.7 57.4
[368,408] 67.8170739 —0.57000 | 1.3475:77 0.6 16.7 56.0
[408,448] 67.7270° 1 —0.557010 | 1.2079-52 0.6 18.2 67.1
[448,488] 67.641042 —0.53%017 | 1.0379:95 0.7 21.7 90.3
[488,528] 67.72703 -0.55101% | 1.11t198 0.7 21.8 93.2
[528,568] 67.7270 4 —0.55701% | 1.187108 0.7 21.8 91.1
[568,608] 67.6670 3 -0.537013 | 1.0071 15 0.7 23.6 114.0
[608,648] 67.6370 43 -0.537013 | 0.967138 0.7 23.6 127.1
[648,688] 67.6870 4 —0.537013 | 0.987139 0.7 23.6 129.1
[688,728] 67.607015 —0.52%013 | 0.977 15 0.7 24.0 132.5
[728,768] 67.6610 42 —0.53%013 | 0.907]3° 0.7 23.6 145.0
[768,808] 67.5870 1% —0.52%013 | 0.997 13 0.7 24.0 133.8
N
800 67.58770:356 | —0.52070-073 | 0.932+5-572 0.5 14.4 56.8
1000 67.74270:322 | _0.54670-05¢ | 1.10315-522 0.5 12.3 44.6
1200 67.70770-25¢ | —0.54479-062 | 1.101+5-474 0.4 11.3 40.8
1400 67.68970380 | —0.541700%7 | 1.08010 305 0.4 10.7 38.9
1600 67.65770550 | —0.53270:022 | 1.00215399 0.4 10.2 38.4
1800 67.692703530 | —0.53970:0%0 | 1.05615-399 0.4 9.5 34.9
2000 6769970532 | —0.54270:047 | 1.07710-370 0.3 8.9 32.7
2200 67.71070:225 | —0.54470-046 | 1.088+5-355 0.3 8.5 31.2
2400 67.62870:25% | —0.53070:043 | 0.99415-529 0.3 8.3 31.5
2600 67.70170-296 | —0.54370-042 | 1.09015-522 0.3 7.8 28.5
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Tabela A.10: Resultados numéricos para o DECIGO utilizando a parametrizacao Padé
P, em funcdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ntimero total de eventos
simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, ¢y e jo, juntamente com suas incer-
tezas assimétricas e precisoes relativas.
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SNR interval / N | Ho (Km/s/Mpc) | q0 Jjo | o, /Ho (%) | 040/la0] (%) | 030 /70 (%)
SNR Intervals
[8,48] 67.2672-25 —0.52792% | 115712 3.3 46.2 127.0
48,88 68.147730 —0.607022 | 1.4871% 1.8 30.8 87.8
(88,128 67.897055 —0.577018 | 1.2571°98 1.3 26.3 92.4
[128,168] 67.837059 -0.577011 | 1.3579:5¢ 1.0 21.9 76.7
[168,208] 67.8270 3 —0.5710 08 | 1.4270-73 0.8 20.2 71.1
[208,248] 67.76 7033 —0.55%012 | 1.2179-88 0.7 20.0 86.4
[248,288] 67.677035 —0.547012 | 1.1179-89 0.7 20.4 94.6
[288,328] 67.727032 -0.557912 | 1.1179-95 0.7 20.0 98.2
[328,368] 67.62704 -0.527919 | 0.8471 03 0.7 20.2 122.6
[368,408] 67.5770 4% —0.517019 | 0.2 083 0.7 21.6 144.4
[408,448] 67.6970 1% —0.537011 | 0.907%:80 0.7 20.8 116.1
[448,488] 67.7070 35 —-0.547017 | 0.937098 0.7 21.3 109.7
[488,528] 67.6670 23 —-0.54%013 | 0.9770% 0.8 23.1 105.2
[528,568] 67.5970-52 -0.52701% | 0.8671 5% 0.8 26.9 125.0
[568,608] 67.6610-57 —0.54791% | 0.9871 ¢ 0.8 26.9 115.8
[608,648] 67.5670-52 —-0.517018 | 0.8271% 0.9 29.4 144.5
[648,688] 67.717028 —0.547012 | 1.057]33 0.8 27.8 118.1
[688,728] 67.5870 %7 —0.517078 | 0.937139 0.8 29.4 135.5
[728,768] 67.5370 28 —0.517012 | 0.937133 0.8 30.4 139.8
[768,808] 67.5310 53 0517072 | 1.047]30 0.9 29.4 126.4
N
8200 67.64270-285 | —0.52970-08 | 1.002+5-571 0.3 11.2 68.1
8400 67.63770:28% | —0.53179:0%9 | 1.017+5-572 0.3 11.4 69.4
8600 67.68170170 | —0.54179-0%0 | 1.119%0-512 0.3 10.0 55.1
8800 67.63070 155 | —0.525T00%0 | 0.96210-252 0.3 10.9 69.2
9000 67.643701%2 | —0.528T00%0 | 0.97910-229 0.3 10.4 65.1
9200 67.65470158 | —0.530T0:051 | 0.98115-258 0.3 10.6 67.1
9400 67.63070178 | —0.52670:0% | 0.96310-273 0.3 11.0 71.2
9600 6762070182 | —0.51970-038 | 0.85015-531 0.3 10.9 79.6
9800 67.638T0171 | —0.52570:03% | 0.92910-251 0.3 9.9 65.7
10000 67.6557015¢ | —0.53570-0%9 | 1.052+5-523 0.3 10.1 60.0

Tabela A.11: Resultados numéricos para o DECIGO utilizando a parametrizacao Padé
P; 5, em funcdo dos intervalos de razao sinal-ruido (SNR) e do ntimero total de eventos
simulados. A tabela apresenta as estimativas de Hy, ¢y € jo, juntamente com suas incer-
tezas assimétricas e precisoes relativas.



SNR interval / N | 50 lo
SNR Intervals
[8.48] 0511535 —1.1670-39
[48,88] 1521487 —1.02°9:9
[88,128] 0.6712:02 —1.0975 52
[128,168] 1474278 —0.99485%
[168,208) 1.99F458 —1.06739%
[208,248] 1.0373:05 —0.8173%5
[248,288)] 0.617295 | —0.8675T
[288,328] 0.26%555 | —0.657875
[328,368] —0.84733 | —0.25755;
(368,408 121725 | —0.0375 78
[408,448] —0.8612:85 0.0418-87
[448,488] —0.3772:81 0.07*g 73
[488,528] —0.6772° 12 0.15%883
[528,568] —0.1473:53 0.05%8 75
[568,608] —0317802 | 007t g2
(608,648 0.20%%19 0.038%
(648,688 —0.4776:57 0.13%¢ 13
[688,728] 0.0415:23 —0.0148 78
[728,768] 0.07+5-3 0.1318:%3
[768,808) —0.13757L 0.08*5 %2
N
8200 —0.041F3092 | —1.1637 3708
8400 —0.029755%0 | —1.10273773
8600 0.5517330% | —1.158757%8
8800 —0.20013978 | —1.01475-952
9000 —0.155734%% | —1.014+5-989
9200 —0.20613377 | —0.9081 3538
9400 —0.2817555% | —1.09775 733
9600 —0.87215 580 | —0.68670:323
9800 040413390 | —0.97715-%13
13.391 +6.697
10000 0.1687 5 565 | —1.1347¢ 704
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Tabela A.12: Estimativas dos parametros cosmograficos de ordem superior sy e [y para
o DECIGO utilizando a parametrizagao Padé P55, em fungao dos intervalos de razao
sinal-ruido (SNR) e do nimero total de eventos simulados. Devido as grandes incertezas
associadas a esses parametros, as precisoes relativas oy/|f| ndo sdo apresentadas, pois
nao fornecem uma medida quantitativa informativa do poder de restricao. As incertezas
reportadas indicam que sy e [y permanecem fracamente restringidos em comparagao com
os parametros cosmograficos de menor ordem.



