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tão pouco exploradas pelo saber humano. Assim como não é despreźıvel toda a
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• e novamente ao Observatório Nacional e e também ao Centro Brasileiro de

Pesquisas F́ısicas (CBPF) por se reestruturarem de forma online, permitindo

aos alunos continuarem o mestrado sendo afetados da menor maneira posśıvel.
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Resumo da Dissertação apresentada ao Programa de Pós-graduação em Astronomia

do Observatório Nacional/MCTIC como parte dos requisitos necessários para a

obtenção do grau de Mestre em Astronomia (M.Sc.)

SIMULAÇÃO DE ONDAS GRAVITACIONAIS APLICADAS A MODELOS DE

INTERAÇÃO NO SETOR ESCURO.
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Agosto/2021

Orientador: Rodrigo de Sousa Gonçalves

Co-orientador: Jailson Souza de Alcaniz

Programa: Astronomia

Nós apresentamos neste trabalho uma abordagem prática de relatividade geral

com o intuito de criar um conjunto de dados de distância de luminosidade dL,

advindos de simulações de ondas gravitacionais. Então nós utilizamos esses dados

simulados, em conjunto com dados de supernovas do tipo Ia e oscilações acústica

de bárions na restrição do espaço paramétrico de modelos cosmológicos através do

método estat́ıstico bayesiano e cadeias de Markov Monte Carlo.

Obtivemos resultados para cinco dos modelos estudados, dentre eles, o modelo

padrão ΛCDM, modelos com a equação de estado da energia escura variável e mo-

delos com interação no setor escuro. Um dos modelos com interação no setor escuro

apresentou problemas de conversão, implicando em um espaço paramétrico pouco

restritivo e não conseguimos restringir bem o espaço paramétrico.

No geral, as simulações foram bem sucedidas em diminuir os erros de todos

os parâmetros. Podemos destacar os valores obtidos para a constante de Hubble

H0 = 69, 59 ± 0, 41 km s−1Mpc−1, o parâmetro de densidade de matéria Ωm,0 =

0, 3111±0, 0095 e o parâmetro w0 = −1, 017±0, 041 em 68% de ńıvel de credibilidade.

Tais valores equivalem a uma precisão de ε(H0) = 0, 58%, ε(Ωm,0) = 3, 05% e

ε(w0) = 4, 03%, que é comparável a precisão do PLanck 2018. Além disso, também

obtivemos o parâmetro de interação no setor escuro ξ = 0, 0037 ± 0, 0057 e α =

0, 229± 0, 091.

Isso mostra que, com a técnica de simulação de ondas gravitacionais devidamente

aplicada, podemos restringir melhorar a restrição de modelos com apenas dados
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do Universo tardio, nos dando assim a oportunidade de realizarmos diversos tipos

de trabalhos de prognóstico, até mesmo sem observáveis cosmológicos do Universo

jovem.

Palavras-Chave: Cosmologia; Ondas Gravitacionais; Modelos Cosmológicos; In-

teração no Setor Escuro; Parâmetros Cosmológicos
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We present in this work a practical general relativity approach in order to create

a set of luminosity distance dL dataset, coming from gravitational wave simula-

tions. Then we use these simulated data, together with type Ia supernova and

baryon acoustic oscillations datasets to constrain the parametric space of cosmolog-

ical models using the Bayesian statistical and Markov Chains Monte Carlo method.

We obtained results for five of the studied models, among them, the standard

model ΛCDM, models with variable dark energy equation of state and models with

dark sector interaction. One of the models with interaction in the dark sector had

conversion problems in the chains and we were not able to constrain the parametric

space.

In general, the simulations were successful in decreasing the errors of all

parameters. We can highlight the values obtained to Hubble constant H0 =

69.59 ± 0.59 km s−1Mpc−1, matter density parameter Ωm,0 = 0.3111 ± 0.0095 and

w0 = −1.017 ± 0.041 at credibility level 68%. Such values are equivalent to a pre-

cision of ε(H0) = 0.58%, ε(Ωm,0) = 3.05% and ε(w0) = 4.03%, which is comparable

to the accuracy of PLanck 2018. In addition, we also get the dark sector interaction

parameter ξ = 0.0037± 0.0057 and α = 0.229± 0.091.

This shows that with the properly applied gravitational wave simulation tech-

nique we can restrict well known models with only late Universe data, thus giving

us the opportunity to carry out different types of forecast works, even without data

from early Universe.

Keywords: Cosmology; Gravitational Waves; Cosmological Models; Dark Sector

Interaction; Cosmological Parameters
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como a frequência e a amplitude crescem de acordo com o passar do

tempo. Fonte: [3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.1 Relação entre a velocidade de afastamento e a distância de objetos
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baixo está a combinação de todos os conjuntos de dados de late time

e alguns conjuntos estatisticamente não relacionados junto com suas

respectivas discrepâncias relativa à medida do Planck. Fonte: [8] . . 50
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ΛCDM à esquerda e histograma feito com a quantidade total de even-
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rentes à 68, 3%, 90% e 99% de probabilidade para o ajuste de um
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Caṕıtulo 1

Introdução

No ano de 2015, pela primeira vez, foram medidas as “sirenes padrão”, termo

pelo qual, do ponto de vista cosmológico ficaram conhecidas as ondas gravitacionais

(OG) [14]. Em plena analogia às velas padronizáveis, as sirenes padrões também

podem ser utilizadas para medir distâncias no Universo [15], porém elas não são

compostas por radiação eletromagnética, e sim gravitacional. Desde então, há uma

intensa busca pelas OG, devido à sua extrema importância para a cosmologia. Por

serem fenômenos puramente ligados à relatividade geral (RG), as OG fornecem

medidas de distâncias que não estão ligadas à escada de distância cósmica, o que

pode ajudar a resolver atuais tensões na cosmologia [16]. Além disso, um conjunto

de dados advindo de OG podem restringir ainda melhor os parâmetros cosmológicos,

ajudando assim a construir uma cosmologia de precisão [17].

Devido a todos esses fatores, as ondas gravitacionais hoje são um dos focos dos

astrônomos e cosmólogos. Já foram feitas 50 detecções pela colaboração LIGO/Virgo

[18, 19] e apenas uma com contraparte eletromagnética [20], representando uma

quantidade de observações ainda distante das medidas do estado-da-arte das ob-

servações em cosmologia, como obtida por outros observáveis cosmológicos. Espera-

se que a próxima geração de interferômetros (denominada a terceira geração) consiga

aumentar esse número de detecções em até duas ordens de grandeza [21], tornando

assim as sirenes tão relevantes quanto a radiação cósmica de fundo (RCF), Superno-

vas do tipo Ia (SN Ia), e as oscilações acústicas de bárion (OAB). Nesta dissertação

iremos estudar como o Einstein Telescope (ET) [9], um interferômetro da terceira

geração, irá impactar nas restrições de parâmetros cosmológicos. Com este fim, ire-

mos simular dados de OG para o modelo cosmológico padrão (MCP), modelos de

energia escura variável [22, 23] e modelos com interação no setor escuro [24, 25].

O MCP, também conhecido como ΛCDM, é hoje o modelo que melhor ajusta

todos os dados cosmológicos dispońıveis [11]. Porém ele possui alguns problemas

relacionados às suas principais componentes, a energia escura Λ e a matéria escura

fria, do inglês cold dark matter (CDM) [26]. Ainda, hoje em dia, o MCP não fornece
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uma base teórica fundamental para explicar o que são estas duas componentes,

embora sejam imprescind́ıveis para a existência do modelo. Isso nos motiva portanto

a buscar modelos alternativos que possam nos ajudar a entender o que são tal energia

e matéria [27].

Os modelos de interação no setor escuro utilizam dessa ignorância sobre tais

componentes para permitir uma troca de energia entre ambas. Esses modelos po-

dem ser completamente fenomenológicos [25] ou baseados em alguma f́ısica mais

fundamental [24]. Iremos abordar os dois casos nessa dissertação.

Em suma, neste trabalho será desenvolvida a teoria por trás das OG, para então

realizar simulações de onde podemos restringir parâmetros cosmológicos. Deste

modo aplicaremos tanto ao modelo cosmológico padrão quanto aos modelos alter-

nativos e assim conseguiremos ter um prognóstico de como a próxima geração de

interferômetros irá impactar sobre a restrição de tais modelos.
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Caṕıtulo 2

Ondas Gravitacionais

O primeiro passo que daremos é o de entender como surgem as ondas gravita-

cionais e para isso precisamos de um conhecimento prévio de RG. Neste caṕıtulo

então faremos uma introdução à relatividade geral e como esta, aplicada a sistemas

auto-gravitantes, gera as OG.

2.1 Teoria da Relatividade Geral

Em 1915, Albert Einstein publicou sua teoria da relatividade geral, com o intuito

de expandir sua teoria relativ́ıstica para campos gravitacionais [28]. Assim, ele de-

senvolveu uma teoria de gravitação onde o campo gravitacional está intrinsecamente

ligado à geometria do espaço-tempo.

A RG é uma teoria tensorial fundamentada no prinćıpio de equivalência. Explicar

cada ponto fundamental da teoria seria um processo que demandaria muito tempo e

sairia do foco dessa dissertação. Então, nesta seção, iremos abordar de forma geral

alguns pontos e equações necessárias para introduzirmos as OG.

2.1.1 Definições

Aqui iremos apresentar algumas definições importantes, que não terão espaço para

serem colocadas no decorrer das outras seções.

• Tensor métrico.

O tensor métrico de forma geral vai ser dado por gµν . No caso do espaço-tempo

de Minkowski usaremos a letra η, onde a assinatura da métrica foi definida

como

ηµν = (−,+,+,+). (2.1)

Os ı́ndices gregos como µ e ν possuem valores 0,1,2 e 3, enquanto ı́ndices

latinos como i, j e k estarão sempre se referindo apenas a parte espacial, com

3



valores 1,2 e 3.

• Notação de Einstein.

A notação de Einstein é uma forma mais sucinta de escrevermos equações

indiciais. Sempre que estivermos contraindo dois ı́ndices, ou seja, temos um

ı́ndice covariante e contravariante iguais em um termo, significa que podemos

abri-lo em um somatório. Assim, podemos escrever∑
µ

AµAµ ≡ AµAµ. (2.2)

• Quadrivetores e derivadas.

Podemos definir os quadrivetores utilizados como

xµ = (x0, xi) = (ct, ~x); xµ = (−ct, ~x), (2.3)

portanto temos que

∂µ =
∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂xi

)
, (2.4)

e

� = ∂µ∂
µ = − ∂2

c2∂t2
+ ∂i∂i, (2.5)

onde c é a velocidade da luz e (2.5) é chamado de d’Alambertiano.

• Tensores da Relatividade Geral.

Os tensores que compõem as equações de campo de Einstein são o tensor de

Riemann, o tensor de Ricci e o tensor momento-energia. O tensor de Riemann

pode ser definido como

Rµ
ναβ = ∂αΓµνβ − ∂βΓµνα + ΓµραΓρνβ − ΓµρβΓρνβ, (2.6)

onde Γµνβ é o śımbolo de Christoffel, que é dado por

Γαµν =
1

2
gαβ(∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν). (2.7)

Já o tensor de Ricci é obtido a partir do tensor de Riemann

Rµν = Rα
µαν = gραRρµαν . (2.8)

.
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O tensor momento-energia vai depender especificamente do problema abor-

dado. No caso da cosmologia, utilizamos o tensor momento-energia de um

fluido perfeito, dado por

Tµν =
(
ρ+

p

c2

)
uµuν + p gµν , (2.9)

onde ρ e p são respectivamente a densidade e pressão do fluido. Enquanto

uµ = ∂xµ
∂τ

é a quadrivelocidade e τ o tempo próprio, que é o tempo definido

no referencial do fluido dτ 2 = c2dt2, ou de forma mais geral, pode ser definido

como

dτ 2 = −gµνdxµdxν . (2.10)

De acordo com a RG, o tensor momento-energia é conservado da seguinte

maneira

DµT
µν = 0; DµT

µν = ∂µT
µν + ΓναβT

αβ + ΓααβT
νβ = 0, (2.11)

onde Dµ é uma derivada covariante.

2.1.2 Equação da Geodésica

Podemos começar a falar sobre relatividade geral partindo do prinćıpio de equi-

valência. Esse prinćıpio nos diz que não existe diferença entre massa inercial e massa

gravitacional. Na prática, é o mesmo que dizer que um observador em um referencial

acelerado não conseguiria distinguir se essa aceleração ocorre devido a um campo

gravitacional ou a forças inerciais. A consequência disso é que podemos sempre

definir um sistema de coordenadas de “free-falling”ou referencial de queda livre yµ

onde não há a força da gravidade. Com isso em mente, no referencial de queda livre

temos que a equação de movimento é dada por

∂2yµ

∂τ 2
= 0. (2.12)

Fazendo uma mudança de coordenadas yµ para um sistema de coordenadas qualquer

xµ, e após um certo algebrismo, chegamos à seguinte equação

∂2xλ

∂τ 2
+ Γλµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (2.13)

onde a conexão afim Γλµν é definida como

Γλµν =
∂xλ

∂yα
∂2yα

∂xµ∂xν
. (2.14)

A equação (2.13) descreve o movimento de uma part́ıcula em um sistema coordena-
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das curvas arbitrárias e é conhecida como equação da geodésica. É importante notar

que a conexão afim é composta por derivadas do tensor métric gµν (2.7) , ou seja,

quando estamos no espaço de Minkowski, a equação (2.13) recai na equação de mo-

vimento do referencial de queda livre. Uma análise mais completa sobre a equação

da geodésica revelaria a riqueza f́ısica por trás de tal equação, mas tornar-se-ia

muito extensa para nossos propósitos. Para estudos mais detalhados, recomenda-se

a utilização da literatura [1, 28].

2.1.3 Equações de campos de Einstein

Uma forma de se obter as equações de Einstein é variando a ação de Einstein-

Hilbert

δ(SE) = δ

(
c3

16πG

∫
d4x
√
−gR)

)
=

c3

16πG

∫
d4x
√
−g
(
Rµν − 1

2
Rgµν

)
δgµν

(2.15)

junto com a ação da matéria

δ(SM) =
1

2c

∫
d4x
√
−gT µνδgµν . (2.16)

Segundo o prinćıpio de mińıma ação δSm + δSE = 0, logo

Rµν − 1

2
R gµν =

8πG

c4
T µν , (2.17)

onde G é a constante universal da gravitação, g é o determinante de gµν e R é o

escalar de Ricci R ≡ Rµ
µ.

2.2 Teoria Linearizada

O fenômeno ondulatório é comumente entendido como perturbações que carre-

gam energia e se propagam em algum meio. As OG, no caso, são perturbações do

espaço-tempo que podem ser geradas por fenômenos oscilatórios como dois buracos

negros em órbita bem como por fenômenos explosivos como supernovas [1]. O pri-

meiro passo que temos de tomar para seu entendimento é escrever uma métrica que

seja perturbada em torno de um espaço-tempo plano

gµν = ηµν + hµν , |hµν | << 1, (2.18)

e, a partir disto, podemos escrever as equações de Einstein linear em hµν . Essa não

é a forma mais geral posśıvel de se estudar ondas gravitacionais, porém é geral o

suficiente para os nossos propósitos. O fato é que esperamos trabalhar com sistemas
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binários auto gravitantes com movimentos aproximadamente newtonianos, portanto

obedecendo uma expansão em torno da métrica de Minkowski.

O tensor de Riemman linear em hµν pode ser escrito como

Rµνρσ =
1

2
(∂ν∂ρhµσ + ∂µ∂σhνρ − ∂µ∂ρhνσ − ∂ν∂σhµρ), (2.19)

com o intuito de facilitar alguns cálculos posteriores, podemos escrever a perturbação

com o traço invertido

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh (2.20)

onde h ≡ hµ µ é o traço de hµν [29]. É fácil notar que a partir de (2.20) temos que

h̄ = −h, assim

hµν = h̄µν −
1

2
ηµν h̄, (2.21)

dessa forma, podemos finalmente escrever a equação de Einstein linearizada

�h̄µν + ηµν∂
ρ∂σh̄ρσ − ∂ρ∂ν h̄µρ − ∂ρ∂µh̄νρ = −16πG

c4
Tµν , (2.22)

onde � ≡ ∂µ∂µ é o d’Alambertiano. Neste ponto precisamos recorrer ao eletro-

magnetismo e entender como funciona o ajuste de calibre para dar continuidade ao

assunto.

2.2.1 Calibre de Lorentz

No eletromagnetismo, temos a equação de onda em sua forma mais simplificada,

escrita como

�Aµ =
4π

c
jµ (2.23)

onde Aµ e jµ são o quadripotencial eletromagnético e a quadricorrente, que são os

equivalentes à hµν e T µν na teoria eletromagnética. Logo, para aproximar a equação

(2.22) da equação (2.23), buscou-se utilizar a mesma ferramenta, o conhecido calibre

de Lorentz

∂µAµ = 0 → ∂µh̄µν = 0. (2.24)

Mas o que é o calibre? Teorias de campos em geral são caracterizadas por grupos

de simetrias onde são invariantes. A teoria da relatividade geral deve ser invariante

sob todas as posśıveis mudanças de coordenadas

xµ → x′µ(xν). (2.25)
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Além disso, x′µ(xν) precisa ser um difeomorfismo, isto é, ser invert́ıvel, diferenciável

e a inversa também deve ser diferenciável [2]. Sob a transformação (2.25), podemos

ver que a métrica irá se transformar de acordo com a seguinte equação

gµν → g′µν(x
γ) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ. (2.26)

A simetria acima é conhecida como a simetria de calibre da relatividade geral. Então,

a partir disso nós podemos fixar um calibre, que em RG é equivalente a escolher

um referencial. Fazer isso não só facilita os cálculos, mas também remove graus de

liberdade espúrios da teoria, facilitando também o entendimento f́ısico por trás da

matemática.

A teoria linearizada é invariante sob uma simetria ainda mais espećıfica

xµ → x′µ(xν) = xµ + ξµ(xν) (2.27)

onde |∂µξµ(x)| tem que ser da mesma ordem de grandeza de |hµν |. É posśıvel mostrar

que a partir de (2.27) e (2.26) podemos chegar à

hµν → h′µν(x) = h̄µν − (∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂αξα), (2.28)

e também a

∂µh̄µν → (∂µh̄µν)
′ = ∂µh̄µν −�ξν . (2.29)

A consequência de fixarmos esse calibre é a redução da equação (2.22) à

�h̄µν = −16πG

c4
Tµν , (2.30)

ou seja, conseguimos encontrar uma equação de ondas em relatividade geral de forma

análoga ao eletromagnetismo. É importante notar que o calibre de Lorentz ∂µh̄µν =

0 nos da pelo menos quatro equações com as componentes de h̄µν , removendo assim,

4 graus de liberdade espúrios. Outro ponto importante de se notar é que a partir

desse calibre e da equação (2.30), temos diretamente que a conservação do tensor

momento-energia, na teoria linearizada, é dada por

∂µTµν = 0, (2.31)

diferentemente da teoria geral da relatividade completa, onde o tensor momento-

energia é conservado por uma derivada covariante.
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2.2.2 Calibre de Traço Nulo Transverso (TT) e a Polaridade

da Onda

A fim de estudarmos a propagação da onda e sua interação com uma massa teste

(ou o instrumento) é necessário olharmos para essa onda em uma região do espaço

sem a fonte, ou seja, Tµν = 0, dessa forma a equação de onda fica

�h̄µν = 0. (2.32)

onde, o D’Alambertiano é dado pela equação (2.5) e c é a velocidade da luz no

vácuo. Embora pareça trivial, a velocidade de propagação da onda gravitacional

possui um certo destaque, pois algumas teorias de gravidade modificada indicam

uma velocidade de propagação da onda gravitacional diferente da velocidade da luz.

Entretanto, essas teorias foram descartadas depois do evento de coalescência de es-

trelas de nêutron GW170817 [20] observado durante a segunda janela de observação

do LIGO/Virgo, em que uma contraparte eletromagnética foi observada juntamente

com a onda gravitacional, sendo posśıvel detectar a diferença de tempo entre a che-

gada das duas ondas. Chegou-se, então, a uma diferença de O(10−15) entre elas, o

que é uma forte evidência a favor da relatividade geral.

Retomando os cálculos anteriores, podemos simplificar ainda mais hµν de forma

que possamos compreender as caracteŕısticas desse tensor que carrega a informação

da onda. O ponto é, ainda existem graus de liberdades que podem ser removidos

desse tensor, visto que a equação (2.29) não se altera com uma nova transformação

do tipo xµ → x′µ = xµ+ξµ [2]. Então, podemos fazer uma nova mudança de variável

de forma que

�ξµ = 0, (2.33)

o que implica diretamente em �ξµν = 0, onde

ξµν = ∂µξν + ∂νξµ − ηµν∂αξα. (2.34)

Então, aplicando o d’Alambertiano na equação (2.28) e sob a condição de Tµν = 0,

nós vemos que

�(h̄µν − ξµν) = 0, (2.35)

logo, como ξµν depende de quatro funções independentes ξµ, então podemos remover

mais 4 graus de liberdade de hµν , restando assim apenas 2, que são os dois graus de

liberdades f́ısico da onda gravitacional. Como ξµ são funções arbitrárias, podemos

escolhe-las de forma que
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h0µ = 0, hi i = 0, ∂ihij = 0. (2.36)

Essas escolhas definem o calibre traço nulo transverso (TT). Alguns livros mais anti-

gos como [28] fazem o processo de remover os graus de liberdade de forma expĺıcita,

considerando apenas uma onda plana transversal. Essa caracteŕıstica de transver-

salidade está implicitamente embutida no calibre TT, junto com a caracteŕıstica do

traço nulo. Sob essas condições, temos que h̄µν = hµν . Um fato importante de se

observar é que o calibre TT também pode ser fixado na presença de fonte, porém

não pode zerar nenhuma outra componente de hµν . É comum usar a notação hTTij

quando estamos trabalhando nesse calibre.

Como dito anteriormente, a condição de ondas planas está impĺıcita nesse calibre,

de forma que a solução da equação (2.32) é dada por

hTTij = Bije
ikµxµ , (2.37)

onde Bij é o tensor de polarização, kµ = (ω/c,~k) é o quadrivetor de onda e portanto

ω é a frequência angular. É importante notar que para uma part́ıcula sem massa

temos que ω/c = |k| e que para uma onda plana a direção de propagação é dada por

n̂ = k/|k|. Por convenção, toma-se a parte real da exponencial e a direção da onda

como sendo no eixo z. Essas convenções, somadas às equações (2.36) e a imposição

de que hij seja simétrico, podemos reescrever a solução como

hTTij (t, z) =

h+ h× 0

h× −h+ 0

0 0 0


ij

cos[ω(t− z/c)], (2.38)

em que h+ e h× são as amplitudes conhecidas como Pluss e Cross.

Novamente, conseguimos fazer um completo paralelo das OG com as ondas ele-

tromagnéticas. Ambas são transversais e planas. Porém elas diferem em duas coisas,

na polarização e na helicidade. Essas duas últimas caracteŕısticas citadas, na ver-

dade, estão interligadas. Em geral, uma onda plana sob uma rotação no eixo de

propagação, se transforma como

ψ′ = eiHθψ, (2.39)

ondeH é a helicidade1 e θ é o ângulo de rotação. A onda eletromagnética possuiH =

±1 enquanto a onda gravitacional possui H = ±2. Ou seja, quando rotacionamos

uma onda eletromagnética em seu eixo de propagação, para retomarmos exatamente

à mesma configuração original precisamos dar uma volta de 360◦. Por outro lado

1Normalmente se usa a letra h para helicidade, porém para não confundir com a métrica per-
turbada, optamos pela presente notação.
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temos o mesmo efeito para onda gravitacional apenas girando o eixo 180◦. Isto é

claramente percebido quando tentamos descrever o efeito que a onda gravitacional

causa um anel de part́ıculas teste.

Para dar ińıcio a discussão, podemos considerar uma massa teste no referencial

de queda livre no momento em que se encontra com a onda gravitacional, ou seja,

com a quadrivelocidade uµ = (c, 0, 0, 0). O efeito da onda gravitacional deveria então

ser notado na equação da geodésica (2.13). Porém, podemos ver a partir de (2.7)

que o simbolo de Christoffel é nulo quando trabalhamos com a métrica no calibre

TT

Γµ00 =
1

2
ηµν(∂0hν0 + ∂0h0ν − ∂νh00) = 0, (2.40)

logo, podemos dizer que não há aceleração inicial, pois ∂uµ

∂τ
= 0. O argumento pode

ser repetido para toda a trajetória. Assim, podemos afirmar que a part́ıcula não sai

do repouso quando escolhemos o sistema de coordenadas do calibre TT, o que está

em completo acordo com o prinćıpio de equivalência.

Uma das formas de se identificar os efeitos da onda gravitacional então é ob-

servando o movimento relativo entre duas part́ıculas, que pode ser feito utilizando

a equação de desvio da geodésica [2], que é uma equação que mede exatamente o

efeito que alguma curvatura causa entre duas geodésicas. Porém, por simplicidade,

vamos analisar o elemento de linha da teoria linearizada sob o calibre de Lorentz e

TT.

Considerando o efeito da polarização plus e 3 part́ıculas testes num plano car-

tesiano, onde uma está posicionadas na origem, a segunda está posicionada a uma

distância qualquer x1 no eixo x, enquanto a última está posicionada também a

uma distância qualquer y1, porém no eixo y. De forma que dxµ = (0, x1, y1, 0). O

elemento de linha nesse caso pode ser escrito como

ds2 = gµνdx
µdxν = (1 + h+ cosωt)x2

1 + (1− h+ cosωt)y2
1. (2.41)

Pode-se ver que a equação (2.42) varia entre uma elipse com o eixo principal em x,

um ćırculo de raio dS e uma elipse com o eixo principal em y dependendo do valor

do argumento do cosseno, sendo todas elas centradas em 0. Podemos fazer a mesma

análise para a polarizaçãocross, obtendo

ds2 = gµνdx
µdxν = x2

1 + 2h× cos (ωt)x1y1 + y2
1, (2.42)

que é a equação da elipse centrada na origem, porém rotacionada 45◦. Para cossenos

negativos, ela será uma elipse com o eixo principal paralelo a uma reta y = x, já para

cossenos positivos ela terá o eixo principal paralelo a uma reta y = −x. Quando
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o cosseno igual a zero, temos exatamente um ćırculo. Podemos ver esse efeito na

prática na figura 2.1

Figura 2.1: Anéis de part́ıculas afetados por uma onda gravitacional. A primeira
linha é o efeito causado pela polarização cross enquanto a segunda linha é o efeito
causado pela polarização plus. Figura adaptada da referência: [1]

Como consequência, podemos perceber que o efeito causado por uma onda gra-

vitacional ao passar por um anel de part́ıculas, ela estica o anel de forma análoga

a um efeito de maré, transformando o anel em uma elipse. Por esse motivo, os

detectores de ondas gravitacionais são barras longas ou interferômetros em formas

de cruz ou triangular, porque se espera que quando a onda gravitacional passe por

eles, ela imprima essa efeito de alongar em uma direção e comprimir na outra, ge-

rando assim a observação. É posśıvel notar então que se temos um detector com

um braço de tamanho L possui uma variação máxima de tamanho, em primeira

ordem, de (1 + h+)L ou L + δL, assim, igualando as duas, temos que h+ = δL/L.

Essa variação relativa do braço do interferômetro é também conhecida como strain.

Considerando então que a amplitude da onda gravitacional é da ordem de 10−21,

e que até então, os mais avançados instrumentos de medição possuem tamanho de

4 × 103m, então, podemos estimar δL ≈ 10−18 [30]. O que mostra o quão preciso

esses detectores precisam ser.

2.3 Momento de Quadrupolo

Até a presente seção nos dedicamos a desenvolver a teoria de Einstein, che-
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gar em uma equação de onda e estudarmos a sua propagação. A partir de agora

começaremos a olhar também para a fonte, para entendermos melhor como que essas

OG são geradas e isso inclui todas as aproximações que precisam ser feitas.

A primeira delas vem do fato de, na teoria linearizada, nós trabalharmos com

uma métrica expandida em torno de um espaço-tempo plano. Essa expansão só é

justificada se a fonte for suficientemente fraca, o que implica em velocidades baixas.

Tal fato pode ser verificado, em um sistema auto-gravitante, através do teorema do

virial

1

2
µv2 =

1

2

Gµm

d
, (2.43)

onde, µ e m são a massa reduzida e a massa total do sistema e v é a velocidade linear

dos corpos e d a distância entre eles. Podemos escrever essa equação em termo do

raio de Schwarzschild RS = 2Gm/c2, que é o raio do horizontes de eventos de um

buraco negro, apenas dividindo a equação (2.43) por c2

v2

c2
=
RS

d
. (2.44)

Essa relação evidencia a condição anteriormente citada, pois vemos que, se a

distância entre os dois corpos for suficientemente grande RS << d, então as veloci-

dades envolvidas no problema serão muito menores que a velocidade da luz v << c.

Embora a aproximação de campo fraco implique em baixa velocidades, essas duas

aproximações podem ser feitas de formas distintas e é o que veremos mais a frente.

2.3.1 Aproximação de campo fraco e limite não relativ́ıstico

Para começarmos a trabalhar com a fonte, devemos encontrar uma solução para

a equação (2.30). O operador d’Alambertiano é facilmente invert́ıvel utilizando o

método de função de Green G(xµ − x′µ), onde esta satisfaz a equação

�G(xµ − x′µ) = δ4(xµ − x′µ), (2.45)

assim, a solução da equação (2.30) fica

h̄µν(t, ~x) = −16πG

c4

∫
d4x′G(xµ − x′µ)Tµν(x

′µ). (2.46)

Como estamos estudando o caso de emissão de OG, utilizamos as condições de con-

torno de Kirchoff-Sommerfield, que fisicamente significa que não há a chegada de

radiação em nenhum momento do passado até o tempo presente. Dessa forma a

função de Green apropriada para nosso problema (assim como é feito no eletromag-

netismo) é a retardada
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G(xµ − x′µ) = − 1

4π|~x− ~x′|
δ(ctret − ct′) (2.47)

onde tret = t − |~x−~x′|
c

é o tempo retardado. Então, usando a delta de Dirac para

integrar a parte temporal, ficamos com

h̄µν(t, ~x) =
4G

c4

∫
d3x′

1

|~x− ~x′|
Tµν

(
t− |~x− ~x

′|
c

, ~x ′
)
. (2.48)

Nosso interesse é calcular o campo em regiões fora da fonte, logo, é conveniente

projetar (2.50) no calibre traço nulo transverso. Para fazer isso, podemos utilizar o

projetor

Λij,kl(n̂) = PikPjl −
1

2
PijPkl (2.49)

onde n̂ é o versor da base do espaço vetorial. Esse projetor é transverso em todos

os ı́ndices, possui traço nulo em relação a (i, j) e (k, l), e é simétrico sob a mudança

simultânea (i, j) ⇐⇒ (k, l). O tensor Pik(n̂) = δij − ninj, é simétrico, transverso,

possui traço 2 e também é um projetor. Podemos escrever

hTTij (t, ~x) =
4G

c4
Λij,kl(n̂)

∫
d3x′

1

|~x− ~x′|
Tkl

(
t− |~x− ~x

′|
c

, ~x ′
)
. (2.50)

Para um aprofundamento na mudança de ı́ndices, no tensor momento-energia, reco-

mendamos as referências [2, 28]. Observamos que, a partir da conservação do tensor

momento-energia (2.31), chegamos nas relações

T0j = −niTij; T00 = ninjTij, (2.51)

logo, vemos que o tensor momento-energia pode ser escrito apenas com as compo-

nentes espacias sem nenhuma perda de informação.

A partir desse ponto, podemos fazer uma primeira expansão de Taylor. Para

facilitar a notação iremos fazer |x| = r e podemos dizer que x̂ = n̂. Visto que

esperamos que a fonte de OG esteja a uma distância muito grande da observação

que é feita em x, podemos então dizer que d << r, logo, podemos fazer a seguinte

expansão em primeira ordem

|~x− ~x′| = r − ~x′ · n̂+O

(
d2

r

)
, (2.52)

assim, podemos reescrever a integral (2.50) como

hTTij (t, ~x) =
4G

rc4
Λij,kl(n̂)

∫
d3x′Tkl

(
t− r

c
+
~x′ · n̂
c

, ~x′
)
. (2.53)
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É importante então, fazermos uma transformada de Fourier para explicitarmos a

dependência de Tij na frequência da fonte

Tkl

(
t− r

c
+
~x′ · n̂
c

, ~x′
)

=

∫
d4k

(2π)4
Tkl(ω,~k)e−iω(t−r/c+ωn̂/c)ei

~k·~x′ . (2.54)

Agora, podemos aplicar o limite não relativ́ıstico, também conhecido como limite

de baixa velocidade ou limite de longo comprimento de onda. A frequência da onda

gravitacional ω é igual a duas vezes a frequência da fonte ωs (devido ao sistemas

auto gravitantes, a grosso modo, retornarem a configuração original após darem

meia volta, pois a única diferenciação entre os dois corpos é a massa de cada um).

Por sua vez temos que v ∼ ωsd (a aproximação se deve ao fato do movimento não

ser exatamente circular). Sendo o comprimento de onda λ = 2πc/ω, logo temos

λ

2π
=
c

v
d, (2.55)

então, para fontes relativ́ısticas temos que v << c e λ/2π << d. A integral (2.53)

é feita na variável x′, onde temos como limite de integração o tamanho d da fonte.

Além disso o movimento não é exatamente circular, mas possui velocidade circular

que fica em torno de uma frequência ωs. Podemos visualizar melhor o problema na

figura 2.2

Figura 2.2: Esquema do sistema a ser integrado. Note que os vetores aqui estão
sendo representados pelas letras em negrito. Fonte: [2]

Dito isso, temos que nesse caso o limite tomado pode ser transcrito como

ω

c
· ~x ′ < ωsd

c
<< 1. (2.56)
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Assim, podemos expandir o tensor momento-energia em uma série de Taylor em

torno do ponto (t− r/c, x′)

Tkl

(
t− r

c
, ~x ′
)
' Tkl(t−

r

c
) +

x′ini

x
∂0Tkl +

1

2c2
x′ix′jninj∂2

0Tkl + ... (2.57)

Substituindo a expansão em (2.53), obtemos

hTTij (t, ~x) =
4G

rc4
Λij,kl(n̂)

[
Skl +

1

c
nmṠ

kl,m +
1

2c2
nmnpS̈

kl,mp + ...

]
. (2.58)

lembrando que as derivadas são todas tomadas no tempo retardado, e Skl é definido

como o momenta do tensor momento-energia

Sij =

∫
d3xT ij, (2.59)

Sij,k =

∫
d3xT ijxk, (2.60)

Sij,kl =

∫
d3xT ijxkxl, (2.61)

onde a v́ırgula separa os ı́ndices do tensor momento-energia e da variável espacial.

Uma maneira simples de entendermos o significado f́ısico desses momentas é olhando

para o momenta da densidade de energia T 00/c2 e para o momenta do momento

linear T 0i/c.

M =
1

c2

∫
d3xT 00, (2.62)

M i =
1

c2

∫
d3xT 00xi, (2.63)

M ij =
1

c2

∫
d3xT 00xixj, (2.64)

P i =
1

c

∫
d3xT 0i, (2.65)

P i,j =
1

c

∫
d3xT 0ixj, (2.66)

Podemos encontrar identidades e relações entre esses momentas simplesmente uti-

lizando derivadas temporais, o teorema do divergente e a conservação do tensor

momento-energia

∂0T
00 = −∂iT 0i. (2.67)
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Calculando Ṁ e integrando em um volume V muito maior que a fonte vemos que

cṀ =

∫
V

d3x∂0T
00,

= −
∫
V

d3x∂iT
0i,

= −
∫
S

dSiT
0i, (2.68)

onde dSi é o elemento de área e S é a superf́ıcie integrada. Como uma das condições

de contorno é que T 0i seja zero na superf́ıcie, então temos que Ṁ = 0. Esse resultado

pode ser interpretado como a conservação de massa do sistema. A gente pode fazer

o mesmo processo para o vetor (2.63)

cṀ i =

∫
V

d3x∂0∂0T
00xi,

= −
∫
V

d3x∂jT
0jxi,

porém tem um passo a mais que devemos fazer. Utilizando a regra do produto

podemos reescrever a equação acima como

cṀ i = −
∫
V

d3x
[
∂j(T

0jxi)− T 0j∂jx
i
]
, (2.69)

o primeiro termo da integral acima pode ser resolvido pelo mesmo processo usado

na dedução (2.68), e como já vimos seu valor é zero. Já no segundo termo, podemos

usar o fato de ∂jx
j = δji para chegarmos a

cṀ i =

∫
V

d3xT 0i = cP i. (2.70)

Por um processo completamente equivalente à (2.68) fica claro que M̈ i = Ṗ i = 0.

Ou seja, P i é o momento linear do sistema e o que acabamos de demonstrar é que

ele se conserva. Seguindo os mesmos passos que nos levaram à (2.70), nós chegamos

à M̈ ij = 2Sij (note que quando fizemos para o caso de Ṁ i o processo de mudar a

derivada para xi fez com que no final T 00 → T 0i. No caso de M ij ocorre o mesmo

processo, só que duas vezes, chegando ao final na parte espacial do tensor momento-

energia). Quando olhamos para M ij, vemos exatamente a descrição de um momento

de inércia, ou seja, temos uma descrição do termo Sij muito clara vindo da f́ısica

clássica.

As integrais (2.62), (2.63) e (2.64) são totalmente equivalentes aos termos de

monopolo, dipolo e quadrupolo da expansão de um potencial elétrico (isso só ocorre

para fontes não relativ́ısticas, onde podemos fazer a aproximação T 00/c2 ' ρ(t, ~x),
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em que ρ é a densidade da fonte), como podemos ver na referência [31]. Então, na

teoria linearizada a expansão em série de Taylor de T ij é equivalente a uma expansão

multipolar, entretanto o primeiro termo dessa expansão é de um quadrupolo. O que

está completamente em acordo com o que foi discutido acima. Como o termo de

monopolo representa a massa total, o de dipolo representa o momento total e essas

quantidades são conservadas, então é natural que o termo de ordem mais baixa da

expansão pasśıvel de descrever a radiação gravitacional seja o termo de quadrupolo.

Assim, mantendo o menor termo da expansão, nós temos a radiação de quadrupolo

[hTTij (t, ~x)]quad =
2G

rc4
Λij,kl(n̂)M̈kl(t− r/c). (2.71)

2.3.2 Generalização do momento de massa de quadrupolo

O primeiro ponto que podemos apontar é a generalização do tensor M̈ ij. Podemos

escrevê-lo em sua forma irredut́ıvel

Mkl = Qkl +
1

3
δklMii (2.72)

onde nessa equação separamos o traço do tensor da sua parte sem traço Qkl. Como

Λij,klδ
kl = 0, então temos

[hTTij (t, ~x)]quad =
2G

rc4
Q̈TT
kl (t− r/c), (2.73)

entretanto, no calibre TT, Qij e Mij são objetos iguais, então nesse calibre podemos

utilizar as duas notações sem perda de generalização.

Até o momento só estudamos a onda gravitacional se propagando na direção ẑ do

eixo cartesiano, que é um sistema de coordenadas muito espećıfico, porém útil para

se fazer os cálculos. É interessante então, acharmos uma forma de generalizar hTTij

para uma direção n̂′ qualquer. O melhor jeito de fazer isso é fazendo uma mudança

de referencial indo do referencial generalizado O′, para o referencial do centro de

massa do sistema O, onde ẑ = n̂′ é a direção de propagação da onde plana e n̂ é

dado por

n̂′ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). (2.74)

A primeira parte é relativamente simples de ser feita, devemos apenas calcular

as componentes hTT11 = h+ e hTT12 = h×. Sabendo que as únicas componentes não

nulas do projetor Pij são P11 = 1 e P22 = 1 (isso no caso da direção de propagação

sendo ẑ), então

Λij,klM̈kl =

(
PikPjl −

1

2
PijPkl

)
M̈kl (2.75)
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Λ11,klM̈kl = P11P11M̈11 −
1

2
P11P11M̈11 −

1

2
P11P22M̈22, (2.76)

Λ11,klM̈kl =
1

2

(
M̈11 − M̈22

)
, (2.77)

Logo, temos que

h+ =
G

rc4

(
M̈11 − M̈22

)
, (2.78)

Seguindo o mesmo racioćınio, chegamos à

h× =
2G

rc4
M̈12 (2.79)

O próximo passo é calcular essas componentes de M̈ ij em um referencial O′ de

um observador qualquer. Para isso, basta fazermos as rotações em ângulos e eixos

diferentes. Implicitamente, o que estamos fazendo é uma transformação tensorial,

na forma

M̈ ′
ij = RikRjlM̈kl (2.80)

onde Rij é definida como

R =

 cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0

0 0 1


1 0 0

0 cos θ sin θ

0 − sin θ cos θ

 (2.81)

Assim, abrindo os somatórios de (2.80), chegamos à

h+(t, θ, φ) =
G

rc4
[M̈11(cos2 φ− sin2 φ cos2 θ) + M̈22(sin2 φ− cos2 φ cos2 θ)+

−M̈12 sin 2φ(1 + cos2 θ)], (2.82)

h×(t, θ, φ) =
G

rc4

[
(M̈11 − M̈22) sin 2φ cos θ + 2M̈12 cos 2φ cos θ

]
. (2.83)

Com as expressões acima conseguimos então calcular as amplitudes da onda gravita-

cional em um referencial de laboratório independentemente da direção de propagação

da onda. Podemos notar, a partir destes cálculos, que o ângulo θ consequentemente

será o ângulo entre o vetor de momento ângular ~L (que é sempre perpendicular ao

plano da órbita) do sistema e o vetor ẑ′. Por essa razão, costuma-se mudar esse

ângulo para ι. Podemos ver a configuração final na figura 2.3.
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Figura 2.3: Esquema de um sistema binário de massas m1 e m2 relacionado em

relação a um sistema de coordenadas qualquer O′.

É importante pontuar que todo o desenvolvimento feito nessa seção nos levou a

amplitude da radiação da onda gravitacional ou da radiação de quadrupolo. Como

vimos esse resultado foi obtido utilizando o menor termo da expansão de multipolo,

sendo que os outros termos como o de octopolo, também geram radiação, embora

com amplitudes bem menores. A aproximação de quadrupolo é suficientemente

boa para descrever as OG observadas pela colaboração LIGO/Virgo e também para

fazermos nossas simulações.

2.4 Sistemas binários como emissores de ondas

gravitacionais

Todo o texto que foi desenvolvido até o momento tem como objetivo não só

estudar OG, mas também reproduzir eventos reais que podem acontecer em nosso

universo. Então, toda a teoria que havia sido escrita da maneira mais geral posśıvel,

agora irá ser aplicada em uma situação espećıfica, que serão sistemas binários auto-

gravitantes rotacionando em uma órbita quase-circular. Embora sistemas orbitais

sejam guiados por órbitas eĺıpticas, o efeito da emissão de radiação gravitacional

gerada no sistema é de circularizar a órbita. Como veremos mais a frente, espera-se

que seja posśıvel medir a onda gravitacional emitida apenas nos últimos instantes

da órbita (em torno de 15 minutos antes da coalescência). Nessa fase, os objetos

em orbita quasi-circular espiralam progressivamente até o momento da coalescência.

Então, baseado nisso, o sinal que devemos medir aqui na Terra vem desses sistemas

com órbitas circulares.
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2.4.1 Órbita circular

Primeiro, é necessário descrever o sistema. O mais simples ao se trabalhar com

órbitas é trabalhar no referencial de centro de massas do sistema onde ~r = ~r2 − ~r1

e ~r1 e ~r2 são a posição do primeiro corpo e do segundo respectivamente. Também

podemos associar a massa a esses corpos como sendo m1 e m2, assim temos que a

massa total é m = m1 +m2 e a massa reduzida µ = m1m2/m. Iremos considerar as

estrelas trabalhadas como compactas (estrela de nêutron ou buraco negro), porque

é nosso alvo de estudo. Isso nos permite trata-las aproximadamente como massas

pontuais. Além disso, podemos trabalhar em um referencial onde os eixos cartesianos

x e y formam o plano da órbita, assim r pode ser simplesmente decomposto em

x(t) = R cos(ωst+ π/2), (2.84)

y(t) = R sin(ωst+ π/2), (2.85)

onde R é o raio do sistema e π/2 é uma escolha útil de tempo inicial (irá apenas

mudar o sinal de h+). O momento de inércia desse sistema no referencial do centro

de massa, pode ser simplesmente escrito como Mij = µxixj, logo

M11 = µR2 cos2(ωst+ π/2) =
µR2

2
(1− cos(2ωst)), (2.86)

M22 = µR2 sin2(ωst+ π/2) =
µR2

2
(1 + cos(2ωst)), (2.87)

M12 = µR2 sin(ωst+ π/2) cos(ωst+ π/2) = −µR
2

2
sin(2ωst), (2.88)

onde foram utilizadas as relações algébricas cos2(x) = (1 + cos(2x))/2, sin2(x) =

(1− cos(2x))/2 e as relações de adição e subtração de arco. Com isso, temos que

M̈11 = −M̈22 = 2µR2ω2
s cos(2ωst), (2.89)

M̈12 = 2µR2 sin(2ωst). (2.90)

Quando colocamos as componentes de Mij desenvolvidas acima nas equações (2.82)

e (2.83), obtemos então

h+(t, θ, φ) =
4Gµω2

sR
2

rc4

(
1 + cos2 ι

2

)
cos(2ωstret + 2φ), (2.91)

h×(t, θ, φ) =
4Gµω2

sR
2

rc4
cos ι sin(2ωstret + 2φ). (2.92)

Ainda podemos fazer algumas mudanças nas amplitudes acima. Utilizando a lei de

21



Kepler

ω2
s =

Gm

R3
, (2.93)

escrevendo a frequência angular da fonte em função da frequência da onda utilizando

ωs = ωgw/2 = πfgw e definindo a “massa de gorjeio1”como Mc = µ3/5m2/5, podemos

reescrever as equações (2.91) e (2.92) como

h+(t, θ, φ) =
4

r

(
GMc

c2

)5/3(
πfgw
c

)2/3(
1 + cos2 ι

2

)
cos(2ωstret + 2φ), (2.94)

h×(t, θ, φ) =
4

r

(
GMc

c2

)5/3(
πfgw
c

)2/3

cos ι sin(2ωstret + 2φ). (2.95)

2.4.2 Diminuição do raio da órbita: o movimento quasi-

circular

Embora não tenhamos abordado nessa dissertação a questão energética envol-

vendo a onda gravitacional, neste ponto podemos destacar que como outras ondas

ela carrega energia e momento. O desenvolvimento do tema é importante, de fato,

entretanto demandaria um esforço muito grande focado em um tema que não será

utilizado para desenvolvimentos posteriores. Apesar disso, podemos pincelar algu-

mas informações sobre o assunto, começando pelo principal motivo de evitarmos

nos aprofundar nele. A energia carregada pela onda gravitacional está diretamente

ligada a termos de segunda ordem do tensor de Ricci, ou seja, precisamos ir além da

teoria linearizada. Esses termos por sua vez, geram uma álgebra extensiva. Além

disso, a análise para separar a energia da fonte, da energia da própria onda gravi-

tacional deve ser feita de maneira detalhista e minuciosa como visto na referencia

[2]. Um resultado desse desenvolvimento que podemos destacar é o da energia Equad

emitida pelo sistema por unidade tempo t na aproximação de quadrupolo que é

dEquad
dt

=
c3r2

16πG

∫
dΩ 〈ḣ2

+ + ḣ2
×〉 , (2.96)

onde 〈...〉 representa média sobre todo o espaço e dΩ = sinθdθdφ é o elemento

de ângulo sólido. Sabendo que 〈cos2(2ωstret + 2φ)〉 = 〈sin2(2ωstret + 2φ)〉 = 1/2 e

utilizando as expressões (2.94) e (2.95) podemos reduzir a expressão acima à

dEquad
dt

=
4c5

G

(
πGMcfgw

c2

)10/3 ∫ π

0

sin ι dι

[(
1 + cos2 ι

2

)
+ cos2 ι

]
, (2.97)

1O nome “gorjeio”é uma tradução livre do inglês chirp e vem do fato de que o sinal da onda
gravitacional se assemelha ao gorjeio de um pássaro, como podemos ver na referência [2].
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onde o resultado da integral é 8/5, o que nos leva ao resultado final

dEquad
dt

=
32

5

c5

G

(
πGMcfgw

c2

)10/3

. (2.98)

O fato do sistema estar perdendo energia tem efeitos diretos sobre o mesmo.

A energia mecânica do sistema Emec, que é a soma da energia cinética Ecin com a

energia potencial Epot pode ser expressa como

Emec = Ecin + Epot = −Gm1m2

2R
. (2.99)

Ao calcular a derivada temporal dessa expressão supondo que as massas permanecem

constantes, temos

Emec
dt

=
Gm1m2

2R2

dR

dt
, (2.100)

ou seja, a perda de energia dEmec
dt

< 0 acontece quando temos uma diminuição do

raio dR
dt
< 0. Então, a emissão de OG por um sistema binário faz com que a distância

entre os objetos diminua. Esse comportamento é análogo ao de um elétron preso ao

núcleo de um átomo, que decai para uma órbita menos excitada ao emitir um fóton.

O regime de movimento quasi-circular vai ser definido pela condição ω̇s << ω2
s que

é o que garante a lenta variação radial. Podemos ver isso calculando a velocidade

radial a partir da lei de Kepler (2.93), onde obtemos

Ṙ = −2

3
(ωsR)

ω̇s
ω2
s

. (2.101)

Então, enquanto a condição ω̇s << ω2
s for mantida, a velocidade radial Ṙ será muito

menor que a velocidade tangencial ωsR, garantindo assim o regime de movimento

quasi-circular. Podemos então, usar a própria equação (2.93) para escrever a deri-

vada temporal da energia mecânica (2.100) puramente em função da frequência da

onda

dEmec
dt

= −1

3

(
G2M5

c π
2

fgw

)1/3

, (2.102)

logo, quando igualamos a variação de energia do sistema com quantidade de energia

emitida na forma de ondas gravitacionais (2.98) conseguimos colocar a derivada

temporal da frequência em função da própria frequência

dfgw
dt

=
96

5
π8/3

(
GMc

c3

)5/3

f 11/3
gw . (2.103)

Ao integrar a equação acima, encontramos que fgw diverge para o infinito quando

t→ tcoal, onde tcoal é o momento em que ocorre a coalescência. Então, nós fazemos
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a mudança de variável t→ τ = tcoal− t e dt = −dτ , e integrando a equação (2.103),

temos ∫
f−11/3
gw dfgw = −96

5
π8/3

(
GMc

c3

)5/3 ∫
dτ. (2.104)

Podemos resolver as integrais de maneira simples e zerar a constante de integração

facilmente sabendo que quando τ →∞, temos que fgw → 0. Assim nosso resultado

pode ser expresso como

fgw(τ) =
1

π

(
5

256τ

)3/8(
c3

GMc

)5/8

. (2.105)

Com esse resultado, também podemos analisar a variação temporal do raio

Ṙ

R
= − 1

4τ
, (2.106)

onde podemos integrar obtendo

R(τ) = R0

(
τ

τ0

)1/4

= R0

(
tcoal − t
tcoal − t0

)1/4

, (2.107)

onde R0 é o valor do raio no tempo inicial t0. O que podemos observar é que enquanto

t << tcoal o raio varia lentamente como é de se esperar, porém para t ∼ tcoal, temos

uma abrupta diminuição do raio onde as aproximações que estamos levando em

conta não valem mais. Porém isso não chega a ser um problema que temos que

abordar. As nossas simulações são feitas desde a frequência mı́nima captada pelo

interferômetro até a frequência da orbita circular estável mais interna ou como é

conhecida em inglês innermost stable circular órbit (ISCO)

fisco =
1

2π6
√

6

c3

Gm
, (2.108)

que pode ser escrita como

(fgw)isco = 1, 1

(
M�
m

)
kHz. (2.109)

Podemos fazer uma rápida comparação entre a equação (2.109) e a nossa

condição de movimento quasi-circular ω̇s << ω2
s , que pode ser escrita como

fgw << 15.6(M�/Mc)kHz usando a equação 2.103. Escrevendo (fgw)max =

15.6(M�/Mc)kHz, temos que

(fgw)max
(fgw)isco

= 14, 18

(
Mc

m

)
. (2.110)

Fazendo o caso do mı́nimo valor posśıvel para Mc/m que é m1 = m2 = m/2, temos
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(fgw)max
(fgw)isco

≈ 6, (2.111)

ou seja, mesmo para caso mais extremo, a frequência da ISCO continua sendo 6

vezes menor do que a frequência máxima posśıvel. De fato, a definição da ISCO

advém dos efeitos gerados devido aos campos fortes, então a partir dela vemos

que a aproximação newtoniana não é mais válida. O que tomamos como geral

é que a fase de mergulho começa a partir da ISCO, então simplesmente fazemos

(fgw)max = (fgw)isco.

Então, resumindo, a fase que nós temos interesse de estudo é fase de espiral

onde o raio do sistema está diminuindo lentamente enquanto a frequência aumenta

também lentamente até uma frequência limite que vai ser dada pela ISCO. O sinal

produzido nesse peŕıodo é chamado de chirp sinal que em tradução livre é “sinal de

gorjeio”. Podemos ver o formato do sinal de gorjeio na figura 2.4.

Figura 2.4: Exemplo do sinal de gorjeio próximo à coalescência. Podemos ver como

a frequência e a amplitude crescem de acordo com o passar do tempo. Fonte: [3]

.

Outra caracteŕıstica deste sinal é que ele varia aproximadamente dentro da faixa

de frequências sonoras auditivas para o ser humano, por isso denominam as OG

como sirenes padrão, um termo referente ao termo de vela padrão que é utilizado

para SN Ia e outros observáveis cosmológicos que emitem radiação eletromagnética

e permitem medir distâncias. Então, matematicamente podemos definir o sinal de

gorjeio como

h+(t) =
1

r

(
GMc

c2

)5/4(
5

cτ(t)

)1/4(
1 + cos2 ι

2

)
cos{Φ[τ(t)]}, (2.112)

h×(t) =
1

r

(
GMc

c2

)5/4(
5

cτ(t)

)1/4

cos ι sin{Φ[τ(t)]}, (2.113)
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que é a nossa forma final paras amplitudes plus e cross. Note que mudamos (2ωstret+

2φ)→ Φ(τ). A mudança ocorre simplesmente por não termos mais uma frequência

constante, então na verdade podemos escrever todo esse argumento como uma função

de τ , onde a fase está inclúıda nela. Uma coisa que acabou ficando impĺıcita no meio

do processo foi a mudança tret → t, onde t é o tempo do observador. Isso porque o

tempo que a onda gravitacional demora para se propagar na velocidade da luz não

varia com o referencial.

Por fim, podemos fazer a transformada de Fourier do sinal de gorjeio, obtendo

h̃+(f) =
eiΨ+(f)

π2/3

(
5

24

)1/2
c

r

(
GMc

c3

)5/6(
1

f 7/6

)(
1 + cos2 ι

2

)
, (2.114)

h̃×(f) =
eiΨ×(f)

π2/3

(
5

24

)1/2
c

r

(
GMc

c3

)5/6(
1

f 7/6

)
cos ι, (2.115)

onde Ψ×(f) = Ψ+(f) + π/2 e

Ψ+(f) = 2πf(tcoal + r/c)− Φ0 −
π

4
+

3

4

(
8πGMcf

c3

)−5/3

, (2.116)

onde Φ0 é o valor da fase Φ na coalescência. Essas amplitudes 2.114 e 2.115 são

extremamente importantes para as simulações, pois iremos trabalhar no espaço de

frequências. Todavia, essa forma de Ψ+(f) não é a mais correta, necessitando de

aproximações pós-newtonianas para tal [2, 32], mas isso vai um pouco além do escopo

do trabalho, porque como veremos mais a frente, isso não influenciará nos nossos

resultados.

2.4.3 Circularização da Órbita

Como vimos na subseção anterior a emissão de OG geram efeitos no próprio

sistema como a diminuição da distância entre os corpos e como já foi dito antes

em sistemas eĺıpticos esse efeito causa a diminuição da excentricidade [2]. Não é

nossa intenção aqui desenvolver novamente todo o problema agora para um sistema

de massas pontuais com órbita eĺıptica, porém podemos pontuar alguns resultados

obtidos dessa análise. A derivada temporal do semieixo maior a e da excentricidade

e são

da

dt
= −64

5

G3µm2

c5a3

1

(1− e2)7/2

(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4

)
, (2.117)

de

dt
= −304

15

G3µm2

c5a4

e

(1− e2)5/2

(
1 +

121

304
e2

)
. (2.118)
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O primeiro ponto importante que podemos nos atentar é de que , se e = 0 então

de/dt = 0, o que nos garante que a órbita circular não volte a se tornar eĺıptica. As

equações (2.117) e (2.118) podem ser combinadas, obtendo assim

da

de
=

12

19
a

(
1 + 73

24
e2 + 37

96
e4

e(1− e2)(1 + 121
304
e2)

)
, (2.119)

que pode ser integrada analiticamente

a(e) = a0
e12/19

1− e2

(
1 +

121

304
e2

)870/2299

. (2.120)

onde a0 é o valor inicial do semieixo maior. Embora a equação (2.120) não seja tão

facilmente invert́ıvel, podemos calcular e usando métodos numéricos, mas para isso

precisamos de um exemplo com números. Podemos pegar o famoso caso do pulsar

Hulse-Taylor, onde m1 = m2 ' 1, 4M�, e0 ' 0.6 e a0 ' 2 × 109m [30]. Usando

as massas e sabendo que a frequência mı́nima captada pelos interferômetros é de

1Hz, usando a equação (2.93) podemos calcular o valor do semieixo maior como

sendo aproximadamente o raio no momento em que o instrumento começa a captar

a radiação gravitacional a ' 3× 106m. Colocando esses valores na equação (2.120),

chegamos à e = 3, 38× 10−5. Isso mostra como a circularização da órbita ocorre de

forma relativamente mais rápido à diminuição do raio.
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Caṕıtulo 3

Modelo Cosmológico Padrão e

alternativos

Tentativas de compreender o Universo do ponto de vista f́ısico-matemático exis-

tem desde à época de Newton, porém esse tipo de estudo ganhou corpo apenas após

a criação da relatividade geral e das observações feitas por Edwin Hubble de que

objetos extragalácticos muitos distantes estão sistematicamente se afastando de nós.

O estudo do Universo, hoje, é conhecido como cosmologia. O modelo cosmológico

padrão é o resultado de uma construção baseada em teoria e dados, relativos ao Uni-

verso. Entretanto, ainda existem inconsistências nesse modelo, como uma tensão ob-

servacional em alguns parâmetros que serão melhores debatidas mais a frente. Para

iniciarmos a discussão, partiremos desenvolvendo a base teórica, fundamentada na

relatividade geral.

3.1 Equações de Friedmann

Com o intuito de apresentar os fundamentos matemáticos do MCP, apresenta-

remos inicialmente a métrica do espaço-tempo, em seguida o conteúdo de matéria-

energia do Universo, e, por fim, descreveremos a dinâmica do mesmo. O primeiro

pilar para a descrição subsequente é o prinćıpio cosmológico.

3.1.1 Prinćıpio cosmológico

Esse prinćıpio impõe que o Universo seja homogêneo e isotrópico em grandes

escalas. Então, mesmo que em pequenas escalas a gente observe que não tenha

homogeneidade e isotropia, como vemos na nossa galáxia e sistema solar, quando

olhamos para o Universo como um todo ele deve ser igual em todas as direções e

também mover-se de forma idêntica em todas as direções. Fundamentalmente este

é o estabelecimento de que não existe uma posição privilegiada no cosmos. Todos
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os observadores, independente de onde estiverem necessariamente precisam observar

um Universo com propriedades idênticas.

Embora esse prinćıpio seja algo teoricamente imposto para construirmos nossas

equações, ele vem sendo testado e provando-se como verdadeiro. Um dos principais

observáveis que comprovam isso é a radiação cósmica de fundo em micro-ondas,

que possúı uma temperatura média TRCF = 2, 725K com uma variação na ordem

do micro-Kelvin O(10−6K) em todo o céu. Além disso, existem estudos feitos com

galáxias que também chegam a essa conclusão [33, 34].

Nós podemos escrever matematicamente um vetor posição em um Universo

isotrópico e homogêneo como

~r = a(t)~χ, (3.1)

onde a(t) é conhecido como fator de escala e ~χ é a chamada coordenada comóvel. O

fato de a(t) ser apenas uma função do tempo é primordial, pois se a(t) dependesse

das coordenadas ou da variação das coordenadas, esse Universo deixaria de ser

isotrópico. Derivando a equação 3.2, chegamos à

~v = H(t)~r, (3.2)

onde H(t) = ȧ/a é o parâmetro de Hubble. A nomenclatura do parâmetro é dada

em homenagem a Edwin Hubble, por suas observações relativas ao tema vistas na

figura 3.1.

Figura 3.1: Relação entre a velocidade de afastamento e a distância de objetos fora

da Via Láctea encontrados por Hubble para dois grupos diferentes de dados. Os

valores dos coeficiente angulares encontrados para cada reta foram H(t0) = 465±50

e H(t0) = 513± 60 km Mpc−1s−1. Fonte: [4].
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Em 2018, na XXX Reunião Anual da IAU a equação (3.2) passou a ser denomi-

nada lei de Hubble-Lemâıtre [35], devido aos estudos teóricos de Georges Lemâıtre.

Esta indica uma relação de expansão, e consequente crescimento, do Universo para

tempos cada vez maiores.

3.1.2 Métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker

(FLRW)

A partir das análises precedentes, é preciso estabelecer um espaço-tempo com-

pat́ıvel com o prinćıpio cosmológico. Para tal, estabeleceremos uma métrica baseada

em duas propriedades. Primeiro, que possua uma coordenada comóvel multiplicada

por um fator de escala. E, segundo, que possua curvatura constante, ou seja, que

sejam maximalmente simétricas. Sob este prisma a métrica que utilizamos para o

espaço é a denominada métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker (FLRW),

que leva em conta as duas propriedades citadas acima

ds2 = −c2dt2 + a(t)2

[
dr2

1− kr2
+ r2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)]
. (3.3)

Note que de agora em diante ~r desempenhará o papel da coordenada comóvel. Os

ângulos axial φ e azimutal θ são ângulos usuais de um espaço tridimensional em

coordenas esféricas. A constante k é a constante de curvatura e, dependendo de seu

valor, a geometria do espaço-tempo será distinta:

• Curvatura fechada ou geometria esférica k = 1.

• Curvatura aberta ou geometria hiperbólica k = −1.

• Curvatura plana ou geometria euclidiana k = 0.

Podemos ver uma representação em um espaço bidimensional da curvatura na

figura 3.2.

Figura 3.2: As três posśıveis curvaturas do espaço-tempo isotrópico e homogêneo.

Adaptado da referência. Fonte: [5]
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3.1.3 Solução das Equações de Einstein usando FLRW

A métrica do espaço-tempo discutida na subseção anterior influencia toda a parte

geométrica das equações de Einstein. Já a parte energética pode ser definida como

um fluido perfeito definido no último caṕıtulo (ver equação 2.9).

A principal caracteŕıstica desse tipo de fluido é de que ele é definido apenas

pela densidade e pressão, ou seja, ele não possui efeitos de torção, cisalhamento ou

viscosidade, o que é o ideal se por hipótese, nosso fluido apenas interagir gravitaci-

onalmente, assim podemos explicitar suas componentes

T00 = c2ρ(t), (3.4)

Tii = giip(t). (3.5)

Além disso, essas caracteŕısticas junto com a densidade sendo uma função apenas

do tempo estão de acordo com o prinćıpio cosmológico. Note que nesse caso, u0 = −c
e ui = 0, o que significa que o fluido está em repouso em relação as coordenadas

(r, θ, φ).

As equações de campo de Einstein, definidas no último caṕıtulo, admitem um

termo constante que normalmente é tomado como zero. Entretanto, na cosmologia

mantemos esse termo. Então a equação (2.17) pode ser escrita como

Rµν −
1

2
R gµν − Λ gµν =

8πG

c4
Tµν . (3.6)

Este termo é conhecido como constante cosmológica e possui propriedades particu-

lares (como desenvolveremos mais adiante) e é parte do MCP.

Utilizando o tensor métrico referente à (3.3), as quantidades não nulas do tensor

de Ricci são

R00 = − 3

c2

ä

a
, (3.7)

Rij =
gij
c2

[
ä

a
+ 2

(
ȧ

a

)2

+ 2
c2k

a2

]
, (3.8)

e o escalar de Ricci fica

R =
6

c2

[
ä

a
+

(
ȧ

a

)2

+
c2k

a2

]
. (3.9)

Substituindo (3.9), (3.7), (3.8), (3.4) e (3.5) nas equações de campo de Eistein (3.6),

após um pequeno algebrismo obtemos duas equações(
ȧ(t)

a(t)

)2

=
8πG

3
ρ(t) +

Λ

3
− c2 k

a(t)2
, (3.10)
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ä(t)

a(t)
= −4πG

3

(
ρ+

3p

c2

)
+

Λ

3
, (3.11)

lembrando que H(t) =
(

˙a(t)
a(t)

)
. Essas são a equação de Friedmann e a equação de

aceleração respectivamente e juntas descrevem a dinâmica do Universo.

3.2 Soluções da equação de Friedmann

Na subseção anterior descrevemos como, a partir das equações de campo de Eins-

tein, chega-se nas equações que descrevem a dinâmica de um universo homogêneo

e isotrópico. Agora, iremos analisar as componentes associadas ao que compõe o

modelo cosmológico em questão.

3.2.1 Universo estático de Einstein

A constante cosmológica Λ foi proposta inicialmente por Einstein em 1917 numa

tentativa de criar um modelo de Universo estático dominado por matéria bariônica.

O conceito é simples, seria uma energia que iria contrabalancear a força gravitacional

[36].

Entretanto, anos depois de sua proposição, Einstein abandonou essa ideia, pois

além do modelo ser instável, Edwin Hubble apontou em suas observações, que o

Universo está se expandindo [4] (como visto na seção anterior).

Todavia, em 1998, após novos dados de supernova do tipo Ia, descobriu-se que

atualmente o universo não esta apenas expandindo, mas sim, expandindo de forma

acelerada [37]. Isso levou aos f́ısicos teóricos a retomarem o uso da constante, porém

de uma forma levemente diferente. O consenso hoje é de que ela representa a energia

do vácuo, que seria um fluido com pressão negativa [38], mas ainda há um certo

desconhecimento sobre tal energia, sendo esse o alvo de diversos trabalhos cient́ıficos

como [26, 39–41] e inclusive o presente trabalho.

3.2.2 Universo de Einstein-de Sitter

Esse modelo de Universo é dominado por matéria e não possui a constante cos-

mológica, o que nos da uma equação de Friedmann da forma(
ȧ(t)

a(t)

)2

=
8πG

3
ρm(t), (3.12)

Porém para solucionar a equação (3.10) temos que saber como que a densidade

de matéria ρm varia com o fator de escala a. Para isso utilizamos a equação de
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conservação do fluido (2.11), também conhecida como equação de continuidade

ρ̇m + 3

(
ȧ

a

)(
ρm +

pm
c2

)
= 0, (3.13)

onde podemos simplesmente utilizar a regra da cadeia para escrever a derivada em

relação ao fator de escala

dρm
da

+
3

a
ρm = 0. (3.14)

O fluido de matéria bariônica possúı a caracteŕıstica de não ter pressão por ser um

flúıdo não relativ́ıstico. Fluidos não relativ́ısticos são fluidos cuja a velocidade é

muito menor que a da luz. Dessa forma podemos solucionar as equações (3.14) e

(3.12), ficando com

ρm = ρm,0

(
a

a0

)−3

, (3.15)

a = a0

(
t

t0

) 2
3

, (3.16)

H =
2

3t
, (3.17)

onde ρm,0 e a0 são a densidade e fator de escala hoje. Esses resultados nos dizem que

um universo composto apenas por matéria bariônica expandiria eternamente porém

de forma desacelerada. A ponto de que em um tempo infinito a taxa de expansão

H tende a zero. A desaceleração fica bastante evidente quando reescrevemos

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
ρm = −4πG

3
ρm,0

(
a

a0

)−3

, (3.18)

temos uma dinâmica sempre desacelerada.

3.2.3 Universo dominado por radiação

Para além das possibilidades anteriores, a expansão do Universo também pode

ser guiada por radiação ou matéria relativ́ıstica. Essa componente inclúı tanto o

fóton, que é uma part́ıcula sem massa, quanto o neutrino, que hoje sabemos que

possuem massa, devido à f́ısica de oscilação de neutrinos [42, 43] . Porém, essa

massa é extremamente pequena tendo um limite superior da ordem do elétron-volt

(em unidades naturais onde c = 1 e energia tem a mesma unidade de massa).

A pressão de um flúıdo de radiação é pr = ρrc
2/3 e é a principal diferença para o

flúıdo de matéria, quando estamos tratando da evolução do universo. Solucionamos

então as equações de continuidade e Friedmann de forma análoga à última subseção,
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obtendo os resultados

ρr = ρr,0

(
a

a0

)−4

, (3.19)

a = a0

(
t

t0

) 1
2

, (3.20)

H =
1

2t
. (3.21)

Podemos ver que um flúıdo de radiação também gera uma dinâmica desacelerada

em que a taxa de expansão H(t) tende a zero em um tempo infinito. A principal

diferença entre o flúıdo não relativ́ıstico e o flúıdo relativ́ıstico então é como varia

a sua respectiva densidade. Enquanto a densidade de radiação decai com o fator

de escala à quarta potência a densidade de matéria decai com o fator de escala a

terceira potência, o que significa que a radiação se dissipa mais rápido de acordo

com que o universo se expande.

3.2.4 Universo dominado por energia escura

Como visto anteriormente, embora uma constante cosmológica não desempenhe o

mesmo papel que o proposto originalmente por Einstein, a mesma pode ser utilizada

como explicação para o mecanismo de aceleração do Universo.

Neste sentido, podemos tratar a mesma de modo equivalente a um fluido de

densidade constante e com equação de estado dada por pΛ = −ρΛc
2. Deste modo a

equação de aceleração se torna

ä(t)

a(t)
=

8πG

3
ρΛ, (3.22)

enquanto a solução para a equação de Friedmann se torna trivial, uma vez que ρΛ é

constante, nos dando um fator de escala exponencial

a(t) = a0 exp

{(
8πG

3

)1/2

ρΛt

}
. (3.23)

As principais caracteŕısticas de um universo dominado por energia escura são a

expansão acelerada e o crescimento exponencial do fator de escala.

3.2.5 Densidade cŕıtica

Até o momento temos tratado dos posśıveis fluidos que compões o Universo e

como eles alteram sua dinâmica. O que acabou ficando impĺıcito, em todos os casos

acima, é que tratavam-se de casos em que a curvatura do Universo foi considerada
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plana, ou seja, k = 0. Podemos entender que a densidade total energética do

Universo é a soma de todos os posśıveis flúıdos quando a curvatura é zero

H2 =
8πG

3
(ρr + ρm + ρΛ) =

8πG

3
ρtot, (3.24)

podemos então definir essa densidade como sendo a densidade cŕıtica, de forma que

ρcrit(t) =
3H(t)2

8πG
. (3.25)

Com essa definição podemos reescrever a equação de Friedmann para um universo

plano como

Ωm(t) + Ωr(t) + ΩΛ(t) = 1, (3.26)

onde

Ωi =
ρi
ρcrit

. (3.27)

Podemos então definir um termo de densidade relativa de curvatura

Ωk =
−kc2

H2a2
(3.28)

e recoloca-lo na equação (3.26), ficando com

Ωk(t) = 1− ρtot(t)

ρcrit(t)
(3.29)

onde fizemos Ωm(t) + Ωr(t) + ΩΛ(t) = Ω(t) por simplicidade. A expressão (3.29)

nos ajuda a analisar a curvatura do universo a partir do material que o preenche.

Basicamente, se ρtot > ρcrit então Ωk < 0, logo o universo tem curvatura aberta.

Se ρtot < ρcrit, então Ωk > 0, logo o universo tem a curvatura fechada. Com

essas definições, pode-se obter um valor para o parâmetro de curvatura a partir dos

parâmetros de densidades relativas atual do Universo, definidos como Ωm,0, Ωr,0 ,

ΩΛ,0 que são aferidos através de diversos tipos de experimentos. Também é posśıvel

medir o parâmetro de Hubble hoje H0, comumente chamado de constante de Hubble.

Então, no modelo cosmológico padrão, definimos o tempo atual como t0 e indicamos

o ı́ndice 0 para todos os parâmetros inferidos hoje. O interessante dessas definições

é que a partir das equações (3.19), (3.15) e da definição de Ωk, conseguimos definir

uma equação de Friedmann com uma dependência expĺıcita no fator de escala

H(t) = H0

[
Ωr,0

(
a0

a(t)

)4

+ Ωm,0

(
a0

a(t)

)3

+ Ωk,0

(
a0

a(t)

)2

+ ΩΛ,0

]1/2

(3.30)

onde Ωi,0 = ρi,0/ρcrit,0 e i = r,m,Λ.
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3.3 Distâncias cosmológicas

Medir distâncias no nosso cosmos é hoje uma das maneiras mais eficientes de

se obter informações sobre a sua expansão. Para isso precisamos da equação de

Friedmann e da geometria do espaço, que foram definidas na seção anterior. Dado

que a luz segue uma geodésica nula, podemos calcular a distância percorrida por ela

é através do elemento de linha dS2 = 0. No caso da cosmologia temos

dr

1− kr2
= ±c dt

a(t)
, (3.31)

onde dφ = dθ = 0. A solução positiva representa os raios de luz que são emitidos

do nosso referencial enquanto a negativa representa os raios de luz que chegam ao

nosso referencial. Como estamos interessados nos raios que chegam, vamos utilizar

a negativa.

3.3.1 Distância Comóvel

A distância comóvel é a distância em coordenadas comóveis que leva para a luz

se propagar de um tempo t0 à um tempo t qualquer. O cálculo é dado simplesmente

pela integração da equação (3.31)∫ dc(t)

0

dr

1− kr2
= c

∫ t0

t

dt′

a(t′)
, (3.32)

lembrando que t0 é o tempo definido hoje, então r(t0) = 0. O lado direito pode ser

modificado a fim de mudarmos a variável de integração para a usando dt = da/aH

e resolvendo o lado esquerdo, assim (3.32) fica

dc(t) =
c

H0a0

√
|Ωk,0|

Sk

[
H0a0

√
|Ωk,0|

∫ a0

a

da′

a′2H(a′)

]
, (3.33)

onde Sk(x) = sin(x), x, e sinh(x) para k = 1, 0 e −1 respectivamente e que Ωk,0 =

−kc2/H2
0a

2
0. A luz percorre sempre uma distância fixa num intervalo de tempo fixo,

porque sua velocidade é constante. Mas o que essa equação nos diz é que se o

Universo se expandir de formas diferentes, a luz irá alcançar distâncias comóveis

diferentes em um intervalo de tempo fixo.

3.3.2 Desvio para o vermelho

O desvio para o vermelho z, na cosmologia, é a diferença relativa no espectro

de luz observado, causado pela velocidade relativa da fonte. Pode ser expresso

matematicamente como z = ∆λ/λ, onde λ é o comprimento de onda da luz [6].

Ele ocorre porque a medida que o objeto se afasta, a distância entre uma crista de
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onda e outra aumenta, o que pode ser entendido como a diminuição da frequência,

porque a velocidade da luz é constante. Portanto, se conhecemos o espectro de luz

das estrelas (que é o principal emissor de luz das galáxias) e quando observamos

galáxias muito distante e vemos que esse espectro está deslocado para o vermelho,

então essa galáxia está se afastando de nós, de forma que z ≈ v/c, onde v é o módulo

da velocidade da galáxia. Embora não seja exatamente uma medida de distância,

o desvio para o vermelho é extremamente importante e pode ser facilmente medido

sem depender de modelo cosmológico. A gente pode então relacionar o desvio para

o vermelho com a variação do fator de escala a utilizando a equação (3.32), onde

vamos calcular a distância comóvel percorrida por duas diferentes cristas de ondas.

Sendo uma primeira crista emitida em um tempo t1, a segunda será emitida em um

tempo t1 + δt1, onde δt1 é o peŕıodo da onda. Então, se a primeira crista é recebida

em um tempo t0 a segunda será recebida em um tempo t0 + δt0. Uma caracteŕıstica

importante é que esses peŕıodos de onda são muito pequenos em relação ao tempo

cosmológico δt1 << t1 e δt0 << t0, o que nos permite trabalhar dentro do limite

δt1 → 0 e δt0 → 0. A distância percorrida pela primeira crista é simplesmente dada

por (3.32), onde fazemos t→ t1, obtendo assim

dc(t) = c

∫ t0

t1

dt

a(t)
= c[F (t0)− F (t1)], (3.34)

onde F (t) é a primitiva de a(t)−1. Já para o cálculo da segunda crista, temos que

dc(t) = c

∫ t0+δt0

t1+δt1

dt

a(t)
. (3.35)

Note que independente da função a(t), essa integral terá uma solução do tipo

dc(t) = c[F (t0 + δt0)− F (t1 + δt1)]. (3.36)

Pela definição de derivada, temos

F (t0 + δt0) = δt0
dF (t0)

dt0
+ F (t0), (3.37)

e pelo teorema fundamental do cálculo temos que dF (t0)/dt0 = a(t0)−1. Substi-

tuindo então (3.37) em (3.36), e fazendo a mesma coisa para F (t1 + δt1), ficamos

com

dc(t) = c

[
δt1
a(t1)

− δt0
a(t0)

+ F (t0)− F (t1)

]
. (3.38)

Subtraindo então (3.34) de (3.38) e após um pequeno algebrismo, ficamos com
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δt0
δt1

=
a(t0)

a(t1)
. (3.39)

Podemos relacionar o peŕıodo da onda com o comprimento dela pela seguinte fórmula

δt1 = λ1/c e subtrair λ1/λ1 dos dois lados da equação (3.39), e assim chegamos a

definição do desvio para o vermelho cosmológico

a(t0)

a(t1)
= z + 1. (3.40)

É importante frisar que todo esse desenvolvimento do desvio para o vermelho só é

posśıvel pois estamos trabalhando com os peŕıodos no limite em que eles tendem a

zero, embora a operação tenha ficada impĺıcita nas equações. Nesse limite temos

que o fator de escala do universo entre uma crista e outra da onda é constante. Nor-

malmente, utiliza-se essa informação do fator de escala para se chegar no resultado

final [44].

Podemos então utilizar essa relação entre o fator de escalar e o desvio para o

vermelho, considerando t1 como sendo um t qualquer, para reescrever a equação

(3.41) em função de z

H(z) = H0

[
Ωr,0 (z + 1)4 + Ωm,0 (z + 1)3 + Ωk,0 (z + 1)2 + ΩΛ,0

]1/2
. (3.41)

Além disso, também podemos colocar nossa distância comóvel em função do desvio

para o vermelho, substituindo a derivada da relação (3.40)

da

a2
= −dz

a0

, (3.42)

na integral (3.33), ficando assim com

dc(t) =
c

H0a0

√
|Ωk,0|

Sk

[√
|Ωk,0|

∫ z

0

dz′

E(z′)

]
, (3.43)

onde o limite de integração é dado por (3.40), vemos que quando a(t1) → a(t0),

então z → 0 e H(z) = H0E(z).

3.3.3 Distância de diâmetro angular e distância de lumino-

sidade

A distância angular dA e a distância de luminosidade dL são extensões observáveis

da distância comóvel. Isso porque nosso Universo f́ısico está em expansão, então é

imposśıvel medir diretamente uma distância comóvel. Neste caso, estas distâncias

são úteis para adquirirmos resultados observacionais.
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Distância de diâmetro angular

A distância de diâmetro angular é definida como a distância obtida a partir da

medida de separação angular de dois objetos. Podemos definir a separação ângular

entre dois objetos a partir da métrica 3.3, onde dr = 0 e dφ = 0

dS = a(t1)dcdθ, (3.44)

onde o fator de escala calculado no tempo t1 se deve ao fato de estarmos observando

a luz que foi emitida no tempo t1, então essa separação angular é referente a esse

tempo, logo temos que usar o fator de escala dessa época. Assim, a distância de

diâmetro angular é exatamente a distância f́ısica

dA = a(t1)dc. (3.45)

Utilizando as equações (3.43) e (3.40) podemos reescrever dA como

dA =
c

H0

√
|Ωk,0|(1 + z)

Sk

[√
|Ωk,0|

∫ z

0

dz′

E(z′)

]
. (3.46)

Distância de Luminosidade

A distância de luminosidade por sua vez é a distância usada para medirmos o

fluxo de luz emitido por um objeto que está a uma distância suficientemente grande

para sentir o efeito da expansão do Universo. Podemos demonstrá-la a a partir da

definição de fluxo

F =
L

4πr2
, (3.47)

onde r é a distancia entre o observador e o emissor e L é a luminosidade, que é a

energia emitida por um objeto por unidade de tempo. Para uma fonte emissora e um

observador estático a luminosidade observada é a mesma que a emitida. Acontece

que em um caso onde um está se afastando do outro isso não ocorre. Para ilustrar

isso vamos usar um exemplo onde um fóton é emitido em um peŕıodo δt por um

astro qualquer. Podemos definir a luminosidade emitida como

Le =
Ee
δte

. (3.48)

Como sabemos da teoria quântica que a energia do fóton é Ee = ch/λe = h/δte,

onde h aqui é a constante de Planck, temos que

Le =
h

δt2e
. (3.49)
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Devido ao efeito do desvio para o vermelho, há uma diferença entre o peŕıodo de

emissão e o observado que é dado pela equação (3.39). Então utilizando essa equação

junto com a equação (3.40), podemos reescrever a luminosidade emitida como

Le =
h

δt2obs
(1 + z)2 = Lobs(1 + z)2. (3.50)

Então, o fluxo que observamos, em um Universo em expansão, não é o fluxo

emitido, pois existe uma perda de energia devido a própria expansão. Vemos que

Fobs =
Le

4π(1 + z)2d2
. (3.51)

Mesmo sendo trabalhado aqui o caso de um fóton, o caso geral não é tão diferente

disso. Apenas deve-se levar em conta que a luminosidade total será a soma da

energia de todos os fótons. Outra coisa que temos que levar em conta é que o fluxo

é uma quantidade de energia dilúıda em uma área. No caso de uma fonte isotrópica,

que são a maioria das fontes de luz do Universo, essa área é a área da esfera,

como podemos observar na equação (3.51). O raio dessa esfera em um universo em

expansão, não seria apenas d, mas sim dca(t). Como nós somos os observadores e

luz nos alcança sempre em t0, temos que d→ dca(t0) [2]. Assim, para trabalharmos

com luminosidades fixas em um universo em expansão, definimos a distância de

luminosidade como

dL = a0(1 + z)dc, (3.52)

Utilizando a equação (3.43), podemos reescrever dL como

dL = (1 + z)
c

H0

√
|Ωk,0|

Sk

[√
|Ωk,0|

∫ z

0

dz′

E(z′)

]
. (3.53)

Assim, podemos relacionar as equações (3.53) e (3.46), nos levando à

dL = (1 + z)2dA. (3.54)

Embora a relação acima pareça trivial, existem estudos hoje que tentam demonstrá-

la do ponto de vista observacional e também teórico. Essa questão é nomeada de

dualidade cósmica [45].

3.3.4 Desvio para o vermelho em ondas gravitacionais

Para estudar o desvio para o vermelho em OG a primeira coisa que iremos fazer é,

por simplicidade, considerar que a onda gravitacional se propaga de forma similar à

luz na geometria de FRLW. Isso não necessariamente deveria ser verdade, haja visto
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que as duas ondas possuem peculiaridades que as distinguem. Inclusive, algumas

teorias de relatividade modificada, conhecidas como f(R), tem como previsão uma

velocidade de propagação diferente para a onda gravitacional, como pode ser visto

nas referencias [46–48]. Contudo, o foco dessa dissertação não é contrastar tais

teorias com a relatividade geral. E também já existe uma evidência muito forte

(em até quinze ordens de grandeza) de que a velocidade de propagação da luz é

igual a da onda gravitacional que foi obtida ao se observar pela primeira vez uma

coalescência de estrelas de nêutron com uma contraparte eletromagnética [49]. Sendo

a propagação da luz similar a da onda gravitacional, precisamos apenas alterar a

distância percorrida pela onda, que no caṕıtulo anterior chamamos de r, para dca0,

assim como fizemos para radiação eletromagnética. Dessa forma, reescrevemos as

equações (2.94) e (2.95), como

h+(t) =
1

dca0

(
GMc

c2

)5/4(
5

cτ(t)

)1/4(
1 + cos2 ι

2

)
cos{Φ[τ(t)]}, (3.55)

h×(t) =
1

dca0

(
GMc

c2

)5/4(
5

cτ(t)

)1/4

cos ι sin{Φ[τ(t)]}. (3.56)

Assim como a distância percorrida pela onda gravitacional se altera devido a es-

tarmos sob o fundo de FRLW, também devemos ter uma mudança no peŕıodo de

tempo τ(t). Embora, τ não seja exatamente o peŕıodo de uma onda, ele conti-

nua respeitando à norma τ << t0 (visto que só observamos aproximadamente os

últimos 15min da coalescência ), assim, o mesmo desenvolvimento feito utilizando

um peŕıodo de onda, pode ser feito utilizando o tempo para coalescência. Logo,

adaptando as equações (3.39) e (3.40) temos

τe =
τobs

(1 + z)
(3.57)

O que nos permite, após algum algebrismo, reescrever as equações (3.55) e (3.56),

como

h+(t) =
1

dca0(1 + z)

(
GMc(1 + z)

c2

)5/4(
5

cτobs(t)

)1/4(
1 + cos2 ι

2

)
cos{Φ[τobs(t)]},

(3.58)

h×(t) =
1

dca0(1 + z)

(
GMc(1 + z)

c2

)5/4(
5

cτobs(t)

)1/4

cos ι sin{Φ[τobs(t)]}. (3.59)

As relações acima nos dizem duas coisas muito importantes. Primeiro, o que me-

dimos, ao observarmos uma onda gravitacional, é a distância de luminosidade, pois

dL = dca0(1+z) e segundo, que existe uma degenerescência entre a massa de gorjeio

e o desvio para o vermelho. Ou seja, para sabermos a massa dos objetos que estamos

observando, precisamos saber o valor de z. Isso se dá pelo fato de que a massa de

41



gorjeio ser o único parâmetro que altera a frequência do sistema, então é imposśıvel

para nós distinguirmos se uma frequência observada possui aquele valor devido as

massas ou devido a um desvio para o vermelho. Então, absorvemos esse fator de

(1 + z) na massa de gorjeio, ficando assim Mc = (1 + z)Mc, o que nos permite

finalmente escrever as amplitudes como

h+(t) =
1

dL

(
GMc

c2

)5/4(
5

cτobs(t)

)1/4(
1 + cos2 ι

2

)
cos{Φ[τobs(t)]}, (3.60)

h×(t) =
1

dL

(
GMc

c2

)5/4(
5

cτobs(t)

)1/4

cos ι sin{Φ[τobs(t)]}. (3.61)

É importante notar que as transformadas de Fourier (2.115) e (2.114) continuam

sendo válidas, mesmo com essas modificações.

3.4 Da teoria às observações

O MCP, além de ter uma base teórica muito bem estruturada, é constrúıdo sobre

diferente tipos dados observacionais. Durante o século passado e o atual, foram re-

alizados diversos experimentos para se obter esses dados. Entre estes podemos citar

as medidas da distribuição de temperatura da radiação cósmica de fundo RCF em

micro-ondas [50], observações da abundância relativa de part́ıculas na nucleosśıntese

primordial (NP) [7], medidas de distância de luminosidade, obtidas através de SN

Ia [13], observações de oscilações acústicas de bárions [51], e, mais recentemente,

medidas associadas às sirenes padrão, que são as ondas gravitacionais [19].

Ainda assim existem outras inúmeras observações que vêm sendo feitas durante

os últimos anos. Hoje, todos esses experimentos convergem para um modelo, que é

o modelo padrão, chamado ΛCDM. Podemos ver na tabela 3.4, uma das melhores

estimativas de parâmetros que temos hoje, que foi o lançamento de resultados feito

em 2018 pela colaboração Planck, onde leva em conta lenteamento fraco e OAB e

os resultados obtidos de supernova tipo Ia do Pantheon [12].

Estes dados indicam que a densidade relativa de radiação pode ser medida a

partir da própria temperatura da RCF e o que temos hoje é Ωr,0 ' 10−5h−2, onde h =

H0/100 km−1s Mpc. Além disso, também é posśıvel medir muito bem o parâmetro

de densidade relativa de matéria bariônica a partir da RCF e o que observamos é

que Ωb,0h
2 = 0, 02242. Isso nos leva a crer que existe uma componente do universo

que se comporta igual a matéria bariônica mas a gente não consegue observar, pois

ela não interage diretamente com a luz. Essa matéria hoje é conhecida como matéria

escura e é essencial para o modelo. Inclusive, simulações que tentam recriar o nosso
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Parâmetros Planck 2018 Pantheon + RCF + H0 Riess

H0 [kms−1Mpc−1] 67, 36± 0, 54 72, 236± 1, 572

Ωm,0 0, 3153± 0, 0056 0, 274± 0, 012

Ωk,0 −0, 0106± 0, 0065 0, 009± 0.003

ΩΛ,0 0, 6847± 0, 0073 0, 717± 0, 011

Tabela 3.1: Estimativa de parâmetros obtidas pela colaboração Planck utilizando
dados de TT,TE,EE,LowE+leansing [11] e obtidas no trabalho [12], onde utilizaram
dados de SN Ia, junto com dados da radiação cósmica de fundo e um prior de H0

obtido na referência [13]. Os erros estão em 68% de ńıvel de confiança.

Universo observável só conseguem chegar próximo à realidade incluindo-a [52, 53]. A

sigla CDM do nome do modelo é referente a cold dark matter, que é matéria escura

fria em inglês. Uma de suas caracteŕısticas então é de não possuir altas velocidades,

dáı o nome cold. Caso a matéria escura fosse “quente”a formação de estruturas do

Universo seria modificada, de forma que não estaria de acordo com as observações

atuais [54, 55].

Logo, o que nós vemos desses dados é que o Universo hoje tem uma quantidade

relevante de matéria, porém hoje quem predomina é a energia escura. Sob essa

conjuntura e levando em conta a variação das densidades com o fator de escala

(3.15) e (3.19), o que esperamos é que o universo tenha passado por pelo menos

dois peŕıodos distintos, um em que ele é dominado por radiação e outro onde ele

é dominado por matéria e futuramente será inteiramente dominado pela energia

escura. Podemos visualizar isso na figura 3.3.

43



Figura 3.3: Gráfico logaŕıtmico da evolução das densidades de matéria, radiação e

energia escura. O fator de escala no ponto em que as curvas de matéria e radiação se

cruzam é também conhecido como aeq, que seria o fator de escala de equiĺıbrio. Neste

gráfico foi utilizado ao = 1, que é uma normalização do fator de escala comumente

utilizada do fator de escala. Fonte: [6]

Então para entender melhor essa base fundamental para o modelo cosmológico

padrão, no resto dessa seção iremos explorar um pouco alguns desses observáveis e

alguns problemas do modelo padrão.

3.4.1 Observáveis cosmológicos do Universo primordial

Radiação Cósmica de fundo

Como vimos nessa seção, o Universo sempre esteve em expansão, independente do

conteúdo que domina em cada época. Da termodinâmica, sabemos que um fluido

em expansão adiabática (quando não há troca de calor) deve esfriar conforme se

expande. Assim é o Universo, se rebobinássemos o tempo e v́ıssemos tudo voltando

para o passado, veŕıamos ele ficando cada vez mais quente e denso. Até um ponto

em que a radiação iria se acoplar a matéria bariônica e entrar em equiĺıbrio térmico.

Basicamente, o Universo estaria tão denso e quente que a radiação não conseguiria

percorrer caminhos livremente, ela estaria em um processo cont́ınuo de espalhamento

com os elétrons livres. Então existe um momento em que essa radiação se libertou.

Esse momento é conhecido como superf́ıcie de último espalhamento e é estimado

pelo Planck que deva ter ocorrido em z∗ = 1090, 30 ou t ' 300.000 anos. Nesse

momento então que se formou o que conhecemos como radiação cósmica de fundo.

Ou seja, essa radiação é emitida de todas as direções do céu e carrega informação

do universo primordial. Além disso, pelas caracteŕısticas da sua formação citadas
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acima, a densidade energética de fótons na época do último espalhamento, entre

uma frequência f e f + df , devem seguir um espectro de corpo negro, dado por

n(f)df =
8πhf 3

c3

1

exp(hf/kBT )− 1
df (3.62)

onde h é a constante de Planck, kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura

de equiĺıbrio. A equação (3.62) não se altera com o desvio para o vermelho [6], então

ela vale para qualquer tempo do universo. Logo, devemos observar um espectro

de corpo negro na radiação cósmica de fundo e de fato observamos. A medida do

espectro de corpo negro da RCF foi bem determinada pela primeira vez pelo Infrared

Absolute Spectrophotometer (FIRAS), um instrumento do satélite COBE na década

de 90. Podemos ver na figura 3.4 que devido a precisão do experimento a curva

teórica esconde os pontos observados. Até hoje, essa é uma das medidas mais bem

estabelecidas da cosmologia, sendo encontrado uma temperatura de T = 2, 725K.

Figura 3.4: Radiação de corpo negro medida pelo FIRAS (Mather et al., 1994). Os

pontos medidos e as barras de erro estão escondidas pela curva teórica, pois as suas

incertezas são menores do que a espessura da curva. Fonte: [6]

Bariogênese cosmológica

A bariogênese cosmológica ou também como é conhecida Big Bang Barioge-

nese BBN é a formação dos átomos no modelo cosmológico padrão. Como dito na

subseção anterior, houve uma época onde o universo era tão quente que a matéria

bariônica estava acoplada à radiação. Devido a esse fato, não era posśıvel formar
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átomos ou até mesmo núcleos, a energia do fóton era tão forte e sua densidade tão

grande que as part́ıculas formadas eram quase instantaneamente destrúıdas. Após

a superf́ıcie de último espalhamento, quando a radiação finalmente se propaga livre-

mente, temos uma época de recombinação, que é quando os elementos leves começam

a se formar. A teoria da BBN então surge devido a possibilidade de se calcular a

probabilidade de formação de cada um desses elementos conhecendo a sua seção de

choque, e assim então determinar suas abundâncias no Universo.

Podemos ver na figura como as predições dessa teoria estão muito bem de acordo

com os dados observacionais. Temos pelo menos 4 elementos que são formados na

BBN: Hidrogênio H, deutério D, Hélio 3H, e Ĺıtio 7Li. Outra coisa que podemos

observar, é que as previsões teóricas da BBN dependem da densidade de bárions no

momento da nucleosśıntese. Os bárions possuem uma caracteŕıstica de conservação,

que é dada pelo número bariônico. Logo, a BBN também prevê a densidade de

bárions hoje e ela está muito bem alinhada com os resultados do Planck, indicando

assim também a existência da matéria escura fria.

Figura 3.5: Restrições na densidade de bárions advindas da BBN. As faixas hori-

zontais representam as previsões teóricas em um alcance de 10 ordens de magnitude,

para os elementos 4He, Deutério, 3He e Ĺıtio. A faixa vertical é fixada pela medida

do deutério primordial e as caixas são os limites impostos pelas observações. Fonte:

[7]
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3.4.2 Observáveis cosmológicos do Universo tardio

As medidas de distâncias que foram vistas nesse caṕıtulo, também são uma forma

de restringir os parâmetros cosmológicos, pois como foi visto, elas dependem dire-

tamente do parâmetro de Hubble. Existem algumas formas de medirmos distâncias

cosmológicas, como por exemplo, através das OG ou de velas padronizáveis. Esses

eventos são observados em pequenos desvios para o vermelho, por isso são conside-

rados como observáveis do Universo tardio, diferentemente da RCF. Como iremos

utilizar alguns desses indicadores de distâncias na nossa restrição de parâmetros,

iremos aborda-los a seguir.

Supernovas Tipo Ia

A vela padronizável é uma classe de objetos que podem ter seu brilho intŕınseco

calibrado, segundo uma certa metodologia. Como vimos neste caṕıtulo, a distância

de luminosidade está diretamente atrelada a uma medida do brilho do objeto, que é

observado através do fluxo. Logo, se medimos o fluxo e sabemos o brilho, obtemos

a medida de distância.

Supernovas do tipo Ia são eventos altamente energéticos que ocorrem em sistemas

de estrelas binárias, onde uma delas é necessariamente uma anã branca e outra uma

estrela maior, como uma gigante vermelha. Quando esses objetos ultrapassam o

limite de Roche, há um rompimento por maré da estrela menos densa, o que faz

a anã branca acretar o material de sua parceira. Entretanto, a anã branca possui

um limite de massa sob o qual sua estrutura não consegue se sustentar, que é o

limite de Chandrasekhar, cerca de MCh = 1, 44M� [56] e [57]. Quando a massa

da anã ultrapassa este limite ela explode, gerando uma supernova. Esse tipo de

evento é extremamente energético e possui uma curva de brilho bem definida, embora

necessitem de uma calibração bem cuidadosa. Essas caracteŕısticas nos permitiram

observar objetos a distâncias relativamente grandes, quando comparados às cefeidas

por exemplo, que são outra vela padrão (inclusive as cefeidas podem ser utilizadas

como forma de calibrar as super novas). Devido a isso, as primeiras evidências que

foram obtidas de um universo acelerado vieram das SN Ia.

Oscilações acústicas de Bárions

As oscilações acústicas bariônicas, do inglês baryon acoustic oscillations (BAO),

são oscilações geradas na época antes do desacoplamento, no fluido fóton-bárion.

Essas oscilações ocorrem devido a competição entre a força da gravidade gerada por

poços de matéria escura e a pressão de radiação que tende a repelir os bárions. O

equiĺıbrio instável entre essas duas forças então gerou perturbações que se propa-

garam como ondas de pressão. Em um universo tridimensional, essas ondas tem
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a forma de cascas esféricas. Com o resfriamento do Universo e o desacoplamento,

essas oscilações ficaram impressas em uma escala chamada de escala acústica, ca-

racterizada pela expressão

rs =

∫ ∞
zdrag

csdz

H(z)
, (3.63)

onde cs é a velocidade do som e zdrag é o redshift da época de dragagem, mo-

mento que ocorre logo após ao desacoplamento [20]. Então, onde ocorreram essas

oscilações, espera-se que tenha uma sobredensidade de bárions e matéria escura.

Com a evolução do Universo, essas regiões posteriormente aglomeram uma maior

quantidade de galáxias, sendo posśıvel serem identificadas como picos em funções de

correlação de dois pontos ξ(~r12) = 〈δ(~(r1)δ(~r2)〉 ou uma série de oscilações amorte-

cidas no espectro de potencias. A primeira detecção de uma escala acústica através

de uma função de correlação foi feita pelo Sloan Digital Sky Survey (SDSS). Foram

mapeadas 46.748 galáxias e uma curva com um pico próximo a 105Mpc/h [58]. Com

a escala acústica então, pode-se obter restrições para os parâmetros cosmológicos

utilizando a escala de dilatação

DV =

[
cz(1 + z)2 d2

A

H(z)

]1/3

. (3.64)

Ondas Gravitacionais

As OG foram apresentadas como instrumentos para medir distâncias cos-

mológicas originalmente no trabalho de Schutz [15]. Porém, como ele explica em

seu trabalho, para identificar a posição do objeto emissor no céu precisa ser feito um

trabalho de triangulação, o que aumenta o erro associado à medida. Todavia, hoje

sabemos que existe um tipo de evento que pode nos dar a posição do sistema binário

precisamente, que são as coalescências que possuem contraparte eletromagnética. A

contraparte eletromagnética desses eventos são conhecidas como “erupções de raios

gama de curta duração”, como podemos ver na referência [59]. Esse tipo de co-

alescência requer que pelo menos um dos corpos envolvidos seja uma estrela de

nêutrons e que o sistema esteja aproximadamente face-on, ou seja, ι ≤ 20◦. O

evento de coalescência GW170817 [20] hoje é o único que possui tanto a medida

da onda gravitacional quanto sua contraparte eletromagnética e dele já consegui-

mos obter uma medida para a constante de Hubble, embora ainda esteja longe de

podermos compara-la com as medidas atuais de alta precisão.

É esperado que para a próxima geração de interferômetros, mais especificamente,

para o Einstein Telescope, consigamos obter registro de pelo menos 1000 eventos

desse tipo em 10 anos [21], o que trará resultados impactantes para a cosmologia.

Nesse trabalho, nosso foco é tentar simular esses eventos para entendermos o quão
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impactante será termos uma base de dados grande de ondas gravitacionais.

3.4.3 Problemas do modelo padrão

O modelo ΛCDM tem se mostrado muito consistente com as observações re-

alizadas nos últimos anos. Embora ele forneça explicações robustas sobre diversas

observações, ele falha na hora de dar uma explicação f́ısica sustentável para a energia

escura e para a matéria escura.

Nós sabemos como esses elementos devem se comportar, mas não sabemos o

que eles são. Não há hoje nenhuma f́ısica de part́ıculas ou teoria fundamental que

explique uma matéria que interage apenas gravitacionalmente como a matéria escura

do mesmo jeito que a relatividade geral sozinha não da conta de descrevê-la a partir

da matéria bariônica existente. Já no caso da energia escura, a explicação mais

comum que temos para ela é de ser a energia do vácuo. Pois é sabido que o vácuo

possui oscilações quânticas e é posśıvel calcular qual seria a energia gerada por

essas oscilações. O problema é que o valor esperado da teoria é de ρΛ = 1074GeV 4

(em unidades naturais, onde c = 1), que é 121 ordens de grandeza maior do que

o que é observado [60]. Isso nos leva a crer que que exista algum tipo de f́ısica

fundamental que ainda não entendemos. Essa f́ısica nova, pode ser compreendida

em modelos alternativos ao ΛCDM e é uma forma de tentarmos lidar com essa falta

de conhecimento sobre o setor escuro.

Além disto, o estado-da-arte da cosmologia indica que existem as chamadas

tensões no modelo padrão. Entre estas, a mais conhecida é a chamada tensão na

constante de Hubble [16] e [61]. Esta tensão surge na comparação entre dados

relativos a dois momentos do Universo. O primeiro deles, relativo ao Universo

tardio (do inglês, late time Universe), isto é, para o Universo associado à pequenos

desvios para o vermelho. Já o segundo é relativo ao Universo jovem (do inglês, early

time Universe), isto é, para o Universo associado à grandes desvios para o vermelho.

Neste sentido a comparação entre as medidas do Universo para late time e early

time indicam uma discrepância para a medida deste parâmetro de entre 4 − 6σ,

como podemos ver na figura 3.6. Podemos destacar as medidas de H0 = 67, 4± 0, 5

do Planck (dados da RCF)[11] e H0 = 74 ± 1, 4 do SHOES (SN Ia e cefeidas) [13]

como sendo as principais referencias entre medidas do Universo jovem e tardio, e a

tensão entre as duas é de 4, 4σ.
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Figura 3.6: Medidas de H0 obtidas na literatura recente. A parte de cima do painel

estão as medidas do Universo jovem e tardio, e a parte de baixo está a combinação

de todos os conjuntos de dados de late time e alguns conjuntos estatisticamente não

relacionados junto com suas respectivas discrepâncias relativa à medida do Planck.

Fonte: [8]

3.5 Modelos cosmológicos alternativos

Como foi visto na última seção, existem questões que o modelo ΛCDM não

consegue explicar e para isso precisamos ir em busca de uma f́ısica nova e estudar os

modelos alternativos. Mesmo alguns desses modelos sendo totalmente ou em parte

fenomenológicos, entendê-los e restringi-los com dados pode indicar caminhos para

a obtenção da verdadeira natureza da energia escura por exemplo, ou do porquê de

dados obtidos no Universo recente terem uma tensão com dados obtidos do começo

do Universo.

Aqui apresentaremos modelos que tem, como ponto principal, uma energia escura

variável. Neste sentido, é interessante introduzirmos a unidade naturais c = 1 e a

equação de estado
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w =
p

ρ
. (3.65)

A partir desta definição podemos escrever a equação de aceleração (3.11), como

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
ρ (1 + 3w) , (3.66)

onde já estamos considerando a constante cosmológica como um fluido de energia

escura. Deste modo, podemos inferir se o Universo está acelerando apenas pelo valor

da equação de estado 
ω > −1

3
→ Expansão desacelerada

ω = −1
3
→ Expansão constante

ω < −1
3
→ Expansão acelerada

Outra equação que podemos reescrever utilizando a equação de estado é a

equação de continuidade (3.13), que se torna

dρ

dz
− 3

1 + z
ρ(1 + w(z)) = 0, (3.67)

onde usando a regra da cadeia e as relações (3.42) e (3.40) eliminamos a variável

temporal. É principalmente sobre esses aspectos que iremos desenvolver os modelos

alternativos. Serão considerados pelo menos dois tipos diferentes de modelos. Mo-

delos de energia escura com equação de estado variável e modelos com interação no

setor escuro. Outro ponto importante é que iremos trabalhar apenas com o universo

plano. Embora, ainda existam debates sobre a curvatura do Universo, analisar esses

modelos que possuem mais parâmetros que o Λ CDM com um parâmetro extra de

curvatura pode dificultar a análise.

3.6 Modelos com energia escura variável

Nessa seção, iremos trabalhar com os modelos de energia escura variável, que são

modelos onde basicamente escolhemos formas funcionais para a equação de estado.

3.6.1 Modelo wCDM

O modelo wCDM é um modelo onde consideramos ainda um fluido e energia

escura constante, porém com equação de estado que pode ter qualquer w0 valor

portanto que seja menor que −1/3, assim temos que

ρΛ = ρΛ,0(1 + z)3(1+w0), (3.68)
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que pode ser escrito em termo das densidade relativas como

ΩΛ = ΩΛ,0(1 + z)3(1+w0). (3.69)

Assim a gente pode escrever o parâmetro de hubble como

H(z) = H0

[
Ωr,0 (z + 1)4 + Ωm,0 (z + 1)3 + ΩΛ,0(1 + z)3(1+w0)

]1/2
, (3.70)

onde pela completeza ΩΛ,0 = 1− Ωm,0 − Ωr,0.

3.6.2 Parametrização Chevallier-Linder-Polarski

A parametrização CPL [62], [22] e [23] é um tipo de parametrização linear em

relação ao fator de escala da equação de estado. Sua forma funcional é

w = w0 +

(
1− a

a0

)
wa = w0 +

z

z + 1
wa. (3.71)

Vemos claramente que o modelo com essa parametrização é um aprimoramento do

modelo wCDM , por esse motivo em algumas literatura ele também é chamado de

w0waCDM . A solução da equação de continuidade pra esse modelo fica

ρΛ = ρΛ,0(1 + z)3(1+w0+wa)e−3waz/(1+z), (3.72)

o que nos leva ao parametro de Hubble normalizado

E(z)2 = Ωr,0 (z + 1)4 + Ωm,0 (z + 1)3 + ΩΛ,0(1 + z)3(1+w0+wa)e−3waz/(1+z). (3.73)

3.7 Modelos com interação no setor escuro

Modelos com interação no setor escuro ou energia escura interagente são modelos

em que há troca de energia entre o fluido de energia escura e de matéria escura. Como

esses dois fluidos são uma incógnita para o modelo padrão, podemos assumir esse

tipo de comportamento e estuda-lo de forma fenomenológica. Basicamente o único

requerimento para tal é que os dois fluidos se conservem juntos [27]

DµT
µν
c +DµT

µν
Λ = 0 (3.74)

onde T µνc é o tensor momento energia referente a matéria escura fria e T µνΛ é o

tensor momento energia referente a energia escura. Dessa forma nas duas equações

de continuidades acopladas
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dρc
dz
− 3

1 + z
ρc = Q, (3.75)

dρΛ

dz
− 3

1 + z
ρΛ(1 + w0) = −Q, (3.76)

onde Q é a taxa de transmissão. A escolha de Q irá definir o modelo trabalhado e

o seu sinal irá definir para qual lado está ocorrendo a transferência de energia. Se

Q > 0 temos energia escura sendo convertida matéria escura, se Q < 0 o oposto

ocorre.

3.7.1 Modelo 1

O primeiro modelo que iremos considerar aqui é um modelo de interação do tipo

Q = 3ξHρc, (3.77)

onde ξ é a constante de interação [25]. Note que nesses casos estamos trabalhando

com um fluido de energia escura com a equação de estado constante, assim podemos

resolver as equações (3.75) e (3.76) de forma anaĺıtica, obtendo então

Ωc = Ωc,0(1 + z)3(1−ξ), (3.78)

ΩΛ =

(
ΩΛ,0 +

ξ

ξ + w
Ωc,0

)
(1 + z)3(1+w) − ξ

ξ + w
Ωc,0(1 + z)3(1−ξ). (3.79)

Logo, obtemos um parâmetro de Hubble normalizado na forma

E(z)2 = Ωr,0 (z + 1)4 + Ωb,0 (z + 1)3 +
w

ξ + w
Ωc,0(1 + z)3(1−ξ)+

+

(
ΩΛ,0 +

ξ

ξ + w
Ωc,0

)
(1 + z)3(1+w). (3.80)

Note que devido termos uma interação entre matéria escura e energia escura, sepa-

ramos então a componente de matéria Ωm em matéria bariônica Ωb e matéria escura

Ωc, mas elas devem satisfazer a relação Ωm = Ωc + Ωb.

3.7.2 Modelo 2

Já para o segundo modelo [25], foi considerado uma interação do tipo

Q = 3ξHρΛ. (3.81)

Esse tipo de interação também possui uma solução anaĺıtica
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ΩΛ = ΩΛ,0(1 + z)3(1+ξ+w), (3.82)

Ωc =

(
Ωc,0 +

ξ

ξ + w
ΩΛ,0

)
(1 + z)3 − ξ

ξ + w
ΩΛ,0(1 + z)3(1+ξ+w). (3.83)

que nos leva a um parâmetro de Hubble

E(z)2 = Ωr,0 (z + 1)4 + Ωb,0 (z + 1)3 +
w

ξ + w
ΩΛ,0(1 + z)3(1+ξ+w)+

+

(
Ωc,0 +

ξ

ξ + w
ΩΛ,0

)
(1 + z)3. (3.84)

3.7.3 Modelo 3

O terceiro modelo estudado foi um modelo de decaimento do vácuo análogo ao

modelo de gás de Chaplygin generalizado não adiabático [24] e [63]. Nesse caso,

temos que

Q = Γρc = −ρ̇Λ, (3.85)

onde

ρΛ = σH−2α, (3.86)

Γ = −ασH−(2α+1), (3.87)

σ = 3(1− Ωm,0)H
2(α+1)
0 . (3.88)

Nesse modelo Γ é conhecido como a taxa de criação de matéria e α é a constante de

interação. Um α negativo significa que temos matéria escura sendo criada enquanto

para α positivo temos matéria escura sendo aniquilada. Esse modelo possúı uma

solução anaĺıtica aproximada para o parâmetro de Hubble normalizado, que pode

ser escrita como

E(z) =

√
Ωr,0 (z + 1)4 + [(1− Ωm,0) + Ωm,0(z + 1)3(1+α)]

1
1+α . (3.89)

A solução anaĺıtica para o caso sem radiação é o termo do colchetes. Embora essa

seja uma solução aproximada o estudo [64] demonstrou que seu desvio máximo fica

em torno de 1% da solução geral numérica, porém esse erro pode variar com o

parâmetro de interação e o parâmetro Ωm,0.
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Caṕıtulo 4

Análise estat́ıstica e resultados

Neste caṕıtulo iremos discorrer sobre as análises e resultados obtidos, que podem

ser divididos em duas partes. A primeira parte é composta pelas simulações geradas,

enquanto a segunda parte temos os resultados da análise estat́ıstica e as restrições

obtidas. Vale notar que tais simulações terão por base a f́ısica desenvolvida nos dois

caṕıtulos precedentes.

O principal ponto da simulação é identificar como que um novo experimento

restringirá os parâmetros cosmológicos, podendo assim antecipar o impacto deste

na cosmologia. Para isso, nós precisamos calcular qual será o erro instrumental σinst

obtido a partir dos eventos simulados baseados na próxima geração de instrumentos,

tendo com base o método de matriz de Fisher, uma certa distribuição de eventos e

o método de Monte Carlo.

4.1 Simulação

Para além da f́ısica que embasa as ondas gravitacionais, necessitamos estabele-

cer o detalhamento associado à instrumentação para o qual estamos simulando as

detecções. No nosso caso, simulamos detecções feitas pelo Einstein Telescope, um

interferômetro que fará parte da terceira geração de interferômetros de ondas gra-

vitacionais. É esperado que tenhamos pelo menos detecções de 1000 eventos com

contraparte eletromagnética em 10 anos de funcionamento do experimento [21] e [17].

Então nos baseamos nessa quantidade de dados para limitarmos nossa simulação.

Como visto no caṕıtulo 2, a principal quantidade observada pelo interferômetro é

chamada de strain, que é a alteração do tamanho do braço do interferômetro gerado

pela passagem da OG. O strain pode ser escrito como uma combinação linear das

amplitudes da onda gravitacional no espaço de frequências, calculadas no caṕıtulo

2, tal que

h(j)(f) = F
(j)
+ (θ, φ, ψ)h+ + F

(j)
× (θ, φ, ψ)h×, (4.1)
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onde F (j)(θ, φ, ψ) é o padrão de antena, uma função angular que depende do arranjo

dos braços do interferômetro. Para facilitar a notação, neste caṕıtulo iremos utilizar

h̃(f) = h(f). Temos que o ET será uma rede triangular de 3 interferômetros, como

podemos ver na figura 4.1, então basicamente temos 3 funções de padrão de antena

que são relacionadas por

Figura 4.1: Esquema da estrutura do Einstein Telescope. Podemos ver claramente

na imagem os três interferômetros identificados pelas cores verde, azul e vermelho

em um arranjo triangular. As siglas HF e LF são referentes a instrumentos do

interferômetro espećıficos para capitar altas frequências e baixas frequências respec-

tivamente [9].

F
(1)
+,×(θ, φ, ψ) = F

(2)
+,×(θ, φ+ 2π/3, ψ) = F

(3)
+,×(θ, φ+ 4π/3, ψ). (4.2)

onde podemos escrever a primeira função como

F
(1)
+ (θ, φ, ψ) =

√
3

2

[
1

2
(1 + cos2 θ)cos(2φ) cos(2ψ)− cos θ sin(2φ) sin(2ψ)

]
, (4.3)

F
(1)
× (θ, φ, ψ) =

√
3

2

[
1

2
(1 + cos2 θ)cos(2φ) sin(2ψ) + cos θ sin(2φ) cos(2ψ)

]
, (4.4)

lembrando que os ângulos (θ, φ) estão relacionados com a posição da fonte e aqui
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temos a introdução do ângulo ψ que é o ângulo entre as polarizações. Sob tais

circunstâncias e sendo as amplitudes das polarizações dadas pelas equações 2.112 e

2.113, temos que

h(j)(f) = A(|)f−7/6eiΨ(f), (4.5)

onde

A(|) =
1

dL

√
5π

96

((
F

(i)
+

)2

(1 + cos2 ι)2 + 4
(
F

(i)
×

)2

cos2 ι

)
π−7/6M5/6

c (4.6)

e Ψ(f) na sua forma mais simples é dada pela equação (2.116). A razão sinal rúıdo

ρ(j) (RSR) que é a quantidade que determina se temos uma observação ou não é

simplesmente dada pelo produto interno

(
(ρ(j)

)2
= 4

∫ 2fisco

1Hz

|h(j)(f)|2 df

Sh(f)
. (4.7)

A função Sh(f) é a densidade do espectro de potência (DEP), que é uma caracte-

ŕıstica do detector. Nós usamos a DEP dada pela referência [65]. Já limite de

integração superior é dado pela ISCO, como vimos no desenvolvimento do caṕıtulo

2, enquanto o limite inferior é dado pela menor frequência posśıvel de ser detectada

pelo instrumento. Como o ET é uma rede composta por três interferômetros, a

razão sinal rúıdo final ρ será uma soma quadrática das RSR’s de cada um dos

interferômetros

ρ =

√√√√ 3∑
j

(ρ(j))
2
. (4.8)

Segundo a referência [66], podemos considerar um sinal como verdadeiro quando

ρ > 8. Devido às detecções trabalhadas possúırem uma contraparte eletromagnética,

nos podemos fazer ainda algumas simplificações no problema. Segundo a referência

[32], nesse caso em espećıfico, podemos considerar o sistema aproximadamente com

a face virada para a nossa direção, isto é, ι < 20◦, porque esperamos que a erupção

de raio gama seja consideravelmente forte. O que também é visto nessas referências

é que existe pouca diferença entre variarmos o ângulo ι nesse alcance, então podemos

utilizar ι ≈ 0 como uma boa aproximação. Dessa forma, temos que a razão sinal

rúıdo (4.8) pode ser reescrita explicitamente como

ρ(z, θ,Mc) =
3π−7/6M5/6

c

4 dL(z)

√
5π

96
f(θ)

∫ 2fisco

1Hz

f−7/3
df

Sh(f)
, (4.9)

f(θ) = (35 + 28 cos(2θ) + cos(4θ)) . (4.10)
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No final então ficamos com apenas o ângulo θ e a massa de gorjeio Mc como

parâmetros livres. Assim na nossa simulação foram utilizados valores de θ dentro de

um intervalo de [0, 180◦] e valores de massas no intervalo de [1, 2]M� para estrelas

de nêutron e [3, 10]M� para buracos negros [21]. Como estamos objetivando eventos

com contraparte eletromagnética, eles necessariamente precisam que uma de suas

componentes seja uma estrela de nêutrons. De acordo com a referência [67], a quan-

tidade de coalescência de estrelas de nêutrons com buraco negro é 3% da quantidade

de eventos de duas estrelas de nêutrons.

O método de matriz de Fisher pode ser escrito como

σinstdL
'

√〈
∂h

∂dL
,
∂h

∂dL

〉−1

=
dL
ρ
. (4.11)

Embora tenhamos feito a aproximação de ι ' 0 para a simulação é necessário levar

em conta o erro associado a esse ângulo dentro do processo. Então, considerando

o efeito máximo de ι (ι = 0 à ι = 90◦) à RSR, adicionamos um fator 2 à (4.11)

[21]. Outro ponto que devemos levar em consideração, é de que assim como as

ondas eletromagnéticas, as ondas gravitacionais também estão sujeitas a erro de

lenteamento fraco que é dado pela expressão

σlensdL
= 0, 05zdL, (4.12)

dessa forma, obtemos o erro final da distância de luminosidade somando os dois

erros adquiridos em quadratura

σdL =

√(
2dL
ρ

)2

+ (0, 05zdL)2. (4.13)

Após a obtenção dos erros, podemos realizar um processo de Monte Carlo que con-

siste em obtermos um dL aleatório dentro de uma distribuição normal que é escrita

como

N (dL, σdL) =
1√

2πσ2
dL

e
− 1

2

(
x−dL
σdL

)2

, (4.14)

onde dL aqui está fazendo o papel de valor médio da distribuição.

4.1.1 Distribuição de Eventos

Outro ponto necessário para a nossa simulação é o modo como esses eventos

vão se distribuir em relação ao desvio para o vermelho. Nesse ponto é importante

que consideremos um modelo fiducial com o qual iremos trabalhar, e que será a

58



cosmologia de fundo sobre a qual vai ser constrúıda a simulação.

Para obtermos a distribuição de eventos partimos da variação de volume comóvel

por redshift, dada por

P (z) ∝ 4πd2
cR(z)

H(z)(1 + z)
, (4.15)

onde

R(z) =


1 + 2z z ≤ 1
3
4
(5− z) 1 < z < 5

0 z ≥ 5

 . (4.16)

Essa função R(z) é um ajuste feito por [65] obtida a partir do estudo de śıntese

de população estelar realizado no trabalho [68]. Fica claro que é necessário de

antemão um modelo cosmológico pois necessitamos disso para calcular H(z) e dc(z).

A distribuição obtida para o ΛCDM pode ser vista na figura 4.2.

Figura 4.2: Distribuição de eventos normalizada encontrada para o modelo ΛCDM

à esquerda e histograma feito com a quantidade total de eventos simulados à direita,

onde o intervalo utilizado para o bin foi de 0,5.

Em geral, a distribuição dos outros modelos formaram uma curva muito próxima

do modelo ΛCDM, sendo assim, fizemos um gráfico do desvio (Pmod/PΛCDM − 1) da

distribuição dos modelos alternativos que chamamos de Pmod, em relação a distri-

buição do modelo ΛCDM, nomeada de PΛCDM . O gráfico pode ser visto na figura

4.3.

O que podemos notar na figura 4.3 é que o desvio máximo do ΛCDM é aproxi-

madamente 5× 10−2 para a maioria dos modelos, sendo que para a parametrização

CPL é onde temos o maior desvio, se diferenciando em até 1, 34 × 10−1 do modelo

cosmológico padrão em z = 0. É interessante vermos como existe uma diferença

da distribuição entre os modelos com energia escura variável e os modelos com in-

teração no setor escuro. Podemos ver que os modelos com interação geraram uma
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sobredensidade de eventos em z ≤ 1, 6 enquanto para z > 1.6 temos uma diminuição

na quantidade de eventos, se acentuando de acordo com que o redshift aumenta. O

wCDM foi o modelo que menos desviou do ΛCDM, enquanto a parametrização CPL

teve uma distribuição de eventos consideravelmente menor em z < 1. Logo, mesmo

que seja posśıvel identificar algumas assinaturas dos modelos em suas distribuições,

elas são relativamente pequenas, não gerando grande impacto nas simulações. En-

tretanto, é notória a possibilidade uma exploração futura sobre o tema, permitindo

análises ainda mais detalhadas.

Figura 4.3: Desvio das distribuições por redshift dos modelos alternativos relativo

à distribuição do ΛCDM. A linha tracejada representa o próprio ΛCDM, onde não

tem nenhum desvio. A linha azul e laranja representa o modelo wCDM e ΛCDM

respectivamente. Enquanto a linha verde, magenta e preta representam os modelos

com interação nos setor escuro 1,2 e 3 respectivamente.

4.1.2 Resultados da Simulação

Seguindo todos os passos da seção 4.1 e com a distribuição de desvio para o

vermelho podemos, enfim, obter nossos pontos simulados. Eles podem ser vistos nas

figuras 4.4, 4.5 e 4.6.

Foram simulados pontos para cada um dos modelos trabalhados. Para cada um

foi utilizado um modelo fiducial onde o valor dos parâmetros fiduciais podem ser

vistos na tabela 4.1. Escolhemos o melhor ajuste obtidos na restrição de parâmetros

de cada modelo utilizando os dados de BAO do Baryon Oscillation Spectroscopic

Survey (BOSS) DR 12 [51] e SN Ia da compilação do Pantheon [12]. Porém, nos

casos em que a posteriores formada não era gaussiana, selecionamos a média no

lugar do melhor ajuste. Embora os parâmetros fiduciais possam influenciar no valor

do melhor ajuste, ele não deve influenciar diretamente na restrição dos parâmetros,
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ou seja, no valor do erro obtido.

Figura 4.4: Pontos de distância de luminosidade simulados e seus respectivos erros

para o modelo ΛCDM e para o modelo wCDM.

Figura 4.5: Pontos de distância de luminosidade simulados e seus respectivos erros

para a parametrização CPL e para o primeiro modelo de interação no setor escuro.

Figura 4.6: Pontos de distância de luminosidade simulados e seus respectivos erros

para os modelos com interação no setor escuro 2 e 3.

Sendo assim existe uma certa liberdade na escolha dos parâmetros dos modelos

fiduciais, porém escolhemos de forma a se aproximar dos valores já conhecidos pela
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literatura.

Parâmetro ΛCDM wCDM CPL Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

H0[km s−1Mpc−1] 68,93 71,14 72,07 68,55 70,02 73,35

Ωc,0 0,2598 0,2672 0,2420 0,312 0,4027 0,2409

w0 - -1,08 -1,04 -1,19 -1,34 -

wa - - -0,571 - - -

ξ - - - 0,0045 0,2158 -

α - - - - - 0,179

Tabela 4.1: Valores dos parâmetros utilizados para os modelos fiduciais.

4.2 Análise estat́ıstica

Para analisarmos os modelos, compara-los e ajustarmos os parâmetros, necessi-

tamos de uma base estat́ıstica. A busca por um método robusto, tem sido foco de

estudos nos últimos tempos, devido a quantidade de dados que vem sendo gerados

e hoje têm-se um consenso de que o método Bayesiano é o ideal para tal.

Mas antes de entrarmos no método Bayesiano em si, precisamos definir nossa

função probabilidades, com a qual trabalharemos nesse caṕıtulo. Dado um conjunto

S, com subconjuntos A e B, a probabilidade vai ser uma função real que satisfaz os

axiomas de Komolgorov:

• Para todo A em S, P (A) ≥ 0.

• Para subconjuntos disjuntos (i.e. onde A∩B = 0), P (A∪B) = P (A) +P (B)

• P(S)=1

A análise Bayesiana nos permite verificar qual hipótese ou teoria é mais provável,

além de verificar a probabilidade de um parâmetro ter certo valor. Para tal análise,

precisamos utilizar a probabilidade condicional

P (A|B) = P (A ∩B)/P (B), (4.17)

que em poucas palavras, é a probabilidade de encontrarmos algum elemento de A

em B. Dessa forma podemos ver que

P (A ∩B) = P (A|B)P (B), (4.18)
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P (B ∩ A) = P (B|A)P (A), (4.19)

como A ∩ B = B ∩ A, então podemos igualar as relações (4.17) e (4.18) acima, o

que nos da

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)
, (4.20)

que é conhecido como teorema de Bayes [69]. Com essa relação podemos inferir

a viabilidade de uma hipótese dado um conjunto de dados. Na prática, podemos

identificar A = ~θ e B = d, onde ~θ é um vetor que contém os parâmetros que

compõem nossa hipótese (modelo y ≡ y( ~θ )) e d um dado qualquer. A probabilidade

a posterior P (θ|yi), é a ferramenta do modelo Bayesiano utilizada para a estimativa

dos parâmetros. Vamos calculá-la a partir da verossimilhança P (d|~θ), do prior,

P ( ~θ ) e da evidência P (d). A verossimilhança (do inglês likelihood) é definida como

P (d|~θ) = L(d|~θ) =
1√

2πσ2
exp

−
(
d− y

(
~θ
))2

2σ2

 . (4.21)

Em geral, quando temos um conjunto de N dados (xi, yi) com um desvio padrão σi

associado um yi e um modelo y dependente de um conjunto de parâmetros dado por
~θ (y ≡ y(~θ)), a verossimilhança final mais geral será dada por

L(yi|~θ) = CN exp

{
−1

2

∑
i,j

(yi − y(xi, ~θ))E
−1(yj − y(xj, ~θ))

}
, (4.22)

onde

CN =
N∏
i

1√
2πσ2

i

, (4.23)

e

E ≡



σ11 σ12 ... σ1N

σ21 σ22 ... σ2N

· · ... ·
· · ... ·
· · ... ·

σN1 σN2 ... σNN


. (4.24)

é a “matriz de covariância de dados”. O argumento da função exponencial (4.22)

dentro do somatório é também conhecido como χ2 e também pode ser utilizado para

a inferência dos parâmetros.

A inferência Bayesiana também é composta pelo prior P (~θ) que é uma probabi-

lidade para a hipótese anterior aos dados. Normalmente o prior é uma informação

na forma de um ansatz, que pode ser baseada em estudos ou experimentos prévios

ou em alguma teoria. O prior mais conservador posśıvel que pode ser utilizado é o
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prior uniforme, que funciona como limites para a likelihood.

Por fim, temos a evidência P (di) que usando a completeza do espaço pode ser

escrita como

P (di) =
∑
j

L(yi|~θj)P (~θ), (4.25)

e

P (di) =

∫
L(yi|~θ)P (~θ)dnθ, (4.26)

para o caso de um espaço paramétrico discreto e para o caso de um espaço cont́ınuo

respectivamente, onde n é a quantidade de parâmetros.

Esses três elementos então compõem a probabilidade a posteriori P (θ|yi), que é

a ferramenta do modelo Bayesiano utilizada para a estimativa dos parâmetros.

4.2.1 Estimativa de parâmetros

O foco no presente trabalho é restringir o espaço paramétrico de forma a obter

um melhor ajuste para os parâmetros e os respectivos erros. Uma maneira prática

de realizar tal análise é através da minimização do χ2. O melhor ajuste é obtido

diretamente do χ2 mı́nimo e além disso quando variamos o χ2 do seu valor mı́nimo

podemos calcular curvas de ńıveis onde temos a probabilidade é superior a um certo

ńıvel de credibilidade.

Mesmo se os modelos possúırem muitos parâmetros é posśıvel construir a pos-

teriori unidimensional e curvas de ńıveis bidimensionais marginalizando sobre os

parâmetros indesejados [70]. O processo de marginalização é feito integrando sobre

o parâmetro indesejado, como podemos ver no exemplo a seguir em que estamos

marginalizando sobre um parâmetro genérico φ

P (θ|yi) =

∫
P (θ|φ, yi)P (φ|yi)dφ. (4.27)

Para o cálculo do erro associado ao parâmetro, podemos relacionar a posteriori uni-

dimensional com a probabilidade deste parâmetro. Recorrendo à literatura podemos

identificar os valores numéricos para as distâncias ao χ2 mı́nimo tendo, respectiva-

mente, os valores: ∆χ2 = 1 para 68, 3%, ∆χ2 = 4 para 95, 4% e ∆χ2 = 9 para 99%

para de estarmos restringindo apenas um parâmetro [10]. Assumindo a equivalência

dos erros com os desvios-padrão, os valores anteriores definem, respectivamente, os

intervalos de 1σ, 2σ e 3σ. Já as curvas de contorno de 1σ e 2σ em duas dimensões

acontecem para outros valores de intervalo de χ2, como podemos ver bem exempli-

ficado na figura 4.7.

Essa figura 4.7 demonstra um caso ideal onde as curvas de credibilidade formam

elipses. Isso significa que as posteriores dos dois parâmetros analisados são forma-
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das por distribuições normais. Quando isso ocorre o espaço paramétrico fica bem

definido e o melhor ajuste automaticamente será a média da distribuição normal,

mas de forma mais geral o melhor ajuste é dado pelo χ2 mı́nimo. Trabalhando com

o χ2 também ganhamos outra vantagem. Quando utilizamos diferentes conjuntos

de dados como, por exemplo, os dados simulados de ondas gravitacionais e dados

advindos de supernova do tipo Ia, basta somarmos os χ2 referentes a cada conjunto

de dados que obtemos um novo χ2 com informações dos dois conjuntos.

Figura 4.7: Esquema dos ńıveis de credibilidade tanto para o ajuste de dois

parâmetros (linha tracejada) quanto para o ajuste de um único parâmetro (linhas

cheias). Os intervalos AA’, BB’ e CC’ são referentes à 68, 3%, 90% e 99% de pro-

babilidade para o ajuste de um parâmetro. Enquanto a curva tracejada é referente

a 68, 3% dos dados normalmente distribúıdos em um ajuste bidimensional. Fonte:

[10].

Dado o desconhecimento prévio das curvas a posteriori, para os parâmetros alme-

jados, utilizamos o método MCMC através do código MontePython [71]. Esse tipo

de abordagem é bastante utilizado em trabalhos atuais além de gerar um ganho com-

putacional e de tempo quando estamos tratando modelos com muitos parâmetros.

Essa classe de algoritmos MCMC consiste em uma caminhada aleatória pelo

espaço paramétrico onde cada passo é decido se é aceito ou não baseado na proba-

bilidade da posição atual e da futura. Dessa forma o algoritmo passa mais vezes

nas regiões onde a probabilidade é maior gerando assim uma densidade de pontos
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maior nessas regiões. Os pontos por onde o algoritmo passa são registrados for-

mando então uma cadeia, dessa forma consegue-se mapear todo espaço paramétrico

e atribuir uma densidade probabiĺıstica a cada conjunto de parâmetros, então po-

demos não apenas obter os valores dos parâmetros referentes a cada probabilidade

como também construir essas curvas de probabilidade. Dessa forma nós obtemos

os melhores ajustes, os erros associados a cada parâmetro e as curvas de ńıveis de

credibilidade.

Podemos gerar diversas cadeias de Markov até que se chegue a um resultado

robusto. Uma forma de se verificar isso é utilizando o critério de convergência

de Gelman-Rubin [72]. Esse critério é dado pela razão da média das variâncias

das correntes pela variância do conjunto de médias das correntes, que pode ser

identificada pela letra R. Quando essas duas variâncias possuem valores muito

próximos, ou seja, quando R− 1 ' 0, então temos uma boa convergência.

Como dito anteriormente, o código utilizado para tal análise foi o MontePython

porém, para a análise completa é necessária a inclusão de uma cosmologia associ-

ada ao problema. Pra tal fim, utilizamos o programa CLASS [73] e para incluir

as expressões relativas aos modelos com interação no setor escuro, foi necessário

modificarmos este programa.

4.2.2 Resultado da análise estat́ıstica

Os nossos resultados foram organizados em duas classes de modelos: modelos

sem interação no setor escuro (que englobam modelos com energia escura constante e

variável) e modelos com interação no setor escuro (que englobam diferentes evoluções

para os parâmetros envolvidos). A seguir, iremos apresentar cada um dos resultados

obtidos iniciando pelos modelos sem interação.

A tabela 4.3 apresenta os resultados para o modelo ΛCDM, wCDM e para a

parametrização CPL. Nós utilizamos um conjunto de priors uniformes que podem

ser vistos na tabela 4.2 e 3 diferentes conjuntos de dados para restringir o espaço

paramétrico dos modelos. Além disso fixamos Ωb,0h
2 = 0, 02237 e TCMB = 2, 726K

baseados no Planck [11]. O primeiro conjunto é o conjunto com 1000 dados simulados

de ondas gravitacionais, referenciado como GW. O segundo conjunto de dados são

dados provenientes de oscilações acústica de bárions do BOSS DR 12 [51], que será

chamado de BAO. Já o terceiro conjunto são 1048 dados de supernova do tipo Ia

da compilação do Pantehon, que estão localizados entre 0, 01 < z < 2, 3 [12] e será

referenciado como Pantheon.

Primeiramente, como nosso objetivo é a análise dos erros, podemos definir um

estimador de precisão. Em relação ao parâmetro H0, temos que o desvio padrão

encontrado utilizando o conjunto de dados de GW, pode ser escrito como σH0 =
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0, 70Km s−1Mpc−1, onde σH0 é a média dos erros superior e inferior encontrados.

Assim, temos que a precisão pode ser escrita como

ε(H0) =
σH0

|H0|
' 1%. (4.28)

Esse estimador também é conhecido como erro relativo, devido a ser o erro relativo

ao valor do parâmetro.

Parâmetro Intervalo

H0[km s−1Mpc−1] [60 , 80]

Ωc,0 [0 , 1]

w0 [-2 , 0]

wa [-1 , 1]

ξ [-1 , 1]

α [-1 , 1]

Tabela 4.2: Tabela com o intervalo de priors uniformes selecionados para cada

parâmetro.

Resultados ΛCDM

Primeiramente, vemos que os dados de ondas gravitacionais simulados restringem

os parâmetros Ωm,0 e H0 com o modelo ΛCDM, melhor do que os dados do Pantheon

e de BAO, embora a restrição no parâmetro de densidade de matéria encontrada não

seja tão boa quanto a de ajustes feitos com dados do CMB. Podemos observar que

os dados de supernova e BAO não restringem bem a constante de Hubble, tendo

uma precisão de ε(H0) = 2, 39% para esse conjunto de dados. Entretanto, com

o acréscimo dos dados simulados, conseguimos um desvio padrão de σH0 = 0, 4 e

ε(H0) = 0, 58% que está da ordem do erro encontrado no último lançamento de

dados do Planck, como vimos na tabela 3.4.

Podemos ver claramente na figura 4.8 como o ajuste feito com todos os con-

juntos de dados gera uma posteriori unidimensional mais estreita, o que refletiu no

menor erro. É posśıvel ver também como que os dados de distância de luminosidade

advindos de ondas gravitacionais possuem uma degenerescência diferente do con-

junto Pantheon+BAO, o que evidência as diferentes correlações entre os parâmetros

dependendo do observável aferido.
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Resultados wCDM

Podemos notar que ao acrescentar o parâmetro w0 ao ajuste com os dados de GW

obtivemos uma leve piora nas restrição dos parâmetros Ωm,0 e H0, principalmente

no parâmetro de densidade relativa de matéria, com seu erro relativo alcançando

ε(Ωm,0) = 12, 84%. Mesmo assim ainda é comparável com a acurácia dos dados de

Pantheon+BAO ε(Ωm,0) = 13, 54%.

Figura 4.8: Curvas de ńıvel de credibilidade de 68, 3% e 95, 4% sendo respectiva-

mente a região mais escura e a região mais clara e as posteriores unidimensionais

encontradas para o modelo cosmológico padrão ΛCDM. Podemos ver as curvas cria-

das utilizando todos os conjuntos de dados Pantheon+BAO+GW em verde, a curva

para o conjunto de dados simulados de ondas gravitacionais em vermelho e a curva

para os dados de BAO e supernova do Pantheon em azul.

Além disso, é posśıvel ver que o ajuste feito com todos os dados possui uma

notável melhora, e obtemos um erro comparável ao ajuste do modelo ΛCDM que

possui um parâmetro a menos. Vemos uma situação muito parecida ocorrendo com o

parâmetro w0. Já em relação a constante de Hubble, temos um aumento considerável

no erro obtido pelo ajuste do conjunto de dados do Pantheon+BAO, o que gerou

um erro relativo de ε(H0) = 5, 50%., que é mais do que o dobro em relação ao

ΛCDM. Já em relação ao ajuste utilizando GW e Pantheon+BAO+GW não houve

uma mudança significativa em relação ao modelo cosmológico padrão, a não ser um
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leve aumento do desvio padrão. Podemos ver na figura 4.9 que há uma assimetria na

gaussiana do parâmetro Ωm,0 no ajuste realizado com o conjunto Pantheon+BAO,

o que também leva a assimetria dos erros. Também é posśıvel ver que as curvas de

ńıveis em 1σ e 2σ obtidas para o parâmetro H0 com o mesmo conjunto de dados é

muito maior do que as outras. Porém, podemos notar que a melhora na restrição na

constante de Hubble e no parâmetro w0 se dá devido a ortogonalidade dos dados,

enquanto no caso do parâmetro Ω0 se da principalmente por causa da tensão entre

os parâmetros, o que a torna artificial.

Figura 4.9: Curvas de ńıvel de 68, 3% e 95, 4% sendo respectivamente a região mais

escura e a região mais clara e as posteriores unidimensionais encontradas para o

modelo wCDM. Podemos ver as curvas criadas utilizando todos os conjuntos de

dados Pantheon+BAO+GW em verde, a curva para o conjunto de dados simulados

de ondas gravitacionais em vermelho e a curva para os dados de BAO e supernova

do Pantheon em azul.

Resultados parametrização CPL

O modelo CPL é o modelo mais complexo até o momento possuindo até 4

parâmetros livres. Devido a isso, vemos que mesmo utilizando os três conjuntos

de dados juntos não conseguimos um bom ajuste para o parâmetro wa, visto que
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o erro relativo encontrado foi de ε(wa) = 50, 93%. Podemos ver pela figura 4.10

que esse problema de ajuste se repete também para os outros dois conjuntos de

dados. Porém, os outros parâmetros em geral tiveram um ajuste bem parecido com

o modelo wCDM, com um erro relativo por volta de 10%, mas podemos destacar o

parâmetro Ωm,0 que teve um erro de 3, 58% quando utilizamos todos os conjuntos

de dados.

Modelo Parâmetros GW Pantheon+BAO Pantheon+BAO+GW

ΛCDM
Ωm,0 0, 3062+0,0157

−0,0184 0, 3064+0,0212
−0,0211 0, 3111+0,0095

−0,0095

H0[Km s−1Mpc−1] 69, 80+0,71
−0,68 68, 93+1,55

−1,80 69, 59+0,40
−0,41

wCDM

Ωm,0 0.2607+0,0357
−0,0316 0.3583+0,0452

−0,0247 0.3146+0,0091
−0,0098

H0[Km s−1Mpc−1] 69, 56+0,72
−0,80 76, 42+6.63

−1,83 70, 32+0,54
−0,57

w0 −0, 805+0,120
−0,093 −1, 178+0,098

−0,145 −1, 017+0,042
−0,040

CPL

Ωm,0 0, 3142+0,041
−0,027 0, 3776+0,0525

−0,0230 0, 3072+0,0106
−0,0114

H0[Km s−1Mpc−1] 70, 41+1,95
−2,89 79, 39+6,24

−1,75 70, 68+0,72
−0,73

w0 −0, 548+0.589
−0.236 −1, 178+0,148

−0,148 −0, 855+0.110
−0.120

wa −3, 379+2,370
−2,317 −0, 488+1,312

−0,340 −1, 296+0,697
−0.623

Tabela 4.3: Tabela com os melhores ajustes e erros em 1σ dos modelos ΛCDM,

wCDM e CPL encontrados utilizando o conjunto de dados GW, Pantheon+BAO e

Pantheon+BAO+GW.

Modelos com interação no setor escuro

Como t́ınhamos definido no caṕıtulo 3, também trabalhamos com três modelos

de interação no setor escuro, que chamamos por simplicidade de modelo 1, 2 e 3. As

caracteŕısticas principais desses modelos são respectivamente Q ∝ ρm, Q ∝ ρΛ e Q ∝
ρ̇Λ. Podemos ver os melhores ajustes e erros em 1σ encontrados para os modelos com

interação no setor escuro na tabela 4.4. Podemos ver que o modelo 1 e 2 mesmo tendo

a mesma quantidade de parâmetros possuem resultados muito diferente. O primeiro

modelo, onde a interação é proporcional a densidade de matéria obteve melhores

restrições nos parâmetros, obtendo valores até melhores que a parametrização CPL

para o H0 quando utilizamos todos os conjuntos de dados.
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Figura 4.10: Curvas de ńıvel de 68, 3% e 95, 4% sendo respectivamente a região mais

escura e a região mais clara e as posteriores unidimensionais encontradas para a

parametrização CPL. Podemos ver as curvas criadas utilizando todos os conjuntos de

dados Pantheon+BAO+GW em verde, a curva para o conjunto de dados simulados

de ondas gravitacionais em vermelho e a curva para os dados de BAO e supernova

do Pantheon em azul.

Todavia, as restrições do parâmetro Ωm obtidas apenas para o conjunto de GW

não foram boas, ao ponto de não conseguirmos encontrar os limites de 68, 3% de

probabilidade. Fica claro na figura 4.11 como que o conjunto de dados de ondas gra-

vitacionais não restringe bem o parâmetro Ωm,0 e como os dados de Pantheon+BAO

não conseguem restringir o parâmetro H0, porém os dois conjuntos de dados se com-

pletam nesse sentido, e juntos acabam gerando as elipses e gaussianas necessárias

para uma boa restrição.
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Figura 4.11: Curvas de ńıvel de credibilidade de 68, 3% e 95, 4% sendo respectiva-

mente a região mais escura e a região mais clara e as posteriores unidimensionais

encontradas para o primeiro modelo de interação no setor escuro. Podemos ver

as curvas criadas utilizando todos os conjuntos de dados Pantheon+BAO+GW em

verde, a curva para o conjunto de dados simulados de ondas gravitacionais em ver-

melho e a curva para os dados de BAO e supernova do Pantheon em azul.

Já o segundo modelo se mostrou bastante problemático. Não conseguimos obter

boas restrições para ele nem mesmo utilizando todos os conjuntos de dados traba-

lhado. Podemos ver na figura 4.12 que não conseguimos uma boa convergência para

as curvas de ńıveis e as posteriores unidimensionais não formaram distribuições nor-

mais em quase as posteriores. Além disso, vemos que as curvas de ńıveis possuem

descontinuidades e isso pode ocorrer devido a limitações f́ısica do modelo. Todavia,

a única restrição que conseguimos, foi para o parâmetro H0, utilizando os dados do

Pantheon+BAO+GW e teve um erro relativo de ε(H0) = 1, 02%.
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Figura 4.12: Curvas de ńıvel de credibilidade de 68, 3% e 95, 4% sendo respectiva-

mente a região mais escura e a região mais clara e as posteriores unidimensionais

encontradas para o modelo 2 de interação no setor escuro. Podemos ver as curvas

criadas utilizando todos os conjuntos de dados Pantheon+BAO+GW em verde, a

curva para o conjunto de dados simulados de ondas gravitacionais em vermelho e a

curva para os dados de BAO e supernova do Pantheon em azul.

Já no ajuste feito para o terceiro modelo, o modelo referente ao gás de Chaplygin

generalizado, obtivemos ótimas restrições do espaço paramétrico em geral, porém

o melhor ajuste de alguns parâmetros não foram muito convencionais. Observa-

se que quando utilizamos o conjunto de dados de ondas gravitacionais obtivemos

um parâmetro de densidade de massa com o valor um pouco abaixo do normal,

bem próximo do limite do prior, o que pode ter gerado um erro subestimado. E

o parâmetro α obtido também estava bem próximo do limite de restrição α =

0, 926 ± 0, 280. Quando todos os conjuntos de dados foram utilizados, obtivemos

restrições da ordem de 1% para a constante de Hubble, e 10% para o parâmetro de

densidade de matéria. Pode-se notar como o conjunto de dados do Pantheon+BAO

evidenciam um parâmetro α positivo, o que significa que teŕıamos aniquilação de
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matéria escura e criação de energia escura, embora o valor encontrado do parâmetro

seja alto, o que corresponde a um grande desvio do modelo padrão. Contudo o

valor encontrado de α = 0, 229± 0, 091 está condizente com o valor α = 0, 2± 0, 07

encontrado no trabalho [24]. Em relação aos outros dois parâmetros os dados de

supernova e BAO se comportaram de forma parecida aos outros ajustes. Podemos

ver as elipses e gaussianas geradas pelo o ajuste na figura 4.13.

Figura 4.13: Curvas de ńıvel de credibilidade de 68, 3% e 95, 4% sendo respectiva-

mente a região mais escura e a região mais clara e as posteriores unidimensionais

encontradas para o modelo 3 de interação no setor escuro. Podemos ver as curvas

criadas utilizando todos os conjuntos de dados Pantheon+BAO+GW em verde, a

curva para o conjunto de dados simulados de ondas gravitacionais em vermelho e a

curva para os dados de BAO e supernova do Pantheon em azul.
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Modelos com interação

no setor escuro

Parâmetros GW Pantheon+BAO Pantheon+BAO+GW

modelo 1

Ωm,0 0, 577 0, 360+0,068
−0,044 0, 304+0,027

−0,024

H0[Km s−1Mpc−1] 74, 09+0,67
−0,87 72, 47 67, 93+0,64

−0,64

w0 −1, 270+0,457
−0,184 −1.192+0,240

−0,193 −1.057+0,11
−0,091

ξ 0, 34+0,13
−0,08 0, 0045+0,0148

−0,0139 0, 0037+0,0063
−0,0050

modelo 2

Ωm,0 0, 23+0,13
−0,20 0, 3616 0, 4838

H0[Km s−1Mpc−1] 71, 23+2,17
−2,90 76, 93+6,33

−1,74 67, 88+0,71
−0,68

w0 −1, 268 −1, 194+0,468
−0,208 −1, 357

ξ −0, 16+0,22
−0,41 0, 0020 0, 361

Modelo 3

Ωm,0 0, 125+0,028
−0,069 0, 255+0,033

−0,039 0, 260+0,026
−0,027

H0[Km s−1Mpc−1] 76, 99+1,36
−1,03 79, 77+6,65

−1,94 74, 17+0,70
−0,71

α 0, 926+0,434
−0,125 0, 41+0,23

−0,17 0, 229+0,083
−0,098

Tabela 4.4: Tabela com os melhores ajustes e erros em 1σ dos modelos de interação

no setor escuro, onde foram utilizados o conjunto de dados GW, Pantheon+BAO

e Pantheon+BAO+GW. Em alguns casos não foi posśıvel encontrar o erro nem

mesmo em 1σ, então deixamos apenas o melhor ajuste.
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Caṕıtulo 5

Conclusões

Em virtude do que foi discutido nesta dissertação, é notável como simulações

de ondas gravitacionais podem ajudar a entender o poder de restrição de futuros

dados de ondas gravitacionais. O valor obtido por nós para a constante de Hubble

e o desvio padrão no modelo ΛCDM foi de H0 = 69, 59 ± 0, 40 km s−1Mpc−1, o

que está da ordem do desvio padrão encontrado pela colaboração do Planck em

2018, H0 = 67, 36 ± 0, 54 km s−1Mpc−1. Além disso, podemos ver que a precisão

nesse parâmetro utilizando os conjuntos de dados de BAO e de SN Ia é de ε(H0) =

2, 39%, e que com o acréscimo dos dados de OG, temos uma melhora considerável,

obtendo ε(H0) = 0, 58% de precisão. Já o parâmetro de densidade de matéria

Ωm,0 não foi tão bem restringido quando ajustamos todos os conjuntos de dados

Pantheon+BAO+GW. Como podemos ver, nosso resultado Ωm,0 = 0, 3111±0, 0095

embora o erro tenha sido ligeiramente maior, está comparável ao do Planck Ωm,0 =

0, 3153± 0, 0073.

Já para o caso dos modelos de energia escura varável, conseguimos encontrar

boas restrições ao adicionarmos os dados de ondas gravitacionais aos outros da-

dos do Universo tardio. Em todos os casos, conseguimos uma redução de apro-

ximadamente 9% no erro relativo da constante de Hubble H0. Para o caso da

equação de estado constante obtivemos um ajuste de w0 = −1, 017 ± 0, 041 utili-

zando o conjunto de dados Pantheon+BAO+GW, enquanto utilizando o conjunto

Panthon+BAO o resultado encontrado foi w0 = −1, 178 ± 0, 126, ou seja, vemos

uma redução de 1/3 no erro quando comparamos os dois casos. Já para o caso do

parâmetro Ωm0 , quando utilizamos todos os conjuntos de dados, conseguimos um

σΩm,0 = 0, 0095, que é equiparável ao erro obtido no ajuste do modelo cosmológico

padrão. Já para a parametrização CPL, a restrição nos parâmetros Ωm,0 e H0

quando utilizado Pantheon+BAO+GW foram ótimas, no sentido de obtermos um

erro próximo ao wCDM e ΛCDM. Já em relação aos parâmetros w0 e wa, quando

utilizado apenas o conjunto Pantheon+BAO, obtivemos w0 = −1, 178 ± 0, 148 e

wa = −0, 488 ± 0, 820, enquanto para o conjunto em que acrescentamos os dados
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de ondas gravitacionais obtivemos w0 = −0, 855 ± 0, 115 e wa = −1, 296 ± 0, 660.

Embora tenhamos conseguido uma melhora nas restrições, não foi tão significativa.

Também foram obtidos bons resultados para os alguns modelos com interação

no setor escuro quando acrescentamos os dados simulados às restrições. No primeiro

modelo, em que temos Q ∝ ρm, podemos destacar o valor obtido para o parâmetro

de interação ξ = 0, 0037± 0, 0052. O valor positivo desse parâmetro evidencia uma

conversão de energia escura em matéria escura. Embora o erro em 68, 3% obtido

tenha sido relativamente alto, o valor do ajuste junto com o erro está dentro do

esperado para um bom ajuste desse modelo. Ele está bem próximo do que seria o

modelo ΛCDM, onde não teŕıamos troca de energia entre os fluidos. Percebemos

uma melhora considerável nos valores dos erros ao adicionarmos o conjunto GW,

onde obtivemos H0 = 67, 93 ± 0, 64km s−1Mpc−1, um valor razoavelmente melhor

do que o obtido no caso da parametrização CPL, modelo cujo qual possúı a mesma

quantidade de parâmetros. Também pudemos ver nas imagens que o conjunto de

dados de GW complementou o conjunto Pantheon+BAO, na maioria das vezes, por

serem ortogonais um ao outro. Porém o ajuste feito para o modelo 2, onde Q ∝ ρΛ

não foi tão bom quanto o primeiro modelo. Podemos ver pela figura 4.12 que as

restrições do espaço paramétrico nesse caso não ficaram boas, sendo necessários

mais estudos ou acréscimo de dados para entendermos melhor o que está por trás

disso. Uma possibilidade também é a de que o modelo de interação pode entrar em

domı́nios não f́ısicos dependendo dos valores dos parâmetros, então deve ser feito

um estudo melhor tanto dos prior’s quanto do próprio modelo. Sendo assim, não

pudemos concluir nada desse modelo.

No terceiro modelo com interação no setor escuro, referente a Q ∝ ρ̇Λ, en-

contramos boas restrições no espaço paramétrico, tanto utilizando apenas o con-

junto de ondas gravitacionais simulados, quanto para os outros conjuntos de da-

dos. Entretanto, o melhor ajuste obtidos para GW, foram um pouco incomuns,

sendo Ωm,0 = 0, 125 ± 0, 049 e α = 0, 926 ± 0, 280 valores muito distantes do espe-

rado ΛCDM. Mesmo assim, quando acrescentados ao conjuntos e dados de super

nova e oscilações acústica de bárions a restrição na constante de Hubble foi de

H0 = 74, 17 ± 0, 71km s−1Mpc−1, o que está aproximadamente próximo às res-

trições nos outros modelos utilizando os três conjuntos. Já para o parâmetro Ωm,0,

obtivemos um erro relativamente alta, da ordem de 10%, o que não ocorreu com os

modelos de energia escura variável. Outro ponto notável é que o melhor ajuste do

parâmetro α = 0, 229± 0, 091, teve o erro melhorado consideravelmente em relação

ao ajuste utilizando os conjuntos Pantheon+BAO, que foi de α = 0, 41 ± 0, 20. E

o seu valor positivo neste caso evidencia um Q < 0, que seria um modelo em que

teria decaimento de matéria escura em energia escura.

Sob este prisma, podemos concluir que as simulações de ondas gravitacionais
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foram bem sucedidas em restringir melhor o espaço paramétrico de quase todos os

todos os modelos trabalhado, logo, o processo de estudo criação dos dados simulados

também foi bem sucedido. O problema, no segundo modelo de interação no setor

escuro, pode ser tanto de origem teórica quanto computacional, sendo necessário

mais estudos sobre para uma melhor análise. Mas, em geral, notamos que embora

ainda não tenhamos dados advindos de ondas gravitacionais em quantidade suficien-

temente grande para obtermos bons resultados, os dados simulados para o Einstein

Telescope possuem bastante potencial para trabalhos de prognóstico. Sendo posśıvel

então obtenção de restrições tão boas quanto das de dados da RCF, apenas utili-

zando dados advindos do Universo tardio.
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[25] Riis R.A. Bachega, André A. Costa, E. Abdalla, and K.S.F. Fornazier. Fore-

casting the interaction in dark matter-dark energy models with standard

sirens from the einstein telescope. Journal of Cosmology and Astroparticle

Physics, 2020(05):021–021, May 2020.

[26] Bharat Ratra and P. J. E. Peebles. Cosmological consequences of a rolling

homogeneous scalar field. Phys. Rev. D, 37:3406–3427, Jun 1988.

[27] Suresh Kumar, Rafael C. Nunes, and Santosh Kumar Yadav. Dark sector

interaction: a remedy of the tensions between cmb and lss data. The

European Physical Journal C, 79(7), Jul 2019.

[28] Steven Weinberg. Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of

the General Theory of Relativity. John Wiley and Sons, New York, 1972.

[29] Thomas W. Baumgarte and Stuart L. Shapiro. Numerical Relativity: Solving

Einstein’s Equations on the Computer. Cambridge University Press, 2010.

[30] T. P. Cheng. Relativity, gravitation, and cosmology: A basic introduction. Ox-

ford Univ. Pr., Oxford, UK, 2010.
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