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Maria Eduarda Gomes Lopes

O DIPOLO GRAVITACIONAL NO UNIVERSO LOCAL

RESUMO

O movimento bulk flow no Universo Local é um fenômeno coletivo devido aos movi-
mentos peculiares das estruturas de matéria, que, ao invés de se moverem em direções
aleatórias, parecem seguir um fluxo de velocidade aproximadamente dipolar. Para o
seu estudo, nós realizamos uma análise direcional que investiga, através do diagrama
de Hubble-Lemaître, a dependência angular da constante de Hubble H0 na esfera ce-
leste em uma amostra de Supernovas Tipo Ia do catálogo Pantheon+ no Universo Local
(0.015 ď z ď 0.06), considerando uma resolução angular que permite escanear uniforme-
mente a esfera celeste com N “ 192 calotas esféricas. Nossa análise revela uma variação
dipolar estatisticamente significativa de H0 com mais de 99.9% de nível de confiança,
mostrando que as estruturas de matéria seguem um movimento de fluxo dipolar em di-
reção a pl, bq “ p326.1˝ ˘ 11.2˝, 27.8˝ ˘ 11.2˝q, próximo ao superaglomerado de Shapley
plShapley, bShapleyq “ p311.5˝, 32.3˝q, com velocidade de 132.14 ˘ 109.3 km s´1 calculado na
distância efetiva 102.83 ˘ 10.2 Mpc. A direção antipodal deste dipolo aponta próxima
ao vazio cósmico Dipole Repeller. Nossas análises confirmam que o sistema gravitacional
aproximadamente dipolar Shapley-Dipole Repeller explica bem o campo de velocidades
observado do bulk flow no Universo Local. Neste estudo, nós realizamos vários testes de
robustez que corroboram nossos resultados. Adicionalmente, obtivemos uma medida da
constante de Hubble H0 “ 70.39˘ 1.4 km s´1 Mpc´1, valor obtido usando a aproximação
de primeira ordem da lei de Hubble-Lemaître, sendo nossa metodologia independente de
modelo cosmológico.
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Maria Eduarda Gomes Lopes

THE GRAVITATIONAL DIPOLE IN THE LOCAL UNIVERSE

ABSTRACT

The bulk flow motion in the Local Universe is a collective phenomenon arising from
the peculiar motions of matter structures, which, instead of moving randomly, appear
to exhibit an approximately dipolar velocity flow. For its study, we conducted a di-
rectional analysis investigating, through the Hubble-Lemaître diagram, the angular de-
pendence of the Hubble constant H0 on the celestial sphere using a sample of Type
Ia Supernovae from the Pantheon+ catalog in the Local Universe (0.015 ď z ď 0.06),
considering an angular resolution to scan uniformly the celestial sphere with N “ 192

spherical caps. Our analysis reveals a statistically significant dipolar variation of H0

with over 99.9% confidence level, showing that matter structures follow a dipolar bulk
flow towards pl, bq “ p326.1˝ ˘ 11.2˝, 27.8˝ ˘ 11.2˝q, near the Shapley supercluster
plShapley, bShapleyq “ p311.5˝, 32.3˝q, with a velocity of 132.14 ˘ 109.3 km s´1 at an effec-
tive distance of 102.83˘ 10.2 Mpc. The antipodal direction of this dipole points near the
cosmic void known as the Dipole Repeller. Our analyses confirm that the approximately
dipolar gravitational system Shapley-Dipole Repeller effectively explains the observed ve-
locity field of the bulk flow in the Local Universe. Additionally, we conducted robustness
tests that support our findings. We also obtained a measurement of the Hubble constant
H0 “ 70.39 ˘ 1.4 km s´1 Mpc´1, which was derived using the first-order approximation
of the Hubble-Lemaître law, that is, a cosmological model-independent methodology.

xi



xii



Lista de Figuras

1.1 Campo de velocidades peculiares no Universo Local . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Fluxo versus antifluxo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.1 Movimento de queda livre de partículas em dois referenciais . . . . . . . . 7

2.2 Componentes do Tensor Energia-Momento . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 Exemplos de isotropia e homogeneidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4 Homogeneidade e isotropia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.5 Exemplo de foliação de um espaço-tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.6 Possíveis curvaturas do universo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.7 Evolução das densidades de energia no universo . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.8 Diagramas de Hubble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.9 Desvio para o vermelho cosmológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.10 Distância Comóvel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.11 Distância Luminosidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.12 Distância de Diâmetro Angular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.13 Curvas de luz de 17 Supernovas do Tipo Ia, com magnitude aparente na
banda B, no painel esquerdo e corrigidas pela distância, redshift e stretch
(esticar, em português) no painel direito. Fonte: COELHO et al. (2014). . 37

3.1 Projeção Mollweide do Pantheon` . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 Distribuição cumulativa de redshift do Pantheon ` . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3 Projeção Mollweide distribuição das SNe Ia selecionadas para nossa análise
direcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.4 Histograma da frequência da amostra de 501 SNe Ia selecionadas para nossa
análise direcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.1 Histogramas das velocidades peculiares e fração em porcentagens em rela-
ção às velocidades de recessão da amostra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2 Ilustração da pixelização da esfera celeste com a abordagem da análise
direcional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.3 Exemplos de mapas-H Iso-48/192
0 isotrópicos simulados . . . . . . . . . . . . . 50

xiii



5.1 Projeção dos mapas-H48{192
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.2 Espectros de potência angular dos mapas-H48{192
0 . . . . . . . . . . . . . . 52

5.3 Diagrama HL para as SNe Ia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.4 Gráfico da comparação de medições da velocidade do bulk flow das nossas

análises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.5 Projeção mollweide das estruturas e direções caracterizando os fluxos no

Universo Local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
5.6 Histograma da distribuição de coordenadas galácticas dos mapas randomi-

zados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.7 Histogramas das componentes dipolares dos mapas randomizados . . . . . 60

A.1 Mapas-H192
0 para diferentes intervalos de redshift . . . . . . . . . . . . . . 76

A.2 Resultados de nossas simulações de Monte Carlo realizadas para produzir
mapas -HRan-48/192

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
A.3 Mapas do número de supernovas, para as análises com 48 e 192 calotas

esféricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
A.4 Mapas-H0 dos casos com 48 e 192 calotas para γ “ 65˝ e γ “ 70˝ . . . . . 80
A.5 Histogramas das distribuições da distância efetiva R obtidas usando simula-

ções Monte Carlo, em unidades de Mpc, para o mapa-H48
0 (painel esquerdo)

e mapa-H192
0 (painel direito). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

A.6 Mapa-HΛCDM
0 e o seu dipolo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

xiv



Lista de Tabelas

2.1 Parâmetros cosmológicos obtidos com os dados do Planck . . . . . . . . . . 25

5.1 Direção e velocidade do bulk flow, para análise direcional com duas resolu-
ções angulares para escanear o céu: com 48 (Nside “ 2) e 192 (Nside “ 4)
calotas esféricas de raio γ “ 60˝. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

A.1 Testes de robustez para verificar os resultados de nossa análise direcional
considerando calotas esféricas de tamanhos diferentes . . . . . . . . . . . . 80

A.2 Medidas de H0 para calotas esféricas de tamanhos diferentes. . . . . . . . . 82

xv



xvi



Lista de Símbolos

F Fluxo radiante de uma fonte, p. 32

G Constante universal da gravitação Newtoniana, p. 11

Hptq Parâmetro de Hubble, p. 23

H0 Constante de Hubble, p. 3, 4, 22, 25, 26, 31, 41, 43, 44, 46, 48,
53–56, 59, 61, 76, 77, 81–84

K Curvatura gaussiana, p. 17

L Luminosidade de uma fonte, p. 31

R Distância efetiva, p. 54, 55

R Escalar de Ricci, p. 11, 19

Rλ
µαν Tensor de Riemann, p. 8

Rµν Tensor de Ricci, p. 11, 19

Tαβ Tensor energia-momento, p. 7

Γα
µν Símbolo de Christoffel, p. 8

Ωptq Parâmetro de densidade, p. 23

Ωk,0 Parâmetro de densidade de curvatura espacial hoje, p. 23

P Coeficiente de correlação linear de Pearson, p. 77

χ Distância comóvel, p. 18, 31, 34

ηµν Métrica de Minkowski, p. 8

γ Raio da calota esférica, p. 47, 48

µ Módulo de distância, p. 36, 45

∇β Derivada covariante, p. 7

xvii



ω Parâmetro da equação de estado, p. 20, 21, 82

Bβ Derivadas parciais , p. 7

ρptq Densidade de massa do fluido cósmico, p. 10, 23

aptq Fator de escala, p. 14, 18, 30

b Latitude galáctica, p. 3

c Velocidade da luz no vácuo, p. 8

dA Distância de diâmetro angular, p. 34, 35

dL Distância de luminosidade, p. 32, 33, 35, 45

dp Distância própria, p. 29

ds Elemento de linha, p. 8

dxµ Diferencial das coordenadas do espaço-tempo, p. 8

gµν Tensor métrico, p. 18

k Parâmetro de curvatura normalizada, p. 17

l Longitude galáctica, p. 3

mB Magnitude aparente na banda B, p. 45

pptq Pressão do fluido cósmico, p. 10, 20

q0 Parâmetro de desaceleração atual, p. 23, 82

z Redshift, p. 30, 32–34, 82

xviii



Lista de Abreviaturas

ΛCDM Lambda Cold Dark Matter, p. 1, 4, 5, 21, 24, 62, 82, 83

DR Dipole Repeller, p. 2, 41, 53, 57, 61

FLRW Friedmann- Lemaître-Robertson-Walker, p. 5, 27, 29, 32, 34

MCP Modelo Cosmológico Padrão, p. 5, 22

PC Princípio Cosmológico, p. 1, 10, 12, 14, 18

PE Princípio de Equivalência, p. 6, 7

RCF Radiação Cósmica de Fundo, p. 24, 40, 41, 45

SNe Ia Supernovas do Tipo Ia, p. 3–5, 39, 41, 43, 45–47, 61, 75, 84

TRG Teoria da Relatividade Geral, p. 5–7, 9, 11–13, 18

TRR Teoria da Relatividade Restrita, p. 5–8

xix



xx



Conteúdo

Lista de Figuras xiii

Lista de Tabelas xv

Lista de Símbolos xvii

Lista de Abreviaturas xix

1 Introdução 1

2 Fundamentos da Cosmologia Moderna 5

2.1 Teoria da Relatividade Geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1.1 Princípios da TRG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.1.2 A métrica do espaço-tempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1.3 Tensor de Energia-Momento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.4 Equações de Campo de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2 Cosmologia Relativística . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.1 O Princípio Cosmológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2.2 A métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker . . . . . . . . 13

2.2.3 A Dinâmica do universo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2.4 Parâmetros Cosmológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.3 A expansão do universo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.1 Lei de Hubble-Lemaître . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.2 Desvio Cosmológico para o vermelho (redshift) . . . . . . . . . . . . 27

2.4 Distâncias em Cosmologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4.1 Distância Própria pdpq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4.2 Distância Comóvel pχq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.4.3 Distância de Luminosidade pdLq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4.4 Distância de Diâmetro Angular pdAq . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.4.5 Módulo de distância pµq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.5 Supernovas do tipo Ia em Cosmologia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

xxi



3 Dados observacionais: O catálogo Pantheon+ 39
3.1 Carcaterísticas gerais do catálogo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2 Seleção dos dados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4 Metodologia 43
4.1 Lei de Hubble-Lemaître . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.2 Cálculo da Distância de Luminosidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.3 Melhor Ajuste de H0 e Incertezas associadas à DL e δH0 . . . . . . . . . . 45
4.4 Os mapas-H0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.5 Simulação de mapas-H0 estatisticamente isotrópicos . . . . . . . . . . . . . 49

5 Resultados e discussões 51
5.1 Estrutura do Dipolo e Espectro de Potência Angular . . . . . . . . . . . . 51
5.2 Velocidade do bulk flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.3 Distância efetiva R e velocidades peculiares . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.4 Velocidade do bulk flow com SNe Ia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
5.5 Mapas isotrópicos e análise estatística de confiança . . . . . . . . . . . . . 57

6 Conclusões 61

Bibliografia 63

A 75
A.1 Teste de consistência para outros intervalos de redshift z . . . . . . . . . . 75
A.2 Incertezas em H0 devido ao Dipolo δH0: Simulações Monte Carlo . . . . . 75
A.3 A correlação entre o número de supernovas e o mapa-H0 . . . . . . . . . . 77
A.4 Robustez para calotas esféricas de outros tamanhos . . . . . . . . . . . . . 79
A.5 Teste de consistência do cálculo da Distância Efetiva . . . . . . . . . . . . 80
A.6 Medindo a constante de Hubble H0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
A.7 As medições de H0 estão enviesadas? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

xxii



Capítulo 1

Introdução

O modelo cosmológico padrão, ΛCDM plano (do inglês Lambda Cold Dark Matter)1,
tem como hipótese o Princípio Cosmológico (PC) que assume o universo homogêneo e
isotrópico em larga escala (na Subseção 2.2.1 será discutido o PC e os conceitos de ho-
mogeneidade e isotropia estatísticas) (AVILA et al., 2018; BENGALY et al., 2017, 2018;
BERNUI et al., 2008; DIAS et al., 2023; FRANCO et al., 2024a; GONÇALVES et al.,
2021; KESTER et al., 2024; KHAN e SAHA, 2022; MARINONI et al., 2012; MIGKAS
et al., 2020). No entanto, nosso Universo Local é manifestamente inomogêneo, com mui-
tas estruturas de matéria, como galáxias reunidas em pequenos grupos, em aglomerados
de galáxias, e também vazios cósmicos de vários tamanhos formando regiões de subden-
sidades ao nosso redor (AVILA et al., 2019; COLES, 1996; COURTOIS et al., 2013; DE
LAPPARENT et al., 1986; DE VAUCOULEURS, 1953; FRANCO et al., 2024a; GRE-
GORY e THOMPSON, 1978; RUBIN, 1951; TULLY e FISHER, 1987; TULLY et al.,
2019).

As velocidades peculiares dos objetos cósmicos são resultados dos campos gravitaci-
onais locais, que são gerados pela distribuição de matéria em seu entorno (KAISER,
1987; PEEBLES, 1980). Essas velocidades são induzidas pela interação entre as galáxias
próximas, de modo que são mais fortes que a expansão do universo, dominando assim
o movimento local em relação ao fluxo de Hubble. Ademais, os movimentos peculiares
são considerados um dos melhores traçadores de flutuações de densidade de matéria no
universo. Assim, é natural que nós vejamos as estruturas vizinhas e a nossa própria ve-
locidade apontar em direção à alguma concentração de massa. Então, todas as galáxias
em nossa região local sentirão a mesma aceleração média e se moverão juntas como uma
entidade única naquela direção, gerando um movimento denominado bulk flow2 (PAD-
MANABHAN, 1993).

1Onde Λ é a constante cosmológica; matéria escura fria significa que ela não interage com fótons, inte-
rage apenas gravitacionalmente, é estável e move-se em baixas velocidades, comparadas com à velocidade
da luz.

2bulk flow refere-se ao movimento em conjunto dos objetos cósmicos, na literatura em português pode
ser encontrado traduzido como fluxo em massa.

1
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Próximo ao Grupo Local, ao qual a nossa galáxia Via Láctea pertence, há uma re-
gião de grande subdensidade denominada Dipole Repeller (DR), que foi descoberta re-
centemente por HOFFMAN et al. (2017). Em contraste, há outra região proeminente
em nossa vizinhança cósmica, o superaglomerado de Shapley (RAYCHAUDHURY, 1989;
SCARAMELLA et al., 1989), que é o maior aglomerado de galáxias no Universo Local,
sendo, portanto, uma região de sobredensidade. O conjunto Shapley-DR atua, aproxima-
damente, como um sistema gravitacional dipolar, produzindo um movimento de bulk flow
no Universo Local (HOFFMAN et al., 2017). Na Figura 1.1, nós podemos ver uma ilus-
tração desse cenário: o DR age como se fosse um corpo repulsivo, causando a evacuação
de matéria em seu entorno, por outro lado, o superaglomerado de Shapley atua como o
atrator de matéria dominante, atraindo as estruturas de matéria. O influxo e efluxo do
sistema podem ser vistos na Figura 1.2, partindo do DR e alcançando o Superaglomerado
de Shapley, respectivamente. A escala graduada da barra de cores representa o módulo
da velocidade — observe que, quanto mais próximo estiver da grande concentração de
massa atratora, maior será a velocidade.

1

Superaglomerado de 

Shapley 

Dipole Repeller

Grupo Local 

Figura 1.1: Campo de velocidades peculiares no Universo Local. No sistema Shapley-
DR, vemos as linhas do campo de velocidades saindo do polo onde encontra-se o DR,
que atua como se estivesse repelindo os corpos em sua vizinhança, enquanto no polo
oposto as linhas de campo entram em Shapley, que por sua vez atua como atrator da
matéria. As regiões em vermelho representam aglomerações conhecidas de matéria (tais
como aglomerados e superaglomerados de galáxias) e em cinza as regiões dos possíveis
filamentos da teia cósmica, mapeados a partir dos movimentos das galáxias. Adaptado
de HOFFMAN et al. (2017).

Uma das motivações para estudar esse sistema gravitacional dipolar e as características
do bulk flow induzido pelo sistema é devido aos efeitos dinâmicos produzidos em nossas
galáxias próximas, como altas velocidades peculiares (PETERSON et al., 2022; TULLY
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Figura 1.2: Visualização em 3D do Universo Local conhecido no Sistema de Coordenadas
Supergalácticas Cartesianas (SGX, SGY, SGZ) com centro no Grupo Local. As linhas
de fluxo do campo de velocidades à esquerda e do anti-fluxo à direita. As linhas de fluxo
estão coloridas de acordo com o módulo da velocidade e convergem para a concentração
em Shapley enquanto divergem do DR. Fonte: HOFFMAN et al. (2017).

et al., 2019). Este conhecimento é importante para uma melhor calibração das velas
padrão e medições da constante de Hubble, H0, em baixos redshifts (SCOLNIC et al.,
2018).

Medições resultantes de trabalhos anteriores na literatura já sugeriam um grande bulk
flow (LYNDEN-BELL et al., 1988; RUBIN et al., 1976) e mais recentemente, diversos
estudos (veja, e.g., HONG et al. 2014; KALBOUNEH et al. 2023; MC CONVILLE e Ó
COLGÁIN 2023; PERIVOLAROPOULOS 2023; QIN et al. 2018; SCRIMGEOUR et al.
2016; WATKINS et al. 2023; WHITFORD et al. 2023) têm investigado em qual dire-
ção aponta o vetor velocidade desse bulk flow com vários traçadores cósmicos e diversas
abordagens, onde esses estudos confirmam a natureza dipolar do bulk flow, mas relatam
algumas diferenças no módulo da velocidade e sua direção. Por exemplo, WATKINS et al.
(2008) utilizam dados de diferentes catálogos de velocidades peculiares, onde aplicam o
método de variância mínima para estimar o bulk flow, encontrando uma velocidade de
407˘ 81 km s´1 na direção l “ 287˝ ˘ 9˝ e b “ 8˝ ˘ 6˝, a uma distância efetiva de 50 Mpc
h´1; TURNBULL et al. (2012) utilizam SNe Ia como sondas cosmológicas e aplicam o
mesmo método, encontrando uma velocidade de bulk flow de 249 ˘ 76 km s´1 na direção
l“ 319˝ ˘ 18˝, b“ 7˝ ˘ 14˝, para a mesma escala. Já AVILA et al. (2023) obtiveram a
magnitude da velocidade do bulk flow calculando a variação de H0 em hemisférios opostos
na região coberta do céu pelo levantamento ALFALFA - Arecibo Legacy Fast ALFA, utili-
zando as galáxias (fontes de HI, 21 cm) do mesmo catálogo e encontrando 401.06˘150.55
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km s´1 à distância efetiva 21.91 Mpc h´1. Essas medidas estão em concordância com as
previsões do modelo ΛCDM em 1σ.

Neste cenário, o nosso trabalho tem como objetivo o estudo do bulk flow no Universo
Local através de uma análise direcional precisa com os dados de Supernovas do Tipo Ia
(SNe Ia) da amostra Pantheon` (BROUT et al., 2022), para a medição da velocidade
e direção do bulk flow (LOPES et al., 2024). A nossa análise se destaca em relação as
outras metodologias já utilizadas na literatura devido as diferenças em muitos aspec-
tos. Primeiro, nossa metodologia acompanha estudos anteriores procurando por direções
preferidas no céu utilizando vários traçadores cosmológicos (BERNUI et al., 2006, 2007;
BERNUI, 2008, 2009; KESTER et al., 2024; KUMAR ALURI et al., 2023; MARQUES
et al., 2018; NOVAES et al., 2016); segundo, para evitar sistematizações provenientes de
diferentes observáveis, nós utilizamos apenas os dados de SNe Ia do Pantheon`, nossa
escolha é um desafio devido à possibilidade de ter poucos eventos em algumas direções do
céu; terceiro, nós obtemos medidas de H0 e suas incertezas em um conjunto de N direções,
que cobre toda a esfera celeste, onde realizamos o melhor ajuste com o catálogo Pantheon`

utilizando sua matriz de covariância, sem assumir hipóteses de modelos cosmológicos; e
quarto, nós executamos vários testes de consistência e robustez para confirmar as nossas
análises e resultados.

A organização desta dissertação é a seguinte: no Capítulo 2, apresentaremos uma re-
visão geral de Cosmologia moderna, em que abordaremos o modelo cosmológico padrão
e as equações que governam a dinâmica do universo. No Capítulo 3, descreveremos as
características gerais dos nossos dados e os critérios utilizados para seleção da subamostra
do Pantheon` para nossa análise direcional no Universo Local. Em seguida, no Capítulo
4, faremos uma descrição detalhada da nossa abordagem de análise direcional, incluindo
o processo de medidas e incertezas em nossas quantidades de interesse e como os mapas
isotrópicos foram gerados. Os resultados serão expostos no Capítulo 5, onde apresen-
taremos os mapas-H0, os cálculos das componentes de seus dipolos e sua significância
estatística, como também o cálculo da velocidade do bulk flow e sua direção. Por fim,
nossas considerações e conclusões finais serão discutidas no Capítulo 6. Nós discutiremos
no Apêndice os nossos testes de consistência e robustez que sustentam nossas análises.



Capítulo 2

Fundamentos da Cosmologia Moderna

Neste capítulo, serão introduzidos os fundamentos teóricos que embasam os principais
tópicos de Cosmologia, em particular Modelo Cosmológico Padrão (MCP), ΛCDM plano,
também chamado de modelo de concordância cosmológica. Os elementos principais que
constituem o MCP são a Teoria da Relatividade Geral (TRG), na qual as Equações de
Einstein descrevem a dinâmica e a evolução do universo (Seção 2.1) e o Princípio Cos-
mológico, que assume o universo como homogêneo e isotrópico em larga escala. Na seção
seguinte abordaremos a cosmologia relativística, onde considerando a TRG e o PC (Seção
2.2.1), será introduzida a métrica de Friedmann- Lemaître-Robertson-Walker (FLRW)
(Subseção 2.2.2), que conduz às equações de Friedmann (Subseção 2.2.3). A solução
dessas equações permite o entendimento da dinâmica do espaço-tempo, permitindo-nos
descrever a evolução do universo e seus constituintes. Em seguida, a partir das equações
de Friedmann definiremos os parâmetros cosmológicos de base (Subseção 2.2.4). Na Seção
2.3, será apresentada a expansão do universo, em que a lei de Hubble-Lemaître descreve a
relação entre a distância de galáxias e a sua velocidade de recessão e o desvio cosmológico
também será abordado. As principais noções de distância em Cosmologia: distâncias
Própria (Subseção 2.4.1), Comóvel (Subseção 2.4.2), de Luminosidade (Subseção 2.4.3) e
de Diâmetro Angular (Subseção 2.4.4) serão abordadas, bem como a relação de Módulo
de Distância para as velas padrão ou padronizáveis (Subseção 2.4.5). Por fim, introduzi-
remos as SNe Ia, bons indicadores de distância, e explicaremos seu uso para determinação
de parâmetros cosmológicos (Seção 2.5).

2.1 Teoria da Relatividade Geral

Em 1905, Einstein publicou a Teoria da Relatividade Restrita (TRR) (EINSTEIN,
1905) sob dois postulados: o princípio da relatividade e a constância da velocidade da
luz. O primeiro estabelece que todos os observadores inerciais são equivalentes, ou seja,
as leis da Física são as mesmas em todos os referenciais inerciais. Vale enfatizar que
estamos definindo um referencial inercial como um sistema de referência em que a Lei da

5
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Inércia é válida (i.e., primeira lei de Newton). O segundo postulado nos diz que a luz
no vácuo possui valor constante em todas as direções em todos os referenciais inerciais
(D’INVERNO, 1992). Em geral, a TRR amplia a mecânica newtoniana de modo que o
conceito de referencial absoluto deixa de existir, passando a adquirir o caráter relativo.
Muitos conceitos foram introduzidos, como dilatação do tempo e contração de distâncias,
por exemplo, e mais importante a simultaneidade de dois eventos para um observador1.
Einstein descreveu o espaço e o tempo como quantidades inseparáveis constituindo uma
estrutura quadrimensional chamada de espaço-tempo.

Em relação à gravitação, nenhuma nova interpretação foi acrescentada, o que ocorreu
apenas anos mais tarde quando a Teoria da Relatividade Geral (TRG) foi formulada.
Assim, a TRG publicada por Einstein em 1915 (EINSTEIN, 1916), inicialmente como
uma generalização da TRR, tornou-se uma teoria da gravidade, a qual possui os funda-
mentos matemáticos da geometria diferencial e do cálculo diferencial tensorial. A grande
novidade trazida pela TRG foi a equivalência entre os referenciais acelerados e campos
gravitacionais. Desse modo, Einstein estende a descrição dos fenômenos físicos para os
referenciais não-inerciais, cujas principais implicações apresentaremos na Subseção 2.1.1.

Anteriormente, na teoria Newtoniana, o espaço e o tempo eram considerados entidades
independentes e a gravidade era entendida como uma força de ação à distância. Para a
TRG a gravidade é interpretada como uma propriedade geométrica do espaço-tempo,
cujas equações de campo serão apresentadas na Subseção 2.1.4.

Todos os conceitos e quantidades que apresentaremos nas seções posteriores são im-
portantes para a descrição do universo, visto que a TRG é a teoria de gravitação que
nos fornece a descrição da geometria do espaço-tempo em larga escala, e sua dinâmica,
servindo de base para a cosmologia moderna.

2.1.1 Princípios da TRG

A TRG foi construída sob o Princípio de Equivalência (PE) com algumas suposi-
ções fundamentais.

Consideremos um campo gravitacional arbitrário no espaço-tempo, pode-se escolher
um sistema de coordenadas local de modo que dentro de uma região suficientemente
pequena localizada em torno do ponto em questão, o movimento dos corpos sujeitos
apenas aos efeitos gravitacionais não pode ser distinguido daqueles que estão sob ausência
de gravidade (WEINBERG, 1972). Em poucas palavras, isso significa que não há como
distinguir localmente um referencial acelerado de um referencial em queda livre num
campo gravitacional, que implica em as leis da Física se reduzem às da TRR (veja a
Figura 2.1).

1A simultaneidade é relativa, dois observadores inerciais em movimento relativo não concordam ne-
cessariamente com a simultaneidade de dois ou mais eventos.
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Figura 2.1: Movimento de queda livre de partículas em um referencial uniformemente
acelerado (à esquerda) e em um campo gravitacional (à direita). Para regiões suficiente-
mente pequenas do espaço-tempo não conseguimos distinguir se estamos num referencial
uniformemente acelerado ou na presença de um campo gravitacional. Contudo, à medida
que aumentamos a região de interesse, é possível distinguir a diferença entre um campo
gravitacional e um referencial acelerado, pois num campo gravitacional surgem forças em
outras direções, como o movimento em direção ao centro da Terra em pontos diferentes.

Uma das implicações do PE é o redshift gravitacional (POUND e SNIDER, 1965),
ou seja, a propagação dos fótons é afetada por um campo gravitacional, de modo que
o comprimento de onda do fóton aumenta (frequência diminui) à medida em que ele
passa de uma região com campo gravitacional mais intenso para uma região com campo
gravitacional menos intenso (para mais detalhes, veja o capítulo 5 de SCHUTZ 2009).

Como já vimos, todos os observadores acelerados são equivalentes. Ou seja, se as
leis da física são as mesmas para esses observadores, então, as quantidades devem ser
descritas através de um formalismo onde sejam invariantes por mudança de coordenadas,
propriedade que chamamos de covariância geral. Assim, as leis da Física devem assumir a
forma tensorial. Por fim, podemos citar o princípio de acoplamento gravitacional mínimo:
para realizar a transição entre a TRR e a TRG não é necessário adicionar termos contendo
explicitamente o tensor de curvatura. Um exemplo é a lei de conservação de energia dada
na TRR por

BβT
αβ

“ 0, (2.1)

onde Bβ representa as derivadas parciais e Tαβ o tensor energia-momento, em que os
índices α e β representam as coordenadas temporais e espaciais. No entanto, o resultado
da derivada parcial de um tensor não é um tensor, de modo que na TRR não é necessário
nos preocuparmos com o caráter tensorial das derivadas. Entretanto, na TRG o tensor
energia-momento Tαβ deve ser escrito em termos da derivada covariante,∇β, seguindo o
princípio de acoplamento mínimo

∇βT
αβ

“ 0. (2.2)

Por fim, a partir dos fundamentos apresentados, podemos escrever as equações de campo
da TRG.
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2.1.2 A métrica do espaço-tempo

Diferentemente da mecânica newtoniana, na RG não há distância entre dois pontos,
mas distância entre dois eventos espaço-temporais, onde um evento é caracterizado por
uma componente temporal e três componentes espaciais pt, x, y, zq, em coordenadas carte-
sianas. A quantidade fundamental que fornece a distância física entre dois pontos vizinhos
no espaço-tempo (em espaços-tempos curvos essa quantidade é infinitesimal) é a métrica,
imprescindível para descrevermos e compreendermos a geometria do universo2.

Em um espaço euclidiano tridimensional, nós calculamos a distância infinitesimal entre
dois pontos através da fórmula diferencial em coordenadas cartesianas

ds2 “ dx2
` dy2 ` dz2. (2.3)

Em um espaço-tempo plano, nós calculamos de forma semelhante o intervalo ao longo de
uma linha de mundo. Na TRR, o espaço-tempo é o de Minkowski, R ˆ R3, em que a
distância infinitesimal3 entre dois eventos localizados em pt, x, y, zq e pt ` dt, x ` dx, y `

dy, z ` dzq é dada pelo elemento de linha ds

ds2 “ ´c2dt2 ` dx2
` dy2 ` dz2 “ ηµνdx

µdxν , (2.4)

onde ds2 é o quadrado da distância entre dois pontos vizinhos separados por dxµ, em
que µ P t0, 1, 2, 3u (o índice 0 corresponde à coordenada temporal enquanto os índices
1, 2, 3 às coordenadas espaciais nesse sistema de coordenadas), c é a velocidade da luz no
vácuo e ηµν “ diagp´1, 1, 1, 1q4 é denominada a métrica de Minkowski, o objeto que
transforma distâncias coordenadas em distâncias físicas carregando as informações sobre
a geometria. Estamos utilizando a convenção em que os índices repetidos são somados,
conhecida como convenção de soma de Einstein (SCHUTZ, 2009).

A descrição da curvatura do espaço-tempo é feita através do tensor de Riemann,Rλ
µαν ,

escrito como a combinação das derivadas e quadrados de um objeto matemático chamado
de símbolo de Christoffel

Rλ
µαν “ BµΓ

λ
αν ´ BαΓ

λ
µν ` Γλ

αβΓ
β
µν ´ Γλ

µβΓ
β
αν , (2.5)

onde Γα
µν é definido a partir da métrica e suas derivadas,

Γα
µν ”

1

2
gαρpBµgρν ` Bνgρµ ´ Bρgµνq. (2.6)

2Sugerimos a leitura das seguintes bibliografias para introdução ao estudo da Teoria da Relativi-
dade Geral, manipulação de índices, etc: WEINBERG (1972), D’INVERNO (1992), CARROLL (1997),
SCHUTZ (2009) e MISNER et al. (2018).

3Utilizamos os índices latinos pi, j, k...q apenas para as componentes espaciais, enquanto os índices
gregos pµ, ν, γ...q para as componentes do espaço-tempo.

4Utilizaremos a assinatura da métrica p´,`,`,`q em todas as seções seguintes.
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Uma característica importante da métrica de Minkowski, equação 2.4, é ser a mesma para
qualquer par de eventos do espaço-tempo. Ou seja, as componentes do tensor de Riemann
são zero e a curvatura associada ao espaço-tempo de Minkowski desaparece. Portanto,
trata-se de um espaço-tempo plano e vazio. Em TRG, a métrica depende da posição
no espaço-tempo, gpt, x⃗q, de modo que o cálculo da curvatura nesse espaço-tempo não é
simples, pois, em TRG a presença de matéria e energia encurva o espaço-tempo. Então,
a forma com a qual a métrica tem essa dependência com o espaço-tempo é determinada
a partir da distribuição de matéria e energia no universo (BAUMANN, 2022).

2.1.3 Tensor de Energia-Momento

Em Relatividade Geral, massa e energia são equivalentes, ou seja, são ambas fontes
de campos gravitacionais. Assim, seguindo a covariância geral, a distribuição contínua de
matéria e energia em uma região no espaço-tempo é descrita pelo tensor de energia-
momento, que fornece as densidades e os fluxos de energia e momento, pressão bem como
o estresse anisotrópico (WALD, 1984) medidos por todos os observadores nessa região. O
tensor de energia-momento é um tensor de segunda ordem e uma de suas propriedades é a
simetria5, ou seja, Tµν “ Tνµ, contendo assim dez componentes independentes (MISNER
et al., 2018), que podem ser vistas na Figura 2.2.

Figura 2.2: Componentes do tensor Energia-Momento.

Uma das distribuições mais simples que podemos descrever é de um conjunto de par-
tículas de poeira, i.e., não interagentes. Para descrever um fluido em geral, precisamos
conhecer a sua densidade de massa-energia ρpr⃗, tq, do campo de velocidades v⃗pr⃗, tq “ vαe⃗α

e da pressão isotrópica P pr⃗, tq. Então, podemos escrever diretamente o tensor energia-
momento para uma grande quantidade de partículas como (D’INVERNO, 1992):

T µν
“ ρ0u

µuν , (2.7)

5Isso implica que as leis físicas são invariantes por transformações de coordenadas.
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onde uµ é a quadrivelocidade, uµ “ dxµpτq{dτ , em relação ao tempo próprio 6, i.e.,
aquele medido pelas partículas ao longo de suas linhas de mundo (i.e., as trajetórias que
as partículas seguem no espaço-tempo), e ρ0 a densidade de massa própria, i.e., aquela
medida por um observador que move-se juntamente com o fluido. O tensor energia-
momento segue a lei de conservação (MISNER et al., 2018) da equação 2.2:

∇νT
µν

“ 0, (2.8)

onde o operador ∇ν é a derivada covariante. Portanto, considerando que as partículas
movem-se livre de forças externas e considerando µ “ 0, a equação 2.8 torna-se

Bρ

Bt
` ∇⃗ ¨ pρv⃗q “ 0, (2.9)

que é conhecida como a equação da Continuidade.
A poeira é o tipo de conteúdo material mais simples de lidar, cujas propriedades

simplificam o tensor energia-momento, compondo o conhecido fluido perfeito.
O fluido perfeito é definido como uma generalização de gás ideal, que não possui

viscosidade nem cisalhamento, ou seja, não há condução de calor (SCHUTZ, 2009) e é ca-
racterizado como aquele que evolui através do espaço-tempo, com densidade de massa ρptq

e pressão pptq isotrópicas no referencial de repouso de cada elemento do fluido (MISNER
et al., 2018). Em um evento no espaço-tempo onde a métrica é gµν , podemos escrever as
componentes do tensor energia-momento de forma mais geral como

T µν
“

´

ρ `
p

c2

¯

uµuν
` pgµν , (2.10)

Tµν “

´

ρ `
p

c2

¯

uµuν ´ pgµν , (2.11)

em que uµ é a quadrivelocidade do observador comóvel ao fluido, que também obedece a
lei de conservação e retorna a equação da continuidade 2.9 (BAUMANN, 2022; MISNER
et al., 2018; WEINBERG, 1972). As quantidades p e ρ estão relacionadas através de uma
equação de Estado que em geral depende também da temperatura absoluta, contudo,
considerando um fluido homogêneo em que a temperatura é constante em cada ponto do
fluido, a equação de estado de um fluido ideal pode ser escrita como

p “ ppρq. (2.12)

O conteúdo matéria-energia do universo pode ser tratado assumindo um fluido perfeito,
que seja compatível com a hipótese do PC. Em larga escala, a matéria se aglomera por
instabilidade gravitacional e gera estruturas (AVILA et al., 2022a; BERNUI et al., 2018;

6O tempo próprio é definido como o intervalo de tempo medido entre dois eventos ao longo de uma
linha de mundo, dτ2 “ γ´2dt2, onde γ “ p1 ´ u2q1{2.
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FRANCO e AVILA, 2024; FRANCO et al., 2024b; KUMAR ALURI et al., 2023; MAR-
QUES e BERNUI, 2020; NOVAES et al., 2016), onde nós podemos tratar as galáxias como
as partículas que compõem o fluido. Já nas pequenas escalas, as galáxias aglomeram-se
como também possuem uma estrutura interna, sendo formadas por matéria escura, gás,
poeira e bilhões de estrelas com seus possíveis sistemas planetários. Mas, para simplificar
os cálculos, nós ignoraremos essas considerações para utilizar a aproximação de fluido
perfeito em cosmologia (MISNER et al., 2018).

2.1.4 Equações de Campo de Einstein

Na teoria Newtoniana, a distribuição de matéria gera um campo gravitacional, deter-
minado pelo potencial gravitacional, que satisfaz a equação de campo, ou seja, a equação
de Poisson gravitacional válida para o espaço Euclidiano (FOSTER e NIGHTINGALE,
2006)

∇2Φprq “ 4πGρmprq, (2.13)

onde ∇2 “ pB2{Bx2`B2{By2`B2{Bz2q é o operador Laplaciano em coordenadas cartesianas,
Φ é o potencial gravitacional, um campo escalar, e ρm é a densidade de massa gravitacional
da distribuição e G a constante universal da gravitação Newtoniana G “ 6.6738410´11

m3s´2kg´1. No limite Newtoniano em que v ! c, em um campo gravitacional fraco, as
equações de campo que apresentaremos a seguir, devem reduzir-se à equação de Poisson.
A TRG assume que o espaço-tempo é dinâmico, ou seja, a métrica e a curvatura do espaço-
tempo são campos dinâmicos que variam conforme a distribuição de matéria-energia no
universo, assim, a interação entre a geometria do espaço-tempo com seu conteúdo matéria-
energia é descrita pelas equações de campo de Einstein (FOSTER e NIGHTINGALE,
2006; MISNER et al., 2018; WALD, 1984; WEINBERG, 1972)

Rµν ´
1

2
gµνR “

8πG

c4
Tµν , (2.14)

onde Rµν é o tensor de Ricci, gµν é a métrica, R o escalar de curvatura Ricci, Tµν é o
tensor energia-momento. Assim, o lado esquerdo da equação nos diz sobre as propriedades
geométricas do espaço-tempo enquanto o lado direito sobre o conteúdo matéria-energia.

O tensor de Ricci é escrito em termos das derivadas e quadrados de do símbolo de
Christoffel (equação 2.6),

Rµν ” BαΓ
α
µν ´ BνΓ

α
µα ` Γα

µνΓ
γ
αγ ´ Γα

µγΓ
γ
να. (2.15)

O escalar de Ricci, R, é definido tomando o traço de Rµν . Uma vez obtidas as componentes
covariantes do tensor de Ricci, obtemos o escalar de curvatura

R “ gµνRµν , (2.16)
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onde gµν representa as componentes do tensor métrico contravariante. A definição dessas
quantidades é importante para que possamos resolver as equações de Einstein e obter as
equações dinâmicas para o universo que serão apresentadas na Subseção 2.2.3.

2.2 Cosmologia Relativística

Um modelo cosmológico de um universo baseia-se em uma teoria de gravitação e como
os constituintes estão distribuídos, levando em consideração quais são os observáveis que
podemos medir. Assim, a cosmologia moderna tem como base a TRG como teoria métrica
de gravitação, apresentada na Seção 2.1, e o PC que será apresentado na Seção seguinte
2.2.1. As equações de movimento, os parâmetros cosmológicos, as noções de distância
em cosmologia e as supernovas como indicadores de distância serão apresentados em
sequência.

2.2.1 O Princípio Cosmológico

O Princípio Cosmológico (PC) é a hipótese de que o universo é espacialmente homogê-
neo e isotrópico estatisticamente, isto é, analisando muitas regiões do universo e tomando
médias das quantidades observáveis (D’INVERNO, 1992; RYDEN, 2003; SCHUTZ, 2009;
WEINBERG, 1972). Afirmar que o universo é isotrópico significa que não há direções pre-
ferenciais, o universo parece o mesmo ao longo de qualquer direção. Dizer que o universo
é homogêneo significa que não existem locais preferenciais no universo (RYDEN, 2003),
ou seja, quando mudamos de posição no espaço, as características do Universo continuam
as mesmas. Assim, a dinâmica do universo deve ser a mesma em qualquer local em um
determinado instante.

Vale mencionar que essas propriedades são independentes. Um espaço homogêneo não
é necessariamente isotrópico. Você pode estar sobre algum ponto em um determinado
plano infinito coberto por linhas e parecer o mesmo, veja por exemplo a Figura 2.3(a),
mas as linhas verticais possuem essa direção privilegiada. Em contraste, podemos ter
uma folha de papel impressa com um alvo em que o entorno do centro é isotrópico, Figura
2.3(b), mas, quanto mais distante do centro, os anéis parecem diferentes em relação àqueles
mais próximos do centro, sendo assim inomogêneo. E por fim, na Figura 2.3(c) temos
uma textura homogênea e isotrópica, que é a mesma em todos os lugares e em todas as
direções (RYDEN, 2003). E há sistemas físicos que são inomogêneos e anisotrópicos, que
variam suas características ponto a ponto e em todas as direções.

As propriedades de homogeneidade e isotropia são válidas para grandes escalas. Em
pequenas escalas, como em nossa vizinhança solar, percebemos o Sol, planetas e corpos
menores; e em nossa vizinhança galáctica, estruturas como estrelas, galáxias, aglomerados,
superaglomerados e vazios cósmicos, ou seja, localmente o universo é anisotrópico (CO-
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Figura 2.3: Em (a) temos um plano homogêneo em grandes escalas, mas anisotrópico.
Em (b) vemos um plano isotrópico na origem, mas inomogêneo. Por fim, em (c) temos
um plano que é homogêneo e isotrópico. Figura adaptada de RYDEN (2003).

LES, 1996; COURTOIS et al., 2013; TULLY e FISHER, 1987; TULLY et al., 2019). Mas,
à medida que aumentamos a escala, » 70 Mpc h´1 (DIAS et al., 2023; SCRIMGEOUR
et al., 2012), o universo torna-se estatisticamente homogêneo e isotrópico. Portanto, ho-
mogeneidade e isotropia implicam que algumas grandezas, cujos valores médios obtidos
em regiões suficientemente grandes, devem ser características do universo com um todo.

O PC leva a um modelo de base que possui uma forma única da geometria do espaço-
tempo, conhecida como modelo cosmológico de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker.
Apresentaremos este modelo na Seção 2.2.2, no qual as equações de campo de Einstein
determinam sua dinâmica.

2.2.2 A métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker

Agora, vamos formalizar os conceitos de homogeneidade e isotropia apresentadas na
seção anterior no contexto da TRG.

Nós podemos definir a homogeneidade espacial de um espaço-tempo da seguinte
forma: existe uma família de hipersuperfícies tipo-espaço, Σt, foliando o espaço-tempo,
de modo que dado dois pontos quaisquer p, q P Σt para cada instante de tempo t, existe
uma isometria, i.e., uma simetria de translação que leva p em q. E um espaço-tempo
é espacialmente isotrópico a cada ponto se existe uma congruência de curvas do tipo-
tempo (i.e., observadores) com vetores tangentes ua que preenchem o espaço-tempo e que
satisfaz o seguinte: dados dois vetores espaciais sa1 e sa2 ortogonais a ua em um ponto p

qualquer, então, existe uma simetria de rotação tal que p e ua permanecem fixos e que leva
sa1 em sa2 (rotacionando) (WALD, 1984). Ambas as propriedades podem ser visualizadas
na Figura 2.4.

Para continuarmos a descrever o universo, é importante introduzir o conceito de ob-
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Figura 2.4: À esquerda: hipersuperfícies espaciais homogêneas. À direita: linhas de
mundo de observadores isotrópicos no espaço-tempo. Adaptada de WALD (1984).

servadores fundamentais (OF) - observadores que movem-se junto ao fluido cosmológico
associado ao movimento de todas as galáxias no universo (HOBSON et al., 2006). O pos-
tulado de Weyl diz que as partículas fundamentais no fluido localizam-se no espaço-tempo
ao longo de uma congruência de geodésicas tipo-tempo que se afastam de um ponto no
passado finito ou infinito (D’INVERNO, 1992), assim, as linhas de universo tipo-tempo
dos observadores fundamentais não se intersectam, como ilustramos na Figura 2.5, em
que elas atravessam hipersuperfícies tipo-espaço.

Assumindo o PC, a curvatura deve ser constante no subespaço tridimensional de co-
ordenadas espaciais. Esses espaços são chamados de espaços maximamente simétricos7.
A homogeneidade e isotropia espacial no universo podem ser representadas por um foli-
amento do espaço-tempo, dado por uma sequência temporal de fatias tridimensionais do
espaço (veja a Figura 2.5) Σt, com t “ constante, em que cada fatia espacial é homogênea
e isotrópica. O elemento de linha quadrimensional mais geral, considerando a evolução
temporal do espaço, que satisfaz o PC pode ser escrito como

ds2 “ ´c2dt2 ` a2ptqdℓ2, (2.17)

onde aptq é o fator de escala, a quantidade que descreve a expansão ou contração de
distâncias num dado espaço e dℓ é o elemento de linha de Σt, definido como

dℓ2 ” γijdx
idxj. (2.18)

As coordenadas xi ” x1, x2, x3 são chamadas de coordenadas comóveis. Na Subseção
2.4.2, nós definiremos a distância comóvel, mas vale mencionar que a motivação é utilizar
esse sistema de coordenada no qual xi é a posição de cada observador isotrópico.

7Um espaço-tempo maximamente simétrico é uma solução no vácuo das Equações de Campo, que
possui o escalar de Ricci constante, ou seja, a geometria do espaço-tempo é uniforme e a mesma em todas
as regiões.
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Figura 2.5: Exemplo de um espaço-tempo foliado, isto é, dividido em fatias tridimen-
sionais (com uma dimensão suprimida), em hipersuperfícies tipo-espaço; que define um
referencial local de Lorentz, de modo que a trajetória no espaço-tempo de qualquer obser-
vador fundamental é ortogonal a qualquer superfície desse tipo e a coordenada temporal
é a mesma para todos (galáxias). Adaptada de HOBSON et al. (2006).

Há três geometrias possíveis que satisfazem a hipótese de que o universo possui a seção
espacial homogênea e isotrópica: uma curvatura euclidiana, esférica ou hiperbólica, como
podem ser visualizadas na Figura 2.6, onde ilustramos os casos bidimensionais.

Figura 2.6: Hipersuperfícies espaciais com curvaturas euclidiana (k “ 0), esférica (k “

`1) e hiperbólica (k “ ´1) para o caso bidimensional em analogia às hipersuperfícies
tridimensionais. Um triângulo construído com geodésicas sobre a superfície para cada
caso possue a soma dos ângulos internos pγ`β`αq diferentes, assim como o comprimento
de um círculo de raio b. Fonte: SILVA (2018).

Espaço plano: é o espaço Euclidiano tridimensional, E3, no qual linhas inicialmente
paralelas continuam paralelas, i.e., não se intersectam8, cujo elemento de linha em coor-
denadas cartesianas é

dℓ2 “ dx2
` dy2 ` dz2 “ δijdx

idxj, (2.19)

8Este é o 5˝ postulado de Euclides (BARBOSA, 2007) .
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que possui simetria sob translações xi ÞÑ xi ` ai e rotações espaciais xi ÞÑ Ri
kx

k, com
δijR

i
kR

j
l “ δkl, realizadas no sistema de coordenadas utilizado (BAUMANN, 2022). Nós

podemos escrever a métrica em outro sistema de coordenadas, como por exemplo em
coordenadas esféricas. Com esse propósito, vamos utilizar as relações

x “ r sin θ cosϕ, y “ r sin θ sinϕ, z “ r cos θ, (2.20)

com r P r0,8q, θ P r0, πs e ϕ P r0, 2πs. Para computar a métrica nesse sistema de
coordenadas, podemos utilizar a regra de diferenciação de Leibniz, que nos dá

dx “ sin θ cosϕdr ` r cos θ cosϕdθ ´ r sin θ sinϕdϕ, (2.21a)

dy “ sin θ sinϕdr ` r cos θ sinϕdθ ` r sin θ cosϕdϕ, (2.21b)

dz “ cos θdr ´ r sin θdθ. (2.21c)

Substituindo as relações 2.21 na métrica 2.19, nós obtemos a métrica plana em coordena-
das esféricas

dℓ2 “ dr2 ` r2pdθ2 ` sin2 θdϕ2
q. (2.22)

Espaço esférico: Nesta geometria, o 3-espaço é uma 3-esfera, S3, que analisaremos
quando inserida em um espaço euclidiano quadrimensional E4, em que o espaço tridimen-
sional possui curvatura constante positiva e as linhas inicialmente paralelas intersectam-se
em algum local. O elemento de linha da 3-esfera em coordenadas cartesianas é

dℓ2 “ dx2
` dy2 ` dz2 ` dw2. (2.23)

A homogeneidade e isotropia também estão presentes na 3-esfera oriundas da simetria
do elemento de linha sob rotações quadrimensionais. A equação da esfera é x2 ` y2 `

z2 ` w2 “ R2
0, onde R0 é o raio da esfera. Para continuarmos escrevendo a métrica em

coordenadas esféricas, precisamos eliminar w usando a relação w2 “ R2
0 ´ r2, em que o

raio circunferencial é definido como r2 ” x2 ` y2 ` z2. Assim, qualquer ponto na esfera
S3 é descrito pelas coordenadas com r P r0,8q, R0 P r0, πs θ P r0, πs e ϕ P r0, 2πs.

Nós podemos escrever

w2
“ R2

0 ´ r2 Ñ dw “ ´
rdr

a

R2
0 ´ r2

, (2.24)

então, substituindo a expressão acima na métrica 2.23 e utilizando as derivadas 2.21

dℓ2 “
R2

0

R2
0 ´ r2

dr2 ` r2pdθ2 ` sin2 θdϕ2
q, (2.25)
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multiplicando o primeiro termo à direita por p1{R2
0q{p1{R2

0q, obtemos

dℓ2 “
dr2

1 ´ r2{R2
0

` r2pdθ2 ` sin2 θdϕ2
q. (2.26)

Espaço hiperbólico: Nesta geometria, o espaço com curvatura constante e negativa,
em que linhas paralelas divergem, corresponde ao 3-espaço hiperbólico, H3, inserido tam-
bém em um espaço euclidiano quadrimensional E4, tem elemento de linha em coordenadas
cartesianas

dℓ2 “ dx2
` dy2 ` dz2 ´ dw2. (2.27)

Nesse caso, homogeneidade e isotropia surgem da simetria do elemento de linha sob
pseudo-rotações quadridimensionais. Semelhante ao caso anterior, pode ser definido como
uma incorporação em E4 através da equação x2 ` y2 ` z2 ´ w2 “ ´R2

0. Utilizando as
coordenadas tridimensionais, nós temos w2 “ R2

0`r2. A métrica em coordenadas esféricas
é

dℓ2 “
R2

0

R2
0 ` r2

dr2 ` r2pdθ2 ` sin2 θdϕ2
q, (2.28)

e semelhante ao caso esférico, obtemos

dℓ2 “
dr2

1 ` r2{R2
0

` r2pdθ2 ` sin2 θdϕ2
q. (2.29)

Por fim, é mais conveniente escrever as métricas dos três casos acima em uma única forma:
nas coordenadas pr, θ, ϕq, nós podemos escrever uma métrica geral combinando 2.22, 2.26
e 2.29 como

dℓ2 “

„

dr2

1 ´ kr2{R2
0

` r2pdθ2 ` sin2 θdϕ2
q

ȷ

, (2.30)

onde introduzimos o parâmetro de curvatura normalizada k, que surge da curvatura gaus-
siana K para o caso de hipersuperfícies de curvatura constante, K ” k

R2
0
, onde K é

chamada de curvatura Gaussiana. Assim, para as diferentes geometrias em Σt, temos

k ”

$

’

’

’

&

’

’

’

%

0, Euclidiana

`1, Esférica

´1, Hiperbólica

. (2.31)

Considerando o universo em expansão, nós podemos combinar o elemento de linha do
espaço-tempo 2.17 com 2.30, fazendo com que o parâmetro a seja uma função do tempo
cósmico, aptq, obtemos finalmente a métrica do espaço-tempo

ds2 “ ´c2dt2 ` a2ptq

„

dr2

1 ´ kr2{R2
0

` r2dΩ2

ȷ

, (2.32)
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onde dΩ2 ” dθ2 ` sen2θ dϕ2 é o elemento diferencial de ângulo sólido, que corresponde
à métrica na 2-esfera. Esta métrica 2.32 é conhecida como a métrica de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker, que descreve um universo que é espacialmente homogê-
neo e isotrópico em cada instante de tempo (BAUMANN, 2022; MISNER et al., 2018;
PADMANABHAN, 1993; RYDEN, 2003), onde as coordenadas pr, θ, ϕq são as coordena-
das esféricas e o fator de escala, aptq, é uma função contínua, cujas primeira e segunda
derivadas são diferentes de zero (i.e., da{dt ‰ 0 e d2a{dt2 ‰ 0) e é adimensional. A pri-
meira derivada do fator de escala diz respeito a taxa de expansão do universo, cujo valor
zero implicaria em um universo estático, os valores positivo e negativo em um universo
que expande ou contrai, respectivamente. Já a segunda derivada descreve o comporta-
mento da expansão (ou contração) do universo, se é constante, acelerada ou desacelerada.
A coordenada temporal t, que divide o espaço-tempo em superfícies de simetria espacial
máxima, é o tempo cósmico. O tensor métrico gµν é

gµν “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´1 0 0 0

0 a2ptq

1´kr2{R2
0

0 0

0 0 a2ptqr2 0

0 0 0 a2ptqr2sen2θ

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(2.33)

O sistema de coordenadas pr, θ, ϕq não é o único possível. Devido a componente grr da
métrica em 2.32, é conveniente adotar algumas vezes uma nova coordenada radial comóvel
(BAUMANN, 2022)

dχ2
”

dr2

1 ´ kr2{R2
0

, (2.34)

tal que
ds2 “ ´c2dt2 ` a2ptqrdχ2

` S2
kpχqpdθ2 ` sen2θdϕ2

qs, (2.35)

onde,

Skpχq ”

$

’

’

’

&

’

’

’

%

R0 sinh
´

χ
R0

¯

para k “ ´1,

χ para k “ 0,

R0 sin
´

χ
R0

¯

para k “ `1,

(2.36)

e χ é chamada de distância comóvel, a qual discutiremos na Subseção 2.4.2.

2.2.3 A Dinâmica do universo

Uma vez desenvolvida a métrica do espaço-tempo na Subseção anterior 2.2.2, assu-
mindo que a TRG descreve a dinâmica do universo, podemos determinar as equações de
evolução ou seja, as equações de Friedmann e a equação da continuidade que exploraremos
nesta seção.

Assumindo o PC, em que a distribuição espaço-temporal de matéria-energia com ca-
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racterísticas físicas uniformes seja dada pelo tensor de energia-momento de um fluido
perfeito, apresentado na Subseção 2.1.3, a partir da equação 2.11, considerando uma
partícula em repouso com quadrivelocidade uµ “ p´c, 0, 0, 0q, nós obtemos as compo-
nentes Ttt “ ´ρptqc2 ” εptq, onde εptq é a densidade de energia da partícula, Tti “ 0 e
Tij “ pptqgij. Em resumo,

Tµν “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´ρptqc2 0 0 0

0 a2pptq

1´kr2{R2
0

0 0

0 0 a2pptqr2 0

0 0 0 a2pptqr2 sin2 θ

˛

‹

‹

‹

‹

‚

(2.37)

onde ρ é a densidade de energia e p a pressão no referencial de repouso do fluido.

Partindo da métrica, equação 2.32, podemos obter as equações de Einstein. Para tanto,
precisamos calcular o tensor de Ricci através da equação 2.6, em que as componentes não
nulas de Rµν são (BAUMANN, 2022):

Rtt “ ´
3

c2
:a

a
, (2.38)

Rrr “
1

c2

„

:aa ` 2 9a2

p1 ´ kr2{R2
0q

ȷ

`
1

R2
0

„

2k

p1 ´ kr2{R2
0q

ȷ

, (2.39a)

Rθθ “

„

:aa

c2
`

2 9a2

c2
`

2k

R2
0

ȷ

r2, (2.39b)

Rϕϕ “

„

:aa

c2
`

2 9a2

c2
`

2k

R2
0

ȷ

r2sen2θ. (2.39c)

O escalar de Ricci, R, é encontrado tomando o traço de Rµν . Uma vez obtidas as compo-
nentes do tensor de Ricci, obtemos o escalar

R “ gµνRµν “
6

c2

«

:a

a
`

ˆ

9a

a

˙2

`
kc2

a2R2
0

ff

. (2.40)

Retornando às Equações de Einstein 2.14, as únicas componentes não nulas são as cha-
madas tempo-tempo e espaço-espaço, µν “ tt e µν “ ij com i “ j, respectivamente.
Combinando as Equações 2.32, 2.37, 2.38, 2.39 e 2.40 obtemos o seguinte

para µν “ tt,
„

9aptq

aptq

ȷ2

“
8πG

3
ρptq ´

kc2

a2ptqR2
0

, (2.41)

que é conhecida como a primeira equação de Friedmann-Lemaître, que descreve a
evolução do fator de escala em função do conteúdo matéria-energia do espaço-tempo.
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Para µν “ ii,
:aptq

aptq
“ ´

4πG

3

„

ρptq `
3pptq

c2

ȷ

, (2.42)

onde 9a ” da{dt, ρptq é a densidade e pptq a pressão do fluido (BAUMANN, 2022; RY-
DEN, 2003; SCHUTZ, 2009). Esta é chamada de segunda equação de Friedmann-
Lemaître, que descreve a aceleração do espaço-tempo. Note que a expansão acele-
rada ocorre para ρptq ` 3pptq{c2 ă 0, e um cenário de desaceleração ocorreria para
ρptq ` 3pptq{c2 ą 0.

As duas equações de Friedmann-Lemaître são independentes, mas combinando-as po-
demos obter uma terceira equação. Derivando a equação 2.41 em relação ao tempo,

9a:a

a2
´

9a3

a3
´ kc2

9a

a3
“

4πG

3
9ρ, (2.43)

e substituindo 2.42 em 2.43, encontramos

9a

a

„

´
4πG

3

ˆ

ρ `
3p

c2

˙ȷ

´
9a3

a3
´ kc2

9a

a3
“

4πG

3
9ρ. (2.44)

Usando a equação 2.41 e substituindo em 2.44, obtemos, finalmente

9ρ ` 3
9a

a

´

ρ `
p

c2

¯

“ 0, (2.45)

denominada como equação da continuidade, que descreve a conservação de massa-
energia9 As equações de Friedmann-Lemaître determinam a evolução temporal do fator
de escala em função do conteúdo matéria-energia do universo, assim, precisamos de uma
equação matemática que descreva a relação entre pressão e energia. Assumindo uma
equação de estado da forma pptq “ ωρptqc2 (BAUMANN, 2022), onde ω é o parâmetro da
equação de estado, e usando a equação 2.45 nós obtemos

9ρ

ρ
“ ´3

9a

a
p1 ` ωq, (2.46)

em que uma solução geral tem a forma ρ9 a´3p1`ωq. Integrando a equação 2.46, para ω

constante e definindo o fator de escala hoje como apt0q ” 1, temos

ż ρ0

ρ

dρ

ρ
“ ´3p1 ` ωq

ż a0

a

da

a
Ñ ln

ˆ

ρ0
ρ

˙

“ ´3p1 ` ωq ln
´a0
a

¯

(2.47)

ln

ˆ

ρ0
ρ

˙

“ 3p1 ` ωq ln paq Ñ
ρ0
ρ

“ a3p1`ωq (2.48)

ρptq “ ρ0aptq´3p1`ωq, (2.49)

9Podemos chegar nessa mesma equação através da conservação do Tensor de Energia-Momento fazendo
∇µTµν “ 0, para µ “ 0.



2.2. COSMOLOGIA RELATIVÍSTICA 21

onde ρ0 ” ρpt0q 10, ou seja, a densidade avaliada em t0 “ hoje.
A evolução do universo depende da evolução das componentes de seu conteúdo, que

consiste em radiação (fótons, por exemplo), matéria bariônica (prótons, nêutrons, etc)
e, matéria escura fria e energia escura, segundo o modelo cosmológico padrão, o ΛCDM
plano. A natureza do setor escuro ainda é desconhecida, existem alguns candidatos para
a matéria escura provenientes do modelo padrão de física de partículas, mas não sabemos
ainda qual a sua composição material, o que sabemos é que ela interage gravitacionalmente
com si mesma e com a matéria bariônica. Já sobre a energia escura, representada nas
equações de Friedmann pela constante cosmológica Λ, não sabemos qual é a entidade física
a qual ela representa, apenas que ela é responsável pela recente fase de expansão acelerada
do universo. Com efeito, assumindo que cada uma das componentes são independentes
ente si, então, cada uma evolui com uma equação de estado diferente, a radiação com
ω “ 1{3, a matéria com ω “ 0, a curvatura com ω “ ´1{3 e a energia escura com
ω “ ´1, respectivamente (RYDEN, 2003). Substituindo os valores de ω na equação 2.49,
obtemos

ρmptq “ ρm,0aptq´3, ρrptq “ ρr,0aptq´4, ρΛ “ ρΛ,0. (2.50)

Assim, a diferente evolução dos constituintes do universo implica na possibilidade de
ter diferentes fases na história do universo, em que cada elemento dominou em relação
aos outros, como podemos observar na Figura 2.7. Inicialmente, a radiação dominava o
universo até o momento em que há a igualdade entre matéria e radiação, então a matéria
passa a dominar. Algo semelhante acontece entre matéria e energia escura, onde a anergia
escura é a componente dominante do universo hoje (BAUMANN, 2022; DODELSON,
2003; RYDEN, 2003).

Além das densidades de energia, nós também podemos escrever a evolução tempo-
ral do fator de escala para cada fase do universo. Na época do domínio pela radiação,
consideremos o espaço euclidiano e ρr " ρm, partindo da equação 2.41 e utilizando 2.50,
obtemos

9a “

c

8πGρr,0
3

1

a
, (2.51)

e integrando encontramos

aptq “ apt0q

ˆ

t

t0

˙
1
2

. (2.52)

De maneira semelhante, para a época de domínio pela matéria, considerando ρm " ρr,
obtemos

aptq “ apt0q

ˆ

t

t0

˙
2
3

. (2.53)

Já a época presente, onde o universo é dominado pela constante cosmológica Λ, o fluido
possui densidade de energia constante ρΛ “ const., então o fator de escala evolui expo-

10Utilizaremos o sub-índice 0 para referir-nos as quantidades avaliadas em t “ t0, ou seja t0 “ hoje.
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Figura 2.7: Evolução das densidades de energia no universo, em que observamos a radiação
ser o primeiro constituinte a dominar, seguindo pela matéria e por fim, a energia escura
domina atualmente. Na figura, a sigla BBN corresponde à Nucleossíntese Primordial (Big
Bang Nucleosynthesis, em inglês), onde ocorre a síntese de elementos químicos; e CMB à
Radiação Cósmica de Fundo em Micro-ondas (Cosmic Microwave Background, em inglês),
período em que há o desacoplamento entre matéria e radiação. Fonte: adaptação de
BAUMANN (2022).

nencialmente com o tempo
aptq “ apt0q e

H0pt0´tq, (2.54)

em que H0 é a constante de Hubble.

2.2.4 Parâmetros Cosmológicos

Diante de toda a descrição que já realizamos anteriormente, agora podemos definir
quantidades que são importante no MCP. A partir da primeira equação de Friedmann-
Lemaître, nós definimos o parâmetro de Hubble

Hptq ”
9aptq

aptq
, (2.55)

que caracteriza a taxa de aumento do fator de escala, de modo que a constante de
Hubble11 corresponde à medida da taxa de expansão atual do universo (CARROLL,
1997),

H0 “ Hpt0q ”
9apt0q

apt0q
. (2.56)

11No entanto, é preferível utilizar o termo parâmetro devido à dependência do tempo.
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Por conveniência, como os outros parâmetros cosmológicos são escritos em termos de
Hptq, para que as incertezas sejam acompanhadas na propagação usualmente a contante
Hubble é expressa em termos de um parâmetro adimensional h (BAUMANN, 2022),

H0 ” 100h km s´1Mpc´1. (2.57)

Nós podemos definir também um parâmetro adimensional a partir da segunda derivada
do fator de escala,

q0 ” ´

ˆ

:apt0q

apt0q2
9apt0q

˙

, (2.58)

chamado de parâmetro de desaceleração, que quantifica a taxa da velocidade de expansão
ao longo do tempo. Um valor negativo de q0 corresponde a :a ą 0, isso quer dizer que esse
espaço-tempo está expandido de forma acelerada, ou seja, a velocidade relativa entre dois
pontos aumenta ao longo do tempo. Em contraste, um valor positivo de q0 implica em
:a ă 0, neste cenário há uma desaceleração da expansão do universo RYDEN (2003).

Com efeito, a equação 2.41 pode ser reescrita da seguinte forma

Hptq2 “
8πG

3
ρptq ´

kc2

a2ptqR2
0

. (2.59)

A equação nos informa que, para um dado valor de Hptq, há um valor específico para a
densidade ρptq em que a curvatura do universo será plana (i.e k “ 0). Essa quantidade é
chamada de densidade crítica e definida como

ρcptq ”
3Hptq2

8πG
. (2.60)

Outra quantidade que podemos escrever é o parâmetro de densidade, que obtemos ao
comparar a densidade do universo com a densidade crítica

Ωptq ”
ρptq

ρcptq
, (2.61)

onde Ωptq é adimensional. Se dividirmos a equação 2.59 por Hptq2, podemos escrever

1 ´ Ωptq “ ´
kc2

aptq2Hptq2R2
0

, (2.62)

onde podemos perceber que a curvatura espacial depende se o valor da densidade do
universo for maior, menor ou igual a densidade crítica (i.e., k “ `1, k “ ´1 e k “ 0, res-
pectivamente). O segundo termo do lado direito da equação 2.59 recebe uma contribuição
da densidade de energia, Ωk,0, conhecido como o parâmetro de densidade de curvatura
espacial. É conveniente que possamos medir todas as densidades relativas à densidade
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crítica trabalhando apenas com os parâmetros de densidade hoje (BAUMANN, 2022)

Ωm,0 ”
ρm,0

ρc,0
“

8πGρm,0

3Hpt0q2
, (2.63a)

Ωr,0 ”
ρr,0
ρc,0

“
8πGρr,0
3H2

0

, (2.63b)

ΩΛ,0 ”
ρΛ,0
ρc,0

“
8πGρΛ,0
3H2

0

, (2.63c)

Ωk,0 ” ´
kc2

H2
0R

2
0

. (2.63d)

Seguindo essa convenção, a equação 2.59 pode ser reescrita em termos dos parâmetros
adimensionais de densidade,

„

Hptq

H0

ȷ2

“ Ωr,0a
´4

ptq ` Ωm,0a
´3

ptq ` Ωk,0a
´2

ptq ` ΩΛ,0, (2.64)

A soma de todos os parâmetros de densidade, incluindo o de curvatura, é sempre igual a
1. De fato, a equação 2.64 avaliada no tempo presente, leva a seguinte restrição

Ωr,0 ` Ωm,0 ` Ωk,0 ` ΩΛ,0 “ 1, (2.65)

escrevendo a soma das componentes Ωr,0 `Ωm,0 `ΩΛ,0 ” Ω0
12, o parâmetro de densidade

de curvatura torna-se
Ωk,0 “ 1 ´ Ω0. (2.66)

Trabalhos como o da colaboração Planck (PLANCK COLLABORATION et al., 2020a)
realizaram estimativas dos parâmetros de base do modelo ΛCDM, com medidas atra-
vés de várias combinações de legacy likelihoods derivadas dos dados do satélite Planck,
que tinha por objetivo estudar a Radiação Cósmica de Fundo em Micro-ondas (RCF).
Alguns dos seus resultados estão resumidos na Tabela 2.1, em que foi utilizado a com-
binação das verossimilhanças TT, TE, EE+lowE+lensing, onde leva-se em consideração
as auto-correlações das flutuações de temperatura e polarização (TT, EE) e a relação
cruzada dessas flutuações, o espectro de potência em baixos multipolos (lowE) e também
o lenteamento gravitacional fraco da RCF13 (lensing).

2.3 A expansão do universo

A evidência da expansão do universo ocorreu quando foi possível realizar medições de
distâncias e velocidades de recessão de galáxias. Em 1998/1999, RIESS et al. (1998) e

12Note que, embora os parâmetros de densidade sejam definidos para t “ t0, nós não utilizamos o
subíndice zero.

13Para mais detalhes, veja PLANCK COLLABORATION et al. (2020b)
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Parâmetro Símbolo valor
Densidade total de matéria Ωm,0 0.315 ˘ 0.007

Constante cosmológica ΩΛ,0 0.6847 ˘ 0.0073
Densidade de curvatura Ωk,0 ´0.0106 ˘ 0.0065
Parâmetro de Hubble H0 67.4 ˘ 0.5

Tabela 2.1: Parâmetros cosmológicos obtidos com os dados do Planck utilizando o método
TT, TE, EE+lowE+lensing (PLANCK COLLABORATION et al., 2020a), onde H0 está
em unidades de km s´1 Mpc´1.

PERLMUTTER et al. (1999), duas colaborações independentes, apresentaram evidências
de que a expansão do universo ocorre de forma acelerada: o universo expandiu lentamente
no passado em comparação a hoje. A descoberta da expansão acelerada cósmica foi uma
das mais importantes da cosmologia moderna. Na seção seguinte, nós apresentaremos
a Lei de Hubble-Lemaître que expressa a relação entre a distância de afastamentos das
galáxias devido à expansão.

2.3.1 Lei de Hubble-Lemaître

Há mais de 100 anos, o Grande Debate (SHAPLEY e CURTIS, 1921) propiciou avanços
sobre o entendimento da escala do universo. Não obstante, a natureza extragaláctica
das galáxias, chamadas de nebulosas espirais, amparou-se na evidência apresentada por
Edwin Hubble (1889-1953) em 1925 (HUBBLE, 1925), ao identificar estrelas variáveis
Cefeidas nas galáxias de Andrômeda e do Triângulo, M31 e M33 respectivamente. Hubble
determinou suas distâncias utilizando a relação Período-Luminosidade estabelecida em
1912 por Henrietta Leavitt (1868- 1921) (LEAVITT e PICKERING, 1912). Em um estudo
das estrelas cefeidas localizadas na pequena Nuvem de Magalhães, Henrietta descobriu
que as magnitudes aparentes das cefeidas clássicas estão fortemente correlacionadas com
seus períodos (CARROLL e OSTLIE, 2017), que implica na possibilidade de estimar
distâncias como será apresentado na Subseção 2.4.3.

Nesse meio tempo, por outro lado, Vesto Slipher (1875-1969) estava coletando os es-
pectros das nebulosas (SLIPHER, 1915). Adiante, Hubble utiliza esses espectros e calcula
o deslocamento para o vermelho das linhas espectrais comparadas às do laboratório, quan-
tidade que é conhecida como redshift. Como consequência, determinada a velocidade de
afastamento e as distâncias das nebulosas. Em 1929, Hubble demonstra uma correlação
entre o redshift e a distância a qual se encontra uma galáxia (HUBBLE, 1929), como
podemos observar na Figura 2.8. Alguns anos depois, em uma colaboração com o Milton
Humason (1891-1972) apresentou a mesma correlação, mas para objetos mais distantes
(HUBBLE e HUMASON, 1931) como podemos observar na mesma Figura 2.8, em que os
círculos representam os valores médios para aglomerados, enquanto o resultado de HUB-
BLE (1929) os pontos representavam nebulosas individuais. Embora esse punhado de
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Figura 2.8: Gráficos da velocidade em função da distância para as nebulosas extraga-
lácticas, onde o eixo horizontal representa as distâncias e o eixo vertical corresponde às
velocidades. À esquerda: temos o resultado de HUBBLE (1929), onde as distâncias
estão em unidades de parsecs (pc), e na vertical há um erro nas unidades de velocidade,
que deveriam ser km/s e não km. À direita: há o resultado obtido por HUBBLE e
HUMASON (1931), em que as unidades para velocidade e distância são, km/s e milhões
de parsecs (Mpc), respectivamente.

resultados de Hubble tenham sido conhecidos pela comunidade científica, anos antes da
descoberta da relação entre velocidade de recessão e distância, Georges Lemaître (1894-
1966) havia publicado um resultado semelhante (LEMAÎTRE, 1927), no qual sugere a
expansão do universo através de fundamentos dinâmicos ao estudar as soluções das equa-
ções de Einstein. No entanto, a publicação de seu artigo não chegou ao conhecimento da
comunidade científica, tornando-se desconhecido por um tempo, uma vez que seu traba-
lho estava escrito em francês (para uma revisão histórica da medição de H0 veja TULLY
2023, por exemplo).

As contribuições de Hubble e Lemaître deram origem à lei que atualmente é conhecida
pelo nome de ambos14, a lei de Hubble-Lemaître, que descreve o efeito pelo qual os
objetos afastam-se uns dos outros, em que a velocidade de afastamento é proporcional à
sua distância. Essa relação linear é escrita como

v » H0dp, (2.67)

onde v é a velocidade radial cosmológica de afastamento das galáxias com respeito a nós
em km s´1 (relação não-relativística válida para baixos redshifts z ! 0.1 (WEINBERG,
2008)), H0 é o parâmetro de Hubble apresentado na equação 2.55, medido hoje em t “ t0,

14Em 2018 a União Astronômica Internacional (em inglês International Astronomical Union - IAU)
alterou o nome da lei até então conhecida como “Lei de Hubble” para “Lei de Hubble-Lemaître”, em
reconhecimento às contribuições de George Lemaître para o desenvolvimento da cosmologia moderna.
Veja mais em https://www.iau.org/static/archives/announcements/pdf/ann18029e.pdf.
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também conhecido como a constante de Hubble em unidades de km s´1 Mpc´1, e dp é
a distância física em Mpc, em que Hubble utilizou, como uma aproximação, o brilho de
estrelas nas galáxias ou a luminosidade da galaxia toda para estimar as distâncias de
luminosidade (KIRSHNER, 2004).

Uma consequência da expansão é que, se as galáxias estão afastando-se uma das outras,
então, no passado elas estavam mais próximas. Isso leva à conclusão de que, no passado,
o universo era denso e quente e todo o universo ocupava um volume menor em um tempo
finito no passado.

2.3.2 Desvio Cosmológico para o vermelho (redshift)

Todo o conhecimento obtido sobre o universo é proveniente de tudo que podemos
inferir a partir da luz que recebemos dos objetos longínquos; a luz que as galáxias emitem
pode ser estudada através da propagação de ondas eletromagnéticas, de modo que no
contexto da expansão do universo precisamos levar em consideração que o comprimento
de onda da luz é esticado (BAUMANN, 2022).

O efeito Doppler clássico depende apenas das velocidades entre a fonte e o observador,
considerando a direção radial, por exemplo, em que há um desvio da frequência para o
azul quando há uma aproximação e um desvio para o vermelho quando há um afastamento
(D’INVERNO, 1992). No universo em expansão acontece um fenômeno similar com a luz
das galáxias distantes, os fótons emitidos viajam enquanto a expansão cósmica do espaço
acontece, assim, o comprimento de onda do fóton é esticado com o espaço nesse tempo
até chegar a nós, como ilustrado na Figura 2.9.

Figura 2.9: Desvio para o vermelho cosmológico em que uma galáxia distante emite luz
em direção à uma outra. Durante esse tempo, a expansão cósmica do espaço acontece e o
efeito que ocorre é o esticamento das ondas com o espaço: redshift cosmológico. Adaptado
de NORTON (2022).

Vamos formalizar matematicamente esse efeito. Utilizando o sistema de coordenadas
de FLRW, em que nós estamos no centro do sistema p0, θ, ϕq; um fóton emitido por uma
galáxia na posição pr, θ, ϕq em um determinado instante de tempo, viaja em nossa direção
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ao longo da direção radial pdΩ “ 0q. Um raio de luz segue uma trajetória descrita por
uma geodésica nula (WEINBERG, 1972) ds “ 0, usando a equação 2.32 temos

cdt

aptq
“ ˘

dr
?
1 ´ kr2

, (2.68)

onde os sinais indicam a emissão p`q e a recepção de um fóton p´q. Nós utilizaremos o
sinal negativo, pois, analisaremos a recepção do fóton em nossa origem.

Vamos assumir que o fóton deixa a galáxia em uma coordenada comóvel re no instante
te e chega até nós em r0 “ 0, em um tempo posterior t0. O tempo total de viagem é dado
pela integral (LIDDLE, 2003; WEINBERG, 2008)

ż t0

te

cdt

aptq
“ ´

ż 0

re

dr
?
1 ´ kr2

“

ż re

0

dr
?
1 ´ kr2

. (2.69)

Se outro fóton for emitido, consecutivamente, no instante te`δte e recebido em t0`δt0

viajando o mesmo caminho, o tempo total de viagem é dado por

ż t0`δt0

te`δte

cdt

aptq
“

ż re

0

dr
?
1 ´ kr2

. (2.70)

Dado que ambos os fótons percorrem o mesmo caminho até nós, nós podemos comparar
as Equações 2.69 e 2.70 da seguinte forma

ż t0

te

cdt

aptq
“

ż t0`δt0

te`δte

cdt

aptq
, (2.71)

em que reorganizando os limites de integração, chegamos a expressão

ż t0`δt0

to

cdt

aptq
“

ż te`δte

te

cdt

aptq
, (2.72)

que resulta em
δt0
apt0q

“
δte
apteq

. (2.73)

Se considerarmos que δte é o período da onda de luz emitida com um comprimento de
onda λe “ c δte, mas observada com o comprimento de onda λ0 “ c δt0, então

λ0

λe

“
apt0q

apteq
. (2.74)

É comum definir o parâmetro de desvio para o vermelho z, ou redshift cosmológico, como o
aumento relativo no comprimento de onda de um fóton emitido por uma galáxia distante
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no tempo te e observado na Terra hoje em t0 (BAUMANN, 2022; WEINBERG, 1972)

z ”
λ0 ´ λe

λe

. (2.75)

Substituindo 2.74 em 2.75, encontramos então a relação,

1 ` z “
apt0q

apteq
. (2.76)

2.4 Distâncias em Cosmologia

A expansão do universo tem papel importante para as medições de distâncias cosmo-
lógicas, já que as distâncias entre os objetos cósmicos mudam com o tempo. Nós não
observamos diretamente as distâncias físicas entre os objetos, nem os seus tamanhos pró-
prios, mas podemos inferí-los através de outras quantidades observáveis como o redshift
(conceito apresentado na subseção 2.3.2), a luminosidade e o tamanho angular, conceitos
que apresentaremos nas Subseções seguintes 2.4.3 e 2.4.4, respectivamente.

2.4.1 Distância Própria pdpq

Ao assumir o PC, implica-se a existência de um tempo cósmico universal t, em que
observadores diferentes veem a mesma sequência de eventos no universo, permitindo assim
que eles sincronizem os seus relógios (PETTINI, 2018). Em um universo em expansão,
com o tempo cósmico bem definido, nós podemos definir uma distância própria como a
distância entre dois eventos, P e Q, em um sistema de refêrencia para o qual eles acontecem
simultaneamente (tP “ tQ). Como esses observadores possuem um movimento relativo,
devemos indicar o instante a que nos referimos. Vamos considerar que um observador
encontra-se na origem do sistema e o outro nas coordenadas pr, θ, ϕq; utilizando a métrica
FLRW, assumindo dΩ “ 0 e a simultaneidade dt “ 0, em um instante fixo t na métrica,
a equação 2.32 reduz-se a

ds2 “ a2ptq

«

dr2

1 ´ k r2

R0
2

ff

, (2.77)

em que podemos obter a distância que os une, ou seja, o comprimento da geodésica entre
eles, integrando ds

dpptq “

ż dp

0

ds “ aptq

ż r

0

dr1

c

´

1 ´ k r12

R0
2

¯

, (2.78)

onde dp é a distância própria (WEINBERG, 1972) e depende da geometria e da dinâmica
do universo. A distância própria não é medida diretamente, mas nós podemos relacionar
dp com outras quantidades observáveis, como faremos nas Subseções 2.4.3 e 2.4.4, e então
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obter uma medida de distância.

2.4.2 Distância Comóvel pχq

Nós podemos definir uma outra distância: a distância comóvel, que no contexto de
expansão é a distância entre dois eventos no espaço-tempo de acordo com um observador
que é comóvel à expansão do universo, é escrita como a distância própria no instante
t (tempo próprio do observador isotrópico) dividida pelo fator de escala nesse mesmo
instante

χ “
dpptq

aptq
“

ż r

0

dr1

c

´

1 ´ k r12

R0
2

¯

, (2.79)

onde χ “ χk, e o termo com integral do lado direito surge ao assumir dΩ “ 0, ou seja,
considerando um fóton viajando radialmente até nós. À medida que o universo expande,
a distância física entre os objetos aumenta, mas a distância comóvel oriunda da posição
coordenada desses observadores permanece constante, como podemos ver na Figura 2.10.

Figura 2.10: A distância comóvel entre dois pontos permanece constante, veja que a
posição coordenada dos vértices dos quadrados da grade permanece fixa, enquanto a
distância física entre os pontos aumenta proporcionalmente ao fator de escala. Adaptado
de (BAUMANN, 2022).

Agora, vamos escrever a distância comóvel em termos do redshift, que é a quantidade
extraída utilizando espectroscopia ou fotometria. Vamos assumir que uma galáxia emite
um fóton em te, que viaja até nós radialmente (dθ “ dϕ “ 0) com velocidade c em uma
geodésica nula (ds “ 0). O fóton é observado em t0 e a distância que ele percorreu para
chegar até nós, a distância própria, pode ser escrita também da seguinte forma

dpptq “

ż t0

te

cdt

aptq
. (2.80)

Na equação 2.76, nós relacionamos o redshift z com o fator de escala aptq, ambas as
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quantidades adimensionais. Como aptq é adimensional, vamos assumir que o fator de
escala avaliado hoje é apt0q “ a0 ” 1, assim podemos reescrever

z “
1

aptq
´ 1, (2.81)

assim, diferenciando a equação 2.81 em relação ao tempo t, temos

dz

dt
“

d

dt

„

1

aptq
´ 1

ȷ

“ ´
1

a2ptq

daptq

dt
, (2.82)

e nós podemos simplificar a notação obtendo

dz “ ´
9aptq

a2ptq
dt “ ´

Hpzq

aptq
dt, (2.83)

onde nós escrevemos o parâmetro de Hubble dependente do redshift Hpzq ” 9a{a. Final-
mente, substituindo a equação 2.80 na equação 2.79, em seguida utilizando a equação
2.83, obtemos a distância radial comóvel χpzq dada por

χpzq “
c

aptq

ż to

te

dt

aptq
“ c

ż z

0

dz1

Hpz1q
, (2.84)

onde z é o redshift da fonte em relação ao observador localizado em z “ 0, e onde a ordem
de integração em z1 foi invertida.

Na equação 2.64, nós escrevemos o parâmetro de Hubble em termos dos demais parâ-
metros cosmológicos já apresentados. Com efeito, podemos escrever χ da seguinte maneira

χ “
c

H0

ż z

0

dz1

a

Ωr,0p1 ` z1q4 ` Ωm,0p1 ` z1q3 ` p1 ´ Ω0qp1 ` z1q2 ` ΩΛ,0

. (2.85)

2.4.3 Distância de Luminosidade pdLq

Na Subseção anterior, mencionamos que a distância física (própria) entre os objetos
cósmicos não é observável, assim como nós também não podemos medir as distâncias
comóveis diretamente. No entanto, em cosmologia existem duas formas de especificar
distâncias entre objetos, a distância de luminosidade e distância de diâmetro angular
(que será apresentada na subseção seguinte), que desempenham papel importante para as
medições dos parâmetros que descrevem o universo.

A distância de luminosidade é a distância estimada a partir da luminosidade15, L, dos
objetos, que é uma quantidade bem conhecida e medida pelos astrônomos. As chamadas
velas padrão são objetos com luminosidade praticamente idêntica, que emitem fótons
em todas as direções, que e chegam aos detectores de um telescópio. Suponha que um

15Energia total emitida por unidade de tempo em todas as direções.
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fluxo radiante F seja medido para uma fonte de luz com uma luminosidade conhecida L

(supondo até então que o fluxo é bolométrico 16, CARROLL e OSTLIE 2017). Então,
definimos a distância de luminosidade como

dL ”

c

L

4πF
. (2.86)

em que o fluxo luminoso, F , é definido como energia por unidade de tempo e por unidade
de área, e dL é a distância luminosidade do objeto observado, que corresponde à distância
própria de uma fonte luminosa em um universo estático euclidiano (RYDEN, 2003).

No entanto, considerando o universo que é regido pela métrica FLRW, a relação acima
precisa ser modificada ao considerarmos a expansão. Voltemos para o cenário em que um
observador está na origem do sistema de coordenadas, no momento presente, e detecta
fótons que foram emitidos pela fonte na coordenada comóvel pr, θ, ϕq em te, como ilustrado
na Figura 2.11. Os fótons que foram emitidos são distribuídos por uma esfera de raio
próprio r e área superficial própria Appt0q. Considerando o universo de curvatura plana

Figura 2.11: A distância de luminosidade representada através de um diagrama espaço-
tempo. Adaptado de (BAUMANN, 2022).

(i.e. k “ 0) e estático, então, a área da esfera é dada pela relação euclidiana Appt0q “

4πr2. Quando estamos em um espaço curvo, a forma genérica para qualquer geometria
pk “ t`1, 0,´1uq é

Appt0q “ 4πapt0q
2Skprq

2, (2.87)

em que Skpχq vem da equação 2.35 e é a chamada distância métrica (BAUMANN, 2022).
Além do efeito geométrico de curvatura, a expansão do universo causa uma diminuição do
fluxo observado de uma fonte luminosa no redshift z por um fator de p1 ` zq2 (RYDEN,
2003), que obtemos utilizando a relação 2.76. O que ocorre é que os fótons que chegam
aos detectores são menos energéticos em comparação com quando foram emitidos; são

16A soma do fluxo de cada comprimento de onda, ou frequência, corresponde ao fluxo total que também
é chamado fluxo bolométrico.
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emitidos com uma energia de Ee “ hνe em um fator de escala aptq, e são observados com
energia E0 “ hν0 em a0 “ 1, a frequência sofre uma diminuição com um fator de p1`zq´1

ν0 “
1

p1 ` zq
νe, (2.88)

com a energia sofrendo um decréscimo

E0 “
1

p1 ` zq
Ee, (2.89)

Em um universo que está expandindo e é espacialmente curvado, a relação correta
entre o fluxo observado F de uma fonte de luz distante com luminosidade L e redshift z é

F “
L

4πSkpχq
2
p1 ` zq2

, (2.90)

que para a coordenada χ é

F ”
L

4πd2L
. (2.91)

Portanto, nesse universo, a distância de luminosidade é dada por

dL “ Skprqp1 ` zq, (2.92)

que para um universo com curvatura aproximadamente zero é

dL “ dχp1 ` zq. (2.93)

Nós podemos obter também dL a partir da sua relação com a distância física percorrida
por um fóton emitido em te e absorvido hoje em t0, como já vimos anteriormente, onde o
objetivo é escrever a distância luminosidade em função do redshift, dLpzq através de um
conjunto de desenvolvimentos em séries de potências de t e z, nas quais alguns parâmetros
cosmográficos são apresentados17. Todo o passo a passo de como chegar nessa transfor-
mação está descrita em VISSER (2005, 2004). Quando z ! 1, usando nossa aproximação
de segunda ordem em z, a distância própria atual pode ser reescrita como

dL »
c

H0

z

ˆ

1 ´
1 ` q0

2
z

˙

, (2.94)

que na ordem mais baixa, nós obtemos

dL »
c

H0

z , (2.95)

17Parâmetros cosmográficos (cinemáticos): Hptq - parâmetro de Hubble; qptq - parâmetro de desacele-
ração; jptq - jerk; sptq - snap, que são derivadas do fator de escala em relação ao tempo.
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que é uma versão da lei de Hubble-Lemaître para a distância de luminosidade.

2.4.4 Distância de Diâmetro Angular pdAq

A distância de diâmetro angular, como o nome sugere, é a distância definida a partir
do tamanho próprio dos objetos, que são comumente chamados de réguas padrão. Seja

Figura 2.12: A distância de diâmetro angular representada através de um diagrama
espaço-tempo. Adaptado de (BAUMANN, 2022).

uma régua padrão de comprimento transversal próprio D conhecido, alinhada perpendi-
cularmente à linha de visada do observador (RYDEN, 2003), com distância angular δθ18

entre as extremidades da régua, como mostrado na Figura 2.12, esteja em um redshift
z e distância radial comóvel χ, pode-se computar a distância de diâmetro-angular pela
seguinte relação trigonométrica Euclidiana

dA ”
D

δθ
, (2.96)

onde dA é a quantidade chamada de distância de diâmetro angular. Em um tempo t, um
observador no universo descrito pela métrica de FLRW (equação 2.35, que está na origem
do sistema de coordenadas comóveis escolhido, com dθ “ dϕ “ 0, a distância transversal
é

ds “ apteqSkpχq, (2.97)

substituindo a equação 2.96 em 2.97, conhecendo o comprimento D da régua, então

ds “ D “ apteqSkpχq δθ , (2.98)

dividindo ambos os lados por δθ, obtemos

dApteq “ apteqSkpχq. (2.99)

18Pequena o suficiente para que tgθ » θ.
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Assim, a distância diâmetro angular é a medida da distância entre nós e o objeto no
instante da emissão de luz (BAUMANN, 2022). Sabemos que a distância luminosidade,
apresentada na seção anterior, pode ser escrita em termos da distância métrica (equação
2.92), logo, comparando-a com dA, encontramos uma relação entre distância de luminosi-
dade e distância de diâmetro angular utilizando a relação 2.76

dA “
dL

p1 ` zq2
, (2.100)

que é conhecida como relação de dualidade de distância cósmica de Etherington e é
válida para todos os modelos cosmológicos baseados em uma geometria em que assume-se
a conservação dos fótons ao longo da evolução do universo, de modo que as trajetórias
dos fótons sejam geodésicas nulas e únicas (ELLIS, 2009; ETHERINGTON, 2007; ETHE-
RINGTON, 1933; GONÇALVES et al., 2015; SANTANA et al., 2017).

2.4.5 Módulo de distância pµq

Na prática, nós não medimos dL diretamente, medimos outras quantidades relaci-
onadas às propriedades físicas dos objetos cósmicos e estimamos as suas distâncias de
luminosidade.

Toda a informação que recebemos da nossa vizinhança cósmica vem dos fótons emi-
tidos pelas estrelas, galáxias, nuvens de gás e poeira do meio interestelar, então, todo o
nosso entendimento do universo provém do estudo das medições de cada parte do espectro
eletromagnético (CARROLL e OSTLIE, 2017). A partir do fluxo de luz, definido anteri-
ormente, nós podemos definir uma quantidade que descreve o brilho dos objetos celestes:
a magnitude. O sistema de magnitudes é definido através de uma escala logarítmica, na
qual o brilho aparente é expresso em termos do fluxo medido aqui na Terra e da magnitude
aparente. Considerando duas fontes com fluxos F1 e F2, a diferença entre as magnitudes
aparentes das duas fontes, m1 e m2, é dada por

m1 ´ m2 “ ´2.5 log10

ˆ

F1

F2

˙

, (2.101)

de modo que, na escala de magnitude, uma diferença de uma unidade de magnitude entre
dois corpos à uma razão de fluxo de « 2.51, e uma razão de fluxo de um fator de 100
corresponde a 5 magnitudes, ou seja, um objeto de magnitude 1 é 100 vezes mais brilhante
que um objeto com magnitude 6 (SCHNEIDER, 2006)19. Os astrônomos adotam uma
magnitude aparente na origem da escala (em geral o sistema AB, veja OKE e GUNN
1983), i.e., m0 “ 0, com fluxo F0, a expressão 2.101 reduz-se a

m “ ´2.5 log10pF{F0q. (2.102)
19∆m “ m6 ´ m1 “ 5, com F1{F6 “ 100 e ∆m “ m2 ´ m1 “ 5, com F1{F2 “ 2.51.
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Vale enfatizar que o sistema de magnitudes é contra intuitivo, quanto menor o valor
numérico, maior é o brilho da fonte, em contraste, quanto maior o valor da magnitude,
menor é o brilho da fonte. No entanto, a magnitude aparente em si não nos diz algo preciso
sobre a distância em que a fonte encontra-se da Terra, a qual pode ser visivelmente mais
brilhante por estar mais perto de nós do que outras fontes. Para uma indicativo de
distância, nós precisamos de uma outra quantidade: a magnitude absoluta, M.

Por definição, a magnitude absoluta de um objeto é a magnitude aparente que uma
fonte teria estando localizada a 10 pc de distância de nós e em repouso relativo (i.e.,
z “ 0). A partir da equação 2.86, escrevendo dL “ 10 pc, nós obtemos a magnitude
absoluta

M “ ´2.5 log10pL{L0q. (2.103)

Finalmente, nós podemos relacionar as magnitudes aparente e absoluta de um objeto
como segue

M ´ m “ ´2.5 log10

ˆ

L
L0

F0

F

˙

, (2.104)

realizando algumas manipulações algébricas, chegamos à

L
F

“
L0

F0

10
m´M
2.5 . (2.105)

utilizando a equação 2.86, sabendo que 10 pc=
a

L0{4πF0 e que L{4πF “ d2L, chegamos à
expressão

m ´ M “ 5 log10

ˆ

dL
1pc

˙

´ 5. (2.106)

Assim, conhecer as magnitudes aparente e absoluta de uma estrela, por exemplo, permite-
nos determinar a distância da estrela a partir do módulo de distância, µ, definido como

µ ” m ´ M “ 5 log10

ˆ

dL
1Mpc

˙

` 25, (2.107)

onde temos convertido as unidades de pc para Mpc (1 pc “ 10´6 Mpc)20.

2.5 Supernovas do tipo Ia em Cosmologia

As supernovas são eventos raros que podem marcar o fim de uma estrela de massa
intermediária ou massiva da sequência principal, caracterizada por uma tremenda explosão
brilhante de modo que sua luminosidade máxima é comparável a de uma galáxia inteira
(PRIALNIK, 2000), como também a explosão de uma estrela anã branca em um sistema
binário, podendo ser observada a olho nu e possuem um pico máximo de brilho que pode

201 Mpc corresponde a 3.086 ˆ 1022 m.
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Figura 2.13: Curvas de luz de 17 Supernovas do Tipo Ia, com magnitude aparente na
banda B, no painel esquerdo e corrigidas pela distância, redshift e stretch (esticar, em
português) no painel direito. Fonte: COELHO et al. (2014).

durar alguns dias e depois um decaimento lento do mesmo na curva de luz21.
As supernovas podem ser classificadas basicamente por aquelas que apresentam linhas

de emissão de hidrogênio presentes ou ausentes, tipo II e tipo I, respectivamente. Subdi-
visões surgem a depender de suas características individuais através do tipo de explosão
(termonuclear ou colapso nuclear), da curva de luz e do seu espectro22 (TURATTO, 2003).

Um tipo desse evento de interesse para a Cosmologia é classificada como Tipo Ia,
que são eventos ocorridos a partir da explosão termonuclear de uma estrela anã branca
de carbono-oxigênio degenerada em um sistema binário (HOYLE e FOWLER, 1960), no
cenário de concordância. Em síntese, o sistema binário é formado por uma anã branca
e uma outra estrela, de modo que a anã branca acreta a matéria de sua companheira
até que atinge um limite crítico de acreção de massa, onde a pressão de degenerescência
dos elétrons não é mais capaz de sustentar sua gravidade, fazendo a estrela entrar em
colapso seguido por uma explosão termonuclear, na qual a anã branca explode como uma
Supernova sem deixar um remanescente compacto.

A vantagem proporcionada por esse tipo, é que possui um limite máximo para a massa
de uma anã branca conhecido como limite de Chandrasekhar (CARROLL e OSTLIE,
2017; CHANDRASEKHAR, 1931), cerca de « 1.4 Md. Assim, todas as explosões de
SNe Ia são similares entre si, de modo que quando comparadas é possível calibrar suas
curvas de luz, como podemos ver na Figura 2.13, onde as curvas de luz individuais tem o
formato semelhante entre as demais.

Existem alguns métodos utilizados para a calibração das curvas de luz de supernovas
do tipo Ia (veja por exemplo COELHO et al. (2014); GUY et al. (2005); JHA et al. (2007);
PHILLIPS et al. (1999)). Após calibradas, as supernovas são utilizadas como velas padrão
para a medida de distâncias no universo.

21Medidas de fluxo específico em função do tempo.
22O espectro é a distribuição da emissão de radiação em diferentes faixas de comprimentos de onda (ou

frequência) do espectro eletromagnético.
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Capítulo 3

Dados observacionais: O catálogo
Pantheon+

Nesse capítulo, nós apresentaremos os dados observacionais que foram utilizados em
nosso estudo. Na seção 3.1 será realizada uma descrição das características gerais do
catálogo e em seguida, na Seção 3.2, nós explicaremos os critérios de seleção utilizados
para a geração da nossa amostra com a finalidade de estudar o bulk flow no Universo
Local.

3.1 Carcaterísticas gerais do catálogo

O catálogo Pantheon` (BROUT et al., 2022) de SNe Ia, é o sucessor da compilação
original Pantheon (SCOLNIC et al., 2018), que reúne um grande número de eventos de
SNe Ia, incluindo aqueles localizados em galáxias hospedeiras suficientemente próximas
em que suas distâncias foram obtidas utilizando Cefeidas.

O catálogo Pantheon`1 contém 1701 curvas de luz de supernovas no intervalo de
redshift 0.001 ď z ď 2.26, onde apenas 1550 eventos são supernovas distintas e o restante
são duplicações de algumas delas. As duplicações acontecem devido à algumas SNe Ia
terem sido observadas por diferentes levantamentos astronômicos e colaborações. As cor-
relações entre as curvas de luz são levadas em conta na matriz de covariância, incluindo
uma medida do ruído fora da diagonal proveniente de medições realizadas por duas ob-
servações diferentes. A distribuição angular das SNe Ia na esfera celeste é apresentada
na Figura 3.1, em coordenadas galácticas, onde o disco da Via Láctea ocupa a região do
equador da figura.

Podemos ver na Figura 3.1 que algumas regiões encontram-se despovoadas de SNe,
especialmente no hemisfério sul galáctico. Isso ocorre porque supernovas são fontes tran-
sientes, ou seja, eventos aleatórios de curta duração no céu e não traçadores cósmicos de

1Disponível em: https://github.com/PantheonPlusSH0ES/DataRelease/tree/main/Pantheon2B_
Data.
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Figura 3.1: Projeção Mollweide da distribuição de SNe Ia, da amostra Pantheon`, na
esfera celeste em coordenadas galácticas, onde a latitude (´90˝ ď b ď 90˝) encontra-se
no eixo vertical e a longitude (0˝ ď l ď 360˝) na horizontal.

longa vida que podem ser observados a qualquer momento com um levantamento astronô-
mico. Assim, o que se tem é a compilação de várias contribuições de diferentes estudos
(veja por exemplo a Figura 3.2 e observações por diferentes astrônomos concentrados
nas regiões com mais instrumentos disponíveis, como por exemplo, nas instituições de
pesquisa localizadas no hemisfério norte geográfico.

Figura 3.2: Distribuição de redshift do Pantheon` por cada levantamento através de uma
contagem cumulativa. As referências de cada estudo exibido na legenda encontra-se em
SCOLNIC et al. (2022).

Além de conter dados de diversos referenciais de redshift, como o da RCF e o Helio-
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cêntrico (Hel), o catálogo Pantheon+ oferece uma coleção abrangente de dados precisos
obtidos através de espectroscopia. Isso inclui as curvas de luz, matriz de covariância,
módulo de distância, bem como velocidades peculiares (SCOLNIC et al., 2022).

3.2 Seleção dos dados

Em nossas análises, nós utilizaremos as seguintes informações dos dados de SNe Ia:
posição angular no céu (l, b)2, redshift (zCMB)3, módulo de distância (MU_SH0ES),
velocidades peculiares (VPEC) e as suas incertezas, respectivamente, exceto àquelas em
relação à última, e a matriz de covariância Cstat (com o número de linhas/colunas na matriz
N “ 1701), construída a partir das incertezas estatísticas e sistemáticas do módulo de
distância. A respeito das incertezas das velocidades peculiares, é indispensável mencionar
que estão indeterminadas, no catálogo aparece apenas um valor de 250 km/s para todas as
supernovas listadas. No entanto, uma solução para estimar essa quantidade é apresentada
na Seção 5.3.

Nosso objetivo neste trabalho, como já expressado, é detectar o movimento bulk flow
no Universo Local, medindo sua velocidade e direção, utilizando os dados de SNe Ia
do Pantheon` em nossa investigação e para tanto, nós selecionamos uma amostra se-
guindo alguns critérios. A escolha do intervalo de redshift foi motivada por: i) o dipolo
gravitacional Shapley-DR em análise está limitado por uma região espacial próxima ao
superaglomerado de Shapley que encontra-se em zShapley » 0.05, assim nós utilizaremos
dados no intervalo de zRCF ď 0.06; ii) não é esperado que as galáxias muito próximas a nós
sigam o fluxo de Hubble, pois as regiões de sobredensidade e subdensidade afetam o seu
movimento, de modo que estes são dominantes em relação à expansão de Hubble, então
nós adotamos um limite inferior de zRCF ě 0.015 (PETERSON et al., 2022; RIESS et al.,
2016).

Neste cenário, as nossas análises são restritas ao Universo Local, no qual podemos
utilizar a lei de Hubble-Lemaître para calcular H0 (VISSER, 2004). Assim, nossa análise
é independente de modelo cosmológico para o cálculo das distâncias físicas. Por con-
sistência, no Apêndice A.1, nós realizamos um teste com quatro intervalos diferentes de
redshift próximos à nossa amostra zRCF P r0.015, 0.06s, onde nós aplicamos a nossa análise
direcional para estudar as SNe Ia de cada conjunto nesses intervalos; como observado, nós
obtemos basicamente o mesmo resultado.

De acordo com os critérios de seleção, para nossa análise direcional, a nossa
amostra final escolhida é composta por 501 SNe Ia com redshifts no intervalo de
0.015 ď zRCF ď 0.06, i.e., medidos no referencial da RCF, com sua distribuição

2Os dados do Pantheon` fornecem ascenção reta (RA) e declinação (DEC), mas nós faremos uma
transformação de coordenadas e adotaremos em todo o estudo o sistema de coordenadas galácticas com
longitude e latitude galácticas (l, b).

3Note que em inglês a RCF é denotada como CMB, i.e., Cosmic Microwave Background.
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angular em coordenadas galácticas mostrada na Figura 3.3 e a distribuição de redshifts
dada pela Figura 3.4.
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Figura 3.3: Projeção Mollweide da distribuição de 501 SNe Ia selecionadas para nossa
análise direcional na esfera celeste, em coordenadas galácticas.
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Figura 3.4: Histograma da frequência da amostra de 501 SNe Ia selecionadas para nossa
análise direcional, no intervalo de redshift 0.015 ď zRCF ď 0.06; com o bin de tamanho
∆z “ 0.002.



Capítulo 4

Metodologia

Neste capítulo, nós apresentaremos a metodologia adotada para realizar a análise
direcional do conjunto de 501 SNe Ia selecionadas previamente para a detecção do bulk
flow. Na sequência, será apresentada a obtenção dos mapas-H0bem como e a geração de
mapas randômicos.

4.1 Lei de Hubble-Lemaître

No quadro de referência da RCF, a velocidade medida de qualquer objeto cósmico é
(BAUMANN, 2022; COURTEAU e VAN DEN BERGH, 1999)

v⃗ “ H0 r⃗ ` v⃗pec , (4.1)

onde os movimentos peculiares1 contribuem para o desvio desses objetos do fluxo de
Hubble (i.e, a expansão do universo). Considerando apenas a componente radial desta
equação, obtém-se

c zRCF “ H0D ` vr
pec , (4.2)

onde D é a distância física radial ao objeto cósmico e vr
pec é a projeção desta velocidade

peculiar na direção radial (para simplificar a notação, a partir de agora, nós escreveremos:
vpec “ vr

pec).

O caminho que nós adotamos para minimizar o impacto das velocidades peculiares foi
a escolha de SNe Ia com zRCF ě 0.015, porque neste caso as velocidades peculiares cor-
respondem à uma pequena fração da velocidade de recessão. De fato, como observado na
Figura 4.1 as velocidades peculiares da nossa amostra analisada são, em média, menores
que 5% da velocidade de recessão em redshifts zRCF ě 0.015.

1Os movimentos peculiares são todos aqueles que as galáxias individualmente possuem, devido a
interação gravitacional com as distribuições de matéria, em relação à expansão do universo.
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Figura 4.1: Painel superior: Histograma de velocidades peculiares de 501 SNe Ia sele-
cionadas para nossa análise. Este histograma mostra a média µ̄ “ ´81.87, a mediana M
“ ´97.44, e o desvio padrão σ “ 157.90, todos em unidades de km/s. Painel inferior:
Fração, em porcentagem, das velocidades peculiares com respeito às velocidades de reces-
são da amostra em análise.

4.2 Cálculo da Distância de Luminosidade

O valor da constante de Hubble, H0, pode ser estimada através da análise do melhor
ajuste de curva para o diagrama de HL. Para isto, nós usaremos a distância de lumino-
sidade e o redshift de cada SN; também usaremos a informação da matriz de covariância
fornecida pelos autores da compilação Pantheon` (BROUT et al., 2022).

No Universo Local, a distância de luminosidade é uma boa aproximação para estimar
as distâncias próprias a objetos com baixos redshifts, z ă 0.2 (VISSER, 2004). De fato,
ao expandir a distância de luminosidade derivada para a lei Hubble através da série
de potências em z da distância física Dpzq “ DLpzq, nós podemos realizar o melhor
ajuste utilizando a primeira ordem mencionada na Subseção 2.3. Assim, reescrevendo a
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equação 2.95, obtemos
DLpzRCFq “

c zRCF

H0

, (4.3)

onde escrevemos DL “ dL para acompanhar a notação utilizada por LOPES et al. (2024)
e zRCF é o redshift da SN medido no referencial da RCF. Note que a Equação 4.3 é a lei de
Hubble-Lemaître linear em baixos redshifts para distâncias de luminosidades conhecidas
e velocidades radiais não relativísticas.

Para calcular as distâncias de luminosidades das SNe Ia, nós utilizamos o módulo
de distância µ, onde a magnitude fiducial foi determinada a partir das distâncias de
suas galáxias hospedeiras (BROUT et al., 2022). O módulo de distância, definido na
Equação 2.107, pode ser escrito para as SNe Ia do Pantheon` como (BROUT et al.,
2022; SCOLNIC et al., 2022)

µ ” mB ` αx1 ´ βc ´ M ´ δbias ` δhost “ 5 log10pDL{Mpcq ` 25 , (4.4)

onde mB é a magnitude aparente na banda B (i.e., filtro azul), M é a magnitude absoluta
fiducial, α e β são parâmetros que relacionam estiramento e cor, respectivamente, à lumi-
nosidade, eles são obtidos do ajuste das curvas de luz das supernovas utilizando o modelo
SALT2 a partir do pacote de software SNANA (veja SCOLNIC et al. 2018). Por fim, δbias

é um termo de correção que leva em conta vieses de seleção enquanto δhost é o termo de
correção de luminosidade para correlações residuais entre o brilho padronizado de uma
SN Ia e a massa da sua galáxia hospedeira e são derivados de simulações. Note que DL é
dada em unidades de Mpc. Então, calculamos a distância de luminosidade como

DL “ 10
µ´25

5 . (4.5)

4.3 Melhor Ajuste de H0 e Incertezas associadas à DL

e δH0

Dada uma função X, que depende de duas ou mais variáveis u, v, ..., X “ fpu, v, ...q,
nós podemos calcular a incerteza associada à esta função utilizando a propagação de erros
por quadratura (BEVINGTON e ROBINSON, 1992)

σ
X

“

d

ˆ

BX

Bu

˙2

pσuq2 `

ˆ

BX

Bv

˙2

pσvq2 ` ¨ ¨ ¨ , (4.6)

onde os termos BX
Bu

, BX
Bv
, ..., são as derivadas parciais de X com respeito a u, v, ..., e σu, σv, ...,

são as incertezas associadas às quantidades medidas u, v, ..., respectivamente. Vale notar
que esta fórmula é válida para estimar o erro estatístico de grandezas independentes, do
contrário seria necessário considerar os termos cruzados, que seriam diferentes de zero.
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Assim, os erros associados às medidas da distância de luminosidade, dL, são

σ
DL

“
1

5
lnp10qDL σµ , (4.7)

onde σµ é obtido da matriz de covariância do catálogo Pantheon`.

A estimativa do parâmetro H0 é obtida através do ajuste de curva dos dados observados
em relação à função teórica da distância de luminosidade; isso é feito a partir da lei de
Hubble-Lemaître 4.3, utilizando a função curve_fit do pacote scipy.optimize2 da biblioteca
de código aberto em linguagem Python SciPy, onde o melhor ajuste de curva é realizado
de modo que seja minimizada a função χ2

χ2
pz;H0q “ rDLpzq ´ Dmodelo

L pz,H0qs
T

ˆ Cov´1
ˆ rDLpzq ´ Dmodelo

L pz,H0qs , (4.8)

onde Cov´1 é o inverso da matriz de covariância Cov, que é inserida no código a partir da
propagação de erros do módulo de distância dada pela equação 4.7. Com o melhor ajuste
nós obtemos as quantidades rH0, σ

2
m´as, onde σ2

m´a é a variância obtida para o parâmetro
H0 devido ao melhor ajuste, e o desvio padrão , σm´a, é dado pela raiz quadrada da
variância.

No entanto, para estimar o erro total de H0, nós precisamos levar em conta não
somente: (i) as incertezas geradas durante o processo de ajuste, em que utilizamos a matriz
de covariância da amostra Pantheon`, mas também (ii) os erros estatísticos gerados pela
análise de um número diferente de SNe Ia em cada calota esférica, assim como (iii) as
incertezas provenientes do cálculo do dipolo do nosso mapa-H0, que levam em consideração
toda a amostra. Portanto, o erro total na medida de H0 é

σH0 “

b

σ2
m-a ` σ2

st ` σ2
dp , (4.9)

onde σst corresponde ao erro estatístico calculado como

σi
st “

1
?
ni

, (4.10)

onde ni é o numero de SNe Ia observadas na i-ésima calota esférica e σdp corresponde
à incerteza devido à natureza dipolar do mapa-H0 (detalhada na Seção 5.1), que foram
obtidas utilizando simulações Monte Carlo, como mostrado no Apêndice A.2.

2A função utilizada e demais funções disponíveis da biblioteca podem ser acessadas através do link
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.curve_fit.html.
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4.4 Os mapas-H0

Para investigar em qual direção a nossa amostra de 501 SNe Ia mostra um valor maior
de H0, ou não mostra uma direção preferencial, nós realizamos nossa análise direcional
escaneando a esfera celeste com calotas esféricas de raio γ utilizando o método descrito a
seguir.

Uma calota esférica na esfera celeste, de γ graus de raio, com vértice no i-ésimo pixel
com coordenadas pθi, ϕiq, é definida como a região

Ωγ
i ” Ωpθi, ϕi; γq P S2 , (4.11)

onde S2 representa a esfera celeste e

pθica, ϕ
i
caq “ pθi, ϕiq, (4.12)

para i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , Npix (BERNUI et al., 2007; BERNUI, 2008). Ambos o número de calotas
esféricas N e as coordenadas angulares dos seus centros tpθica, ϕ

i
caqu, i “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ , N , são

definidos usando o algoritimo de pixelização da biblioteca Healpy/HEALPix3 (GÓRSKI
et al., 2005), em linguagem Python. O parâmetro de pixelização Nside providencia a
resolução da grade que define a quantidade de pixels, Npix, em que a esfera é pixelizada
seguindo a relação

N “ Npix “ 12 ˆ N2
side , (4.13)

onde Nside “ 2k, e k é um número inteiro algumas vezes chamado de ordem e o fator
12 surge da divisão mínima de áreas iguais que você pode obter com essa pixelização
(N2

side “ 1). Isso significa que Nside “ 2 produz N “ 48 centros de calotas esféricas,
e Nside “ 4 produz N “ 192 centros, que correspondem às resoluções angulares que
usaremos em nossa análise direcional. Um exemplo pode ser visualizado na Figura 4.2,
onde ilustramos a pixelização da esfera dividida em Npix pixels de áreas iguais.

Como observado no painel inferior do plot da Figura 3.1, as SNe não estão distribuidas
uniformemente no céu. Isto implica que o número de SNe não é igual em todas as calotas
esféricas, um fato que nós levamos em conta em nossas análises ao estimar as incertezas
na medida de H0, a resolução do nosso mapa e a escolha de γ, o raio das calotas esféricas.
Nossa análise será realizada considerando dois casos: N “ 48 e N “ 192 calotas, como
uma forma de testar a consistência dos nossos resultados.

A escolha do raio da calota esférica, γ, é um desafio: não pode ser pequeno porque
o número de SNe observado nesses limites seria tão pequeno que o melhor ajuste seria
dominado por ruído estatístico, e não pode ser grande a ponto de perder precisão4 na

3https://healpy.readthedocs.io/en/latest/
4Porque incluir SNe que não contribuem para a direção de interesse faz com que o efeito que queremos

medir diminua.
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Figura 4.2: Cada ponto preto corresponde ao centro de um i-ésimo pixel de coordenadas
pθipix, ϕ

i
pixq, que também equivale ao vértice da i-ésima calota esférica pθicap, ϕ

i
capq repre-

sentada por Ωγ
i ” Ωpθicap, ϕ

i
cap, γq P S2 com raio γ e representada em cor rosa profundo.

Assim, todas as supernovas contidas dentro desta região sombreada em rosa profundo –
mas não representadas na figura – são analisadas no diagrama HL para obter o melhor
ajuste de H0. Figura adaptada de GORSKI et al. (1999).

determinação das direções onde H0 é máximo ou mínimo. Como limite inferior para
o número ni consideramos o número do SNe analisado em 1998 (PERLMUTTER et al.,
1999; RIESS et al., 1998), ou seja ni „ 40 SNe. Após vários testes, nós adotamos γ “ 60˝.
Porém, também realizamos testes de robustez com outros valores de raio para verificar
se o valor γ “ 60˝ não está influenciando os nossos resultados. Conforme mostrado no
Apêndice A.4, refazemos nossas análises direcionais considerando calotas com γ “ 65˝ e
γ “ 70˝ obtendo resultados completamente semelhantes.

Assim, nossa análise direcional consiste em calcular H0 em cada uma das N calotas
esféricas, de γ graus de raio, produzidas via escaneamento da esfera celeste, através da
performance de melhor ajuste do diagrama HL para as SNe observadas em cada calota e
atribuindo o valor H0 encontrado ao centro da calota. No Apêndice A.3, nós investigamos
a correlação entre o número de SNe e o melhor ajuste de H0, onde concluímos que o número
de SNe observados em cada calota esférica têm impacto negligenciável no comportamento
dipolar de H0.

Por exemplo, suponha que na i-ésima calota esférica, de raio γ, observamos ni SNe,
então nós realizamos o melhor ajuste do diagrama HL com estes ni eventos encontrando
o valor H i

0. O conjunto de N valores: tH i
0u, para i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N , são então reunidos em

um mapa do céu completo, daqui em diante chamado de mapa-H0; no qual é atribuída
uma escala de cores a este conjunto de números reais tH i

0u, obtendo-se assim um mapa-
H0 colorido, que está apresentado na Seção 5.1, e mostrado nos painéis esquerdos da
Figura 5.1. Este mapa gerado pode ser decomposto em harmônicos esféricos, de modo
que utilizando a função anafast, da mesma biblioteca Healpy, podemos obter seu espectro
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de potência angular, estimado como

CH0
ℓ ”

1

2ℓ ` 1

ℓ
ÿ

m“´ℓ

|aH0
ℓm|

2 , (4.14)

para os multipolos ℓ “ 0, 1, 2, ..., onde na prática o valor de ℓmax depende da resolução do
mapa.

O passo seguinte é calcular a componente do dipolo do mapa-H0 através da análise
do espectro de potência angular e estabelecer sua significância estatística com a ajuda de
mapas isotrópicos simulados, descritos na seção seguinte.

4.5 Simulação de mapas-H0 estatisticamente isotrópi-

cos

Para investigar a significância estatística dos nossos resultados, é necessária a compa-
ração deles com mapas-H0 isotrópicos obtidos através da randomização da nossa amostra
da seguinte maneira: suponha que o número de SNe na i-ésima calota esférica seja ni, para
i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N . Estas ni SNe foram selecionadas na i-ésima calota devido à sua separação
angular com respeito ao centro da calota esférica, que é menor ou igual a γ graus. Em
nosso teste, em vez disso, para a i-ésima calota esférica, nós selecionamos aleatoriamente
ni supernovas de qualquer parte do céu, onde i “ 1, ¨ ¨ ¨ , N ; em seguida, refazemos o
procedimento de melhor ajuste nos N diagramas HL, obtendo um mapa-H0 isotrópico,
denominado mapa-H Iso

0 . Ao todo, nós repetimos este processo 1000 vezes, obtendo 1000

mapas-H Iso
0 . Para fins ilustrativos, nós mostramos na Figura 4.3 dois desses mapas iso-

trópicos para cada resolução angular, N “ 48 e 192 calotas esféricas, i.e., mapas-H Iso-48
0 e

mapas-H Iso-192
0 , respectivamente.
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Figura 4.3: Exemplos ilustrativos de mapas-H0 isotrópicos simulados, mapas-H Iso-48
0 , para

N “ 48 calotas (primeira linha), e mapas-H Iso-192
0 para N “ 192 calotas (segunda linha).



Capítulo 5

Resultados e discussões

Neste capítulo, nós apresentaremos as nossas análises e os resultados corresponden-
tes. Iniciaremos apresentando os mapas-H0 obtidos para duas resoluções angulares, com
N “ 48 e N “ 192 calotas esféricas. Em seguida, mostraremos os mapas dos dipolos
correspondentes e a determinação da significância estatística desses mapas. Por fim, os
nosso cálculos da velocidade do bulk flow.

5.1 Estrutura do Dipolo e Espectro de Potência Angu-

lar

De acordo com a metodologia descrita no Capítulo 4, nós calculamos os mapas-H0,
escaneando a esfera celeste com calotas esféricas de raio γ “ 60˝. Os nossos resultados
são apresentados na Figura 5.1.

O passo seguinte é calcular a componente dipolar destes mapas, e para isto calcula-
mos os espectros de potência angular correspondentes. Claramente, como observado na
Figura 5.2, o termo de dipolo C1 é o maior em relação aos demais termos, C48

1 “ 1.52 para
o mapa-H48

0 e C192
1 “ 1.66 para o mapa-H192

0 , indicando que os mapas-H0 apresentam um
comportamento dipolar neto. No entanto, é necessário avaliar a significância estatística
deste resultado, e isto é feito através da comparação com os mapas-H0 isotrópicos ob-
tidos refazendo o nosso procedimento de análise direcional mas randomizando a escolha
das SNe. A produção destes conjuntos de mapas-H Iso

0 isotrópicos considerando as duas
resoluções angulares com 48 e 192 calotas, e as análises estatísticas para determinar a
significância estatística das componentes de dipolo do mapa-H48

0 e do mapa-H192
0 , são

descritas na Seção 4.5.
Nós também calculamos a direção do dipolo, em coordenadas galácticas, encontrando

pl, bq “ p327.08˝ ˘ 22.5˝, 28.23˝ ˘ 22.5˝q, para o mapa-H0 com N “ 48 calotas, e pl, bq “

p326.06˝ ˘ 11.2˝, 27.79˝ ˘ 11.2˝q, para o mapa-H0 com N “ 192 calotas. As direções e as
velocidades do bulk flow dos dipolos para ambas as resoluções em análise estão resumidos
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Figura 5.1: Primeira linha: o mapa-H48
0 com resolução Nside “ 2 (48 calotas esféricas,

painel da esquerda) e seu mapa da componente dipolar (painel da direita). Segunda
linha: o mapa-H192

0 com resolução Nside “ 4 (192 calotas esféricas, painel da esquerda)
e seu mapa da componente dipolar (painel da direita), onde a intensidade do dipolo é
D9

?
C1. A posição do superaglomerado de Shapley é destacada no mapa, para evidenciar

que a direção do dipolo obtida está muito próxima desta estrutura de matéria. Note que
todos esses mapas estão em unidades de km s´1 Mpc´1.
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Figura 5.2: Espectros de potência angular do mapa-H48
0 (painel esquerdo) e do mapa-

H0
192 (painel direito), onde vemos que em ambas as resoluções a componente dipolar é

maior comparada aos demais termos.

na Tabela 5.1.
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As diferenças entre diversas medições direcionais de H0, observadas nos mapas-H0

mostrados nos painéis esquerdos da Figura 5.1, são interpretadas como sendo originadas
pela combinação dos movimentos das galáxias hospedeiras das SNe devido ao fluxo de
Hubble (ou seja, a expansão isotrópica do universo) somados aos movimentos peculiares
em relação às estruturas de matéria (i.e., bulk flow). Claramente, em um universo sem
movimentos peculiares, os mapas-H0 deveriam ser monocromáticos, indicativos da iso-
tropia de H0, ou seja, o mesmo valor de H0 em qualquer direção (exceto por flutuações
estatísticas originadas no procedimento de melhor ajuste dos diagramas de HL).

Assim, em relação à interpretação do dipolo dos nossos mapas-H0, observamos na
Figura 5.1 que esta é uma boa aproximação, mas não um resultado exato. De fato, a
cor de cada pixel em nossos mapas-H0 representa o predomínio de influxos ou efluxos1,
fenômenos que aumentam ou diminuem, respectivamente, a velocidade de recessão das
estruturas de matéria em relação ao fluxo de Hubble. Ou seja, a diversidade de cores nos
pixels de um mapa-H0 reflete o predomínio de um fenômeno ou outro, ou até mesmo o
equilíbrio entre ambos, efeitos que são quantificados pelo melhor ajuste de H i

0 a partir
do diagrama HL dessas supernovas na i-ésima região: pixels avermelhados representam
valores de H i

0 acima da média, enquanto os pixels azulados representam os valores abaixo
da média e os esverdeados valores próximos à média.

Notavelmente, a prevalência de cada um desses fenômenos é determinada pela dis-
tribuição em grande escala da matéria aglomerada e dos grandes vazios, e o Universo
Local está repleto deles. (COURTOIS et al., 2013; DIAS et al., 2023; HOFFMAN et al.,
2017; TULLY et al., 2023). Grandes estruturas de matéria além do superaglomerado de
Shapley produzem um influxo que contribui para distorcer um padrão puramente dipolar.
Por exemplo a South Pole Wall (SPW, POMARÈDE et al., 2020), uma enorme estrutura
em z » 0.04, que ocupa a região avermelhada em altas longitudes galácticas adjacente ao
plano galáctico ao sul, na Figura 5.1. Por outro lado, a presença de grandes regiões sub-
densas além do DR (FRANCO et al., 2024a), como o vazio Perseus-Pisces (z » 0.027),
está produzindo efluxos que também deixam sua assinatura peculiar em nossos mapas
de H0. Todas essas interações gravitacionais complexas produzem influxos e efluxos que
afetam a dinâmica das galáxias hospedeiras das supernovas, fenômenos que são captu-
rados por nossa análise direcional e revelados em nossos mapas-H0. A estrutura dipolar
observada nos mapas-H0 é apenas a consequência de um sistema de dipolo gravitacional
dominante, i.e., Shapley-DR (HOFFMAN et al., 2017).

1Efluxo e influxo são termos utilizados para descrever a saída ou entrada de partículas/energia em um
sistema físico, respectivamente.
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lp˝q bp˝q VBF (km s´1) δH0 (km s´1Mpc´1)
mapa-H0

48 327.08 ˘ 22.5 28.23 ˘ 22.5 127.69 ˘ 110.97 2.44 ˘ 1.88
mapa-H0

192 326.06 ˘ 11.2 27.79 ˘ 11.2 132.14 ˘ 109.30 2.57 ˘ 1.87

Tabela 5.1: Direção e velocidade do bulk flow, para análise direcional com duas resoluções
angulares para escanear o céu: com 48 (Nside “ 2) e 192 (Nside “ 4) calotas esféricas de
raio γ “ 60˝.

5.2 Velocidade do bulk flow

Dado um conjunto de dados de supernovas do tipo Ia em baixo redshift, z ! 1, pode-se
realizar uma análise de melhor ajuste da lei de Hubble-Lemaître linear e escrever

AczCMB

r

E

“ Hm-a
0 , (5.1)

onde os parênteses angulares significam o procedimento realizado para obter o valor de
melhor ajuste Hm-a

0 . Claramente, de acordo com os painéis esquerdos da Figura 5.1,
mapas-H0, o valor obtido na análise de melhor ajuste, Hm-a

0 , depende da direção em
estudo. Analisando esses mapas, determinam-se as direções positiva (`) e negativa (´)
do dipolo dos mapas-H0 (painéis direitos da Figura 5.1). Considere o valor de melhor
ajuste do mapa-H0 obtido na direção positiva do dipolo (negativo), ou seja, H`

0 (H´
0 ).

Então, a análise direcional dos dados das supernovas nessas direções, com distância efetiva
R, é

AczRCF

r

E

˘

“ H˘
0 » H0 ˘

VBFpRq

R
, (5.2)

onde interpretamos o excesso (defeito) em H0 como sendo o efeito do movimento de bulk
flow, com velocidade VBFpRq na distância efetiva R, sobre a taxa de expansão do universo
medida pelas SNe. Como consequência disso, temos

H`
0 ´ H´

0 ” δH0pRq »
2VBFpRq

R
, (5.3)

portanto,

VBFpRq »
1

2
RδH0pRq. (5.4)

A seguir, mostraremos como obter a distância efetiva R.

5.3 Distância efetiva R e velocidades peculiares

Para calcular a distância efetiva R de uma amostra de dados, necessária para computar
a velocidade do bulk flow, nós podemos utilizar o modelo de ruído térmico, thermal noise
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em inglês, de TURNBULL et al. (2012)

R “

řNSNe
i“1 DLi{σ

2
i

řNSNe
i“1 1{σ2

i

, (5.5)

onde DLi é a distância de luminosidade da i-ésima SN, σi é a incerteza da velocidade
peculiar da i-ésima SN, e NSNe é o número de SNe em nossa amostra2. Infelizmente, o
catálogo Pantheon` não contém as medidas das incertezas das velocidades peculiares das
supernovas3. Portanto, para o cálculo da distância efetiva, R, nós precisamos estimar o
conjunto tσiu “ tσvpec i

u.

A partir da equação 4.2, a velocidade peculiar na direção radial é dada por

vpec “ c zRCF ´ H0DL . (5.6)

Para calcular a incerteza de vpec, σvpec , nós utilizamos a equação 4.6 multiplicada por um
fator de4 1{

?
2, obtendo5

σvpec “
1

?
2

b

D2
Lσ

2
H0

` H2
0σ

2
DL

. (5.7)

Então nós calculamos σvpec usando os valores de melhor ajuste de H0 e σH0 , juntamente
com DL e σDL

, para o conjunto de SNe localizadas nas calotas esféricas correspondente
às direções positiva e negativa do dipolo do mapa-H0. Realizando a propagação de erros,
a incerteza de R, σR, é calculada a partir das incertezas na distância de luminosidade,
σDL i, e na velocidade peculiar, σi, ou seja,

σR “

řNSNe
i“1 σDL i{σ

2
i

řNSNe
i“1 1{σ2

i

. (5.8)

Com os dados apresentados acima, calculamos então a distância efetiva usando a equa-
ção 5.5, e sua incerteza associada usando a equação (5.8), obtendo R48 “ 104.67 ˘

10.31 Mpc e R192 “ 102.83 ˘ 10.24 Mpc, para N “ 48 e N “ 192 calotas esféricas,
respectivamente. Para garantir consistência dos resultados obtidos, também estimamos a
distância efetiva usando simulações Monte Carlo, conforme apresentada no Apêndice A.5,
em que obtemos valores totalmente consistentes com os apresentados neste parágrafo.

2Amostra correspondente às supernovas das calotas na direção do dipolo.
3A coluna correspondente à essa quantidade existe, mas a informação exibida lá é de 250 km s´1 para

todas as SNe no catálogo Pantheon+.
4O fator 1{

?
2 é uma média de todas as possíveis direções da velocidade peculiar, relativa à direção

radial; veja, e.g., BROUT et al. (2022).
5A incerteza nas medições de desvio para o vermelho, σzRCF , é negligenciável.
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5.4 Velocidade do bulk flow com SNe Ia

Nossas medidas da variação direcional da constante de Hubble foram feitas conforme
descrito na Seção 5.1, onde nós obtemos uma estrutura dipolar nos mapas-H0, como visto
na Figura 5.1, com valores de máximo e mínimo Hmax

0 “ 71.91˘1.42 e Hmin
0 “ 68.88˘1.32

para o mapa-H48
0 , e Hmax

0 “ 72.80 ˘ 1.26 e Hmin
0 “ 68.88 ˘ 1.17 para o mapa-H192

0 ,
respectivamente (todos os valores de H0 estão em unidades de km s´1Mpc´1).

De acordo com a equação 5.4, para obter a magnitude da velocidade, nós precisamos de
δH0 e R. Nós calculamos δH0 ” H`

0 ´H´
0 , considerando os valores nos mapas-H0, painéis

esquerdos da Figura 5.1, medidos nas duas calotas esféricas correspondentes às direções
do dipolo `{´ mostradas nos painéis direitos da mesma figura. Para o mapa-H48

0 , nós
encontramos H`{48

0 “ 71.78˘ 1.34 e H
´{48
0 “ 69.34˘ 1.32, obtendo δH48

0 “ 2.44˘ 1.88. E
para o mapa-H192

0 , encontramos H
`{192
0 “ 72.31 ˘ 1.34 e H

´{192
0 “ 69.74 ˘ 1.30, obtendo

δH192
0 “ 2.57 ˘ 1.87, onde todos os valores de H0 e δH0 estão expressos em unidades de

km s´1 Mpc´1. O diagrama HL para este último caso é mostrado na Figura 5.3.
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0 =72.31±1.34 km s−1 Mpc−1
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Figura 5.3: Diagrama HL para as SNe Ia localizadas nas calotas esféricas correspondentes
às direções positiva e negativa do dipolo do mapa-H192

0 , mapa exibido no painel direito
da segunda linha da Figura 5.1.

As distâncias efetivas, como calculadas anteriormente, são R48 “ 104.67 ˘ 10.31 Mpc
e R192 “ 102.83 ˘ 10.24 Mpc, então podemos calcular a velocidade do bulk flow

VBF48 “
1

2
p104.67 ˘ 10.31qp2.44 ˘ 1.88q “ 127.81 ˘ 110.97 km s´1, (5.9)
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VBF192 “
1

2
p102.83 ˘ 10.24qp2.57 ˘ 1.87q “ 132.14 ˘ 109.30 km s´1. (5.10)

Nossos resultados são robustos e estão em bom acordo com os valores relatados na
literatura (veja a Figura 5.4). Como mostrado na Figura 5.4, estudos recentes com os
dados do CosmicFlows-4 (CF4, TULLY et al., 2023) em escalas maiores que 100 Mpc h´1

relataram velocidades do bulk flow que estão em grande tensão com as velocidades espe-
radas no modelo cosmológico padrão, como as medidas de WATKINS et al. (2023) que
encontrou 395 ˘ 29 km s´1 em 150 Mpc h´1 e 427 ˘ 37 km s´1 em 200 Mpc h´1, e a
medida de WHITFORD et al. (2023) que encontrou 428 ˘ 108 km s´1 em 173 Mpc h´1,
valores com probabilidade de ocorrência muito baixa considerando o modelo cosmológico
padrão: 0.015%, 0.00015% e 0.11%, respectivamente (estes dados estão também exibi-
dos na Figura 5.4). Como sugerido por WATKINS et al. (2023), estes resultados podem
ser um indicativo de que o referencial de repouso da matéria no universo não é aquele
determinado pelo dipolo da RCF (veja, e.g., MIGKAS et al., 2021).

Na Figura 5.5, nós podemos observar algumas direções interessantes na esfera celeste,
incluindo o dipolo do movimento bulk flow encontrado em nossas análises. Os nossos
resultados, resumidos na Tabela 5.1, confirmam que o sistema gravitacional Shapley-DR
explica bem a natureza dipolar do movimento bulk flow e que as estruturas de matéria
no Universo Local parecem se mover na direção do superaglomerado de Shapley com uma
velocidade de 132.14 ˘ 109.30 km s´1.

Vale mencionar que o desempenho da nossa abordagem depende de termos um grande
número de SNe distribuídas uniformemente na esfera celeste, o que não ocorre atualmente
(como visto na Figura 3.3); consequentemente, as SNe distribuídas de forma irregular em
grandes calotas esféricas contribuem apenas parcialmente para identificar a verdadeira
velocidade do bulk flow : a contribuição potencial v⃗pec se reduz à sua componente na direção
radial vr

pec “ v⃗pec ¨ pr, que pode ser uma quantidade pequena porque depende do ângulo
entre v⃗pec e o vetor unitário pr, um ângulo que pode ser grande e seu cosseno pequeno, em
grandes calotas. Como consequência, observamos que nossa medição é subestimada.

5.5 Mapas isotrópicos e análise estatística de confiança

Nós queremos verificar se a assinatura dipolar encontrada em nossas análises do mapa-
H0 não é um resultado enviesado, seja devido à nossa metodologia de análise ou a algum
artefato nos dados. Uma vez gerados os mapas isotrópicos descritos na Seção 4.5, nós
calculamos a componente dipolar do espectro de potência angular correspondente dos
mapas-H Iso

0 , em ambas as resoluções angulares, tC
Iso-48/192
1 u, informação útil para cal-

cular a significância estatística das componentes dipolares C48
1 e C192

1 , dos mapa-H0
48 e

mapa-H0
192 (mostrados na Figura 5.1), respectivamente. A distribuição das componen-

tes dipolares dos H Iso-48
0 -mapas, tCIso-48

1 u, e dos mapas-H Iso-192
0 , tCIso-192

1 u, bem como os
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Figura 5.4: Este gráfico compara o valor esperado no modelo ΛCDM representado pela
linha contínua sólida preta mais os limites em tracejado de 1σ (azul) e 2σ (laranja) com
as várias medições da velocidade do bulk flow : A23 (AVILA et al., 2023); H14 (HONG
et al., 2014); Q18 and Q118 (QIN et al., 2018); N11 (NUSSER e DAVIS, 2011); W09
(WATKINS et al., 2008); M13 (MA e SCOTT, 2013); T12 (TURNBULL et al., 2012);
S16 (SCRIMGEOUR et al., 2016); C11 (COLIN et al., 2011); D11 (DAI et al., 2011);
W23 e W123 (WATKINS et al., 2023); WA23 e WA123 (WHITFORD et al., 2023), e o
resultado das nossas análises L24 (LOPES et al., 2024), para o caso N “ 192. Todas as
distâncias efetivas, R, estão expressas em unidades de Mpc h´1; neste gráfico, nós usamos
h “ 0.7 para fins de comparação, onde nossa medida está expressa em 71.98 Mpc h´1.

valores C48
1 “ 1.52 e C192

1 “ 1.66, estão exibidos na Figura 5.7; a partir destas distri-
buições, nós obtemos as médias e os desvios padrão: CIso-48

1 “ 0.08, CIso-192
1 “ 0.02 e

σIso-48 “ 0.07, σIso-192 “ 0.02.
No Apêndice A.2 nós realizamos simulações Monte Carlo para calcular as incertezas

em C48
1 e C192

1 , i.e., σCRan-48
1

“ 0.67 e σCRan-192
1

“ 0.35, respectivamente. Com estes dados
nós podemos finalmente calcular a significância estatística dos dipolos encontrados em
nossa análise direcional; por exemplo, para o caso da componente dipolar C192

1 calcula-se

|C192
1 ´ CIso-192

1 |{

b

σ2
CRan-192

1
` σ2

Iso-192, (5.11)

onde encontramos que este dipolo é significativo em um nível de confiança superior a
99.9%.

Embora nossa abordagem direcional não tivesse como objetivo realizar uma medição
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Figura 5.5: Projeção mollweide das estruturas e direções caracterizando os fluxos no
Universo Local, em coordenadas galácticas. O Dipole Repeller em azul, o superaglomerado
de Shapley em vermelho, o dipolo da RCF em índigo, e a direção `{´ do bulk flow
encontrada para o mapa-H192

0 em rosa profundo com a medida da incerteza representada
por um círculo da mesma cor (de 11.2˝ de raio).

de H0, ainda assim, é possível obter essa informação importante a partir das componentes
monopolares dos nossos mapas-H0

48{192. Dessa forma, a medida de H0 para o caso N “

192 será apresentada no Apêndice A.6, e para comparação também mostramos uma análise
dependente de modelo cosmológico.
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Figura 5.6: Histograma da distribuição de coordenadas galácticas l [0˝, 360˝] e b [´90˝,
90˝], para as direções dos dipolos nos mapas gerados randomicamente mapas-H Iso

0 . Os
primeiro e segundo painéis analisam os mapas-H Iso-48

0 randômicos (48 calotas), enquanto
os terceiro e quarto painéis analisam os mapas-H Iso-192

0 randômicos (192 calotas). Em
ambos os casos, nossos resultados confirmam que os mapas-H Iso-48/192

0 isotrópicos não
exibem uma direção preferencial, como esperado.

10−1 100

C1

0

50

100

150

200

d
N

Data

10−2 10−1 100

C1

0

100

200

300

d
N

Data

Figura 5.7: Histogramas das componentes dipolares, C1, obtidos a partir dos 1000 mapas
randomizados, mais a linha pontilhada na vertical desenhada para comparação com o
mapa-H0

48 (painel esquerdo) e o mapa-H0
192 (painel direito), com C1 “ 1.52 e C1 “

1.66 dos mapas originais, respectivamente. Como observado, em ambos os casos, nossa
análise direcional mostra que as componentes dipolo dos mapas-H0 exibidas na Figure 5.1
são estatisticamente significantes, com um nível de confiança superior a 99.9%.
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Conclusões

As estruturas de matéria cósmica crescem com o tempo devido à interação gravitaci-
onal. Isso explica por que nossa vizinhança cósmica, z » 0, exibe grandes estruturas de
matéria aglomeradas e vazios (AVILA et al., 2021, 2022b; COLGÁIN, 2019; COURTOIS
et al., 2013; DE CARVALHO et al., 2020; DE VAUCOULEURS, 1953; HOFFMAN et al.,
2017; MARQUES et al., 2024; RUBIN, 1951; TULLY et al., 2019). Neste cenário, foi re-
centemente proposto que as estruturas do superaglomerado de Shapley e o DR dominam
o campo de velocidades das galáxias no Universo Local, agindo como um sistema gravi-
tacional dipolar. Este cenário merece investigação porque no Universo Local o efeito dos
movimentos peculiares causados pela distribuição de matéria compete com a expansão
do universo, dificultando a análise do diagrama HL, afetando a medição da constante de
Hubble.

Motivados por esta proposta, nós investigamos a subamostra de 501 SNe Ia do catálogo
Pantheon+ no Universo Local, com redshifts 0.015 ď z ď 0.06, com o objetivo de medir
tanto a direção quanto a magnitude da velocidade do bulk flow.

Nossa análise direcional varre a esfera celeste considerando duas resoluções angulares:
com calotas esféricas de N “ 48 e N “ 192, embora nossas conclusões sejam tiradas
do caso de melhor resolução angular, i.e., para N “ 192 calotas. Nós encontramos um
dipolo estatisticamente significante na variação da constante de Hubble, com um nível
de confiança superior a 99.9%, com valores de H0 nas direções `{´ do dipolo: H

`{192
0 “

72.31 ˘ 1.34 km s´1 Mpc´1 e H
´{192
0 “ 69.74 ˘ 1.30 km s´1 Mpc´1, para o H192

0 -mapa.
A Tabela 5.1 e as Figuras 5.1 e 5.4 resumem nossos resultados.

Nossos estudos confirmam que as estruturas de matéria no Universo Local estão de fato
seguindo um movimento de bulk flow dipolar em direção a pl, bq “ p326.1˝ ˘ 11.2˝, 27.8˝ ˘

11.2˝q, que é uma direção próxima ao superaglomerado de Shapley (lShapley, bShapleyq “

p311.53˝, 32.31˝), com uma velocidade de 132.14 ˘ 109.30 km s´1 calculados a uma dis-
tância efetiva de 102.83˘10.24 Mpc = 71.98˘7.17 Mpc h´1, usando h “ 0.7 para ilustrar
a comparação das medidas mostradas na Figura 5.4. Não menos interessante, a direção
antípoda do bulk flow dipolar encontra-se próximo à estrutura DR, conforme ilustrado na
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Figura 5.5.
No entanto, várias análises realizadas em escalas moderadas À 100 Mpc h´1 estimam

as velocidades de bulk flow descobrindo que elas são estatisticamente consistentes com a
previsão do ΛCDM, bem como a medição de WHITFORD et al. (2023) em 49 Mpc h´1

analisando o conjunto de dados CF4, e também nossa medida na distância efetiva de
72 Mpc h´1.

Concluindo, nossa análise direcional mostra que o campo de velocidade do bulk flow
no Universo Local é bem explicado pelo sistema dipolo gravitacional Shapley-DR (HOFF-
MAN et al., 2017). Além disso, nós estamos confiantes de que os nossos resultados são
robustos e que a metodologia adotada não está enviesada devido aos diversos testes de
consistência realizados, que estão apresentados no Apêndice.
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Apêndice A

A.1 Teste de consistência para outros intervalos de

redshift z

Neste apêndice, nós investigamos a consistência de nossos resultados estudando as
SNe presentes em outros intervalos de redshift, próximos ao intervalo original analisado
neste trabalho, zRCF P r0.015, 0.06s. Assim, realizamos nossa análise direcional para quatro
amostras de SNe com intervalos de redshift como segue: z P r0.01, 0.06s, z P r0.01, 0.055s,
z P r0.01, 0.065s, e z P r0.015, 0.065s no marco de referência da RCF; o número de SNe
Ia nestes intervalos foram 565, 552, 576, e 512, respectivamente. Os mapas-H192

0 obtidos
em cada caso estão apresentados na coluna esquerda da Figura A.1. Para ilustrar quão
diferentes esses mapas são com respeito ao mapa original mapa-H192

0 , analisado para as
SNe com z P r0.015, 0.06s e mostrados no painel esquerdo da segunda linha da Figura 5.1,
nós calculamos o mapa da diferença Di ” [mapa-H192{original

0 - mapa-H192{i
0 ], onde o índice

i refere-se à cada uma das quatro sub-amostras mencionadas acima. Os mapas tDiu estão
exibidos na coluna direita da Figura A.1, e mostram que as diferenças com respeito aos
mapas-H192{original

0 são muito pequenas para os dois primeiros casos, e as diferenças para
os dois últimos casos são de À 2%, implicando que os nossos resultados referentes ao
intervalo analisado neste trabalho, z P r0.015, 0.06s, são robustos.

A.2 Incertezas em H0 devido ao Dipolo δH0: Simulações

Monte Carlo

A natureza dipolar de δH0pl, bq contribui para a incerteza na medida de σH0 (veja a
Seção 4.3). Para calcular esta incerteza, σdp, devido à dependência direcional observada
em Hm-a

0 pl, bq, nós realizamos simulações Monte Carlo.

Primeiro, nós geramos 1000 amostras aleatórias de SNe, onde suas posições angulares
pl, bq foram preservadas, mas suas distâncias de luminosidade foram estimadas aleatoria-
mente a partir de uma distribuição Gaussiana, considerando como média e desvio padrão

75



76 APÊNDICE A.

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

0.01 ≤ z ≤ 0.06

68.91 72.78

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

-0.06 0.11

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

0.01 ≤ z ≤ 0.055

68.81 72.78

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

-0.37 0.36

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

0.01 ≤ z ≤ 0.065

69.06 72.78

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

-1.72 1.77

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

0.015 ≤ z ≤ 0.065

69.02 72.8

150° 120° 90° 60° 30° 0° 330° 300° 270° 240° 210°

-60°

-30°

0°

30°

60°

-1.69 1.73

Figura A.1: Coluna esquerda: os mapas-H192
0 para diferentes intervalos de redshift.

Coluna direita: os mapas das diferenças entre o mapa original mapa-H192
0 (veja a Fi-

gura 5.1) e o mapa correspondente à esquerda.

dessa distribuição a distância de luminosidade de cada SN, DL, e sua incerteza, σDL
,

respectivamente. Em seguida, nós realizamos o mesmo processo de análise direcional
considerando ambas as resoluções angulares, ou seja, com N “ 48 e N “ 192 calotas.
Depois, realizando o procedimento de melhor ajuste de H0 nos diagramas HL, obtivemos
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1000 mapas randômicos de HRan-48
0 e 1000 mapas randômicos de HRan-192

0
1.

Para cada um destes mapas, nós calculamos as amplitudes tδH0u
Ran-48 e tδH0u

Ran-192,
as componentes dipolares do espectro de potência angular tC1u

Ran-48 e tC1uRan-192, e as
direções tpl, bquRan-48 e tpl, bquRan-192 dos dipolos. Os histogramas das distribuições corres-
pondentes obtidos estão mostrados na Figura A.2 (as primeira e segunda linhas corres-
pondem a N “ 48, e a terceira corresponde a N “ 192). O desvio padrão das distribuições
tδH0u

Ran-48/192 providencia uma medida da incerteza devido á natureza dipolar do mapa-
H0, δH0, onde nós obtemos σ48

dp “ 1.26 km s´1 Mpc´1 e σ192
dp “ 1.24 km s´1 Mpc´1,

respectivamente.
Na Figura A.2, na primeira linha, exibimos as amplitudes tδH0u

Ran-48 (painel esquerdo)
e a componente dipolar tC1u

Ran-48 (painel direito) calculados a partir dos mapas randômi-
cos de HRan-48

0 , onde seus desvios padrão fornecem as incertezas σ48
dp “ 1.26 km s´1 Mpc´1,

e σCRan-48
1

“ 0.67, respectivamente. A terceira linha mostra cálculos semelhantes, mas para
o caso N “ 192, σ192

dp “ 1.24 km s´1 Mpc´1, e σCRan-192
1

“ 0.35. As segunda e quarta
linhas fornecem as distribuições das direções do dipolo dos mapas-HRan-48/192

0 , mostrando
as médias e desvios padrão conforme esperado pelo procedimento utilizado nestas si-
mulações de Monte Carlo, ou seja, pl, bqRan-48 “ p326.˝58 ˘ 14.˝33, 27.˝33 ˘ 12.˝76q e
pl, bqRan-192 “ p325.˝68 ˘ 6.˝76, 27.˝17 ˘ 6.˝1q. As linhas verticais tracejadas nos gráficos
tC1u

Ran-48/192 (painéis direitos na primeira e terceira linhas) representam os valores do
dipolo C48

1 “ 1.52 e C192
1 “ 1.66 dos mapas-H0 exibidos na Figura 5.1 (veja a Seção 4.5 e

a Figura 5.7). Essas quantidades são utilizadas para estimar a significância estatística da
natureza dipolar dos nossos resultados (veja a Seção 4.5).

A.3 A correlação entre o número de supernovas e o

mapa-H0

Uma questão interessante diz respeito ao possível viés do número de supernovas ob-
servadas em diferentes direções, o qual poderia impactar na análise de melhor ajuste do
diagrama HL do qual obtemos H0.

Para isso, realizamos uma análise de correlação entre o mapa-H0 com o mapa-número-
de-supernovas (isto é, o mapa onde a cor em cada pixel representa o número de supernovas
usadas para construir o nosso mapa-H0, veja a Figura A.3), utilizando o coeficiente de
correlação linear de Pearson P . Nossas análises mostram (as barras indicam o valor
absoluto): |P | “ 0.234, para o caso com N “ 48 calotas esféricas, e |P | “ 0.198, para
o caso com N “ 192 calotas esféricas. De acordo com a literatura, para valores do
coeficiente de Pearson no intervalo, |P | P r0.0, 0.199s significa que a correlação entre os
pares de mapas com a mesma resolução angular é considerada muito fraca.

1Não deve ser confundido com os mapas isotrópicos H
Iso-48/192
0 , veja a Seção 4.5.
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Figura A.2: Estes gráficos mostram os resultados de nossas simulações de Monte Carlo
realizadas para produzir mapas -HRan-48/192

0 a partir dos quais se pode estimar as incertezas
das quantidades utilizadas em nossas análises.
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É importante notar que, para consistência, nossas análises escaneiam a esfera celeste
considerando duas resoluções angulares: com N “ 48 e com N “ 192 calotas esféricas.
No entanto, nossas conclusões são baseadas no caso da melhor resolução angular, i.e., ao
escanear a esfera celeste com N “ 192 calotas esféricas. Devido a isso, concluímos que o
número de supernovas observadas nas 192 calotas esféricas tem um impacto negligenciável
no comportamento dipolar –estatisticamente significativo– que nossa análise direcional
encontrou no mapa-H0.
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Figura A.3: Mapas do número de supernovas, para as análises com 48 (esquerda) e 192
(direita) calotas esféricas. Estes mapas mostram o número de supernovas analisadas em
cada calota esférica, seguindo o procedimento de análise direcional, atribuindo uma cor ao
número correspondente de supernovas dentro da calota de 60˝. Esses mapas são úteis para
estudar a possível correlação com os mapas mostrados na Figura 5.1; nossos resultados,
discutidos no Apêndice A.3, confirmam que a correlação é muito fraca.

A.4 Robustez para calotas esféricas de outros tama-

nhos

Neste apêndice, realizamos testes de robustez para verificar os resultados de nossas
análises direcionais considerando calotas esféricas com raio diferente de γ “ 60˝, o caso
considerado ao longo deste trabalho. Assim, repetimos nossa análise direcional para os
casos γ “ 65˝ e γ “ 70˝. Além disso, realizamos esses testes para ambas as resoluções
angulares, com 48 e 192 calotas esféricas.

Observando a Tabela A.1, e os mapas-H0 exibidos na Figura A.4, obtemos um excelente
acordo com os resultados encontrados ao longo do texto considerando calotas esféricas γ “

60˝. Portanto, concluímos que nossos resultados, resumidos na Tabela 5.1, são robustos
considerando a análise direcional feita com calotas esféricas de diferentes tamanhos usadas
para escanear a esfera celeste.
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lp˝q bp˝q

mapa-H48
0 / γ “ 65˝ 323.87 ˘ 22.5 28.04 ˘ 22.5

mapa-H192
0 / γ “ 65˝ 328.25 ˘ 11.2 27.42 ˘ 11.2

mapa-H48
0 / γ “ 70˝ 323.87 ˘ 22.5 28.04 ˘ 22.5

mapa-H192
0 / γ “ 70˝ 326.63 ˘ 11.2 29.77 ˘ 11.2

Tabela A.1: Testes de robustez para verificar os resultados de nossa análise direcional
considerando calotas esféricas de tamanhos diferentes. Como observado, ao comparar
os resultados exibidos nesta tabela com aqueles apresentados na Tabela 5.1, ambos os
resultados estão em excelente concordância.
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Figura A.4: Os mapas na parte superior correspondem aos casos com 48 calotas para
γ “ 65˝ (esquerda) e γ “ 70˝ (direita). Os gráficos na parte inferior correspondem aos
casos com 192 calotas para γ “ 65˝ (esquerda) e γ “ 70˝ (direita). como observado, ao
comparar as direções dos dipolos desses mapas-H0, exibidos na Tabela A.1, com aqueles
na Tabela 5.1, ambos os resultados estão em excelente concordância.

A.5 Teste de consistência do cálculo da Distância Efe-

tiva

Na Seção 5.3, vimos que o cálculo da distância efetiva é um passo importante em
nossa metodologia para a obtenção da velocidade do bulk flow. A equação (5.5) é ba-
seada no modelo de ruido térmico (thermal noise) de TURNBULL et al. (2012), que
necessita da informação das incertezas das velocidades peculiares, as quais são tabeladas
simbolicamente pelo valor de 250 km s´1 para cada supernova no catálogo Pantheon+.
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Ainda na Seção 5.3, nós calculamos σvpec usando propagação de erros com a equa-
ção (5.7). Contudo, para testar a consistência dos nossos resultados, nós adotaremos o
método de simulação Monte Carlo para encontrar σvpec e a distância efetiva R. Para isto,
nós simulamos distribuições Gaussianas para cada supernova localizada dentro das calotas
esféricas correspondentes às direções `{´ do dipolo (veja a Tabela 5.1), considerando o
valor vi

pec (dados no catálogo Pantheon+) como a média e 250 km s´1 como o desvio
padrão da distribuição. Para cada uma das distribuições geradas, uma para cada super-
nova em análise, nós escolhemos randomicamente um valor que nós consideramos como a
incerteza da velocidade peculiar, σvpec , da supernova correspondente. Assim, o conjunto
de valores tσvpecu obtidos desta forma chamaremos de uma realização. Com este conjunto
de incertezas, nós calculamos o valor da distância efetiva R usando a equação (5.5) para
cada realização.

Nós repetimos esse processo até gerar um conjunto de Nrealiz “ 5000 realizações para
cada uma das resoluções angulares, isto é, para 48 e 192 calotas esféricas. O conjunto das
distâncias efetivas obtidas foram tRju, j “ 1, ¨ ¨ ¨ , 5000, valores produzidos para 48 e 192

calotas e formam duas distribuições que estão exibidas nos histogramas na Figura A.5. A
mediana de cada distribuição providenciam o valor final da distância efetiva R. Portanto,
nós obtemos R48 “ 118.33 ˘ 33.71 Mpc, e R192 “ 117.57 ˘ 33.60 Mpc. Estes resulta-
dos estão em bom acordo com aqueles encontrados em nossa análise na Seção 5.3, com
incertezas maiores do que as anteriores.
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Figura A.5: Histogramas das distribuições da distância efetiva R obtidas usando simula-
ções Monte Carlo, em unidades de Mpc, para o mapa-H48

0 (painel esquerdo) e mapa-H192
0

(painel direito).

A.6 Medindo a constante de Hubble H0

A nossa análise direcional não tinha como objetivo realizar uma medição de H0, mas
sua variação relativa no céu. No entanto, nós podemos obter essa informação através da
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componente monopolar dos mapas-H0 de acordo com a relação

H0 “
a

C0{4π, (A.1)

onde C0 é o termo monopolar dos mapas-H0.
Seguindo nossa análise direcional independente de modelo cosmológico, nós obtemos a

componente monopolar dos mapas-H48{192
0 , que nos permite calcular a costante de Hubble

na distância efetiva R192 “ 102.83 ˘ 10.24 Mpc, isto é, z » 0.025, em que obtemos H0 “

70.39 ˘ 1.40 km s´1 Mpc´1 usando o mapa-H192
0 e considerando calotas esféricas com

γ “ 60˝. Por completeza, nós também calculamos H0 para outras resoluções angulares
e calotas esféricas de tamanhos diferentes usadas em nossos testes; os resultados estão
resumidos na Tabela A.2.

γ z mapa-H0 H0 [ km s´1 Mpc´1]
γ “ 60˝ z mapa-H48

0 70.35 ˘ 1.50
γ “ 60˝ z mapa-H192

0 70.39 ˘ 1.40
γ “ 65˝ z mapa-H48

0 70.42 ˘ 1.45
γ “ 65˝ z mapa-H192

0 70.39 ˘ 1.27
γ “ 70˝ z mapa-H48

0 70.43 ˘ 1.38
γ “ 70˝ z mapa-H192

0 70.41 ˘ 1.18

Tabela A.2: Medidas de H0 para calotas esféricas de tamanhos diferentes.

A nossa análise independente de modelo cosmológico foi realizada utilizando a lei de
Hubble linear considerando a primeira ordem de aproximação da distância de lumino-
sidade. Mas, se nós assumirmos, por exemplo, cosmografia de segunda ordem, equa-
ção (2.94), os termos H0 e q0 modelam a expansão do universo em t0 (depois convertido
em z) sem assumir qualquer hipótese sobre seus constituintes e dinâmica. No entanto,
utilizando as equações (2.42) e (2.60), o parâmetro de desaceleração (equação 2.58) pode
ser reescrito como

q0 “
1

2

ÿ

i

Ωi,0p1 ` 3ωq, (A.2)

onde i varia de acordo com as componentes do universo (i.e, matéria, radiação, etc) e ω é
o termo adimensional da equação de estado de cada componente. Portanto, nós obtemos
uma abordagem dependente de modelo cosmológico ao utilizar cosmografia de segunda
ordem para estimar o valor de H0.

Assumindo o modelo cosmológico ΛCDM, onde o universo é composto por » 30%

de matéria total2 (Ωm,0 » 0.3 e ω “ 0) e » 70% de energia escura (ΩΛ,0 » 0.7 e ω “

´1), nós encontramos o valor do parâmetro de desaceleração q0 » ´0.55, assim, nós
repetimos o nosso processo de análise direcional para o caso N “ 192 e obtemos o mapa-
HΛCDM

0 mostrado no painel esquerdo da Figura A.6 e o seu dipolo no painel direito, o

2Onde » 25% corresponde à matéria escura e » 5% à matéria bariônica.
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qual calculamos a direção e encontramos pl, bq “ p325.82˝ ˘ 11.2˝q.
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Figura A.6: O mapa-HΛCDM
0 (esquerda) e o seu dipolo (direita) com resolução N “ 192

calotas esféricas.

Considerando a direção do dipolo, nós encontramos H
`{ΛCDM
0 “ 74.63 ˘ 1.28 e

H
´{ΛCDM
0 “ 71.95 ˘ 1.24, obtendo δHΛCDM

0 “ 2.68 ˘ 1.78, onde todos os valores de
H0 e δH0 estão em unidades de km s´1 Mpc´1. A distância efetiva da amostra permanece
a mesma utilizada em nossa análise independente de modelo cosmológico, uma vez que as
quantidades necessárias para o cálculo de R não dependem de q0. Como calculada ante-
riormente para o caso N “ 192, temos R “ 102.83 ˘ 10.24 Mpc, então podemos calcular
a velocidade do bulk flow

V ΛCDM
BF “

1

2
p102.83 ˘ 10.24qp2.68 ˘ 1.78q “ 137.80 ˘ 105.24 km s´1. (A.3)

Estes valores estão de acordo com os nossos resultados: a velocidade do bulk flow, a
direção do dipolo e a significância estatística permanecem aproximadamente a mesma.
No entanto, o valor que obtemos para HΛCDM

0 –assumindo o modelo cosmológico ΛCDM–
tem um aumento de « 3% em relação ao nosso resultado apresentado no início deste
apêndice, isto é, HΛCDM

0 “ 72.60 ˘ 1.5 km s´1 Mpc´1.

A.7 As medições de H0 estão enviesadas?

Trabalhos recentemente reportados na literatura (GIANI et al., 2024; KENWORTHY
et al., 2019; MAZURENKO et al., 2024) tem investigado a possibilidade de sobredensida-
des (i.e., grandes aglomerados de galáxias) e subdensidades (i.e., grandes vazios) afetarem
as medidas de H0 no Universo Local, porque essas estruturas produzem grandes influxos
e efluxos, respectivamente. De fato, este efeito de enviesamento existe, sendo importante
quantificar o impacto de tais fenômenos nas medições de H0. De acordo com GIANI et al.
(2024), o grande superaglomerado Laniakea, que hospeda a Via Láctea, produz uma ex-
pansão média negativa de „ ´1.1 km s´1 Mpc´1, induzindo uma variação na constante
de Hubble ∆H0 « 0.5 km s´1 Mpc´1. Com efeito, os influxos produzidos por Laniakea
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podem aumentar a tensão de Hubble ao aplicar esta correção ao conjunto de dados SNe
Ia. Por outro lado, MAZURENKO et al. (2024) notou que um grande supervazio po-
deria estar gerando efluxos em escalas de 100 ´ 250 Mpc h´1 induzindo uma mudança
nas velocidades do bulk flow nessas escalas, diminuindo a tensão devido às medições re-
latadas por WATKINS et al. (2023) e WHITFORD et al. (2023); dados mencionados no
final do Capítulo 6. Por fim, KENWORTHY et al. (2019) afirma que sobredensidades e
subdensidades podem alterar a constante de Hubble em 2.2%, não afetando a tensão de
Hubble.

Neste contexto, nossa análise direcional pode didaticamente explicar esses resultados
e também providenciar a quantificação desse efeito produzido por sobre- e sub-densidades
do Universo Local. A cor de cada pixel em nossos mapas-H0 (veja, e.g., a coluna esquerda
da Figura 5.1) é a manifestação do domínio de influxos e efluxos, fenômenos que aumentam
ou diminuem as velocidades de recessão das estruturas de matéria em relação ao fluxo
de Hubble. De fato, a prevalência desses fenômenos no Universo Local é determinada
pela distribuição em grande escala de matéria aglomerada e grandes vazios, que podem
variar substancialmente ao longo de diferentes direções como notado recentemente por
FRANCO et al. (2024a). No entanto, essa diversidade é capturada por nossa metodologia,
que fornece, para a i-ésima calota esférica em análise, o melhor ajuste H i

0 do diagrama HL
daquelas SNe na i-ésima calota; desde que a i-ésima calota tem seu vértice na posição do
pixel i, terá a cor correspondente ao efeito dominante naquela direção: avermelhado para
valores acima da média, azulados para valores abaixo da média e esverdeado para valores
próximos da média. As diferenças relativas dos valores de pixel do mapa-H0 com respeito
ao valor de H0 mostrado na Tabela A.2 são À 3% em todos os casos, i.e., considerando
diferentes resoluções angulares e tamanhos de calotas, em perfeita concordância com os
resultados de KENWORTHY et al. (2019).


