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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos um modelo semi-analitico para analisar a evolugao dina-
mica de um corpo massivo em movimento co-orbital com a Lua. Assumimos que este ob-
jeto se formou conjuntamente com a Lua e analisamos a sua posterior migracao, afastando-
se da Terra devido ao efeito de maré. O objetivo é estudar a estabilidade do co-orbital
sob a agao da perturbacao solar, que é relevante para o aparecimento da eveccao. Para
tal, resolvemos as equacoes de movimento do modelo utilizando um mapa simplético. Os
resultados, no caso planar, mostram que a dinamica co-orbital é dominante nao apenas
no inicio da evolucao do sistema, quando os satélites ficam perto da Terra, mas também
quando os satélites migram afastando-se do planeta. A zona de libracao das orbitas gi-
rino se encolhe a medida que o sistema migra, fazendo com que a perturbagao do Sol nao
seja suficiente para desestabilizar a 6rbita do co-orbital. Uma andlise mais detalhada é
necesaria para verificar se, ao atravessar a ressonancia de evecgdo, o co-orbital mantém
ou nao o movimento em ressonancia 1:1 com a Lua.

Palavras chaves: Sistemas dinamicos; troianos; ressonancia de evec¢ao; efeito de maré
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Abstract

In this work we develop a semi-analytical model to analyze the dynamical evolution
of a massive body in coorbital motion with the Moon. We assume that this object was
formed together with the Moon and analyze their subsequent migration away from the
Earth due to the tidal effect. The purpose is to study the stability of the coorbital under
the solar perturbation, which is important for the appearance of the evection. We solve
the equations of motion using a symplectic map. The results in the planar case show that
the coorbital dynamics is dominant not only in the early evolution of the system, when
the satellites are close to the Earth, but also while they migrate away from the planet.
The area of the tadpole orbits shrinks as the system migrates, and the solar perturbation
is not enough to destabilize the orbit of the coorbital. A more detailed analysis is required
to verify if the coorbital stays in the 1:1 resonance with the Moon when the system crosses
the evection resonance.

Keywords: Dynamical systems; trojans; evection ressonance; tidal effect.
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1 Introducado

Varios mecanismos ja foram propostos para explicar a formagao da Lua, mas hoje em
dia a hipdétese que prevalece é a chamada hipdtese do impacto tnico. A ideia sugere a
colisao entre a Terra, ainda em formacao, e um corpo do tamanho de Marte. Apds o
impacto, o material ejetado foi capturado ao redor da proto-Terra formando um disco
de detritos. Do aglutinamento desse material formar-se-ia a Lua (Hartmann & Davis,
1975; Cameron & Ward, 1976). Nao obstante, simulagoes hidrodindmicas e de N corpos
revelam que é possivel formar mais de um satélite a partir desse disco circunterrestre (Ida
et al., 1997; Kokubo, 2000). Tanto a Lua quanto estes satélites adicionais formar-se-iam a
uma distancia inicial proxima da Terra, mas migrariam para fora devido a interacdo por
efeito de maré entre a Terra e a Lua (Goldreich, 1966). Ainda, Kokubo (2000) mostra
que uma quantidade desse material poderia ficar preso em uma orbita do tipo "ferradura’,
abrangendo trés pontos lagrangianos do sistema, tendo como possibilidade a formacao de

uma lua menor nesta configuracao.

Levando em conta a perturbacio solar, Cuk & Gladman (2009) analisam a dindmica
de troianos pouco massivos (0,003 M) do sistema Terra-Lua. Os autores concluem que
depois da evolugao por efeito de maré em bilhoes de anos, os troianos sao desestabilizados
devido a passagem destes pela ressonancia de evecgdo com o Sol. Por outro lado, Jutzi
& Asphaug (2011) mostram que a colisdo com a Lua de um objeto de 0.04 M, poderia
ser responsavel pela atual dicotomia que apresenta a superficie do satélite natural da
Terra (Zuber, 1994). Os autores sugerem que as caracteristicas dessa colisao poderiam

ser explicadas considerando um corpo em movimento co-orbital com a Lua.

O objetivo deste trabalho é analisar a evolugdo dindmica de um corpo massivo em

ressonancia co-orbital com a Lua. A nossa proposta é estudar a estabilidade deste corpo

9



Introducao

sob a acao da perturbacao solar e da forca de maré. A primeira é relevante para o
aparecimento da ressonancia de evecgao, e a segunda é necessaria para produzir a migracao
da Lua e do troiano para distancias geocéntricas maiores. Este estudo permitira analisar
as implicagoes que isto teria com a histéria colisional da Lua.

Nosso trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2, esta apresentada
uma revisao das caracteristicas atuais do sistema Terra-Lua, além de um estudo sobre a
bibliografia referente a formagao e evolucao dele, focando nos estudos realizados sobre a
evolugao de objetos co-orbitais do sistema. Em seguida, mostraremos os conceitos basicos
para o entendimento do problema fisico, que envolve a interagao gravitacional entre os
objetos do sistema, a ser descrita sob o formalismo Hamiltoniano em variaveis adequadas.

No Capitulo 3, descreveremos a modelagem que utilizamos para analisar o compor-
tamento dinamico do sistema. Baseados no Hamiltoniano para o problema co-orbital
médio expandido até ordem 2 nas excentricidades (Robutel & Pousse, 2013), escrevemos
as equagoes de movimento em variaveis adequadas. O Hamiltoniano resultante pode ser
dividido em uma parte integravel, que descreve a base do movimento co-orbital, e uma
perturbagao que o torna nao integravel. Logo depois, mostraremos a forma de incluir no
sistema a perturbacao do Sol e o efeito de maré.

No Capitulo 4, descreveremos as ferramentas utilizadas para resolver as equagoes de
movimento através da implementacao de mapas simplécticos. Em sequéncia no Capitulo 5,
apresentamos alguns resultados do nosso modelo. Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos

as conclusoes e as perspectivas futuras que o trabalho pode vir a proporcionar.
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2 Conceitos basicos

Neste capitulo, apresentamos as caracteristicas atuais do sistema Terra-Lua e os mo-
delos de formacao e evolugao da Lua, com a possibilidade da existéncia de co-orbitais
dentro deste sistema. Em seguida, apresentaremos alguns conceitos que sao necessarios
como base para o presente estudo. Para mais detalhes, referimos o leitor a bibliografia

citada.

2.1. Caracteristicas atuais do sistema Terra-Lua

Atualmente a Terra tem associado apenas um satélite, a Lua, cujos parametros orbitais
e fisicos sao apresentados na Tabela 2.1 (Lang, 2011).

Devido a efeitos de maré, a Lua encontra-se em ressonancia spin-orbita (ressonancia
1:1) e também esta se afastando da Terra a uma velocidade de ~ 3,8 cm por ano (Cha-
pront et al., 2002). Internamente, o nicleo da Lua é similar aquele da Terra com ferro
e niquel metalico, no manto ha rochas de silicatos, mas com importante quantidade de

ferro e magnésio, e na crosta ha minerais contendo moléculas de silicone e oxigénio, mas

Table 2.1.: Principais caracteristicas da Lua e sua 6rbita.

Parametro valor
My, [M7] 0,0123
p [gem™3] 3,3464
Prot [d] 27,32
P [d] 97,32
a [Ry] 60,35
e 0,055
i [°] (ref. ecliptica) 5,145

i [°] (ref. equador da Terra) 18,28
i [°] (ref. equador da Lua) 6,68

11



Conceitos basicos

também encontramos rochas de silicatos. A superficie da Lua apresenta dois tipos de
relevos: terras altas ou montanhosas onde o terreno é rico em feldspatos, e terras baixas,
também chamadas de “mares”, constituidas por basaltos. As primeiras encontram-se no
lado do satélite que nao é visivel da Terra, que também apresenta uma grande quantidade
de crateras, enquanto que as segundas sao comuns no lado visivel da Lua (Zuber, 1994).
A presenca de basaltos na Lua sugere a ideia de atividade vulcanica no passado. Além
disso, as missdes Apolo revelaram a presenca nas rochas lunares de um componente nao
usual chamado de KREEP devido aos elementos presentes no componente: potéssio (K),
elementos raros da Terra (REE) e fésforo (P). A idade deste composto é estimada em
4,36 Ga, o que leva a pensar que o mesmo foi o resultado da cristalizagao final do magma
presente na Lua (Lissauer & de Pater, 2013). Diversos trabalhos tém analisado e discu-
tido a dicotomia, tanto mineralégica como orogréfica, entre as faces visivel e oculta da
Lua. Particularmente relevante para o presente trabalho, é o estudo de Jutzi & Asphaug
(2011) que propoem a existéncia de um objeto com caracteristicas mineralogicas similares
as da Lua, porém de massa muito menor, que colide e se funde com ela. Através de
simulacoes hidrodinamicas, estes autores mostram que o resultado desta colisao poderia
explicar as diferengas de relevo na superficie lunar. Entretanto, os autores nao discutem
qual seria a origem deste objeto que atinge a Lua. Levando em consideragao que, con-
forme a proposta de Jutzi & Asphaug (2011), a colisao deve ocorrer a baixa velocidade,
uma possivel alternativa seria que este corpo fosse um troiano do sistema Terra-Lua, ou
em outras palavras um satélite co-orbital da Lua. Nosso objetivo é entender a dinamica
de tal sistema e analisar a possibilidade de ter havido ou nao uma colisdo entre os satéli-
tes. Devemos destacar, entretanto, que nenhum objeto foi descoberto até o momento nos
pontos lagrangianos Ly ou Ls da Lua. Alguns estudos mostram que objetos localizados
em tais configuragoes, poderiam sobreviver por bilhoes de anos quando se leva em con-
sideragao apenas a perturbacao do Sol. Porém, quando se incluem outras perturbacoes,
como aquelas devidas aos outros planetas, as Orbitas se desestabilizam e os objetos sao

ejetados do sistema (Lissauer & Chambers, 2008).

2.2. Origem e evolucado do sistema Terra-Lua

A histéria do sistema Terra-Lua tem grande importancia no A&mbito das ciéncias planeta-
rias por se tratar do laboratorio mais préoximo de nos para estudar os possiveis mecanismos

de formagao de satélites ao redor de planetas. Desde 1880, foram varias as teorias propos-
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Origem e evolugao do sistema Terra-Lua

tas para explicar a formacao do nosso satélite. Os cenarios classicos incluem co-acregao,
fissdo ou captura (Stevenson, 1987). A partir das missdes Apolo, a andlise das rochas
lunares trazidas a Terra revelaram a similaridade na composicao dos isétopos de oxigénio
entre a Terra e a Lua (Clayton & Mayeda, 1975), sugerindo que ambas teriam-se for-
mado a partir da acre¢ao de material original semelhante. Isto levou ao desenvolvimento
da teoria conhecida como a “Hipdtese do Impacto Unico” ou Single Impact Hypothesis
(Hartmann & Davis, 1975; Cameron & Ward, 1976), na qual se assume que nos estagios
finais da formacao da Terra (aproximadamente 50 Ma apds o inicio da sua formagao ha
~ 4,5 Ga, Halliday, 2000), a mesma sofreu uma colisao por um objeto do tamanho de
Marte, batizado de “Theia”. Apds o impacto, o material ejetado pela colisdo ficou em
um disco estendido ou “disco de detritos” (debris disk) ao redor da Terra, a partir do
qual o material acretou-se formando a Lua. As caracteristicas desta colisdo, considerando
uma dada composicao quimica e uma dada dinamica para Theia, poderiam produzir um
disco pobre em ferro e com uma massa adequada para explicar o esgotamento de ferro e
elementos volateis na Lua, bem como o alto valor do momento angular do sistema Terra-
Lua (Stevenson, 1987). Utilizando modelos hidrodindmicos para simular a colisdo entre a
Terra e Theia, Cameron & Benz (1991) observam que o material resultante da colisdo que
fica dentro de ~ 2,9 Ry do disco de detritos é re-acretado pela Terra ou espalhado para
fora. Este raio minimo estd vinculado ao limite de Roche no qual as forcas de maré pro-
duzidas pela Terra inibem a acre¢do de material com densidade lunar. O limite externo
proposto para o disco de detritos é de ~ 20 R, valor além do qual a ligacao gravitacional
com a Terra é fraca.

O processo de acregao da Lua foi estudado por Canup & Esposito (1996) utilizando um
modelo hidrodindmico do disco de acrecao. Eles mostram que é mais comum formar um
sistema de luas multiplas préximo ao limite de Roche da Terra do que um s6 satélite de
massa similar & da Lua. De fato, para gerar um objeto do tamanho da Lua, o modelo
requer que Theia tenha um tamanho duas vezes maior que o de Marte e que a colisao
aconteca com pelo menos duas vezes o momento angular atual do sistema Terra-Lua.
Utilizando simulagoes de N corpos, Ida et al. (1997) analisaram o processo de acre¢ao de
milhares de particulas distribuidas em um disco tridimensional. Eles colocaram diferentes
condicoes iniciais para o disco, considerando diferentes massas das particulas e diferen-
tes perfis radiais de densidade, e obtiveram como resultado a formacgao de um satélite
com massa comparavel a da Lua e de outros satélites com massa menor. Na Figura 2.1

apresentamos exemplos das simulacoes destes autores.
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Figura 2.1.: Exemplos da evolugao de acrecao do disco de debris da Terra considerando
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diferentes configuracoes iniciais de massa e estrutura do disco. Em cada
imagem é mostrada a evolucao do disco no tempo em unidades do periodo
de revolugao: t = 0, 50 (~15 dias), 1000 (~1 ano) e 1500 (~1,2 ano). No
eixo horizontal se mostra a distancia a Terra em unidades do raio de Roche
agr, € no eixo vertical a altura do disco com respeito ao plano equatorial da
Terra. A linha tracejada corresponde a superficie da Terra. Esquerda: Apds
1 ano se forma uma lua de massa m = 0,4 My em 1,2-1.5 apr e outras luas de
massas menores (0,025 My ), todas com valores de excentricidade e inclinagao
baixos. Direita: Neste caso se formam duas luas de massas 0,39 e 0,63 M,
a distancias de 0,93 e 1,98 ag, respectivamente. Figura reproduzida de Ida
et al. 1997.



Origem e evolugao do sistema Terra-Lua

Nestes primeiros estudos, entretanto, nao foi considerada a evolugao posterior dos ob-
jetos formados. Mais tarde, Canup (1999) encontrou que devido aos efeitos das forcas de
maré da Terra, os sistemas de luas miltiplas sdo instaveis no tempo. Os efeitos da maré
desempenham um papel importante no aumento da excentricidade dos satélites, tornando
mais frequentes os encontros préximos e eventuais colisoes entre os mesmos. Porém, as
técnicas de integracao numeérica utilizadas nao conseguiram detalhar corretamente a dina-
mica desses encontros proximos. Posteriormente, Kokubo (2000) mostrou que a formagao
de uma Lua como a atual é um resultado comum, mas que também é possivel a formacao
de um segundo satélite de massa > 0,2 M, ocupando uma Orbita ferradura em relagao a
Lua. Em outro contexto, Fleming & Hamilton (2000) simularam a dindmica de troianos
de Jupiter considerando o efeito de arrasto gasoso no planeta, e mostraram que objetos em
orbitas ferradura podem ser levados a orbitas girino e que eles conseguem acompanhar o
planeta enquanto ela migra para dentro devido ao arrasto. Todos estes estudos suportam
a possibilidade de ter se formado mais de um satélite em volta da Terra.

Paralelamente, outros pesquisadores estudaram a evolucao da Lua apds a sua formacao
considerando a perturbacao do Sol. Na funcao perturbadora desenvolvida por Brower &
Clemence (1961), um dos termos mais importantes acontece quando a frequéncia g da
longitude do perigeu da 6rbita da Lua é igual ao movimento médio do Sol ng (periodo de
1 ano). Esta perturbacdo, chamada de “evecc¢ao”, estd associada ao harmonico 2g — 2ng
que ¢ de ordem 2 na excentricidade da Lua e produz as maximas variagoes periodicas
sobre o perigeu da sua oOrbita. Kaula & Yoder (1976) foram os primeiros a observar
que o sistema Terra-Lua deveria ter passado pela ressonancia de evecc¢ao no passado.
Posteriormente Touma & Wisdom (1998) desenvolveram um modelo adicionando o efeito
de maré e a perturbagao devida ao achatamento da Terra e mostraram que situando a Lua
inicialmente no plano do equador terrestre, perto da Terra e com excentricidade baixa, a
mesma € capturada na eveccao em 4,6 Ry. Esta captura é temporaria mas faz com que a
excentricidade da Lua aumente uma ordem de grandeza. Estudos desenvolvidos por Ida
et al. (1997) indicam que a eveccao teria realizado um efeito semelhante na dindmica de
outros satélites menores.

Visando explicar a origem do “bombardeamento pesado tardio” (Late Heavy Bombard-
ment ou LHB), Cuk & Gladman (2009) estudaram a evolugio dindmica de troianos da
Lua, sem massa e com massas pequenas de ~ 0,003-0,005 M. Os autores colocam os
troianos inicialmente proximos da Terra, em 5 Ry, com excentricidades baixas e inclina-

¢oes de ~ 9, 5% em relagao a ecliptica, e utilizam um integrador simplético para propagar
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numericamente as equagoes de movimento que incluem, além da interacao gravitacional
de trés corpos, a perturbagdo do Sol, a forca de maré gerada pela Lua sobre a Terra e
o efeito de achatamento sobre a Terra. A forca de maré é amplificada artificialmente de
forma a acelerar a migracao radial da Lua e permitir que a mesma atinja a sua o6rbita
atual em um tempo de CPU razoavel. Em todos os casos, os troianos apresentam vari-
agoes significativas da excentricidade ao atingir as distancias geocéntricas onde ocorrem
os diferentes harmonicos da eveccao, isto é 3g = ng, 2g = ng, g = ng. Os troianos sem
massa sao ejetados do sistema logo apds a passagem pela propria eveccao, localizada em
~ 38 Ry. Ja os troianos massivos sao ejetados antes, em ~ 33 Rp. Baseado no trabalho de
Hertz (1943), Cuk & Gladman (2009) explicam que a diferenga na localizagao da evecgao
para os troianos, comparada a localizacao da evecgao para a Lua reportada no trabalho
de Touma & Wisdom (1998), é devida a forte perturbagao da Lua sobre os troianos,
que apresentam uma rapida precessao da longitude do perigeu a distancias geocéntricas
pequenas.

Para finalizar, cabe salientar que a resenha apresentada acima ndo pretende ser exaus-

tiva, mas apenas destaca alguns resultados que sao relevantes para o presente estudo.

2.3. O problema de trés corpos

Um conceito basico para o entendimento do estudo que pretendemos abordar é o de-
nominado problema dos trés corpos ou P3C. Dados trés corpos de massas mq, mq, mo
interagindo mutuamente de acordo com a lei da gravitacao de Newton, o problema con-
siste em obter uma expressao analitica para a posicao 7 e velocidade v de cada corpo
num instante ¢ arbitrario, a partir das suas posigoes 7y e velocidades 7, conhecidas num
instante inicial ty. A rigor este problema nao possui uma solucao geral, ou seja, valida
para quaisquer valores de t, tg, 7o, Uy, devido ao fato de que nao existem suficientes inte-
grais de movimento além das integrais classicas: o centro de massas, o momento linear, o
momento angular e a energia. Entretanto, sob suposicoes especiais em relacao ao tipo de
movimento e de interacao, algumas solugoes analiticas especificas podem ser encontradas
para o problema de trés corpos, com a possibilidade em certos casos de se generalizar
estas solugoes para o caso de N corpos. O ponto chave para a existéncia destas solugoes
¢ a auséncia de colisdes entre os corpos, o que possibilita que as solugoes sejam expressas
em termos de séries temporais convergentes.

Na sequéncia, apresentaremos quatro das solugoes particulares que podem ser computa-

16



O problema de trés corpos

Figura 2.2.: Sistema de coordenadas baricéntrico para o problema de trés corpos.

das analiticamente no problema de trés corpos. Ao leitor que prefere um desenvolvimento
mais aprofundado indicamos ler Pollard (1966, cap. 2), Siegel & Moser (1971, cap. 1), e
Murray & Dermott (1999, cap. 2). Consideremos um sistema isolado formado por trés
massas myg, mi, Mo cuja posicao no referencial centrado no baricentro do sistema é dada

pelos vectores uy, Uy, Uy (Figura 2.2 ).

A equacao de movimento para cada corpo é:

— —

- U; — Uy
J#i ij
onde A;; = |u; —uj| e G é a constante de gravitacdo. Este sistema possui 9 equacoes

diferenciais de segunda ordem e para resolvé-lo seriam necessarias pelo menos 17 inte-
grais de movimento. Como existem apenas as 10 integrais classicas ja mencionadas, uma
tentativa para resolver o problema consiste em aplicar restricoes sobre o movimento dos
corpos, por exemplo, estudar o movimento relativo dos corpos m; e ms em relacao a my

ou restringir o movimento de mq, ms a um mesmo plano. Introduzimos as variaveis:

pP1 = U1 — Up
P2 = Up — U2

521 = 17:2 — ﬁl (22)
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que satisfazem a condigao p; + p2 + p21 = 0. Podemos entao escrever:

S Mmap2 — M1pP1

Uy = Vi
i = MopP1 — Mafar
= e
M
. M1 P21 — Mo
iy = 1P21M 002 (2.3)

onde M = mg + my + ma, e assim as Equagoes (2.1) adotam a forma:

2

g = _GM|ﬁ E + GmaF,
1

7 -

P2 = —GMW + Gmy Fio
2

N P21 =

P21 = —GM|ﬁ |3 -+ Gmoﬂot (24)
21

sendo
Flp= 2 4 24 P2 (2.5)

— |

|P1

” = 3
|72] | o1
Como estamos analisando o caso planar, as Equagdes (2.4) constituem um sistema de 6

equagoes diferenciais de segunda ordem.

2.3.1. Solucoes de Euler

A ideia de Euler foi procurar solugdes das Equagoes (2.4) para as quais os corpos se
mantivessem sempre sobre uma mesma linha (solugbes colineares), ou seja, solugdes da

forma:

p1 = A(t) pa1 p2=—(1+At)) pn (2.6)

onde A(t) é uma fungao continua positiva. Derivando as Equagbes (2.6) duas vezes e

substituindo nas Equagoes (2.4), se obtém a seguinte igualdade:

) L (2.7)

5\P_’21 + 2>\521 = k(t)—=—,
|21 |

onde k(t) é uma funcdo de A(t) e das constantes G, mg, m1, ms. Esta igualdade ocorre se:

por = c(t) pin (2.8)

sendo ¢(t) uma funcio do tempo, ou se A = 0.
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Se a Equagao (2.8) se verifica, temos que:

pa1(t) = a(t) pai (0)

onde a(t) é uma fungdo real positiva, e portanto:

pr = A(t) a(t) pn (0), P2 = — (14 A(t)) a(t) P (0) (2.9)

Substituindo na Equagao (2.3) para recuperar a posi¢ao baricéntrica u;(t), conclui-se que
08 trés corpos se movem sempre sobre uma mesma linha.

Por outro lado, se A = 0 se verifica, temos que A é uma constante, em particular um
numero real positivo. Substituindo as Equagoes (2.6) na terceira das Equagoes (2.4), se

obtém:
mo + m1(1 -+ /\)2 ﬁgl

o1 = —GM .
P21 (1 + N2 ma + mo(1 + N)] o]

(2.10)

que é a equacao diferencial do problema kepleriano ou problema de potencial central, cuja

solugao analitica gy (t) é conhecida e portanto:

pr(t) = Apn (1), pa(t) = =(1 4+ A)pas (t) (2.11)

Derivando as Equagoes (2.11) duas vezes e substituindo em (2.4), se obtém que A é a raiz

positiva do polinémio:

p(/\) - (m2 + ml))\5 + (3m2 + 2m1))\4 + (3m2 + m1>/\3

— (3TTLO + ml))\2 — (3m0 + 2m1))\ — (mo + ml) =0

cuja existéncia e unicidade é verificada pela regra de Descartes. Estas solugoes com
A = cte. constituem as solugoes classicas de Euler. Na Figura 2.3 sdo apresentados alguns

exemplos das mesmas.

2.3.2. Solucoes de Lagrange

A ideia de Lagrange foi procurar solugoes das Equagoes (2.4) onde Fioe = 0. Em parti-
cular, isto se cumpre quando pi, p2 € pa; sdo colineares, o que leva as solugdes encontradas

por Euler, ou quando

(2.12)

1
>l
Il
S1
N2
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Figura 2.3.: Representacao do movimento dos trés corpos na configuragao de Euler no caso
mgo :my - mg = 1: 2 : 3 considerando distintas condi¢oes inciais. Esquerda:
As érbitas sao circulares. Direita: As Orbitas sao elipses.

m;

Figura 2.4.: Representacao do movimento de trés corpos de massas iguais. As configura-
¢oes sao resultado de distintos valores nas condicoes iniciais. Esquerda: Os
corpos se mantém sobre a mesma oOrbita. Direita: Cada um tem uma érbita
associada, mas eles se movimentam mantendo a configuragao de triangulo
equilatero ente eles.

Estas ultimas sao as solucoes de Lagrange, onde os corpos se situam sobre os vértices de
um triangulo equilatero. Este triangulo varia com o tempo em tamanho e posicao ja que

as equagoes de movimento dos corpos se reduzem aquelas do movimento kepleriano:

ﬁl =-GM _p,13
|P1|

52 =-GM 623
|72

oy = —GM L2 (2.13)
|21 |

vinculadas através da Equagao (2.12). Como os corpos myq, msg se movem na mesma orbita
em relacdo a mg esta configuracdo também é chamada de co-orbital. Exemplos destas

solugoes sao apresentados na Figura 2.4.
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Figura 2.5.: Superficie de nivel para o problema de trés corpos restrito planar do sistema
Terra-Lua. Os pontos vermelhos correspondem aos pontos lagrangianos co-
lineares (y = 0; Ly, Lo, L3) e triangulares (y # 0; acima L4 e embaixo Ls).
Esquerda: Orbitas do tipo girino nos pontos Ly e Ls. Direita: Orbitas do
tipo ferradura, englobando os pontos L3, Lse Ls.

2.3.3. Solucoes do problema restrito

No chamado problema de trés corpos restrito ou P3CR, dois corpos massivos se movem
num mesmo plano seguindo érbitas keplerianas em torno do seu centro de massas comum
enquanto um terceiro corpo de massa desprezivel (my = 0) orbita o centro de massas,
perturbado pelo potencial gerado pelos outros dois (Murray & Dermott, 1999). Quando o
cOrpo Mo se move no mesmo plano dos corpos mg, mq, se obtém o problema de trés corpos
restrito planar ou P3CRP. Quando os corpos massivos se movem em Orbitas circulares ao
redor do centro de massas, se obtém o problema de trés corpos restrito circular ou P3CRC.
No P3CRC é possivel definir os denominados pontos lagrangianos, que correspondem as
solucoes de Euler e Lagrange para este caso particular. Os pontos lagrangianos sao as
posig¢oes no espaco onde o potencial gerado pelos dois corpos massivos ¢é tal que o corpo
de massa desprezivel se mantem em uma Orbita estacionaria. Introduzindo um sistema de
coordenadas que rotaciona com a mesma velocidade angular que o movimento médio dos
corpos massivos, estas orbitas estacionarias ficam representadas por pontos de equilibrio
como os mostrados na Figura 2.5.

Dos cinco pontos lagrangianos, L Lo, L3 sdo instaveis e Ly, L5 sao estaveis. Os pontos
instaveis estao situados ao longo da mesma linha que conecta os corpos com massa. Os
pontos estaveis formam o apice de dois triangulos equilateros fixos que tém os objetos
massivos em seus outros vértices. Objetos localizados nos pontos L e Ls comumente

recebem o nome de troianos devido a que as primeiras populacoes de pequenos corpos
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Figura 2.6.: Coreografias do P3C para o caso my = m; = my = 1. Movimento dos
objetos em diferentes tempos (¢t = 0, T, 2T"). Figura adaptada de Chenciner
& Montgomery (2000)

com estas caracteristicas descobertas no Sistema Solar se encontram nos pontos Ly, L5 do
sistema Sol-Jupiter e receberam nomes de herdis da guerra de Troia.

A estabilidade das solu¢oes nos pontos lagrangianos estd relacionada ao fato de que
uma pequena perturbagao aplicada sobre eles pode destruir ou nao a configuragdo. O
movimento em torno dos pontos de equilibrio estaveis constitui um movimento de libracao.
Para amplitudes de libragdo pequenas, o mesmo pode ser representado pela sobreposicao
de um epicentro seguindo um movimento eliptico de longo periodo ao redor do ponto
lagrangiano e um epiciclo seguindo um movimento circular de curto periodo ao redor do
epicentro. A medida que aumenta a amplitude de libracdo, a elipse do epicentro se deforma
e 0 seu eixo maior se estica na direcao do ponto L3, formando as solugoes conhecidas como
orbitas girino. Para determinadas condigoes iniciais, a 6rbita do epicentro engloba tanto
os pontos estaveis quanto o ponto L3, formando as solugdes conhecidas como orbitas

ferradura.

2.3.4. Outras solucoes

Recentemente foi encontrada uma solucao do P3C no caso em que mg = my; = mo.
Nesta solugao, os corpos seguem uns aos outros a uma distancia mitua fixa, movendo-se
ao longo de uma 6rbita em forma de oito sem colisdes (Figura 2.6). A solugao foi sugerida
pela primeira vez por Moeckel (1988), mas a prova rigorosa da sua existéncia utilizando
métodos variacionais foi feita por Chenciner & Montgomery (2000).

Uma outra solugao analitica do P3CR ¢é encontrada no problema de Sitnikov (Wodnar,
1993). Neste caso, dois corpos de massa mg = m; se movem em Orbitas keplerianas ao
redor do seu centro de massas enquanto que o corpo de massa desprezivel se movimenta ao

longo de uma linha reta perpendicular ao plano de movimento de mg, m; e que passa pelo
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centro de massas, podendo oscilar entre valores maximo e minimo de altura em relacao

ao plano.

2.4. Formalismo hamiltoniano

O formalismo hamiltoniano ¢ uma das alternativas que podem ser aplicadas para o
estudo de um sistema dindmico. A ideia é que o estado dindmico de um sistema é re-
presentado univocamente por uma func¢ao escalar que recebe o nome de Hamiltoniano do

sistema, H. Para um sistema com n graus de liberdade, temos:
H = 'H(qi,pi,t), l<i<n (214)

onde (g;,p;) é um conjunto de 2n varidveis independentes chamadas de coordenadas, ¢;,
e momentos, p;, € as equacoes de movimento do sistema podem ser escritas da seguinte

forma:
dg; OH dp; _37-[
dt 8]91'7 dt dq;

(2.15)

que constituem as denominadas equacoes de Hamilton.
Uma forma alternativa de escrever as equagoes de Hamilton é definindo o vetor

n = (q1,492, - --qn,P1,P2, - - - Pn), conhecido como vetor de estado, tal que:

n= J?;, (2.16)

onde J é a matriz antissimétrica 2n x 2n definida por:

0 I
J= (2.17)
.

esta matriz é chamada de simplética e satisfaz as seguintes propriedades:
o J2=-1
o J71 =J7 = —J (ortogonalidade)
o detJ =1

A representacao das equacoes de Hamilton desta forma é conhecida como forma matricial

ou simplética. A dindmica do sistema sera representada no chamado de espaco de fases
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expandido pelo vetor de estado 1. Assim, as posi¢oes e os momentos do sistema em um
dado instante de tempo constituem um ponto no espaco de fases e a evoluc¢ao do sistema,

também chamada de fluxo do Hamiltoniano, constitui uma curva nesse espaco.

Suponhamos que o Hamiltoniano ndo depende de ¢, isto é, o sistema de Equagoes (2.15)

¢ autonomo. Nesse caso, H é uma integral do movimento pois:

. " (OH OH
H=> |5 d—75 p)=0,
;(a%q 8pip>

e se diz que o sistema € conservativo. Em particular, H representa a “energia” do sistema.

Consideremos agora a evolucao no espaco de fases de n:

M _5~(om.  om,

B z”: on oH B on OH
- 0q; Op; Op; 0g;

= [n,H] (2.18)

i=1

onde [, H] representa o colchete de Poisson em relacao a H. Uma solugao formal desta

equagao consiste em desenvolver 1(t) em série de Taylor ao redor de t = t:

dn 1 , d*n 1 5 d°n
n(t) =mno+ (t —to) a@t|, +5(t—to) @ |, ‘|‘§(t—t0) |, e
0 0 0
Pela Equagao (2.18) conseguimos identificar:
dn
E = [777 H]to
to
d*n
—| = I[nH],H]
dt2 o to
logo, definindo 7 =t — ¢y, temos:
-2 -3
"7(t> =Ny +T ["77 H]to + a [[/’777_[] 77{]150 + 5 [[[777%] 77-[] 7H]t0 o (219)
ou
n(t) = exp 7HnN, (2.20)
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onde 7 é o operador linear colchete de Poisson [, H] e
N S A A
exp tH = Z *'H
—n!

é o operador denominado de série de Lie. O fluxo do sistema fica representado, portanto,

pelo operador série de Lie aplicado a condi¢ao inicial 7.

Uma das principais vantagens do formalismo hamiltoniano reside no fato de que é pos-
sivel utilizar diferentes conjuntos de variaveis para descrever o mesmo problema sem mo-
dificar a estrutura simplética das equagoes. As transformacoes de variaveis que preservam
a forma hamiltoniana das equagoes sao conhecidas como transformagoes canonicas. Em
outras palavras, uma transformacio (q;, p;) — (Qi, P,) é canénica se H — H = H(Q;, P,)
satisfaz:

dQ; OH dP, oH

dt — OB’ 00

Segundo a Equagao 2.16, podemos escrever o vetor de estado do novo conjunto de variaveis

como ¥ = (Q1,Q2,...Qn, P, Ps, ..., P,) e a transformacao como:

P =9(n). (2.21)
Logo, a transformagao é candnica se e somente se satisfaz a condicao:
MIM" =J

0
onde M = ;b ¢ a matriz Jacobiana 2n x 2n da transformacao (2.21). Estas transforma-
n

¢oes tem algumas propriedades que podem ser encontradas em Morbidelli (2002).

Como ja mencionamos, a possibilidade de resolver um sistema dindmico, isto ¢, encon-
trar uma solucao analitica valida para todo instante de tempo e para todas as possiveis
condicoes iniciais, depende da existéncia de integrais de movimento. Também conhecidas
como leis de conservagao, as integrais de movimento fazem com que as variaveis do sis-
tema nao sejam todas independentes entre si, o que permite eliminar equagoes do sistema
ou, em outras palavras, reduzir os graus de liberdade do problema. Um sistema dinamico
com n graus de liberdade se diz integravel (ou completamente integravel) quando exis-
tem 2n — 1 integrais de movimento que permitem reduzi-lo a um sistema com uma tnica
equacao de movimento integravel por quadraturas. No caso de sistemas conservativos,

sao suficientes 2n — 2 integrais de movimento, pois a integral de movimento adicional é o
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proprio Hamiltoniano. Assim, um sistema conservativo de n graus de liberdade integravel
pode ser reduzido a um tunico grau de liberdade. A eliminacao de graus de liberdade atra-
vés do uso de integrais de movimento nao constitui a inica forma de resolver um sistema,
e como vimos na Secao 2.3, solucdes particulares podem ser encontradas quando o sistema
obedece a algum tipo de vinculo. Em alguns casos, estes vinculos sdo tais que permitem
desacoplar equacoes do sistema, reduzindo assim o nimero de integrais necessarias para
resolvé-lo, como no caso do problema restrito de trés corpos. Também existem vinculos
que permitem eliminar diretamente graus de liberdade do sistema, como no problema de

Sitnikov.

O que interessa é que, se um sistema conservativo é integravel, sempre sera possivel
encontrar uma transformacao canonica onde o Hamiltoniano pode ser reformulado em
termos de um novo conjunto de varidveis, denominadas variaveis de angulo e agao (6;, I;),
tais que o mesmo s6 dependa dos momentos canénicos H = H(I;). Neste caso as equages

de movimento de Hamilton tornam-se:

dh, _ o ar
dt oI’ dt
cuja solucao é trivial:
91» = 01'0 + I/i(]t, Il = IiO (222)
sendo v;0 = ——| as denominadas frequéncias do sistema.

ol1; I
Outra das vantagens do formalismo hamiltoniano esta relacionada com a possibilidade
de, mesmo o sistema sendo nao integravel, achar solugoes aproximadas do problema apli-
cando uma transformacao candnica adequada. Isto constitui a base da teoria de pertur-
bagoes. Consideremos um sistema cujo Hamiltoniano pode ser expresso como a soma de

uma parte integravel mais uma parte nao integravel:

com a condi¢do ¢ < 1. O termo nao integravel eH;, neste caso, constitui uma pequena
perturbagdo ao movimento descrito pelo termo integravel Hy. Uma solu¢ao aproximada
deste problema pode ser encontrada propondo uma transformagdo canénica (0;,1;) —

(¢4, J;) tal que nestas novas varidveis o Hamiltoniano adote a forma:

H = 7:[0(JZ) + 627:21 (gbz, JZ>
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Assim, desprezando os termos de O(g?) ficamos com um sistema integravel.

Além da metodologia puramente analitica descrita acima, existem outras duas formas
de abordar o problema de resolver um sistema nao integravel: métodos numéricos e méto-
dos semi-analiticos. Os métodos numéricos permitem tratar modelos complexos de forgas
perturbadoras sem o trabalho de manipulagao algébrica inerente aos métodos analiticos.
Além disso, eles podem fornecer solugoes mais precisas (ou menos aproximadas) que os
métodos analiticos. Porém, a sua principal desvantagem reside no esfor¢co computacional
e na falta de universalidade das solugoes (cada solu¢ao encontrada corresponde apenas a
uma condigdo inicial especifica), o que faz com que seja necessario introduzir uma abor-
dagem estatistica para o estudo das solu¢des. Por outro lado, os métodos semi-analiticos
combinam a abrangéncia dos métodos analiticos com a precisao dos métodos numéricos,
resolvendo uma parte do problema analiticamente e outra parte por integracao numé-
rica. Sua principal vantagem reside em que, pelo fato de utilizar como base um modelo
analitico, o mesmo pode ser facilmente manipulado para analisar quais componentes do
modelo possuem mais peso ou relevancia na dinamica. Neste trabalho, o método de estudo

escolhido foi o semi-analitico.

2.4.1. Varidaveis de Delaunay e Poincaré

Em um sistema dinamico de N corpos em interagao gravitacional mutua, um dos conjun-
tos de varidveis que pode ser escolhido para descrever o movimento dos corpos é (7, p;),
sendo 7; as posi¢oes dos corpos, e p; = m;7; 0s momentos canonicamente conjugados
(1=0,1,...,N — 1) proporcionais as respectivas velocidades. Em particular, em um pro-
blema de dois corpos (N = 2) de massas mg,m;, é possivel escrever o Hamiltoniano do

sistema em funcao destas variaveis como:

P G(mg + my)

_2m1 B |’I?1|

(2.24)

A solugao 7 (t) deste sistema fornece a trajetéria de m, relativa a mg, e a trajetoria deste
ultimo é obtida através da conservagao do centro de massas: 7(t) = —%ﬁ (1).
0
As solugoes da Equagao (2.24) podem ser vinculadas univocamente com um conjunto de
parametros denominados de elementos orbitais, que descrevem as propriedades da érbita
kepleriana do corpo my: semieixo maior a, excentricidade e, inclinacdo ¢, anomalia média

M, argumento do pericentro w e longitude do nodo ascendente §2. Estes elementos sao

fixos no tempo, a excegdo de M que varia linearmente com o tempo: M = n(t—ty), sendo
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n o movimento médio. Entretanto, os elementos orbitais nao constituem um conjunto
candnico de varidveis, isto é, ndo existe uma fungao escalar H(a, e, i, M, w, 2) que preserve
a forma das equagoes de Hamilton (2.15). Apresentamos a seguir trés dos conjuntos de

variaveis canonicas vinculados diretamente aos elementos orbitais.

2.4.1.1. Variaveis de Delaunay

No caso de dois corpos, considerando mg como a massa central, as variaveis canonicas

para my sao (L, G, H, M,w, (), definidas por:

= Vi,
G = Lv1-—e?
= G cosi. (2.25)

onde L,G, H sao os momentos associados aos angulos M, w, (2, respetivamente, e y =
G(mo + my). Estas varidveis sdo denominadas varidaveis de Delaunay. Em seguida, o

Hamiltoniano escrito nestas variaveis é:

12

(2.26)

Devido a que H s6 depende dos momentos (em particular s6 depende de L), as variaveis

de Delaunay sao chamadas variaveis de angulo-a¢ao do problema kepleriano.

No caso particular do problema de trés corpos restrito, assumindo que my = 0, o

Hamiltoniano para este corpo pode ser escrito como:

2
H= —LQQ + Hpert(Li, Gi, Hiy M;, wi, §). (2.27)

2L5
onde ps = Gmgy, Hper representa o potencial perturbador do corpo my sobre mgy, e

L;,G;, H;, M;, w;, $); sao as variaveis de Delaunay para cada corpo.
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2.4.1.2. Varidveis de Poincaré

No caso de N corpos, considerando my como a massa central, as variaveis canonicas

para cada corpo sao (L;, G H;, M;, w;,;), definidas por:

L, = 51'\/#1'(1@'7
GZ‘ = LZ 1—6%,

onde novamente L;, G;, H; sdo os momentos associados aos angulos M;, w;, {);, respetiva-

mom; . . o
mente, p; = G(mo+m;) e f; = ———— é a denominada massa reduzida. Estas varidveis

mg + m;
sao conhecidas como variaveis de Poincaré. O Hamiltoniano agora é:

N-1 M2ﬁ3
H= Z - 2ZL2Z +H1nt(L7 Ga H7 M,W,Q). (229)
i=1 7

onde Hj,; representa o termo de interacao entre os corpos myq, ..., my_1.

2.4.1.3. Variaveis modificadas de Delaunay e Poincaré

As varidaveis de Delaunay e Poincaré ndo sdo muito convenientes para sistemas em que
os corpos possuem orbitas com baixas inclinagoes e excentricidades, devido ao uso dos
angulos M, w, (). Nestes casos resulta conveniente a introducao das longitudes @w = w + 2
e A= M+ w+ Q. Com esta mudanga nos angulos, as agoes do problema de dois corpos

se transformam em:

L = \/ua,
G = G—-L=L\1-e2-1),
H = H—G=LV1—e2(cosi—1). (2.30)

onde L, G, H sao os momentos associados a A, w, €2, respectivamente. Estas variaveis sao

chamadas de variaveis modificadas de Delaunay.

Analogamente, no caso de N corpos se obtém o conjunto de variaveis modificadas de
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Poincaré, as vezes referido apenas como variaveis de Poincaré (Giuppone et al., 2010):

éz‘ = (G—L)Z:LZ<\/1—63—1>7
Hy = (H—-G);=LiJ1—é(cosi; —1). (2.31)

que sao os momentos associados a \;, w;, €; de cada corpo. Em ambos os casos, a forma

do Hamiltoniano continua similar as Equagoes (2.27) e (2.29), respectivamente.

2.4.1.4. Variaveis regulares de Delaunay e Poincaré

As variaveis modificadas de Delaunay e Poincaré sao adequadas para tratar 6rbitas com
baixa excentricidade e inclinacao. Todavia, elas nao estao corretamente definidas quando
a excentricidade e/ou a inclinagao é igual a zero, devido a que o pericentro e o nodo nao
estao definidos para drbitas circulares ou planares, respectivamente.

Para contornar esta limitacao, ¢ introduzido um conjunto de variaveis regulares, que

no caso de dois corpos sao definidas como:

L , A
K =V2Gcosw H =V2Gsinw
P=+V2HcosQ |, Q = V2H sin
e no caso de N corpos:
Li 3 >\’L
Ki = 2@1 cosw; HZ = 2@1 sin (7 (232)
.Pi = 2H1 COS Qz s Qz =/ 2Hz sin Qz

Neste conjunto de variaveis, o Hamiltoniano preserva a forma:

N-1 ’uz 3
H=73 —" +Hm(L K H PQ) (2.33)
=1 %

Destaquemos finalmente que, neste contexto, as variaveis K;, P; cumprem o papel das
coordenadas enquanto que H;, (; representam os respectivos momentos (Morbidelli, 2002).

No préximo capitulo introduziremos o nosso modelo para descrever a dindmica de um

objeto co-orbital do sistema Terra-Lua, considerando o efeito de maré e a perturbacao do
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Sol.
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3 Estrutura do problema

Neste capitulo descrevemos a construcao do nosso modelo semi-analitico para estudar
a evolucao de um corpo massivo em configuragdo co-orbital no sistema Terra-Lua, que
por simplicidade chamaremos de troiano da Lua'. O modelo inclui os efeitos das forcas
de maré e da perturbacao Solar. Em seguida desenvolveremos as equacoes de movimento

correspondentes e o método aplicado para a sua solucao numeérica.

3.1. O modelo bdsico para a dindmica co-orbital

Consideremos a Terra, a Lua e o troiano, cada um com simetria esférica e interagindo
gravitacionalmente com massas mg, m e ms, respectivamente. Seja O a origem do sistema
de coordenadas baricéntrico, logo, os vetores posicao de cada corpo sao uy = 07 Uy = (ﬁ
e Uy = 5;5, e as respectivas velocidades sdo i, i1, Uz (Figura 3.1).

Como vimos, as equagoes de movimento dos corpos nesse sistema sao dadas pela Equa-
¢ao (2.1). Multiplicando ambos membros desta equacao por m; é possivel reconhecer que

o lado direito é igual ao gradiente de uma funcao U:

mtt; = —V g U (@) (3.1)
onde
CIRE) 3y piuLL (3.2)
Ul = — L )
i ldi — gl

Definindo os momentos como p; = m;u;, a expressao do Hamiltoniano no sistema bari-

! Destaquemos que, a rigor, o termo troiano deveria ser utilizado apenas no caso do P3CR
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Figura 3.1.: Sistema de coordenadas baricéntrico para o problema de 3 corpos Terra-Lua-

céntrico é,

troiano.
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Na hipotese de mgy > my, mo, resulta conveniente utilizar posi¢oes geocéntricas para

referir o movimento da Lua e do troiano relativo a Terra. A vantagem é que desta forma,

como veremos mais adiante, o Hamiltoniano pode ser dividido em uma parte integravel

que descreve o movimento kepleriano de cada corpo em torno da Terra, e outra nao inte-

gravel vinculada a intera¢ao mitua entre a Lua e o troiano, semelhante a Equacao (2.29).

Para manter a estrutura simplética das equagoes, os momentos conjugados as posi¢oes

geocéntricas nao podem ser geocéntricos, mas devem ser baricéntricos (ver por exemplo

Laskar, 1992). Este conjunto de varidveis canonicas foi introduzido inicialmente por Poin-

caré, e é usualmente referido como coordenadas astrocéntricas candnicas ou coordenadas

democraticas astrocéntricas (Figura 3.2).

Assim, definimos

34

o = Uo

Tio= U — Up

Po — Do+ Dp1+ Do

pi — Di i=1,2 (3.4)



O modelo basico para a dinamica co-orbital

troiano

Figura 3.2.: Sistema de coordenadas geocéntrico para o problema de 3 corpos Terra-Lua-
troiano.

e podemos escrever:

29 P T
D=
i—0 M myo i—1 Ty
2
1 2 2 52
= —\bPo— 2P| +) —
Mo ( ’ =1 > ; 1
D2 2 p2 2 22 > 2
:&_‘_sz +2Zpl pj 2Zp0 pz_{_zpl
Mo =1 Mo o<i<j Mo i—1 Mo o my
Dy Di " Pj Do - Pi o 1 1 )
=y 2 2 + 31} ( +— 3.5
Mo O;KJ Mo ; 0 ; my (35)
enquanto que
2 i1 m;m; 2 Mo 2 m;m;
pr el Ul e G 05 1T = 73]

Substituindo as Equagoes (3.5) e (3.6) em (3.3) obtemos:

7 2_)'_;' 2 1 1
He 4 Zp p]_zp() p+zﬁ?<+ )

2m0 0<i<j 10 i=1 Mo i—1 2mgy  2my
mom; my;m s
ZG 0 Z G——L (3.7)
| T 0<i<y |fr’Z T]|

(o subindice G refere-se a geocéntrico) e notamos que Hg nao depende de 7, portanto

po = 0, isto é, o baricentro do sistema constitui um referencial inercial; em particular,
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podemos definir py = 0. Finalmente, a expressao para o Hamiltoniano resulta ser:

%G - HKep+Hlnt
2 —

p; il

Mo = (351

i=1 Ti
M = —G M2 PP (3.8)
|71 — 73| mo
onde
i = Glmo + my) fi= i (3.9)

E importante destacar que Hrep representa uma familia disjunta de problemas de dois
corpos semelhante a Equagao (2.24). Independentemente de 7; e p; estarem referidos a
origens diferentes (geocéntrico o primeiro e baricéntrico o segundo), cada termo em Hg.,
se reduz a um problema de potencial central em torno de um corpo de massa mgy. O

segundo termo Hp,; € o resultado da interacao entre a Lua e o troiano.

Uma vez obtido Hq desta forma, é natural introduzir as varidveis angulo-acao do pro-
blema nao perturbado. Robutel & Pousse (2013) estudaram a dindmica do problema
co-orbital utilizando variaveis regulares de Poincaré expressas em forma complexa. De-
vido a estas nao serem variaveis facilmente manipulaveis, nés escolhemos comecar utili-
zando varidveis modificadas de Poincaré e posteriormente regularizar as varidveis. Por
simplicidade, também restringimos a nossa analise ao caso planar. Assim, o sistema de
coordenadas no plano de referéncia coincide com o plano orbital da Lua e do troiano ao
redor da Terra. Cada orbita estara descrita pelo seguinte conjunto de elementos orbitais:

(aj, e, \i,w;), com i = 1 para a Lua e i = 2 para o troiano.

O primeiro passo é encontrar as expressoes para as posi¢oes geocéntricas e os momentos
baricéntricos em funcao dos elementos orbitais do problema kepleriano definido por H kep,
isto é, 7, = 7i(ay, e, @i, Ni) e pi = pilag, e, @;, A;). Do problema de dois corpos sabemos

que, os vetores posicao e velocidade geocéntricos no plano da érbita para cada corpo sao:

7 = 1; [cos(fi + w;), sin(fi + w;)]

P = i [— (sin(f; + w;) + esinw) , (cos(fi +w;) + ecosw)] (3.10)

V1 —é€?

onde
a;(1 — €?)

B 1+e;cos f;

i
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/2

n; = /a;’ " ¢ o movimento médio, e f; é a anomalia verdadeira de cada corpo. Logo,

para os momentos temos as expressoes:

I ™ [(mo + mg)ﬁ — mg?g}
mo + mq + mo
- m 5 5
Py = 2 [(mo +my )7 — mzm] (3.11)

mo + M1 + Mo

estas ultimas equacoes obtidas a partir das derivadas da segunda expressao na Equacao
(3.4). Na sequéncia, substituimos as Equagoes (3.10) e (3.11) na Equacao (3.8), levando

em consideracao que:
|ri — 13| =i + 15— 2rracos (fi — fo + w1 — @s),
e escrevemos cos f; e sin f; em termos de e;, cos M; e sin M;:

1
ri = a;(1 — e; cos M;) + 5@6?(1 — cos 2M;) + O(e?)
1
r? = a;(1 — 2e;cos M;) + 5(1?6?(3 — cos2M;) + O(e?)
1 3
r; cos f; = a; cos M; — §aiei(3 — cos2M;) — gaief(cos M; — cos 3M;) + O(e?)

1 1
risin f; = a; sin M; + §aiei sin 2M; — gaief(f) sin M; — 3sin 3M;) 4+ O(e?)

Finalmente, expandido a expressao resultante em série de Taylor de ey, e; ao redor de
e1 = ex = 0, e truncando o desenvolvimento na 2% ordem em e;, obtemos o Hamiltoniano

do problema co-orbital:

_ 1B _ L2 B2
2611 2&2

HG = +/H1m(ai,€¢,>\i,wi) —|—O(€?) (3.12)

onde w; = w; e \; = M, + w;, pois estamos no caso planar. Destaquemos que os primei-
ros dois termos representam o hamiltoniano kepleriano do problema, entanto que Hp,;

constitui uma perturbagao da O(mima).

3.1.1. O problema médio

O Hamiltoniano (3.12) estd escrito em termos dos elementos orbitais que, como vimos,
nao sao um conjunto candnico. FEntretanto, antes de proceder a reescrever a Equacao
(3.12) em termos das varidveis modificadas de Poincaré (Equagao 2.31), cabe lembrar

que na dindmica co-orbital a diferenga entre as longitudes médias da Lua e do troiano
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constitui um pardmetro de caracterizagdo natural para o movimento (Nesvorny et al.,
2002; Giuppone et al., 2010). Sendo assim, introduzimos os novos angulos 6; e momentos

canonicos J;:

o — A
0 = S5 Ji=L— Ly
Do+ A
6, — 2‘51 Jy = Ly + Ly (3.13)

A varidvel #; é chamada de angulo ressonante e fy é chamada de dngulo sinddico. Este
ultimo é um angulo de variagdo rapida (curto periodo) comparado ao primeiro, o que

possibilita aplicar uma média de primeira ordem sobre o mesmo, isto é:

1 2

(Ha) =5 i Ha dbs (3.14)

O Hamiltoniano médio (3.14) representa a dindmica do problema co-orbital a longo prazo
e possui um grau de liberdade a menos, pois 6, foi eliminado ao fazer a média, o que
implica que J, = cte. No que resta deste trabalho, e para simplificar a notacao, vamos

nos referir ao Hamiltoniano médio simplesmente como H, ou seja:
(Hg) =H notacao
Em particular, o Hamiltoniano médio pode ser separado na forma:
H =Ho(J1, J2,01) + Hi(J1, J2, G, Ga, 01, w1, w2) (3.15)

onde Hg constitui um Hamiltoniano integravel (um grau de liberdade) e H; é uma pertur-

bacao da O(myms). Destacamos que, diferentemente da Eq. (2.23), o Hamiltoniano H,

inclui nao apenas o termo kepleriano mais também um termo de perturbacao de ordem

zero nas excentricidades. E este termo de perturbacio que gera a dependéncia com 6, e

que, como veremos mais adiante, faz com que H, descreva a dindmica basica do movimento

co-orbital. Destaquemos também que H; nao possui termos lineares nas excentricidades,
2

contendo apenas termos proporcionais a €2, €3 e ejeq, pois 0s termos proporcionais a e; e

ey sao eliminados ao aplicar a média.

A expressao final para o Hamiltoniano médio co-orbital em termos das varidveis a;, e;, 01, @;
é apresentada nas Equagoes (3.19) e (3.20). Destacamos que ao invés de reescrever o Ha-

miltoniano em termos das variaveis modificadas de Poincaré por extenso, resulta mais
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conveniente escrever apenas as derivadas do Hamiltoniano em termos destas variaveis,
aplicando a regra da cadeia. Com isto, as equagoes de movimento para este Hamiltoniano
ficam definidas pelas Equagoes (3.21) até (3.26). Para o calculo das derivadas intermedid-
rias, utilizam-se as Equacoes (2.31) combinadas com as (3.13). As expressoes das mesmas

sao apresentadas no Apéndice.

3.1.2. Regularizacdo das variaveis

Como explicado anteriormente, as variaveis de Poincaré nao estdo definidas quando
e; ou ey se anulam, o que implica que as equacgoes de movimento se tornam singulares
(divergem) quando e — 0. Esta singularidade pode ser evitada introduzindo um par de
variaveis regulares, que é equivalente a transformar um sistema de coordenadas polares

em retangulares. Em primeiro lugar, definimos as variaveis
ki = ¢; COS Wy, hz = €; sin w; (316)

e substituimos diretamente nas Equagdes (3.19) e (3.20). O resultado é apresentado nas
Equagoes (3.28) e (3.29). A seguir, precisamos escrever as varidveis regulares k;, h; em

termos das varidveis regulares de Poincaré definidas pelas Equagoes (2.32), isto é:
Hi = 2@1 sin Wi, Kz = QGZ COS wW;
Levando em conta as Equagoes (2.31) e (3.16), podemos escrever:

Hi 9 hz Kz 9 ]{51
2Li—\/\/@—1ei, 2Li:‘/‘/1_ei_15

e a principio nao ¢é possivel obter uma relagdo univoca h = h(H) e k = k(K). Porém,

desenvolvendo em série o termo dentro da raiz ao redor de e = 0 obtemos:

H. ) 3 h;
7 — (el_i_ ez +O(e5)>e%

2L, V2 82 i
K e e3 k;

? — Tt 7 O 5 v
oL <\/§+8\/§+ (e )> .
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e podemos manter apenas o termo linear, ji que a nossa expansao do Hamiltoniano é

truncada na ordem 2 nas excentricidades. Logo:

VLo (3.17)

lembrando ainda que Ly = (Jy — J1)/2 e Ly = (Jo + J1)/2. Da mesma forma que antes,
mantemos o Hamiltoniano escrito em termos de a;, h;, k;, 61 e exprimimos as equagoes
de movimento aplicando a regra da cadeia como nas Equagoes (3.30) até (3.35). As

expressoes para as derivadas intermediarias sao apresentadas no Apéndice.

Até aqui, desenvolvemos o Hamiltoniano do problema co-orbital para corpos massi-
vos, tanto em variaveis de Poincaré como em variaveis regulares de Poincaré. Também
apresentamos o conjunto de equacoes que devemos resolver para conhecer a dinamica
do sistema. Entretanto, no nosso modelo ainda faltam adicionar duas componentes: a

perturbagao do Sol e o efeito de maré. Nas préximas seccoes abordaremos estes temas.
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3.2. A perturbacao solar

Neste ponto, o problema em questao é descrever a forma em que a dindmica da Lua e do
troiano é perturbada pela presenca do Sol, considerando que as perturbacoes da Lua e do
troiano sobre o movimento do Sol sdo despreziveis. Em uma primeira aproximag¢ao vamos
estudar a perturbacao do Sol sobre a Lua e sobre o troiano como problemas independentes.
Vamos entao desenvolver a funcao perturbadora considerando as equacoes de movimento
para dois problemas de trés corpos: por um lado Terra-Lua-Sol (caso 1), e por outro
lado Terra-troiano-Sol (caso 2). Para fazer isto vamos utilizar o sistema de coordenadas
de Jacobi, que estabelece uma hierarquia entre os corpos. Assume-se que o corpo mg €
o corpo central, neste caso a Terra, e os demais corpos sao entao ordenados em sentido
crescente, desde o que orbita mais préximo de mg até o que orbita mais distante. Em
particular, as coordenadas de Jacobi (B;-, 17;) sdo definidas de tal forma que a posicao e
a velocidade da Lua sao referidas relativas a Terra, enquanto que a posicao e velocidade
do Sol sao referidas ao centro de massa do sistema Terra-Lua (Terra-troiano). A Figura

3.3 mostra a configuragdo para os corpos em estudo.

Figura 3.3.: Coordenadas R}, \7; de Jacobi nos problemas Terra-Lua-Sol e Terra-troiano-

Sol.

No desenvolvimento que segue, os subindices 0, 1 e 2 referem-se a Terra, Lua e Sol,

respectivamente. As posicoes e velocidades de Jacobi sao definidas a partir do sistema

43



Estrutura do problema

baricéntrico como:

Ry = @®

R’Z = i —(j—1)

Ry = i@

Ry = i j=12 (3.36)

onde

J
_'(] e Z mkuk, e Z mkuk Mj = Z mi
k=0

JkO ]kO

e 0s respectivos momentos sao:

Py = agRy
P, = R, (3.37)
onde
M. 4
ag = Mo, ;= m;—2 (3.38)
J ] Mj
O Hamiltoniano do P3C nestas coordenadas se escreve como:
HJ = 7_[Kep + 7'[Int
T o (E A LTS
ep >
=1 2(1]' Mj—l Rj‘
2 1 1
j=1 |Tj| ‘Rj‘ ’Rl — RQ‘

onde a relacao entre as posigoes geocéntricas 7; e as posigoes de Jacobi R; ¢ dada por,

j=1,2 (3.40)

5L 5

z\s

Notemos que, nas Equagoes (3.39), o termo com j = 2 em H g, se refere ao movimento do
Sol em torno ao baricéntro Terra-Lua ou Terra-troiano. Como no nosso caso a perturbagao

da Lua (troiano) sobre o Sol é considerada desprezivel, podemos fazer m; = 0 apenas nesse
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termo e assim obtemos:

2 . - .

j —
i\ 2mom; ’Rj‘

A Equagao (3.41) é idéntica a segunda Equagao (3.8), portanto, sob a hip6tese do Sol
nao ser perturbado pela Lua (troiano), as solugoes keplerianas descritas pelas variaveis de
Jacobi ﬁj, P; serao idénticas aquelas descritas pelas varidveis democraticas geocéntricas
7;, p;. Malis ainda, os elementos orbitais a;, e;, \;, @; serdao obtidos pelas mesmas formu-
las. Assim, esta similaridade habilita-nos a fazer o desenvolvimento das equagoes para a
perturbagao so Sol sobre a Lua (ou sobre o troiano) em coordenadas de Jacobi e posteri-
ormente adicionar diretamente esta perturbacao ao Hamiltoniano do problema co-orbital

em coordenadas democraticas geocéntricas.

No problema lunar, tanto a Terra quanto a Lua encontram-se a uma distancia similar
do Sol que é muito maior que a separacao entre elas. Por outro lado, a massa do Sol
¢ aproximadamente 330 000 vezes a massa combinada da Terra e da Lua. Portanto, a
quantidade que vai nos servir para expandir a funcao perturbadora do Sol sobre a Lua
é o quociente entre a distdncia média Terra-Lua e a distdncia média Terra-Sol, que é
da ordem de 1/400. O sistema de coordenadas mais adequado para exprimir a fungao

perturbadora é aquele de Jacobi (ver Figura 3.4).

A m,
M
m, R,
r
¢ >
ry
Ry
de
Mg

Figura 3.4.: Coordenadas de Jacobi no problema do movimento da Lua ao redor Terra.

Como vimos na Seg¢ao 2.3, as equagdes do movimento sdo dadas pelas Equagoes (2.4) e
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(2.5), levando em consideragao que

— —

pPr=" P2 = —T2, P21 = T21

Além disso, da Equacao (3.40) temos que:

= . = . mi mo =
Ry =, Ry =15 — 731—7“21+7Rl
m0+m1 mo+m1

Logo, da primeira das Equagoes (2.4) obtemos a equagdo de movimento para a Lua:

—

o Ry re r
Ry = —G(mo+my)—5 + Gm (?13 - :’:23> (3.42)
‘Rl‘ ’7“21’ \7"2!

e da terceira das Equagbes (2.4) obtemos a equagdo de movimento para o Sol através de:

Ry = —— R 3.43
9 =To1 + ——— 1 ( )

Ap6s um pouco de dlgebra, notamos que as Equagoes (3.42) e (3.43) podem ser escritas

como:
- R mo +mqy OU
Rl = —G(mo + ml)% + Gm2¥7_}
‘31‘ mom1 OR;
= ou
Ry — gl ms O (3.44)
mo+m1  OJRs
onde
y=""1_"m (3.45)
21| |72
Definindo na sequéncia ¢y = R e g1 = temos

mo+m1
5 = R34 q3 — 2| Ra| |qo| cos y

ou
—-1/2

L 1—1—(%) —2<qO)COS’y —1—1—2040 (cos7) (3.46)
Ry Ry

21

onde v é o angulo entre os vetores G e Ra, ag = qo/ Rz e P;(cos+y) sdo polindmios de
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Legendre. De forma andloga, definimos a; = ¢;/ Ry e podemos escrever:

& =1+ Z (cos7y) (3.47)

Entao, a Equacao (3.45) adota a forma

Ry 21 T2
mo £y Moy R? mo —my R} mg — momy +m3 R‘fP
= Pt — A
R, mo +my \ RS mo + my R mo + my R3

(3.48)

Das Equagoes (3.44), a equagdo de movimento para o Sol resulta ser:

-, 1
RQ = G(m(] + ma + mg)az [ + Mot Rl ‘|

RQ (mo -+ m1)2 R3 2 Tt

e notamos que os termos que dependem dos P; no colchete podem ser desprezados levando
em consideracao que, no caso lunar, Ry < Rs. Portanto, o movimento do Sol se reduz a

uma orbita kepleriana em torno do centro de massas do sistema Terra-Lua.

Para o movimento da Lua, vemos que a partir da primeira das Equagoes (3.44), a fungao
perturbadora é dada por
mo+m
RY) = Gmy—— Uy (3.49)

Mmooy
e podemos desconsiderar o primeiro termo da Equagao (3.48), pois ele ndo entra no calculo

do gradiente em relagdo a ﬁl; entao

2
() Rl) <_1 3 2>
Ry GRQ [(Rg 3 T

mo — My R1>3< 3 5 )
—_— | = —— = 3.50
+m0—|—m1 <R2 5 COSY + 5 cos”y ) + (3.50)

Esta funcao perturbadora encontra-se expressa em poténcias de Ry/Rs ~ 1/400, e pode
ser considerada uma perturbagao pequena mesmo levando em consideragao que mo >
(mg + my). Agora é possivel expressar Rg em termos dos elementos orbitais keplerianos
(da Lua em torno da Terra e do Sol em torno do centro de massas do sistema Terra-
Lua), e expandir em poténcias das excentricidades. O desenvolvimento detalhado pode

ser encontrado no capitulo XII do livro de Brower & Clemence (1961). Os termos mais
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significativos desta expansao sao:

1 3 1 9
RéL) = n%a? { + 1 cos(2A1 — 2Xg) — e cos(A; — wy) — 16 cos(A; — 2As + wq)

4
3 3 3, 15,
+ 1 cos(3\; — 2\g — wy) + 268 cos(Ag — wg) + 3 + <G cos(2\g — 2w )
3 3 15
+ geé + 83; cos(A; — Ag) — 163;61 cos(Ag — @)
) 15
4 SZ; cos(3N1 — 3Xg) — 162;@163 cos(w1 — ws)} (3.51)

onde o subindice 1 se refere a Lua, e substituimos o subindice 2 pelo subindice S para nos

referir ao Sol; assim, pela terceira de Kepler temos:

ngal = G(my + my + my) ~ Gmg (3.52)

. . ~ . t t
De maneira similar consegue-se a fungao perturbadora para o troiano Ré) = Ré ) (a9, ag, €2, €5, A2, \g, W2,

Em particular, vamos assumir no nosso modelo que a dérbita do Sol é circular (eg = 0),
e ainda levando em conta as defini¢goes dos angulos para o problema co-orbital (Equagao

3.13), podemos escrever:
Rs =R +RY
2 1 3 1
= ZTL%CL? {4 —+ 1 COS(291 — 2‘92 -+ 2)\5) — iei COS(91 — 82 —+ w1>
i=1

3 9
+ 16 cos(301 — 30y + 2A\g + w;) — i cos(th — Oy + 20 — w;)

3, 15
+ ge? + ge? cos(2Ag — 2w;)

3 a; 15 a; 5 a;
+ 825 cos(01 — s + \g) — 16;@ cos(\s — ;) + 8; cos(36; — 30, + SAS)}

(3.53)

onde agora o subindice 1 se refere a Lua e o subindice 2 se refere ao troiano.

Destes termos conseguimos identificar aqueles que afetarao a dindmica secular da Lua

e aqueles que provocarao perturbagoes periodicas:

Ly o 3 9 9 A
« Termos seculares: envolve os termos 17si € gnsaje;, que produzem variacoes

8
sobre w;, e portanto sobre \;.

e Termos periodicos
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— A variagao: envolve os termos

3
Zn%a? cos(207 — 205 + 2)\g)

9
Zn%a?ei cos(th — Oy + 20 — w;)

3
Zn%a?ei cos(361 — 305 + 2Xg + w;)

que provocam variacao periédica em a;, e; e \;.

~ 3 .
— A evecgao: envolve o termo —n%a?e? cos(2\s — 2w;), que é o termo com
8 SHiti 1)

maior perturbacao sobre A\ da Lua. A comensurabilidade 1:1 entre \g e w; é

conhecida como ressonancia de evecgao.

— A desigualdade paralactica: envolve os termos

15 ,a?

16n2szzsei cos(As — @;)
3 ,al
—ng— 01 — 0+ A
375 0 cos(0; — b2 + Ag)

que produzem uma variagao em \;.

A seguir, apresentaremos a forma final da perturbacgao solar, apds fazer a média, tanto

em variaveis de Poincaré como em variaveis regulares.

3.2.1. Funcdo perturbadora média em varidveis de Poincaré

Aplicando a Equacao (3.14) a fungdo perturbadora do Sol (3.53), eliminamos os termos
que dependem do angulo réapido 6,5, obtendo as seguintes expressoes a seguir, com suas

respectivas equagoes de movimento, onde novamente foi utilizada a regra da cadeia para
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levar em conta as relagoes entre os elementos orbitais e as variaveis de Poincaré:

RS = <Rs>

db,
dt
dro;
dt
dJ;
dt
dG;
dt

iG Lo B0 2 45 cos(2rs — 2)
i=1 e 4ad 8a?§€i coslaAs Wi
15 a?
_123261' cos(Ag — Wi)] (3.54)
s
2 8RS aa,i aRS aei
i:zl < da; 0, * Oe; &]1) (3.55)
GRS (962-
aei 8@2
IR
“o0, "
OR
a 3@8- (3.56)

Para incorporar estas expressoes ao Hamiltoniano do problema co-orbital (Equacao

3.18) tem que ser considerado que a Equagao (3.54) foi desenvolvida em um sistema

de coordenadas de Jacobi, enquanto que o Hamiltoniano co-orbital foi desenvolvido em

coordenadas democraticas geocéntricas. Mas levando em conta a hipdtese proposta para

obter a Equacao (3.41) e a forma da (3.39), basta multiplicar cada termo de Rg pela

respectiva massa do corpo perturbado m;, isto é:

20

Rs — miRY +myRY



Efeito de maré

3.2.2. Funcdo perturbadora média em varidveis regulares de

Poincaré

Consideramos agora a mudanca de variaveis da mesma forma que feito na Secao 3.1.2,

e obtemos:
1 15
Rs = (Rs) = Z Gm;mg [4 a3 T a4 (k1 cos As + hysin Ag)
3
+8;l (h2 + k2 + 5 (k¥ — h?) cos 2\g + 10 hyky sin 2)\5>] (3.57)
S

d«gl 2 87?,5 8@1 87—\’,3 8hz @Rs 614:1

-/ = 3.58
dt Zl ( (9@, 8J1 ahz &]1 + 81@ 8J1 ( )
dK; ORg Oh;

dt  Oh; OH;

an _ Rs

a 08
dH; ORg Ok;

dt Ok 0K, (3:59)

3.3. Efeito de maré

Até agora temos considerado os objetos como massas puntiformes, sem dimensoes fi-
sicas. Quando se considera a interagao gravitacional entre corpos extensos aparece o
conceito de maré. A maré é uma distorcao na figura de equilibrio de um corpo induzida
pela atragao gravitacional de outro corpo em sua proximidade. No caso da Terra, as marés
sao causadas pela Lua e, em menor medida, pelo Sol. Note-se que o efeito de maré nao
depende tanto da magnitude da forca de atracao gravitacional entre os corpos quanto da

sua proximidade, como veremos a seguir.

Consideremos a atragdo gravitacional Fp sentida por uma particula de massa m loca-
lizada em um ponto P na superficie da Terra, de massa mg e raio Ry. Seja r a distancia
entre o centro da Terra O e a Lua, considerada como um corpo puntiforme de massa m;.
Seja ainda d a distancia entre o ponto P e a Lua (Figura 3.5).

A forga diferencial §F no ponto P em relagao ao centro da Terra é §F = Fp— ﬁo, sendo
ﬁo a forca que a particula sentiria se estivesse no ponto O. Assumindo que d > R,
o angulo p subentendido entre as forgas F p,ﬁo é muito pequeno e a direcdo da forca

Fp é quase paralela a direcao da forca ]30. Portanto, podemos simplificar e escrever
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Terra

Figura 3.5.: Configuracao esquematica das forcas aplicadas sobre dois pontos na superficie
da Terra. O ponto central O a uma distancia r da Lua, e um ponto P sobre
a superficie a uma distancia d da Lua. Devido a que d > Ry o angulo o
subentendido entre as forcas aplicadas sobre P e O é pequeno.

‘5ﬁ‘ = ‘ﬁp‘ — ’ﬁo‘ ou 0F = Fp — Fp. Levando em consideracao que:

Gmim Gmim

Fp— m Fo—
P (T—RO)Q’ o

r2

podemos escrever

2 — 2 2\
5F = Gimym By 21" (1 2oy Rg)
r T r

2
e supondo r > Ry, temos 2r — Ry ~2re 1 — @ + % ~ 1, assim:

2Gm1m RO
R

OF

Generalizando isto para uma particula qualquer dentro do volume da Terra, temos

2Gmim
dF = ————dr (3.60)
T
sendo dr a separacao entre os pontos para os quais estamos calculando a forca diferencial.

Comparando agora a intensidade da maré produzidas pelo Sol (de massa ms) e pela Lua

(de massa my) sobre uma particula de massa m na superficie da Terra temos:

dF1 mo d1 3
=—=[=) ~0.4 .61
dF2 mq <d2> O, 0 (3 0 )

sendo d; e dy as distancias da Terra a Lua e ao Sol, respectivamente. Portanto, embora a
massa do Sol seja muito maior do que a da Lua, por ele estar muito mais distante a maré
provocada por este tem menos da metade do efeito da provocada pela Lua. Podemos
dizer que a maré ocorre devido a uma diferenca sutil entre a atragdo gravitacional que

sofrem os diversos elementos de massa de uma Terra extensa (Butikov, 2002).
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D D

Figura 3.6.: Na imagem da esquerda desenhamos as forgas de atragdo que exerce a Lua
em diferentes pontos sobre a superficie da Terra (pontos A, B e C), e a
forca que exerceria sobre um ponto situado no centro O da Terra. A direita,
sao desenhadas as forgas de marés nos pontos A, B e C, resultando em um
elipsoide.

Para entender o mecanismo gerador da maré, vamos assumir que a Terra ¢ um fluido
totalmente elastico, isto é, constituida por um material que responde imediatamente a
qualquer forca externa aplicada. Como vimos, a for¢ca de maré é causada pela diferenca
entre a forca de atracao que a Lua exerce sobre um elemento de massa a uma distancia R
do centro da Terra e a forca que exerceria sobre o mesmo elemento se estivesse no centro
da Terra (Figura 3.6 esquerda). O efeito total, integrado sobre todos os elementos de
massa, é a aparicao sobre a superficie de equilibrio da Terra de dois calombos ou bojos,
um apontando na direcao da Lua e outro apontando na dire¢ao oposta, de maneira que a
figura de equilibrio da Terra é um elipsoide de revolucao (Figura 3.6 direita). Contudo,
esta nao é a situacao real, pois a Terra nao é perfeitamente eldstica. A viscosidade do
corpo e outras fontes internas de atrito, atrasaram a resposta do corpo sélido na presenca
de uma forga externa, gerando uma diferenga em tempo ou atraso (lag em inglés) entre
o instante que a forca foi aplicada e o instante em que o corpo muda a sua forma. Em
funcao disto, a direcao dos calombos na superficie da Terra nao fica alinhada com a
direcdo em que se encontra a Lua, mas forma um angulo d com respeito a linha que
une os centros da Terra e da Lua, chamado de angulo de fase. Levando em conta que a
Terra rotaciona em sentido progrado (anti-horario) com velocidade angular Q7, e que o
movimento médio da Lua (também em sentido anti-horario) é ny, a diregdo do angulo §
dependera da diferenca entre estas velocidades. Se Q1 > ny, o alongamento da superficie
ocorre a frente (no mesmo sentido da rotagdo da Terra) da linha que passa pelo centro
dos dois corpos, isto é § > 0 (Figura 3.7). Se por outro lado Q7 < np, entdo § < 0%

O angulo 0 tera influéncia em dois aspectos. O primeiro se refere a deformagao do corpo,

que pode ser medida a partir de um parametro () denominado de fator de dissipacao.

2 Esta situacéo ndo deve ter ocorrido na histéria do sistema Terra-Lua, mas é muito comum no caso de
planetas extra-solares orbitando muito préximos das suas estrelas hospedeiras.
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Este parametro é definido como a diferenca entre a energia perdida pelo atrito interno da
Terra e a energia orbital (no caso, da 6rbita da Terra em volta da Lua, cujo movimento
médio também é ny). Devido a que ¢ depende das velocidades orbital e rotacional,
ele também depende de @ (MacDonald, 1964), em particular § = 1/Q (Ferraz-Mello,
Rodriguez, & Hussmann, 2008). O valor deste pardmetro é dificil de medir porque tem a
ver com caracteristicas fisicas do corpo como: rigidez do material, viscosidade, gravidade
superficial, densidade, etc. Goldreich & Soter (1966) derivam valores para diferentes
objetos no Sistema Solar, e acham que corpos rochosos devem ter valores de () no intervalo

de 10 até 500, enquanto que os planetas gasosos tém () ~ 6 x 10%.

~

Figura 3.7.: Angulo de fase § no caso de Qp > ny. Mostram-se quatro pontos onde se
indicam os vetores da forga gravitacional por parte da Lua. As forcas nos
pontos C e D sao compensadas, mas no caso dos pontos A e B se produz um
torque 7, que retarda a rotagao da Terra (Qr diminui).

O segundo aspecto se refere as mudancas na rotacao da Terra. No caso de ter Qp > ny,
na Figura 3.7 podemos ver que existe uma for¢a sobre uma particula localizada na posi¢ao
C que tende a fazer girar a Terra em sentido horéario. Esta forca fica compensada pela forca
produzida sobre uma particula situado no ponto D, que tendera fazer girar a Terra em
sentido anti-horario. Os pontos A e B formam um par onde esse efeito também acontece:
a forca da Lua sobre o ponto A leva a Terra a girar em sentido horario, enquanto que em
B o efeito é oposto. Porém, como A e B nao se encontram & mesma distancia da Lua, a
forca sobre A é maior que sobre B, devido ao fato de A ficar mais perto do satélite. O
resultado entao é a aparigdo de um torque T que tende a frear a rotacao da Terra. Por
outro lado, quando 27 < ny o sinal do torque serd diferente e nesse caso a rotacao da
Terra acelerar-se-ia (Murray & Dermott, 1999).

Assim como o campo gravitacional da Lua, considerada como corpo puntiforme, afeta
a rotacao da Terra, considerada como corpo extenso, ¢ razoavel esperar que o efeito
gravitacional da Terra (puntiforme) sobre a Lua (extensa) seja similar. Neste caso, devido
ao fato da Lua ser um objeto menos extenso do que a Terra, e sem importar a velocidade

de rotagao inicial da Lua (menor ou maior do que o seu movimento médio), chegard um
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momento em que a deformacao desta ficara alinhada com a direcao da Terra. Nesse ponto,
T = 0 e a rotagdo da Lua nao mudard mais, tendo atingido uma configuracao na qual
ny ~ Q. Esta configuracao é chamada de sincronismo® ou também de acoplamento spin-
érbita (Goldreich & Peale, 1966), e é o motivo pelo qual atualmente s6 vemos uma face da
Lua. Evidéncias paleontoldgicas revelaram que tanto a rotacao da Terra quanto a da Lua
foram mais rdpidas nas eras Paleozoica e Mesozoica do que nos dias atuais (Rosenberg
& Runcorn, 1975), e que ambas as rotagoes foram freadas pelas forcas de maré mituas.
Resultados de simulagoes hidrodindmicas (Kokubo & Genda, 2010; Cuk & Stewart, 2012)
mostraram que o periodo de rotagdo da Terra logo apos ter formado a Lua foi de ~ 2,3
h. O estado inicial do spin da Lua ¢, a principio, desconhecido. Estudos desenvolvidos
por Hut (1981) mostram que o tempo necesséario para atingir o sincronismo neste tipo de
sistemas é relativamente curto, pelo que geralmente é adotado que a rotacao inicial da
Lua era sincrona ou muito préxima do sincronismo e tendendo assintoticamente a esta
condigao (Meyer et al., 2010).

Voltando ao caso da maré na Terra, vemos que por conservacao de momento angular,
o torque T que freia a rotacao da Terra é contrabalanceado por um torque —7Y de igual
direcao mas sentido oposto aplicado sobre a érbita da Lua. Este torque atua acelerando o
movimento médio da Lua ny, ou seja, fazendo com que aumente o semieixo maior da sua
orbita. Assim, o satélite vai se afastando gradativamente da Terra ao longo do tempo.
Como ja comentamos, com base no modelo de formagao da Lua por um impacto tnico,
a mesma teria se formado além do limite de Roche (~ 2,9 Ry) e evoluiu pelo efeito da
maré até os 60 Ry atuais. Por outro lado, no caso de ter sido {27 < nj, o semieixo maior
do satélite teria diminuido até colidir com a Terra. Este ultimo mecanismo opera de fato
em Phobos, um dos satélites de Marte (Cazenave et al., 1980). Além de fazer aumentar
o semieixo maior da orbita da Lua, o efeito de maré produz mudancas também sobre a
sua excentricidade. Enquanto que a maré na Terra tende a aumentar a excentricidade da
érbita da Lua (Jeffreys, 1961), a maré na Lua tende a diminuir a excentricidade da 6rbita
(Goldreich, 1963).

A teoria de maré originou-se a partir dos trabalhos de Newton e Laplace. Entretanto,
o primeiro modelo completo foi desenvolvido recém no final do século XIX por Darwin
(1880). A ideia por tras de qualquer teoria de maré envolve dois aspectos: determinar

o potencial gerado pela deformacao do corpo que sofre a maré e estudar o efeito deste

3 Rigorosamente falando, a condicio de sincronismo ¢é dada por ny ~ €, ou seja a velocidade orbital
do corpo que gera a maré se sincroniza com a velocidade de rotacao do corpo que sofre a maré. Mas
como o fenémeno é analisado no &mbito de um problema de dois corpos isolados, tem-se que ny = ny,.
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potencial sobre um corpo de massa m em um ponto arbitrario do espaco. Em particu-
lar, este corpo pode ser o préprio que gera a maré. O potencial do corpo deformado é
expandido em uma série de harmonicos, cada um vinculado a diferentes combinagoes das
frequéncias €2 e n chamadas de ondas de maré, por exemplo 202 — 2n, 22 — 3n, 200 —n, 2n,
2€), etc. Esta série harmonica é valida para o caso em que o corpo se deforma de maneira
elastica. No caso de deformacao inelastica, a solugdo de Darwin foi introduzir diferentes
atrasos de fase em cada harmonico, ficando as equagoes de movimento expressas em ter-
mos destes atrasos. Na teoria de Darwin, os atrasos sao introduzidos “ad-hoc”, e no caso
mais simples podem ser considerados todos iguais.

Mignard (1979) e Touma & Wisdom (1994) aplicaram a teoria de Darwin, com al-
guns aprimoramentos, para analisar a evolucao do sistema Terra-Lua devida ao efeito de
maré. Modificacoes da teoria de Darwin também permitiram estudar a evolugao orbital
e rotacional de outros sistemas de satélites do Sistema Solar. Alguns dos trabalhos mais
destacados sao Jeffreys (1961), Goldreich (1963, 1965), Kaula (1964), MacDonald (1964),
Goldreich & Soter (1966). Com a descoberta de exoplanetas, e em particular de gigantes
gasosos perto da estrela hospedeira (hot Jupiters), outros autores como Jackson et al.
(2008) investigaram a evolugao orbital dos mesmos. Em geral, as formulas utilizadas por
estes autores diferem entre si, devido principalmente a diferentes convengoes utilizadas
para descrever as forcas e torques de maré entre os objetos. Uma revisao da teoria de
Darwin, unificando algumas convengdes, foi realizada por Ferraz-Mello et al. (2008). Cabe
destacar que, recentemente, tém sido propostas teorias de maré alternativas que evitam a
introdugao de lags arbitrarios, como o modelo de Efroimsky & Williams (2009) e o modelo
de maré de fluéncia de Ferraz-Mello (2013).

As equagoes que descrevem o efeito de maré sao matematicamente complicadas e nao é o
objetivo deste trabalho fazer um estudo detalhado sobre a sua obtencao no sistema Terra-
Lua-troiano. O que sera analisado ¢é a variagao que ocorre nos valores de excentricidade e
semieixo maior dos satélites devido a este efeito. Em particular, consideramos as equagoes
de variacdo no tempo de a e e para cada corpo separadamente. E importante destacar que
as rotagoes dos objetos nao estao sendo consieradas no modelo. Os efeitos de maré entre
o troiano e a Lua poderiam nao ser despreziveis, mas devido a dificuldade de desenvolver
equagoes para esse subsistema, em primeira aproximacao consideraremos apenas a maré

entre a Terra e a Lua e a maré entre a Terra e o troiano*. Para um detalhamento

4 O Hamiltoniano H+Rg inclui termos que envolvem a dindmica kepleriana (problema de dois corpos
dos satélites com a Terra) mais a interacgdo entre os satélites. Para o efeito de maré ndo encontramos
um desenvolvimento analitico que considere a interaccdo entre os satélites. Assim, o modelo de maré
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da deducao das equacoes, referimos o leitor ao trabalho de Ferraz-Mello, Rodriguez, &
Hussmann (2008). Lembrando que o subindice 0 se refere a Terra, 1 a Lua e 2 ao troiano,

temos que as variagoes do semieixo e da excentricidade sao dadas por:

153 G ko R5 ki €
a= (34 ),/ LR o 11/2 - 2fGmi T (3.62)

a;

. 57 G 5]610 €; 3Ri klz‘ €;
= 5 g gy aE ~ 3 Gm%@aw

i=1,2 (3.63)

onde Ry, R; sdo os raios dos corpos, (o, Q); sdo os fatores de dissipacao, e kg, ki; sao os
numeros de Love. Neste trabalho, adotamos os valores )y = 100, kg = 0,34, Q); = 10 e
k; = 0,03, encontrados tipicamente na literatura. E interessante notar que na Equacio
(3.62), o primeiro termo corresponde ao efeito na dérbita da Lua/troiano ao redor da Terra
devido a maré na Terra. Este termo foi obtido sob a hipotese que €2y > n;, onde o fator de
dissipagao Qg esta vinculado ao lag semi-diurno do termo 22y — 2n;; ele possui uma parte
principal que ndo depende de e; mais uma corregao de O(e?), e é sempre positivo. Por
outro lado, o segundo termo da equagao, corresponde ao efeito na orbita da Terra ao redor
da Lua/troiano devido a maré na Lua/troiano. Este termo é da O(e?), é sempre negativo
e foi obtido sob a hipdtese de sincronismo €2; ~ n;. Neste caso, o fator de dissipagao @);
estda vinculado ao lag semi-diurno do termo 2€2; — ng. Como o termo da maré na Terra
é o que domina, é 6bvio que o efeito total faz aumentar o semieixo, mesmo no caso em
que e; = 0. Por outro lado, o primeiro e segundo termos na Equagdo (3.63) também
correspondem a maré na Terra e na Lua/troiano, respectivamente, e foram obtidos sob
as mesmas hip6teses. Como ambos termos sdo da O(e), tanto um quanto outro pode
dominar e, portanto, a excentricidade pode aumentar ou diminuir dependendo dos valores
dos parametros.

Por completitude, digamos que na hipétese que Qy < n;, as Equacoes (3.62) e (3.63)

mudam levemente para:

. 171 G klO 1 R5k}l 62
i=—(3 2),/ Ry — 21,/Gm}— = —
“ ( * 4 m0m 0 Qo %11/2 o m; Qi ail/Q

. 75 G 5]650 €; 21 3R§) kli €;
SR TN R I R

(3.64)

A estrutura é semelhante, mas cabe destacar que neste caso ambos efeitos sdo sempre

negativos, o que significa que o semieixo vai sempre diminuir e as orbitas tornar-se-ao

usado s6 considera as for¢as de maré produzidas sobre a Terra e os satélites.
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circulares.

3.3.1. Incorporacdo do efeito de maré no modelo co-orbital

Como vimos na se¢do anterior, o efeito de maré provoca uma variacdo lenta (secular)
no semieixo maior e excentricidade das orbitas da Lua e do troiano. A variagdo total

sobre esses elementos orbitais pode entao ser apresentada como:
a = acs + ay, € =¢écs+ ey (3.65)

onde acgs e €cg sao as variagoes do semieixo maior e da excentricidade em auséncia do
efeito de maré, isto é variagoes devido a dindmica co-orbital e perturbacao do Sol, e a,,
e é)r sao as variagoes descritas pelas Equagoes (3.62) e (3.63). Veremos a seguir como
incorporar as Equagoes (3.65) nas equagoes de movimento (3.21)-(3.26). Cabe destacar
que apenas os momentos candnicos serao afetados, pois s6 eles dependem explicitamente
de a,e. Por efeito, os momentos Jy, Jo, G1, Go podem ser expressos genericamente como

I = B\/una®(e). Agora, derivando em fungao do tempo, obtemos,

dl or. oI,

E = %a%—%e
i+ s+ )
~ 9 acs + ap e €cs T EM
_or, er, or ol
N aa@cs 86603 8aCLM aeeM
B dfcs+ oI, +g.
O dt aa“M 06€M
. dICS dIM
= + 7 (3.66)

onde o termo dlsg/dt representa a variagdo do momento na auséncia do efeito de maré (ou
seja, a solugdo dada pelas Equagoes (3.21)-(3.26)), e o termo entre paréntesis tem a ver
com a variagao provocada por esse efeito. Nas equacoes para os momentos J; e Jo, 0 termo
referente a variacao da excentricidade néo existe. E importante salientar que, ao introduzir
o efeito de maré, o momento Jo que no Hamiltoniano médio era constante, apresentard
uma variagao com o tempo. De fato, a condi¢ao Jo = cte. no problema médio representa a
conservacao do momento angular orbital do sistema, e se espera que a introdugao da maré
cause uma mudanca do momento angular orbital em fun¢do do torque aplicado. Cabe

destacar, entretanto, que se o nosso modelo levasse em consideragao também as variagoes
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na rotacao dos corpos,§, o momento angular total do sistema (orbital + rotacional)

conservar-se-ia.

3.3.1.1. Maré em varidveis regulares de Poincaré

Para introduzir o efeito de maré nas equacoes (3.30)-(3.35), escrevemos:

a = acs+ay
h = hos + hM
k= k‘cs + iflM (3.67)

onde como antes acg, hos, kos sao as variagoes devidas apenas a dinamica co-orbital, e

ap € dado pela Equacao (3.62). Levando em conta a defini¢ao de h, k temos que:

hy = éysinw + )y ecosw

ky = éacost — oy esinw (3.68)

A principio a maré causa variacdo do perigeu (Ferraz-Mello et al., 2008),mas por sim-
plicidade no nosso modelo nao é levada em conta essa variagao, ou seja, considerarmos
w M = 0. Entao

har = %Mh, foas = %Mk (3.69)

sendo é); dado pela Equagao (3.63).
A seguir, notamos que neste caso nao apenas os momentos K;, Ky mas também as

coordenadas H,, Hy sao fungao de a, e e podem ser escritas de forma genérica como [ =

B/pa®(h, k). Derivando no tempo, temos:

dI or. o0I. 01

ol . . ol . . ol . .
= %(CLCS‘FCLM)+%(hcs+h1\4)+%<kcs+k1\4)
= s+ Do+ Lo+ Ly + iy, + 9L
B e P A TR TR
dles (01, 9T, Ol
= dt <aaCLM + %hM + % M>
dlgs  dly
= 7 + 7 (3.70)

Novamente, para Jp,Js as expressoes nao dependem das variacoes em h, k; para HiH,
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nao dependem de variacoes em k e para K; K5 nao dependem de variacoes em h.
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4 Mapeamentos simpléticos

O estudo de sistemas dinamicos dentro do Sistema Solar necessita de integradores nu-
méricos que consigam reproduzir as caracteristicas dindmicas durante um intervalo de
tempo muito longo. Para o estudo de diversos problemas no Sistema Solar sao usados in-
tegradores simpléticos, por serem, como se mostrara a seguir, ferramentas que conseguem
reproduzir muito bem a dindmica global de um sistema (pontos de equilibrio, regides de
regularidade e caoticidade no espago de fases, etc.), além de serem mais rapidos do que
os integradores numéricos classicos nao simplécticos.

Neste capitulo abordaremos alguns conceitos basicos utilizados na construgao do nosso

mapa simplético, e posteriormente, indicaremos a forma em que foi construido.

4.1. Conceitos basicos sobre fluxos e mapas

Matematicamente, um sistema dinamico é definido por um sistema de equacoes, através
do qual evoluimos as variaveis que representam o estado dindmico do sistema em fungao
do tempo. O tempo t pode ser caracterizado como uma variavel continua ou discreta.
Para o caso do tempo ser uma variavel continua, a solugdo do sistema constitui um fluxo.
Ja quando t for discreto, a solu¢ao constitui um mapa ou mapeamento.

Os fluxos sao sistemas dinamicos representados por equagoes diferenciais, logo, conhe-
cida uma condicao inicial, a evolucao do sistema ¢é obtida através da integracao dessas
equagoes. Isto nos fornece uma solugao valida, a principio, para todos instantes de tempo.
Os mapas, por sua vez, sao representados por equagoes de diferencas, que fornecem a infor-
macao do estado do sistema no tempo ¢, em funciao de um estado passado t,_1; contudo,

nada pode ser afirmado sobre os estados intermediarios entre esses tempos. Formalmente,
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um mapa é uma aplicacao M : S — S de um espac¢o métrico S em si mesmo, tal que:
T = M(xy). (4.1)

A aplicacdo permite construir a sucessao {1, g, &3, ..., Tn, Tni1, ...} & partir de uma con-

dicao inicial z.

4.2. Integradores numéricos como mapas

O nosso problema é resolver as equagoes de Hamilton (Equacgao 2.16):

n=1£(n1) (4.2)

sujeitas a condicao inicial n(ty) = n,, o que se conhece como problema de valor inicial
ou PVI. Na pratica, a solugao exata pode ser calculada em forma analitica s no caso em
que o sistema descrito pelas equacgoes € integravel, o que ocorre raramente. Desta forma,
para a maioria dos problemas a alternativa é encontrar solugoes aproximadas mediante
métodos numéricos. A solugdo numérica de um PVI nao é obtida como uma aproximacao
continua da solugao exata, mas como um conjunto de valores aproximados da solucao
em valores discretos da variavel independente, no nosso caso, o tempo t. A abordagem
mais simples consiste em encontrar a solu¢cao numérica a partir da condi¢ao inicial em n
intervalos de tempo equidistantes tq + i7, (i = 1, ...,n). Na literatura existem numerosos
métodos numéricos para resolver PVI, tais como: o método de Taylor, os métodos de passo
simples como Runge-Kutta e seus derivados, os métodos de extrapolacao ao limite como
Bulirsch-Stoer, e os métodos multi-passo (preditor-corretor) como Adams-Moulton, entre
outros. Na maioria dos casos, as solu¢oes obtidas com estes métodos sdo precisas, mas os
erros de truncamento da solucao se acumulam com o tempo e, particularmente no caso de
sistemas dinamicos conservativos, introduzem uma componente espiria na solucao que faz
com que a energia do sistema nao seja constante. Os métodos simpléticos sdo uma classe
de integradores especificos para sistemas hamiltonianos que evitam a mudanca sistematica

da energia e assim conseguem respeitar a fisica do problema.
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4.3. Mapas simpléticos

Um método de integragdo numérica das equacoes de Hamilton se diz simplético se a
propagacao das variaveis de estado do sistema m entre um tempo t e um tempo ¢t + 7 é

expressa por uma transformacgao candnica. Isto garante que:

o O integrador simplético preserva o volume no espacgo de fases do sistema ao longo

do tempo;

e O integrador simplético preserva, em primeira aproximacao, a energia do sistema,
pois os erros de truncamento nao introduzem variagoes sisteméaticas na energia do
problema (a energia pode apresentar variagoes, mas as mesmas se mantém limita-

das).

Para mostrar como os integradores simpléticos sao construidos, vamos utilizar a teoria

mencionada na Secao 2.4.

4.3.1. Mapa simplético de primeira ordem

Segundo a Equagao (2.20), a evolu¢ao de um sistema hamiltoniano sobre um intervalo

de tempo 7, a partir de um valor inicial, é dada por:

n(t) = exp 7'7:[770.

Se o Hamiltoniano é escrito na forma

H =My + M, (4.3)

a solucao sera dada por:

n(t) = expr (Ho + ) o, (4.4)

E importante destacar que os operadores colchete de Poisson ndo comutam, isto é: HoHy #

Hi1Hgy. Assim,

expT(’}:lo—i-?:ll) = 1—1—7’(’}:[0—1—’}:[) %(7—204_7—[1) 4o
72

= 17 (Ho+ Ha) + 5 (HG+ Hofl + FuHo + 743) +
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Por outro lado,

2 2
expTHoexpTH; = <1+7H0+;H3+---> + (1—1—77—[1—1-7—27-[%—1—-“)

2

= 147 (Ro+Hh) + 5 (3 +2HPa + 73) + -

e comparando ambas expressoes vemos que elas sao iguais até primeira ordem. Portanto,

a Equagao (4.4) pode ser escrita como:
n(t) = exp 7Ho exp 7Ham, + O(7°) (4.5)

Entdo, descartando os termos da O(7?), a equagdo anterior representa a composigao de

duas transformagoes canonicas:

n(t) = exp THoM, 7 = expTH1m,

e portanto também é canoénica. Em particular, a Equacao (4.5) constitui um integrador
ou mapa simplético de primeira ordem. Neste caso, cada operador série de Lie atua sobre
um dos termos do Hamiltoniano, ignorando o outro. Isto equivale a fazer com que a cada

passo de integracao 7 a solucao seja construida em dois passos:
1. evoluindo o sistema s6 sob o efeito de H;, por um intervalo temporal 7, e
2. evoluindo o sistema s6 sob o efeito de Hy, no mesmo intervalo temporal 7.

E importante destacar que este mapa de primeira ordem nao conserva o Hamiltoniano
original H, mas conserva em forma exata um Hamiltoniano H, que difere de H em termos

da O(r), especificamente:
7:[ - Ho + 7’[1 + % [Ho,%l] + O<7'2> (46)

O Hamiltoniano H pode ser tdo préximo de H quanto se queira, bastando escolher um
passo T suficientemente pequeno. Entretanto, a Equacao (4.6) tem uma consequéncia
importante: como H depende de 7, o passo de integracao nao pode ser modificado ao longo
da integracao, sob pena de modificar a estrutura de H (e portanto, as propriedades do

sistema fisico que quer se estudar). Esta é a principal desvantagem dos mapas simpléticos
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em relagao a outros métodos de integragao, como os algoritmos Runge-Kutta, nos quais é
possivel implementar estratégias de passo varidvel para aumentar a eficiéncia do método
mantendo o erro da solucao limitado. Outra desvantagem é que ‘H muda ao transformar

T — —T, 0 que implica que a solug¢ao nao é reversivel no tempo.

4.3.2. Mapa simplético de segunda ordem

De forma andloga ao integrador de primeira ordem, um mapa simplético de segunda

ordem pode ser construido considerando a composicao de trés operadores:

n(t) = exp %7:[1 exp 7H exp %7:[1770 +O(T%). (4.7)
E fécil demostrar que esta expressdo é idéntica & Equacdo (4.4) até O(72). Entdo, cada
passo de integracao 7 consiste agora em trés sub-passos:
1. o sistema evolui s6 sob o efeito de H;, por metade do passo de integracao,
2. o sistema evolui s6 sob o efeito de Hg, por um passo completo,

3. o sistema volta a evoluir s6 sob o efeito de H;, por metade do passo de integracao.

Este tipo de integrador é conhecido como “leap-frog”, e foi o método escolhido para resolver
as equagoes de movimento do sistema co-orbital estudado neste trabalho. Destaquemos

que o leap-frog conserva em forma exata o Hamiltoniano

2 2

7:[=H0+7'[1—%HH0’H1]7H0] -

o [[(Ho, Ha] , Ha] + O(7?)

Neste caso, também nao ¢é possivel mudar o tamanho do passo ao longo da integracao,

mas como H depende apenas de poténcias pares de 7, a solugdo é reversivel no tempo.
Lembremos que o nosso modelo da dindmica do sistema Terra-Lua-troiano-Sol, tem as-

sociado um Hamiltoniano médio que em coordenadas de Poincaré, por exemplo, é descrito

pelas Equagoes (3.18) e (3.54):
H = Ho(J1, 2, 01) + Hi(J1, J2, G1, Ga, 01, @1, @2) + Rs(J1, Ja, G1, Go, w1, @2, As),
logo, o mapa simpléctico vem dado pela composicao dos operadores:

n(t) ~ exp %7@3 exp g?fll exp 7Ho exp g?—ll exp %7@5770. (4.8)
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O mesmo procedimento pode ser aplicado ao Hamiltoniano em variaveis regulares de
Poincaré (Equagoes 3.27 e 3.57).

Para incorporar o efeito de maré ao mapa simplético, aplicamos no inicio e no final
de cada passo uma variacao sobre os momentos do sistema calculada a partir do tltimo

termo nas Eqs. (3.66) e (3.70) multiplicado por metade do passo, isto é:

. T .
770:770+§7IM
e
. T .
"7:77+§77M

onde m,,n sao as condig¢oes no inicio e no final de cada passo do mapa, en,, 7 sao as
grandegas evoluidas em forma simplectica através da Eq. (4.8). Assim, o esquema de

integracao envolve os seguintes estagios:

1. Consideramos as condigoes inicias no tempo tq: Jig, Joo, G1o, G20, 010, @10, @20, Aso
no caso de variaveis de Poincaré, ou Jyg, Jog, K19, Kag, 010, H1g, Hog, Aso no caso de

variaveis regulares.

2. Evoluimos a condi¢ao inicial devido ao efeito de maré, por um intervalo 7/2,

3. Evoluimos o sistema considerando apenas a perturbagao Rg, por um intervalo 7/2,
4. Evoluimos o sistema considerando apenas a perturbagao H;, por um intervalo 7/2,
5. Evoluimos o sistema considerando apenas a parte principal Hg, por um intervalo ..
6. Repetimos o passo 4,

7. Repetimos o passo 3,

8. Repetimos o passo 2,

9. Obtemos os novos valores de Jy, Jo, G, Ga, 01, w1, w2, As, OU

J17J27K17K2701’H17H27)\87
10. Voltamos ao passo 2.

A principio, os estagios 2, 3 e 4 poderiam ser reunidos em um tnico estagio, da mesma
forma que os estagios 6, 7 e 8. Entretanto, manter os estagios separados permite ter um

controle mais simples de como as diferentes perturbagoes influenciam o movimento base
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descrito por Hy, e facilitam o processo de “ligar” ou “desligar” termos de perturbacao
especificos.

Para implementar este esquema de integragao, escrevemos um coédigo na linguagem
FORTRAN. A evolu¢ao do mapa em cada estagio (ou seja, o computo das séries de Lie
e das variagoes pelo efeito de maré) é realizada utilizado o integrador numérico RA15
(Everhart, 1974), que é um método Runge-Kutta implicito de ordem 15. Este método foi
escolhido pela sua eficiéncia e velocidade. Para funcionar, o codigo pede como entrada as

seguintes informacoes:

propriedades fisicas dos corpos (Lua e troiano): m;, Q;, ki

condicoes inciais do sistema: a;, e;, 01, @;, A\g

tempo inicial e final da integracdo e tamanho do passo,

parametros especificos da sub-rotina RA15

As unidades utilizadas pelo cédigo sdo: massa da Lua (Mp), ano, e raio da Terra (Ry).
Um detalhe importante a destacar é a escolha do tamanho do passo 7. A principio,

dado que o Hamiltoniano do problema co-orbital é um Hamiltoniano médio, a escolha

natural para o passo do mapa é o periodo da variavel sinddica, ou seja, o angulo €5 sobre

o qual se faz a média. Nesta caso, resulta ser:

21
T=—
nr

levando em consideracao que os movimentos médios da Lua e do troiano sao praticamente
iguais. Este passo é definido em funcao do semieixo inicial da Lua, e é mantido fixo mesmo

no caso em que as forcas de maré fazem o semieixo da Lua migrar.
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5 Resultados

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos do nosso modelo, considerando os
valores dos parametros no inicio da formacao da Lua. Para levar a cabo as integragoes
utilizamos o cluster da Coordenagao de Astronomia e Astrofisica (COAA) do Observatério

Nacional.

5.1. Hamiltoniano co-orbital

Nosso primeiro objetivo foi estudar o espaco de fases da parte integravel Hy do Hamil-
toniano (Equacao (3.19)) associado ao sistema Terra-Lua-troiano. Para isto, simulamos
a Terra, a Lua e um troiano com massas de 0,003 e 0,04 M, onde a configuracao inicial
das drbitas de ambos os satélites foi ag = 7 Ry e ¢g = 0,001. Como mencionado na Secgao
2.2, alguns autores acham que quando o troiano atinge a ressonancia de evecgao em ~ 40
R, esta é responsavel por desestabilizar a sua Orbita e ejeta-lo do sistema. Assim, para
estudar este efeito, consideramos uma outra configuracao inicial em ay = 40 Ry. Resol-
vendo as equagoes de movimento de 3.19, em todos os casos vemos que, o espago de fases
contém o6rbitas ferradura, érbitas girino, e um outro tipo de érbitas especiais chamadas de
6rbitas quase-satélite. Nas imagens da Figura 5.1, mostramos o espago de fases (o1, J1),
onde oy = 26,', para duas das configuracdes iniciais estudadas: 0,003 My e 7 Ry (imagens
acima), e 0,04 M, e 40 Ry (imagem embaixo). As linhas de cores representam diferentes
tipos de érbitas possiveis. Em todos os casos encontramos cinco pontos lagrangianos (tal
qual no P3CR). Distinguimos os pontos triangulares de Lagrange, L, e Ls (em magenta)

em o1 = 60° e o1 = 300°, respectivamente. Circundando estes pontos encontramos as or-

1 Na literatura encontramos que é comum considerar os angulos ¢ = Ao—\; e Aw = wy—w; para localizar
os pontos lagrangianos. Portanto os resultados serdo apresentados ultilizando a mesma nomenclatura.
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bitas girino, com 10° < g1 < 180°, enquanto que as Orbitas ferradura acontecem quando
o > 180°. Em amarelo podemos ver a separatriz de movimento que é originada no pontos
colinear de Lagrange L3 (0 = 180°). A linha vermelha indica uma 6rbita quase-satélite
e fica ao redor do ponto singular o; = 0° , que corresponde a condicao de colisdo entre
a Lua e o troiano. Na imagem superior direita mostramos uma ampliacao feita ao redor
do ponto singular. Vemos a érbita quase-satélite e duas separatrizes de movimento, uma
originada no ponto Lagrangiano L;(em azul) e outra originada no ponto Ly (em laranja).
A identificagao dos pontos de equilibro foi feita segundo Robutel & Pousse (2013). E
importante ressaltar que o resultado das integragoes usando as variaveis de Poincaré e as
variaveis regulares de Poincaré, sao idénticos.

Uma vez conhecido o espago de fases da parte integravel do Hamiltoniano, adicionamos
a perturbagdo H; em varidveis regulares (Equacao 3.29). Neste caso a excentricidade
desempenha um papel importante na evolugao do sistema. Assim, as integracoes foram
feitas para os mesmo casos anteriores, mas agora utilizando excentricidades iniciais de
eo = 0,001 e eg = 0,1. Vemos que, no caso de excentricidade pequena (e = 0,001), o
espago de fases do Hamiltoniano (3.27), para troianos com massas 0,003 ou 0,04 My, em 7
ou 40 R, nao sofre modificagdes apreciaveis com respeito ao descrito por Hg. Um exemplo
pode ser visto na imagem superior da Figura 5.2. Por outro lado, para excentricidade
grande (e = 0,1), o espago de fases muda significativamente, para quaisquer valores das
massas. Um exemplo para o caso 0,04 My e 7 Ry é apresentado na imagem inferior da
Figura 5.2. Em todos os casos com excentricidade inicial grande, as érbitas quase-satélite

nao sao perceptiveis.

5.2. Hamiltoniano co-orbital mais perturbacdo do Sol.

Incluindo o efeito da perturbagao do Sol, o espago de fases do Hamiltoniano H + Rg
¢ também modificado significativamente em alguns casos. Considerando quaisquer dos
valores para a massa e a distancia inicial do troiano, com e = 0,001, a perturbacao do Sol
¢é desprezivel e o espago de fases ¢é similar aquele de H. Quando é considerado um valor
de excentricidade grande (e = 0,1), o espago de fases fica mais perturbado para massas
menores e distancias maiores, como mostrado na Figura 5.3.

E de nosso interesse analisar a configuragao troiana, isto é analisar a dinamica nas pro-
ximidades dos pontos Lagrangianos L4 e Ls. Devido a simetria do problema, escolhemos

trabalhar s6 no ponto Ly (o resultados sdo similares para o ponto Ls). Nesta configuragao
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Figura 5.1.: Espaco de fases do Hamiltoniano integravel H, do sistema Terra, Lua e troi-
ano. Na imagem superior esquerda, o caso de um troiano de massa 0,003
M, a uma distancia de 7 Ry. Na imagem inferior, o caso de um troiano de
massa 0.04 M, a uma distancia de 40 Ry. Os pontos na cor magenta, sao
Ly (o0 = 60°) e Ly (07 = 300°). A separatriz de movimento entre os regi-
mes girino e ferradura (linha de cor amarelo) é originada em L3 (o7 = 180°).
Na imagem superior direita, vemos duas separatrizes de movimento, uma
originada a partir do ponto L; (azul) que separa os regimes quase-satélite
e ferradura, e outra originada no ponto Ly (laranja) que separa os regimes
quase-satélite e girino. Em vermelho mostramos uma érbita quase-satélite.
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Figura 5.2.: Espaco de fases do Hamiltoniano co-orbital do sistema Terra, Lua e troiano.
Na imagem superior, o espa¢o para o caso de um troiano de massa 0,04 My,
a uma distancia de 7 Ry, com excentricidade e = 0,001. Na imagem inferior,
o espacgo sofre alteragoes quando é considerada uma excentricidade grande
(e = 0,1). Neste ultimo caso as 6rbitas quase-satélite ndo aparecem.
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Figura 5.3.: Espaco de fases para o Hamiltoniano H + Rg, considerando uma excentri-
cidade inicial grande (e = 0.1). Cada cor identifica érbitas com diferentes
condigoes iniciais do angulo o;. Nas imagens acima, ag = 7 Ry. Nas imagens
embaixo, ay = 40 Ry. Na coluna a esquerda, massa 0,003 My, e a direita
massa 0,04 M.
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Figura 5.4.: Variacao da longitude do perigeu do troiano (tws) no tempo. A esquerda,
variacao do angulo para um troiano de 0,003 My, em uma 6rbita com excen-
tricidade baixa (e = 0,001) e a 7 Ry. A direita, variagio para um sistema
similar, s6 que agora em 40 Ry. O periodo de oscilagdo muda de 0,07 anos
para aproximadamente 1 ano.

orbital, estudamos o comportamento da longitude do perigeu w, e da excentricidade da
6rbita do troiano, com e sem a perturbacao do Sol. As condigoes inicias consideradas fo-
ram: o; = 60°, Aw = 60°, e = 0,001, dois casos de semieixo, ag = 7 e 40 Ry, e dois valores
de massas mo = 0,003 e 0,04 M. Como visto anteriormente, para baixas excentricidades
e qualquer valor de mq, nao hé diferencas no espaco de fases do Hamiltoniano co-orbital,
independentemente de considerar ou nao a perturbacao do Sol. Assim, em ambos os casos
nao ha diferencas no comportamento de wsy: o angulo circula, variando continuamente
entre —180° e 180°. Entretanto, o periodo de circulacao muda com a variacao da distancia
inicial em relagdo a Terra. Na Figura 5.4 mostramos a evolucao do angulo wy para um
troiano de 0,003 My a 7 Ry (imagem a esquerda), e a 40 Ry (imagem a direita). No
primeiro caso, o periodo de circulagao ¢ de 0,07 anos, enquanto que no segundo caso ¢ de
~ 1 ano. O resultado para um troiano de massa maior é similar. Salientamos que este

resultado independe de considerar ou nao a perturbagao solar.

Por outro lado, a excentricidade oscila ao redor da condigao inicial, como se mostra nas
imagens da Figura 5.5. A figura corresponde aos mesmos casos que na figura anterior. O
comportamento da excentricidade se mantém no caso de massa do troiano e excentricidade

maiores.

Até aqui vimos o comportamento na dindmica do troiano levando em consideragao sé a
configuragao co-orbital e a perturbagao solar. A seguir mostraremos a influéncia do efeito

de maré no nosso modelo.

74



Efeito da maré sobre a dinamica co-orbital

T T T T T T T T T T
0.0025 H “ 0.0025 | -
0.002 | 0.002 | -
0.0015 | N 0.0015 | -
0.001 0.001
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t[anos] t[anos]

Figura 5.5.: Variacao da excentricidade (ez) no tempo. A esquerda, variacdo de excen-
tricidade para um troiano de 0,003 My, em uma Orbita com excentricidade
baixa (e = 0,001) e a 7 Rp. A direita, variacdo para um sistema similar, s6
que agora em 40 Rrp.
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Figura 5.6.: Comportamento da érbita da Lua durante as simulagdes do nosso modelo.
Na imagem a esquerda mostra-se como o semieixo maior aumenta. A imagem
a direita mostra a oscilagao da excentricidade em torno do valor inicial. Neste
caso o troiano tem massa nula.

5.3. Efeito da maré sobre a dindmica co-orbital

Em primeiro lugar, integramos apenas o sistema Terra-Lua, assumindo a massa do
troiano desprezivel, e incluindo tanto o efeito de maré como a perturbacdo do Sol. As
condicoes inciais foram a = 7 Ry e e = 0,001. O tempo de integracao foi de 175000
anos (equivalente 80 h de processamento no cluster da COAA). O resultado foi o espe-
rado: o semieixo maior da érbita aumenta conforme o passo do tempo, enquanto que a
excentricidade oscila em torno do valor inicial. Na Figura 5.6 mostram-se os resultados.

Uma vez verificado que o efeito da maré estava sendo incluido no modelo de forma

correta, fizemos simulagoes da evolucdo de um troiano com massa. As condi¢Oes inciais
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Figura 5.7.: Comportamento do semieixo maior da Lua e do troiano. Durante o tempo de
simulagao, os semieixos da Lua e o troiano aumentam conjuntamente preser-
vando a ressonancia co-orbital, mesmo sob os efeitos da perturabc¢ao do Sol.
Na imagem a esquerda mo = 0,003 M. Na imagem a direita mo = 0,04 M.

das orbitas foram a = 7 Ry e e = 0,001. Para obter uma solugao préxima do ponto Ly,
consideramos uma condicao inicial de modo que o; = 64° e Aw = 60°. Estudamos quatro
casos considerando troianos com massa pequena (my = 0,003 M) e grande (ms = 0,04

Mp), e incluindo em alguns casos a perturbagao do Sol.

Para rodar todos os casos utilizamos 190 h de CPU. No modelo sem a perturbacao
do Sol, o tempo de CPU foi equivalente a ~ 6,9 x 10° anos de simulacdo, enquanto que
no modelo com a perturbacao do Sol, foi equivalente a ~ 5,4 x 10% anos. Em todos os
casos, os satélite mantém sua dindmica co-orbital, migrando junto com a Lua para fora
e atingindo, no tempo da simula¢ao, um semieixo maior de a ~ 19 Rp. Nas imagens da
Figura 5.7 mostra-se o comportamento para o os casos de troianos com baixa e alta massa,
considerando a perturbacao do Sol. O comportamento do modelo sem a perturbagao solar
é similar.

Por outro lado, as excentricidades oscilam ao redor do valor inicial, embora em que se
inclui a perturbagao do Sol, a amplitude de oscilagao da excentricidade da Lua aumenta.
Na Figura 5.8 mostramos os graficos para os casos de um troiano de ms = 0,003 My sem
Sol (imagem & esquerda) e com Sol (imagem & direita). Os gréficos para o caso de um

troiano mais massivo sao semelhantes.

Na Figura 5.9, mostramos a libragdo do angulo o; ao redor de ~ 60°, e é possivel
enxergar como a amplitude de libragao diminui com o tempo. As imagens correspondem
ao caso my = 0,04 My, sem a perturbagao do Sol (& esquerda) e com a perturbagao do Sol

(direita). Em ambos os casos a amplitude de libragao se reduz em ~ 39%, correspondendo
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Figura 5.8.: Comportamento da excentricidade da érbita da Lua e do troiano para o caso
me = 0,003 M. Durante o tempo de simulacao, as excentricidades oscilam
em torno do valor inicial. Na imagem a esquerda sem considerar a perturbacao
do Sol. Na imagem a direita considerando a perturbacgao do Sol. Neste tultimo
caso a amplitude da excentricidade da Lua aumenta no tempo.

a uma variagao de ~ 3°. O comportamento é similar no caso de um troiano com menor
massa. Este resultado estd em bom acordo com o trabalho de Fleming & Hamilton
(2000). Estes autores aplicam a teoria dos invariantes adiabaticos a dindmica de troianos
de Jupiter (P3CR), supondo que o semieixo da érbita do planeta muda lentamente devido
a migragao em um disco de gés. Eles encontram que, para uma variacao do semieixo de

Jupiter entre a; e ay, a razao entre a amplitudes de libragao dos troianos inicial A; e final

ﬁ_ & 1/4
Ai— ayr )

Este resultado é independente do mecanismo fisico que causa a migragdo. De acordo

Ay é dada aproximadamente por:

com esta férmula, no caso da Figura 5.9 em que a migragdo observada vai de 7 Ry até
~ 18.5 Ry, a amplitude deveria diminuir em ~ 22%. Entretanto ela diminui quase o
dobro, ~ 39%, mas isto pode ser devido ao fato que nos estamos estudando um P3C
nao restrito. Contudo, o nosso resultado indica que a amplitude de libracdo do troiano
diminui, tornando o movimento dele cada vez mais estavel.

Cabe destacar que, se utilizamos as Equagoes (3.64) para simular o efeito de maré,
tanto a Lua quanto o troiano migram para valores menores do semieixo, e neste caso
verificamos que a amplitude de libragao de o; aumenta. Um resultado similar é reportado

por Rodriguez et al. (2013) no contexto de exoplanetas do tipo hot Jupiter.
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Figura 5.9.: Comportamento do angulo o; no sistema onde o troiano tem massa mqs = 0,04
Mj. O angulo libra em torno de um valor médio, mas dimunui a sua amplitude
no tempo. O resultado é o memso no caso de nao considerar a perturbacao
do Sol (imagem & esquerda), ou considerando-a (imagem a direita).
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6 Conclusoes

Neste trabalho estudamos a dindmica para um troiano da Lua, considerando a pertur-

bacao do Sol e o efeito de maré entre os satélites e a Terra.

Nos baseamos no modelo de dindmica co-orbital de Robutel & Pousse (2013) e reescre-
vemos as equagoes do Hamiltoniano para deixa-las em func¢ao dos elementos orbitais dos
corpos em estudo. Por simplicidade, trabalhamos com o problema planar. Identificamos
no Hamiltoniano uma parte integravel e outra considerada como perturbagao. Conside-
rando a teoria de Hill para a Lua, adaptamos as equagoes de perturbacao do Sol sobre a
Lua e o troiano, e as adicionamos no modelo. Incluimos o efeito de maré considerando
apenas as variagoes que esta forga produz sobre o semieixo maior e excentricidade das
érbitas, segundo Ferraz-Mello et al. (2008). Para a integragao das equagoes de movi-
mento utilizamos um mapa simplético de segunda ordem, devido ao fato destes serem
integradores que preservam as caracteristicas do espaco de fase, além da “energia” do

sistema.

Fizemos testes considerando massas para o troiano de 0,003 My e de 0,04 M. O
espaco de fases do Hamiltoniano integravel para ambas as massas do troiano, mostra
cinco pontos de equilibrio como esperado no problema de trés corpos: orbitas girino,
ferradura e quase-satélite. Quando s6 é adicionada a perturbacao do Hamiltoniano co-
orbital vemos que, tanto quando a érbita do troiano é préxima da Terra (a = 7 Ry) como
quando estd distante (a = 40Rr), os espagos de fases ndo mostram mudangas, desde que
a excentricidade dos corpos seja pequena (e = 0,001). Por outro lado, mudangas sao
apreciaveis quando a excentricidade é alta (e = 0, 1), independentemente do valor da
massa do troiano. Por outro lado, quando se incorpora o efeito do Sol, a perturbacao

no movimento é ainda maior para troianos pouco massivos e distantes da Terra. O valor
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da frequéncia de circulacao da longitude do perigeu do troiano muda dependendo da sua
localizagdo. Em 7 Ry o periodo é curto e aumenta com a distancia de forma que em 40 Ry
este é de ~ 1 ano. Este resultado é proprio da dinamica co-orbital independentemente da
perturbacao do Sol e estd em bom acordo com a teoria e as simulagdes de outros autores
(Hertz, 1943 ; Cuk & Gladman, 2009).

O efeito de maré aplicado sobre a Lua e um troiano de 0,003 e 0,04 M, perto do ponto
lagrangiano Ly (A; — A\ = 64° inicialmente), mostra que as 6rbitas dos satélites a TRy e
com excentricidade baixa (e = 0,001), evoluem no tempo aumentando o valor de semieixo
enquanto a excentricidade oscila ao redor do valor inicial. Nos tempos tipicos das nossas
simulagoes (~ 6 Ma), os semieixos maiores dos satélites atingem ~ 20 Ry. Durante esta
evolucao, a amplitude de libracao de \; — Ay, se reduz em~ 39%, mostrando que a Orbita
do troiano se torna mais estavel a medida que migra para fora devido ao efeito de maré,
mesmo considerando a perturbacao do Sol.

Como perspectivas futuras, propomos realizar mais simulagoes, aumentando o tempo
de integracao e estudando a evolugao do corpo co-orbital em distancias maiores. Deve-
mos examinar com mais detalhe a estabilidade do troiano em func¢ao da migracao que faz
diminuir a amplitude de libracao de A\; — Ar, o que causaria com que a perturbacao do
Sol possa nao ser suficiente para desestabilizar a configuracao orbital, mesmo na resso-
nancia de eveccao. Uma generalizacao do modelo, considerando as inclinagoes orbitais e
a perturbacao devida ao achatamento da Terra podera ser desenvolvida a fim de simular

sistemas mais realisticos.
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A Apéndice

Apresentamos aqui as expressoes para as derivadas parciais intermedidrias utilizadas

nas Equagoes (3.21)-(3.26) e (3.30)-(3.35).

Assumindo as defini¢bes das varidveis

-
' Ha 263 7

1/2

B 26, \°
61—[1—<1+J2_J1>] X

de Poincaré (Equagoes 3.18), escrevemos:
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Por outro lado, a partir da definicdo das varidveis regulares (Equagoes 3.27 e 3.17),
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