Observatorio
Nacional

TESE DE DOUTORADO

PARALELIZACAO EM GPU DE ALGORITMOS DE N CORPOS E APLICACOES A
SISTEMAS PLANETARIOS EXTRASSOLARES

ALAN COSTA DE SOUZA

RIO DE JANEIRO
2020






Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inovagoes e Comunicacoes
Observatorio Nacional

Programa de Pés-Graduacao

Tese de Doutorado

PARALELIZACAO EM GPU DE ALGORITMOS DE N CORPOS E APLICACOES A
SISTEMAS PLANETARIOS EXTRASSOLARES

por

Alan Costa de Souza

Tese submetida ao Corpo Docente do
Programa de Pods-graduagao em Astronomia
do Observatorio Nacional, como parte dos
requisitos necessarios para a obtencao do Grau

de Doutor em Astronomia.

Orientador: Dr. Fernando Virgilio Roig

Rio de Janeiro, RJ — Brasil
Margo de 2020



C837

Costa de Souza, Alan

Paralelizacao em GPU de algoritmos de N corpos e
aplicacoes a sistemas planetarios extrassolares [Rio de Janeiro]
2020.

xx, 106 p. 29,7 cm: graf. il. tab.

Tese (doutorado) - Observatorio Nacional - Rio de Janeiro,
2020.

1. problema de N corpos. 2. planetas extrassolares. 3.
caos. 4. aceleracao em GPU. 1. Observatorio Nacional. II.

Titulo.

CDU 5234




“PARALELIZACAO EM GPU DE ALGORITMOS DE N CORPOS E APLICACOES
A SISTEMAS PLANETARIOS EXTRASSOLARES”

ALAN COSTA DE SOUZA

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO PROGRAMA DE POS-
CGRADUACAO EM ASTRONOMIA DO OBSERVATORIO NACIONAL COMO PARTE
DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A OBTENCAO DO GRAU DE DOUTOR
EM ASTRONOMIA.

Aprovada por:

Dr. Fernando Virgilio Roig — ON
(Orientador)

Prof. Dr. Adrian Rodriguez Colucci — OV/UFRJ

Prof. Dr. Daniel Gregorio Alfaro Vigo - DCC/UFRJ

Dr. Jorge Marcio Ferreira Carvano — ON

Dr. Roberto Vieira Martins — ON

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL
30 DE MARCO DE 2020






Aos meus pais e a Deus



vi



Agradecimentos

Em primeiro lugar ao meu orientador Dr. Fernando Roig, que confiou em mim para

levar a cabo este projeto e pelos ensinamentos ao longo destes quatro anos.

Aos meus pais por terem me dado a libertade e terem me impulsionado a atingir

meus sonhos, pelo seu apoio e amor incondicional.

A minha amiga Patricia Zudio Lima, por ter me ajudado nos momentos dificeis

durante a caminhada do doutorado.

A minha orientadora de Mestrado Juliana Vianna Valério, por ter aceito o desafio
de me orientar no mestrado e por ter me auxiliado nos contatos que me levaram a

conseguir ingressar no programa de doutorado do Observatorio Nacional.

A minha orientadora de projeto final de graduacio Luziane F. de Mendonca, pelos

ensinamentos que me auxiliaram até este momento.
Aos professores do programa de pos-graduacao pelos ensinamentos e orientagoes.

As laboratorio LC3 da UFRJ pelo apoio ao conceder acesso as maquinas contendo

as placas graficas 1080 e k80 utilziadas no trabalho.
Ao Observatoério Nacional;

A Capes pelo financiamento;

vil



viil



Alan Costa de Souza

PARALELIZACAO EM GPU DE ALGORITMOS DE N CORPOS E APLICACOES A
SISTEMAS PLANETARIOS EXTRASSOLARES

RESUMO

Nesta tese, analisamos a viabilidade e implementamos a paralelizacao de algoritmos
para resolver as equacoes planetarias de movimento em placas GPU. Com base na versao
seqiiencial do algoritmo Helio, que faz parte do software Swifter, fizemos a traducao
do codigo de Fortran para C e, em seguida, sua paralelizacao em CUDA. Testamos trés
abordagens diferentes para paralelizacao: (i) o algoritmo simplético de Ruth para um
sistema de N corpos, com N grande, (ii) o algoritmo Helio também para um sistema de
muitos corpos, e (iii) o algoritmo Helio aplicado a uma grade de condigdes iniciais para
um problema de poucos corpos. Concluimos que as versoes paralelizadas do algoritmo de
Ruth e da grade de condicoes iniciais sao muito mais eficientes em termos computacionais
do que suas contrapartes seriais. Por outro lado, o algoritmo Helio aplicado a um sistema
de muitos corpos mostra um desempenho, em relacao a versao serial, que depende das
placas de GPU e CPUs usadas. Juntamente com a paralelizacao, implementamos o calculo
de alguns indicadores de caos, em particular o indicador MEGNO, e validamos nosso
codigo reproduzindo resultados conhecidos da literatura. Por fim, aplicamos o codigo
que paraleliza uma grade de condigoes iniciais ao estudo da estabilidade de trés sistemas
planetarios extrassolares: Kepler-419, Kepler-59 e Kepler-46. O interesse nestes sistemas é
porque seus parametros dinamicos foram obtidos através da analise de variagoes de tempo
de transito e queremos verificar se os sistemas sao estaveis ou nao dentro dos intervalos

de incerteza de seus parametros.
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Alan Costa de Souza

GPU PARALLELIZATION OF N-BODY ALGORITHMS AND APPLICATIONS TO
EXTRASOLAR PLANETARY SYSTEMS

ABSTRACT

In this thesis, we analyzed the feasibility and implemented the parallelization of algo-
rithms to solve the planetary equations of motion on GPU cards. Based on the sequential
version of the Helio algorithm, which is part of the Swifter software, we made the trans-
lation of the code from Fortran to C and then its parallelization in CUDA. We tested three
different approaches to parallelization: (i) the symplectic algorithm of Ruth for a system
of N bodies, with N large, (ii) the Helio algorithm also for a system of many bodies, and
(iii) the Helio algorithm applied to a grid of initial conditions for a few-body problem.
We conclude that the parallelized versions of both the Ruth algorithm and the grid of
initial conditions are much more computationally efficient than their serial counterparts.
On the other hand, the Helio algorithm applied to a many body system shows a per-
formance with respect to the serial version that depends on the GPU cards and CPUs
used. Together with the parallelization, we implemented the calculation of some chaos
indicators, in particular the MEGNO indicator, and we validate our code by reproducing
well known results from the literature. Finally, we applied the code that parallelizes a grid
of initial conditions to the study of the stability of three extra-solar planetary systems:
Kepler-419, Kepler-59 and Kepler-46. The interest on these systems is because their dy-
namical parameters have been obtained through the analysis of transit timing variations,
and we want to verify whether the systems are stable or not within the uncertainties of

their parameters.
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Capitulo 1
Introducao

Na modelagem da formacao e evolugdo dinamica de sistemas planetéirios sao aplicadas,
principalmente, duas ferramentas numéricas distintas e complementares: algoritmos de
N corpos e algoritmos hidrodinamicos. Os primeiros procuram simular as interacoes
bindrias num sistema de corpos que sao tratados, em geral, como entidades individuais
(AARSETH, 2003). Essas interagoes sao fundamentalmente forcas advindas de diferentes
processos fisicos que ocorrem no sistema. Os segundos, por sua vez, procuram simular
as propriedades fisicas locais (densidade, pressao, velocidade, etc.) de um meio continuo
utilizando algum tipo de discretizagao do meio, seja uma aproximacao por particulas
(MONAGHAN, 1993) ou a aplicagdo de uma malha no espaco de fases (TEYSSIER,
2015). Enquanto os algoritmos de N corpos sao utilizados para a modelagem dos processos
de acrecao de solidos (poeira, peebles, planetesimais, etc.) e da subsequente evolugdo
dindmica a longo prazo dos corpos formados (planetas, satélites, asteroides, etc.), os
algoritmos hidrodinamicos sao aplicados para modelar a evolucao do gas na nebulosa
protoplanetaria e também, em outro contexto, para simular colisoes binarias de corpos
solidos (MICHEL, 2015).

Ambos algoritmos apresentam dois tipos principais de limitagbes. A primeira se re-
fere ao custo computacional envolvido, que depende, basicamente, da resolucao espaco-
temporal do sistema. Isto estd vinculado, em particular, ao ntmero N de corpos indi-
viduais que sdo considerados ou ao grau de discretizacdo do meio continuo (nimero de
particulas ou resolucdo da malha). Por exemplo, em algoritmos de N corpos o nimero
de operacoes cresce aproximadamente como N2, o que impde um limite ao nimero total
de corpos que pode ser simulado dependendo da capacidade computacional disponivel.
Além disso, a resolucao temporal, que depende do tamanho do passo da simulacao e que
é determinante na precisao do resultado, também é um fator de peso no custo compu-
tacional. Achar um compromisso entre precisdo na representacao do sistema, acuracia
no resultado da simulagao e custo computacional razoavel pode representar um grande
desafio. A necessidade de mitigar estas limitacoes tem levado a introducao de diferentes

aproximacoes, usualmente ao preco de degradar a precisao quantitativa do resultado da
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simulacao. Entre as alternativas propostas, podemos mencionar: a utilizagao de passos de
integracao diferentes para cada corpo, a aplicacao de interacoes de longo alcance médias,
como no caso de métodos de arvore (BARNES e HUT, 1986) ou métodos de particula-
malha (EASTWOOD, 1975) que permitem tipicamente reduzir o nimero de operagoes
para N log N, a aplicacao de algoritmos simplécticos de baixa ordem que preservam apro-
ximadamente as integrais de movimento do sistema, como a energia (ver segao 2.1), ou
a segregacao do sistema em subsistemas autogravitantes e nao autogravitantes. Ainda
que com estas aproximacoes nao se obtenham solugoes quantitativamente precisas, elas
se justificam na medida em que produzem resultados qualitativamente corretos.

O segundo tipo de limitacao destes algoritmos é inerente a qualquer modelo numérico
é diz respeito ao fato de que o resultado de cada simulacao é especifico do conjunto de
parametros e condigoes de contorno utilizado, carecendo assim do caracter universal dos
modelos analiticos. Isto significa que para estudar de forma completa as propriedades
de um dado sistema ¢ necessério repetir a mesma simulacao um grande ntmero de ve-
zes, considerando diferentes parametros de entrada e condi¢oes de contorno a cada vez.
Dependendo dos recursos computacionais disponiveis, a exploragao de todo o espaco de
parametros, mesmo de um sistema simples como um problema de poucos corpos, pode se
tornar inviavel.

A estas limitacoes se soma o fato de que, em muitos casos, os processos fisicos que
cada tipo de algoritmo visa simular nao podem ser dissociados ou tratados de forma
isolada. Assim, por exemplo, num cenério de formacao planetaria, o material solido
do disco protoplanetario interage com o gas durante boa parte do tempo de vida do
disco. De forma semelhante, numa simulacao de colisao binaria entre asteroides, por
exemplo, o resultado final nao apenas depende da propagacao de fraturas no material de
cada corpo mas também da interacao gravitacional entre os fragmentos formados. Isto
leva a necessidade de combinar ou de integrar algoritmos de N corpos e hidrodinamicos
numa mesma simulacao, o que demanda um custo computacional ainda maior, além das

dificuldades inerentes a juncao de esquemas de computo diversos (LEGA et al., 2013).

1.1 Paralelizacao

Uma alternativa que nao evita as limitacoes mencionadas acima, mas que permite
contorna-las, consiste na aplicacdo de estratégias de paralelizacdo dos algoritmos. A
ideia é fazer com que as partes do codigo que sao independentes entre si sejam executadas
em forma simultanea ao invés de consecutiva. Um exemplo tipico em que a paralelizacao
pode ser aplicada é o caso de lacos em que cada iteracao nao depende das outras. Outro
exemplo é quando diferentes partes do cédigo dependem de um tnico bloco de codigo
mestre mas sao independentes entre si. Nao existe uma receita tnica para paralelizar

um algoritmo e a estratégia a ser aplicada depende fortemente das propriedades do al-
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goritmo, do problema sob estudo e dos recursos computacionais disponiveis (FOSTER,
1995). Em geral, paralelizar um c6digo escrito em forma serial costuma ser mais dificil

do que reescrever o codigo paralelizado do zero.

A paralelizacao tornou-se possivel, inicialmente, a partir da disponibilidade de com-
putadores configurados em clusters e, mais recentemente, a partir da disponibilidade de
processadores com multiplos niicleos e de computadores na nuvem. Existem diferentes
paradigmas de paralelizacao, sendo os mais populares a paralelizacao por troca de men-
sagens entre computadores de uma mesma rede e a paralelizacao com uso de memoria
compartilhada. O primeiro é implementado através diferentes bibliotecas, entre as quais
se destacam MPI (Message Passing Interface) e PVM (Parallel Virtual Machine). O se-
gundo é implementado através de interfaces de programacao de aplicativo (API), com é
o caso de OpenMP (Open Multi-Processing). Estes paradigmas sdo compativeis com as
principais linguagens compiladas, o que facilita a sua utilizagdo em C, C++ ou Fortran,

por exemplo.

Cabe aqui destacar a diferenca entre uma simulacao paralelizada e uma simulagao
distribuida. No primeiro caso, a ideia ¢ que um tnico coédigo execute diversas tarefas em
forma simultanea, sendo cada tarefa atribuida a um processador ou niicleo diferente pelo
proprio codigo. No segundo caso, varias réplicas de um mesmo c6digo, normalmente se-
rial, sao executadas em forma simultanea, sendo cada réplica atribuida a um processador
ou nucleo pelo usuario. Este tltimo tipo de simulacao pode ser utilizado, por exem-
plo, quando se deseja realizar a mesma simulacdo com parametros de entrada diferentes.
Distribuir uma simulacao nao representa uma estratégia de paralelizacao, estritamente
falando, ainda que na pratica o resultado em termos de eficiéncia possa ser semelhante.
Notemos, entretanto, que uma simulacao distribuida poderia ser controlada por um co6-
digo paralelizado: neste caso, as réplicas do codigo serial sao atribuidas aos diferentes
processadores ou ntucleos nao pelo usuério mas pelo proprio codigo. Este tipo de abor-
dagem apresenta vantagens quando se trabalha em ambientes de clusters multiusuarios,
onde o niimero de processos individuais que cada usuério pode executar simultaneamente

costuma ser limitado.

Um paradigma de paralelizagao que vem se tornando cada vez mais popular ¢ a utili-
zagao de unidades de processamento grafico, ou GPU. A GPU, popularmente conhecida
como placa de video, ¢ a componente responsavel pela renderizacao de imagens na tela
do computador. Ao contrario da unidade central de processamento, ou CPU, que hoje
em dia pode chegar a ter umas poucas dezenas de niicleos de processamento, uma GPU
possui, tipicamente, centenas ou milhares de niicleos, o que a torna atrativa para a aplica-
cao de estratégias de paralelizacao, particularmente tendo em vista o baixo preco de uma
placa de video se comparado ao custo de um conjunto de computadores com poder de
paralelizacao semelhante. As primeiras GPU, lancadas pela empresa NVIDIA no final da

década de 90, operavam apenas com aritmética de inteiros, que resultava suficiente para
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o processamento dos pixeis de uma imagem, mas limitava a sua aplicacao para operacoes
mais complexas de célculo. A partir de 2002, a empresa AMD/ATI, primeiro, e posteri-
ormente NVIDIA, introduziram GPUs capazes de processar aritmética de ponto flotante
em 16 bits, e atualmente em 32 e 64 bits.

O paradigma de programacdo em GPUs é o que se conhece como GPGPU (General-
Purpose computing on Graphics Processing Units) e é realizado através de pipelines ou
pequenos blocos de programa denominados de shaders, que originariamente eram utiliza-
dos apenas para renderizar o nivel apropriado de brilho, sombras e cores de uma imagem,
mas que atualmente foram estendidos para executar qualquer tipo de calculo. Cada fabri-
cante de GPU implementa seu proprio shader, especifico para o tipo de formato de dados
que a GPU suporta, mas que deve cumprir com certos requisitos estabelecidos pelos pa-
droes OpenGL e DirectX. A principio, qualquer linguagem de programagao que permita
que o codigo em execucao na CPU pesquise valores de retorno em um shader da GPU,
possibilita criar um ambiente de GPGPU. Atualmente, duas linguagens de programacao
para GPGPU dominam o mercado. Uma delas é OpenCL (Open Computing Language)
que é um padrao de programagao aberto baseado em C e C++, desenvolvido e mantido
pelo Khronos Group. OpenCL especifica uma linguagem e um conjunto de APIs para
computacao paralela e permite a execucao de programas em plataformas heterogéneas
que incluam CPUs, GPUs e outros processadores ou aceleradores de hardware. A outra
linguagem é CUDA (Compute Unified Device Architecture), uma plataforma de computa-
cao paralela proprietaria, desenvolvida e mantida pela NVIDIA especificamente para a
sua linha de GPUs, e que pode interagir com C, C++ e Fortran. A principal vantagem
de OpenCL ¢é a sua portabilidade, podendo ser utilizado inclusive nas GPU da NVIDIA.
Entretanto, CUDA roda de forma mais rapida e eficiente nas GPUs dessa marca (DU et al.,
2012). Outras linguagens de programagdo GPGPU proprietarias sdo FireStream, para
placas ATI Radeon da AMD, e DirectCompute da Microsoft.

E importante destacar que a frequéncia de trabalho de um nicleo de GPU é, tipica-
mente, menor do que a frequéncia de uma CPU (~ 500 MHz vs. ~ 2 GHz, respetiva-
mente). As CPUs mais rapidas do mercado conseguem hoje atingir 5,5 GHz (8.6 GHz
usando overclocking), enquanto que os nicleos de GPU mais rapidos ndo superam 1,5
GHz, como ¢ o caso da arquitetura Pascal da NVIDIA. Assim, as GPUs acabam obtendo
vantagem acima das CPUs apenas por conta do niimero muito maior de nicleos disponi-
veis. Isso significa que a paralelizagdo em GPU deve ser planejada de forma a maximizar

os uso dos recursos disponiveis na placa para resultar realmente eficiente.

1.2 Contexto cientifico

A determinacao dos parametros orbitais e fisicos dos exoplanetas é uma das tarefas mais

desafiadoras da astronomia moderna. A grande maioria desses mundos é descoberto
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por meios indiretos, principalmente a andlise da curva de velocidade radial (LOVIS e
FISCHER, 2010) e/ou a observacdo de transitos na curva de luz (SEAGER ¢ MALLEN-
ORNELAS, 2003) da estrela hospedeira. Isso significa que a caracteriza¢ao dos sistemas
fica limitada por trés problemas principais: o tipo de parametros que as observacoes po-
dem fornecer, a qualidade dos dados observacionais, e a limitacao dos métodos de inversao
das observagoes (FISCHER et al., 2016; CAMERON, 2016). Assim, para a maioria dos
exoplanetas, nao ¢ possivel determinar um conjunto completo de parametros e alguns de-
les ficam definidos apenas em termos de limites superiores ou inferiores, ou ainda devem
ser assumidos. No caso de sistemas multiplanetarios, essas limitacoes restringem o de-
senvolvimento de estudos detalhados da dinamica global que poderiam ajudar a abordar
melhor o problema da origem e posterior evolucao desses sistemas, bem como entender
suas diferencas e semelhancas. Atualmente, existem aproximadamente 4302 exoplanetas
catalogados em 3177 sistemas diferentes, sendo cerca de 703 deles sistemas multiplaneta-
rios (fonte Extrasolar Planets Encyclopaedia, 2020) A combinacdo de diferentes técnicas
de observagao ajuda a definir melhor alguns parametros estelares e planetarios (CHAR-
BONNEAU et al., 2000), mas na maioria dos casos os sistemas nao estao totalmente
caracterizados. Além disso, em alguns casos, a caracterizacdo nao é viavel porque os
melhores parametros de ajuste do problema de inversao produzem uma configuracao di-
namicamente instavel (FERRAZ-MELLO et al., 2005). Isto torna os estudos dindmicos
uma ferramenta fundamental para complementar as observagoes e conseguir uma melhor
caracterizagao dos sistemas. Um dos parametros mais criticos é a massa dos planetas, que
hoje em dia s6 pode ser estimada com precisao razoavel combinando velocidades radiais
e transitos, ou pelo método de variacoes de tempo de transito (MIRALDA—ESCUDE,
2002; AGOL et al., 2005; HOLMAN e MURRAY, 2005). Assim, dispor de um codigo
de N corpos que possibilite explorar em forma sistemética, detalhada e eficiente o espaco
de parametros de sistemas de exoplanetas, analisando a estabilidade dos mesmos através
de ferramentas especificas, torna-se uma necessidade que motiva o desenvolvimento deste
trabalho de tese.

1.3 Objetivos deste trabalho

O nosso objetivo é a paralelizacdo de um algoritmo de N corpos em GPU, utilizando
CUDA, e a sua aplicacao para o estudo da estabilidade dinamica de sistemas planetarios
extrassolares. A nossa escolha pela linguagem CUDA dé-se em funcao da nossa facilidade de
acesso a placas de video da marca NVIDIA, bem como a sua facilidade de implementacao
a partir da linguagem C, que dominamos amplamente.

A ideia de paralelizar algoritmos de N corpos com CUDA nao é nova e podemos encon-
trar facilmente na internet diversos exemplos deste tipo de codigos. De particular interesse
para nos é o codigo GENGA (Gravitational Encounters with GPU Acceleration; GRIMM
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e STADEL, 2014; https://bitbucket.org/sigrimm/genga/src/default/), que é uma
versao paralelizada para GPU do popular codigo de dinamica planetaria Mercury (CHAM-
BERS, 1991, 2012; https://gemelli.spacescience.org/ hahnjm/software.html; re-
porte de bug em https://www.astro.keele.ac.uk/ dra/mercury/). Este codigo é,
basicamente, um algoritmo de N corpos simpléctico de ordem dois, do tipo leap-frog, em
que as oOrbitas dos corpos sao avancadas a cada passo de integracao ao longo de uma tra-
jetoria de referéncia kepleriana e as perturbagoes gravitacionais sao adicionadas na forma
de impulsos nas velocidades no inicio e no final de cada passo. Assim como Mercury,
GENGA é capaz de manipular de forma eficiente encontros proximos entre os corpos massi-
vos, requisito fundamental para o estudo de, por exemplo, processos de acrecao em discos
protoplanetarios. A paralelizacao em GPU possibilita que GENGA simule sistemas de mi-
lhares de corpos totalmente autogravitantes corpos que sofrem a acao gravitacional uns
dos outros), o que demandaria um custo computacional proibitivo com um cédigo pura-
mente serial como Mercury. GENGA também incorpora um modo de multisimulacao, que
permite executar em forma simultanea a mesma simulacao com diferentes parametros de
entrada. GENGA permite ainda incorporar nas simulacoes diversos processos fisicos, como
arrasto gasoso, migracdo planetaria, efeito Yarkovsky (VOKROUHLICKY et al., 2015),

etc.

Também de interesse para o nosso trabalho ¢ o codigo cuSwift, desenvolvido por
HELLMICH (2017), que é uma versao paralelizada para GPU do cléssico codigo de dina-
mica planetaria Swift (LEVISON e DUNCAN, 1994; https://www.boulder.swri.edu/
“hal/swift.html). Esta versdo paralelizada inclui trés drivers que implementam diferen-
tes esquemas de integragao numeérica: (i) o algoritmo simpléctico de N corpos desenvolvido
por WISDOM e HOLMAN (1990), conhecido como MVS (Mized Variable Symplectic) ou
WHM ( Wisdom & Holman Mapping), (ii) uma versao regularizada do algoritmo anterior
que permite manipular encontros proximos entre particulas de teste e corpos massivos,
desenvolvida por LEVISON e DUNCAN (1994) e conhecida como RMVS (Regularized Mi-
zed Variable Symplectic), e (iii) o integrador RA15 (EVERHART, 1985), que é um método
de Runge-Kutta implicito de ordem 15 que usa espacamentos de Gauss-Radau, com passo
adaptativo. O foco de cuSwift esta na simulacao de 6rbitas de asteroides e cometas, com
énfase no calculo do efeito Yarkovsky e sua aplicagao para populacoes de pequenos corpos
como os troianos de Jupiter (HELLMICH et al., 2019).

Entretanto, nenhum destes c6digos implementa o calculo de estimadores de caos ou
de estabilidade, que sao grandezas fundamentais para mapear a estrutura dinamica do
espaco de fases de um sistema planetario. Além disso e até onde é do nosso conhecimento,
cuSwift, ao contrario de GENGA, nao esté disponivel publicamente. Nossa meta, portanto,
é produzir um cédigo simpléctico semelhante, porém independente, que inclua o computo
de estimadores de caos, particularmente aqueles derivados do conceito de exponentes
caracteristicos de Lyapunov (BENETTIN et al., 1980).


https://bitbucket.org/sigrimm/genga/src/default/
https://gemelli.spacescience.org/~hahnjm/software.html
https://www.astro.keele.ac.uk/~dra/mercury/
https://www.boulder.swri.edu/~hal/swift.html
https://www.boulder.swri.edu/~hal/swift.html
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No capitulo 2, apresentamos as bases tedricas para o nosso trabalho, discutimos os
algoritmos simplécticos para o problema de N corpos e a determinacao de estimadores
de caos. No capitulo 3 explanamos a metodologia utilizada no trabalho, com énfase nos
detalhes sobre a programacao em CUDA e os diferentes testes de desempenho e validagao
de codigo realizados. No capitulo 4 apresentamos diferentes aplicacoes do nosso codigo ao
estudo de alguns sistemas extrassolares. Os resultados dessas aplicacoes foram publicados
em SAAD-OLIVERA et al. (2019, 2020) e COSTA DE SOUZA et al. (submetido).

Finalmente, o capitulo 5 é dedicado as conclusoes e perspectivas futuras.
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Capitulo 2
Fundamentos

Neste capitulo, apresentamos os fundamentos e as bases necessérias para atingir o objetivo
proposto. Para tal, partimos de cinco preceptos que irao nortear o desenvolvimento do

nosso trabalho:

1. O algoritmo de integracao numérica deve ser simpléctico, de baixa ordem, para
permitir simular em forma rapida a evolucao do sistema por intervalos de tempo
longos, preservando a energia e garantindo que a solugao sera qualitativamente bem

comportada.

2. O modelo de N corpos deve assumir uma estrutura de sistema planetario, com uma
massa central dominante, e deve permitir simular diversas configuragoes orbitais,
desde orbitas quase circulares e quase coplanares até orbitas muito excéntricas e

inclinadas.

3. O codigo deve calcular estimadores de caos baseados tanto na ideia de coeficiente
de difusao caodtica quanto na ideia de exponente caracteristico de Lyapunov, em
particular o MEGNO (Mean Ezponential Growth of Nearby Orbits). Isto ultimo
implica que o algoritmo deve resolver as equagoes variacionais do problema em

forma concomitante com as equacoes de movimento.

4. O codigo deve permitir a simulagao simultanea de um grande nimero de condicoes
iniciais, que permitam mapear o espaco de fases do sistema de forma detalhada,

valendo-se para isto da paralelizacao em CUDA.

5. O codigo deve ser validado em diferentes aplicacoes a partir de resultados conhecidos

da literatura.

Abordaremos a seguir os primeiros trés pontos, deixando os dois tdltimos para o capitulo

seguinte.
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2.1 Algoritmos simplécticos

Um integrador simpléctico é um algoritmo desenvolvido especificamente para resolver as
equacoes de movimento de um sistema hamiltoniano, isto é

= = — L =1,...
dt apz’ dt (37"2" ! ’ 1

onde o hamiltoniano H(r,p) é uma func¢ao escalar e r, p € R" sdo os vetores coordenada e
momento canonicos, respectivamente. A dimensao destes vetores, n, determina o niimero
de graus de liberdade do sistema. Para entender melhor como um algoritmo simpléctico
funciona, vamos relembrar o conceito de transformagao canénica. Um desenvolvimento

mais detalhado deste topico pode ser encontrado no livro de LANCZOS (1986).

Uma transformacao de variaveis
(r,p) = (R, P)

se diz canonica ou simpléctica se a sua matriz Jacobiana

oR, R, om P,
(97’1 (97”1 (97”1 (97”1
Ry oR, O 0P
ory, or, Or or
M| el iy B on,
ops op1 O; op1
0R; 0R, 0P 0P,
Opn opn  Opn Opn
cumpre com a propriedade
MM =T

onde J é a matriz simplética antissimétrica

(0, 7)

sendo 0,7 sao as matrizes n x n nula e identidade, respectivamente. Do anterior se conclui
que

(det M)? =1

e é possivel mostrar que, mais precisamente, det M = 1. Isto significa que a transformacgao
canonica preserva o volume no espaco de fases definido pelo produto externo dr A dp. A

transformacao canonica ¢ inversivel e preserva a forma das equacoes de movimento para



2.1. ALGORITMOS SIMPLECTICOS 11

a nova Hamiltoniana H'(R,P) = H(r,p)

AR, _OH' AP oM
dt 0P’ dt  OR;)’

E possivel mostrar que a transformacdo canénica é determinada pela relacio
> pidr; = ) PdR; +dS (2.1)
i=1 i=1

onde dS é uma diferencial exata. A fungdo S(r,R) é chamada de funcdo geratriz da

transformacao e a transformacao fica definida em forma implicita através das equacgoes

:(’}’f’i’ v (3RZ

b oS p _OS

Vamos supor agora que a fun¢ao geratriz depende de um parametro v tal que a trans-
formacao

(R, P) — (r,p)

¢ gerada pela funcao S(R,r,v), enquanto que a transformacao
(R,P) — (r +dr, p +dp)

¢ gerada pela funcao S(R, r + dr, v + dv). Entao, a transformacao infinitesimal
(r,p) — (r + dr, p + dp)

também é candnica, e é possivel mostrar que esta transformacao esta definida em forma

explicita pelas equacoes

0B 0B
dri = Zdy,  dp=—22d
T T
onde a funcdo geratriz B ¢ B(r,p,vy) = —0dS/0v. Identificando o parametro v = t,

resulta evidente que o fluxo r(t), p(¢f) de um sistema hamiltoniano é representado por
uma sucessao de transformacoes canoénicas infinitesimais, que tem a hamiltoniana H como

funcgao geratriz.

Consideremos agora duas fungoes escalares f(r,p), g(r,p) e definamos a derivada de
Lie (SLEBODZINSKI, 1931; WILLMORE, 1960) da funcio f gerada pela funcdo g, D, f,

como o paréntesis de Poisson

ny-$ (Lo L)y,

) )
iz \OTi dpi  Op; dr;

E imediato verificar que as equagoes de Hamilton podem ser escritas em termos do ope-
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rador derivada de Lie, Dy, como

sendo z = (r,p) € R?". Esta equagio é semelhante a equagao linear de primeira ordem

dy

—~ =A
dz y

cuja solugao é y(z) = exp((z — x9)A) yo. Por analogia, a solugao da Equagao (2.2) pode
ser representada como
z(t) = exp(t — to) Dy 2o

onde exp 7Dy é o operador série de Lie gerado por H

o0
expTDy = ETjD}{
j=0""
sendo ,
j d’z
DPyz=Du(Du(--(Prz)) )= =
~~ to

k vezes

e D% z = zo (STERNBERG, 2009). Logo, este operador série de Lie é, por construgao,
uma transformacao canodnica ou simpléctica, que mapeia as coordenadas e momentos
num instante t; nas coordenadas e momentos num instante t = ty, + 7, preservando a
hamiltoniana do sistema.

A limitagao 6bvia do operador série de Lie é que, na pratica, resulta impossivel calcular
os infinitos termos da série. O truncamento da mesma em qualquer ordem, produz uma
solucao aproximada, que pode ser tao precisa quanto for desejado dependendo da ordem
de truncamento, mas que nao é simpléctica e, portanto, nao preserva a hamiltoniana. A
maioria dos algoritmos classicos de integracao de equacgoes diferenciais ordinéarias, como
os métodos de Runge-Kutta e suas variantes, nao sao simplécticos pois se baseiam em
encontrar uma formula que aproxime a série de Lie da solucao até uma certa ordem k,
que define a ordem do método (HAIRER et al. 1993; BUTCHER, 2008). Como con-
sequéncia, estes métodos em geral nao preservam a hamiltoniana e introduzem variacoes
sistematicas na energia do sistema, que acaba se comportando no longo prazo como um
sistema dissipativo. A ideia para a construgao de um algoritmo simpléctico consiste em
achar uma aproximacao da série de Lie da solucao também até uma certa ordem, mas
que seja ela mesma uma transformacao canonica. Dessa maneira, a solucao estara trun-
cada efetivamente em alguma ordem, mas pelo fato de representar uma transformacgao
canonica devera preservar uma certa grandeza, H. O ponto chave, entdo, é construir esta
solucao de forma que a transformacao canonica possa ser calculada de forma explicita e
a grandeza H seja tdo proxima quanto desejarmos do hamiltoniano original H.

Para abordar esta questao, vamos separar o problema em duas partes. Em primeiro
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lugar, vamos considerar o caso em que o hamiltoniano H(r,p) é integravel. Isto significa
que a solucao z(t) pode ser exprimida explicitamente em termos de fungoes analiticas e
esta solucao deve ser, por construgao, idéntica a série de Lie exp 7Dyz. Logo, o computo
da série de Lie pode ser substituido diretamente pela solugao analitica. Mais ainda, a
integrabilidade do sistema garante que existe uma transformacgao canonica (r,p) — (0, J)
tal que H(r,p) = H'(J) (GOLDSTEIN, 1980). Neste caso, a aplicacao as variaveis (6, J)

do operador série de Lie gerado por H' se reduz a

2
expTDpt; = 0,0+ 7{0;, H'} + % {{6;,H'} ,H'} + - --

= 91‘,0 + T

0J;
2
GXpTDH/Ji = J@o + T{JZ',H/} + % {{JZ’,HI},H,} + -

= Jip

e um resultado semelhante pode ser obtido se consideramos um hamiltoniano H”(0). Em
outras palavras, quando o hamiltoniano depende apenas dos momentos ou apenas das
coordenadas, a série de Lie correspondente possui termos somente até O(7) e pode ser

calculada explicitamente, pois

expTDg = 1+ 7Dy, Dﬁl =0, J =2

Em segundo lugar, vamos considerar o caso em que o hamiltoniano do sistema pode ser
separado em dois termos, H = Hy+ H,. A partir das propriedades do operador derivada de
Lie e de suas regras de comutacao, definidas pela identidade de Baker-Campbell-Hausdorff
(ROSSMANN, 2002; HALL, 2015), o operador série de Lie para este hamiltoniano pode

ser escrito em forma aproximada como

exp 7Dy = exp 7D+ my)

=exp T (Du, + Dg,)

k
= H exp ;7Dpy, exp 3;7Dg, + O (Tk+1)

i=1

=exp7Dgy + O (771 (2.3)

(FOREST e RUTH, 1990; YOSHIDA 1990; HATIRER et al. 2006), onde k define a ordem
de truncamento da aproximacao, oy, §; sao coeficientes constantes a serem determinados
e

e}
H=Hy+H + ) 7/0; (Ho, Hy) (2.4)

j=k
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sendo cada coeficiente desta série uma combinacao linear de paréntesis de Poisson da

forma
(I)j<H0’H1)OC{...{{H07H1} kHO}Hll
j—l‘;ezes
O operador
k
exp 7Dy = H exp o, 7Dy, exp Bi7Dp, (2.5)

i=1
constitui um integrador simpléctico de ordem k, representado pela aplicacao consecutiva
de transformacoes canonicas geradas alternativamente por Hy e Hq, que ap6s um passo

de integracdo 7 produz uma solucdo com erro de truncamento da ordem de 7++!

e que
preserva uma grandeza H que pode ser tdo proxima de H quanto menor for 7. Esta

grandeza costuma ser chamada de hamiltoniano sub-rogante.

Assim, uma possivel estratégia para construir um integrador simpléctico consiste em
separar o hamiltoniano do problema em uma série finita de termos H = " H; de
maneira que cada um desses termos tratado de forma isolada seja integravel analiticamente
ou dependa apenas das coordenadas ou apenas dos momentos (WISDOM, 1982; CANDY e
ROZMUS, 1991). Desta forma, as séries de Lie que aparecem na Equagao (2.5) podem ser
calculadas em forma explicita e a solucao do sistema ao longo de um passo 7 é aproximada
pela aplicagao consecutiva das solucoes geradas individualmente por cada uma das partes
do hamiltoniano. Um exemplo deste tipo de estratégia é o caso em que o hamiltoniano
do sistema pode ser representado como a soma de um termo de energia cinética, que s6
depende das velocidades, mais um termo de energia potencial que s6 depende das posicoes,
isto &, H(r,p) = T(p) +U(r). Outro exemplo, que é do nosso particular interesse, é o caso
do problema de N corpos planetario, em que ha uma massa central muito maior que as
restantes. Veremos na préxima secao que nesse caso o hamiltoniano pode ser usualmente
escrito como H(r,p) = K(r,p) + P(r), onde K representa um problema de 2 corpos cuja
solucao sao orbitas keplerianas ao redor da massa central e P representa as perturbacoes

gravitacionais mutuas, que dependem somente das posi¢oes dos corpos.

2.1.1 Integrador simpléctico de primeira ordem

Para determinar os coeficientes aq, 31 do integrador simpléctico no caso k = 1, procede-se
de forma que a solucao do integrador seja comparéavel a série de Lie original truncada até

ordem 1, ou seja

exp 7Dy = exp ay 7Dy, exp f17Dy, + O(7?)
1+ 7Dy + O(7?) = (1 + au7Dp, + O(7?)) (1 + f17Dw, + O(7%)) + O(77)
1+ 7Dy, + Dy, + O(7%) = 1 + a;7Dy, + S17Dy, + O(7?)
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e comparando termos da mesma ordem resulta imediato que a; = 5, = 1. O integrador

de primeira ordem
exp 7Dy = exp 7Dy, exp 7Dy,
preserva o hamiltoniano sub-rogante
o= Hy+ H + % {Hy, H\} + O(72) (2.6)
No caso em que H = Hy(p) + Hi(r) temos que
exp 7Dy, exp 7Dy, = (1 + 7Dp,) (1 + 7Dy,)

que constitui o que se conhece como integrador de Euler semi-implicito.

2.1.2 Integrador simpléctico de segunda ordem

Tomando agora k = 2 e procedendo de forma semelhante, temos por um lado

2
exptDy =1+ 7Dy + %D?{ +O(7?)

,7_2 ) 7_2 7_2 7_2 )
=1+ TDHO + TDH1 + _DH + _DHODHl + EDHlpHO + _DHl

2 0 2 2
+O(1%)
e por outro lado
2 2,2
Hexp a; 7Dy, exp 5;7Dy, + O(7°) = H (1 + o;7Dpy, + ’2 D?{D + 0(73))
=1 =1
BiT? s
x | 1+ 3;7Dy, + 5 D3, +O(7%)

+O(T%)
=1+ (a1 + a2)mDy, + (b1 + 52)TDH1

2
-
+ (a1 + a2)? =Djp, + (B + 52) DH1

2
+ (1 By + By + Brag)T? DHODHl
+ a1 827Dy, D,
+ 0(73)
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Comparando termos de igual ordem, obtemos

a1 +ag =1

(oq + 012)2 =1

fi+p2=1

(Bi+ B2) =1

a1 81 + aafls + By = %
a1 = %

onde a segunda e quarta equacgoes sao redundantes e se reduzem a primeira e terceira,

respectivamente. Uma das possiveis solucoes para este sistema é

1
ar =1, a =0, 51252=§
que resulta no integrador simpléctico de segunda ordem

exp 7Dy = exp %DH1 exp 7Dy, exp gDHl (2.7)

e que preserva o hamiltoniano sub-rogante

7_2

H=Hy,+ H, — —
0o+ 1y D

2
-
{H07H1}7H0}—ﬁ{{H07H1},H1}+O(T4) (2.8)
No caso em que H = Hy(p) + Hi(r) temos que
T T T T
exp & D, exp 7D xp - Dir, = (1 + §DH1> (1+7Dy,) (1 + §DH1>

que constitui o que se conhece como integrador leap-frog. Notemos que outra possivel

solucao para os coeficientes é
1
= az =5, bi=0, [a=1
que resulta no integrador simpléctico
T T
exp 7Dy = exp §DHO exp 7Dy, exp §DH0 (2.9)

A preferéncia pelo integrador (2.7) sobre o integrador (2.9) dependera, fundamentalmente,
do grau de dificuldade envolvido na determinacao da solugao que cada série de Lie repre-

senta. Voltaremos sobre isto na se¢ao 2.2.1.
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2.1.3 Vantagens e limitagoes

A vantagem Obvia dos algoritmos simplécticos reside precisamente no fato de preservarem
em forma aproximada a energia do sistema, mesmo no caso de integradores de baixa
ordem como os apresentados acima. Isto permite realizar simulagoes numéricas por longos
intervalos de tempo (bilhdes de anos, por exemplo, no caso do Sistema Solar), a um
custo computacional baixo quando comparado ao uso de algoritmos nao simplécticos,
que precisariam recorrer a solucoes de alta ordem para atingir um nivel de conservacao
da energia comparavel (KINOSHITA et al. 1991). A partir da andlise das Equacoes
(2.4), (2.6) e (2.8) podemos inferir outras vantagens e limitagoes relevantes dos algoritmos
simplécticos.

Uma vantagem torna-se evidente quando se considera um sistema hamiltoniano em
que H; « Hy, ou seja, quando H; pode ser interpretado como uma pequena perturbacao
sobre Hy. Assumindo que H; ~ O(e), € « 1, a diferenga entre o hamiltoniano original
e o hamiltoniano sub-rogante para um integrador simpléctico de ordem k, com passo
7, resultara ser ‘F— H| ~ O(7%¢). Desta forma, é possivel utilizar um tamanho de

Ik vezes maior, mantendo o mesmo nivel conservacdo da energia que no caso

passo €
em que H; ~ O(1) (CHAMBERS e MURISON, 2000). Como veremos mais adiante,
este ¢ um ponto chave na aplicagao de integradores simplécticos ao problema de N corpos
planetario, que permite a utilizacao de passos de integracao relativamente grandes quando

comparados aos passos requeridos por integradores nao simplécticos de mesma ordem.

Uma outra vantagem esta no fato de que, para integradores simplécticos de ordem par,
a diferenca entre o hamiltoniano original e o sub-rogante depende apenas de poténcias
pares de 7. Isto implica que H fica inalterado se substituir 7 — —7, de forma que a
solucao de um integrador simpléctico de ordem par é reversivel no tempo. J4 integradores

de ordem fmpar nao sao reversiveis.

Por outro lado, como o hamiltoniano H depende do tamanho do passo 7, isto faz com
que o passo nao possa ser mudado ao longo da integracao, sob pena de mudar a fisica do
sistema sub-rogante e produzir solugoes espirias. Esta ¢ uma séria limitacao dos algo-
ritmos simplécticos, que resulta crucial quando alguma das partes do hamiltoniano, por
exemplo Hy, se torna divergente ao longo da integracao. Em algoritmos nao simplécticos,
essa divergéncia costuma ser compensada diretamente com uma diminuicao do tamanho
do passo, de forma a manter o erro de truncamento da solucao limitado (PRESS et al.,
1992). Mas em algoritmos simplécticos esta estratégia ndo pode ser aplicada. O problema
é particularmente relevante em simulagoes de N corpos, em que os termos de interacao
— o0 quando dois corpos sofrem um encontro préoximo ou colisao, ou quando uma 6rbita
se torna muito excéntrica e a velocidade aumenta significativamente durante a passagem

pelo pericentro.

Existem na literatura algumas alternativas para contornar esta limitacao, entre as
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quais cabem destacar: o uso de passos de integracao individuais para cada corpo (SAHA
e TREMAINE, 1994), a regularizacao do tempo (MIKKOLA e WIEGERT, 2002; PETIT
et al., 2019), e a particao do potencial (CHAMBERS, 1991; DUNCAN et al., 1998). Este
ultimo método, em particular, baseia-se na ideia de dividir e reagrupar os termos do

hamiltoniano da seguinte forma

H = K+ P

= K+(1—-w)P+ wP
—_—

= K+ P1 + PO
——

—_——

— H, + M (2.10)

onde K, Py, P, sao integraveis individualmente e w é uma func¢ao peso, tipo degrau, que
depende da distancia mutua entre os pares de corpos (ou da velocidade no pericentro),

de maneira que por exemplo

1 , T =Xg
w=1q po(r) , 1 <T <X
0 , T <T

sendo p,(z) um polinémio de grau n impar. O algoritmo simpléctico entao é aplicado ao
sistema Hy + H;, mantendo o passo 7 constante, e uma eventual divergéncia do termo
P quando x — x; é compensada pelo peso w — 0, de forma que F, se mantém sempre
limitado. Por outro lado, a divergéncia do termo P; nas mesmas circunstancias pode ser
contornada fazendo-se uma nova particao deste termo, usando agora uma outra fungao
peso w'. Essa nova parti¢ao gera um subsistema H{+ H{ que pode ser integrado em forma
simpléctica também com um passo 7' constante, porém menor, 7/ < 7. Este procedimento
de particao pode ser aplicado recursivamente até onde for necessario, gerando a cada recur-
sao um novo subsistema que é resolvido com um passo de integragao fixo cada vez menor.
Esta é a estratégia utilizada pelo integrador simpléctico SyMBA (Symplectic Massive Bodies
Algorithm; DUNCAN et al., 1998; https://www.boulder.swri.edu/ hal/swift.html),

que é bastante popular entre a comunidade de dinamica planetaria.

Um detalhe importante na Equagao (2.10) é que, ainda que os termos K, P; sejam
integraveis em forma individual, a sua soma Hj nao necessariamente ¢ integravel. O
integrador Mercury (CHAMBERS, 1991, 2012), também bastante popular entre a comu-
nidade de dindmica planetaria, se vale neste caso de um algoritmo nao simpléctico de
alta precisao, o método de Bulirsh-Stoer (STOER e BULIRSH, 2002), para encontrar
numericamente a solugao de Hy. Ao contrario de SyMBA, Mercury nao aplica uma recur-
sao e deixa que o proprio método de Bulirsh-Stoer ajuste o tamanho do passo quando o

termo P, diverge. A rigor, Mercury ¢ um algoritmo hibrido e nao pode ser considerado


https://www.boulder.swri.edu/~hal/swift.html
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estritamente simpléctico.

Finalmente, uma outra limitacao dos integradores simplécticos que deve ser mencio-
nada é o fato de que o hamiltoniano sub-rogante vem representado por uma série infinita
de poténcias de 7. Se esta série ndo for convergente para todo 7, o hamiltoniano H re-
sulta ser nao integravel, mesmo que o hamiltoniano original seja integravel. Uma forma
alternativa de entender isto ¢ que o hamiltoniano sub-rogante, na pratica, adiciona ao ha-
miltoniano original termos que dependem do tempo, o que equivale a adicionar 1/2 grau
de liberdade ao problema. Logo, se o sistema original possui um nimero de integrais de
movimento suficientes para ser integravel, a adi¢do de 1/2 grau de liberdade destroi essa
integrabilidade (CHIRIKOV, 1979). Um exemplo classico em que isto acontece é o caso
do mapa padrao, que resulta de aplicar um integrador simpléctico de primeira ordem para
resolver o hamiltoniano do péndulo simples. Enquanto o péndulo simples é um sistema
integravel, o mapa padrao pode apresentar comportamento cadtico para certas condicoes
iniciais proximas da separatriz.

Esta limitagao, entretanto, nao ¢ relevante quando o hamiltoniano original nao é inte-
gravel. Além disso, as perturbacoes dependentes de 7 que o sistema sub-rogante adiciona
ao sistema original, podem ser removidas da solucao pela aplicacao de um método per-
turbativo, o que é conhecido como corretor simpléctico (SAHA e TREMAINE, 1992;
WISDOM et al. 1996).

2.2 O problema de N corpos na forma hamiltoniana

Para formular o problema que queremos resolver, vamos comecar considerando um sistema
isolado de N + 1 corpos, cada um de massa m;, com ¢ = 0,..., N, que interagem entre
. o , . L ) (2 (3

si gravitacionalmente. Cada corpo é descrito por sua posicao r; = (rl() rt ),rg )> e

' T
velocidade v; = (vi(l), U§Q)> UZ-(3)> , respeito a um sistema cartesiano inercial, e o seu momento
é dado por p; = m,;vu;. Segundo a notacao usada na secao 2.1, as coordenadas e momentos
canonicos do sistema sdo dados por r = (79,7 ...,7y) € p = (Do, D1 ---,Pn) € O nlmero
de graus de liberdade do sistema é n = 3N + 3. A relagdo entre a componente k do vetor
r e a componente j do vetor 7;, por exemplo, vem dada por k = 3i + j.

O hamiltoniano resulta entao da soma da energia cinética mais a energia potencial do

sistema, isto é

N ‘ —»4‘2 N—-1 N Gm m
H _ il i1ty
=T(p)+U(r) (2.11)

sendo GG a constante de gravitacao. Como o baricentro do sistema, em particular, constitui

um sistema inercial, esta formulacao do hamiltoniano de N corpos costuma ser chamada
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de baricéntrica.

O sistema que nos interessa, entretanto, é aquele em que mg » m;, para ¢ > 1. Neste
caso, ambos termos 1" e U sdo da O(mg) e a aplicacdo de um integrador simpléctico gera
um sistema sub-rogante cuja diferenca com o sistema original serd da O(7%my), tornando-
se necessario aplicar um passo de integracao muito pequeno ou utilizar um algoritmo de
alta ordem.

Isto resulta evidente ao considerar que, quando um dos corpos é muito mais massivo
que os restantes, estes tltimos acabam orbitando o primeiro seguindo trajetérias aproxi-
madamente elipticas. Entretanto, a solugao gerada por T'(p) representa um movimento
retilineo uniforme durante um intervalo de tempo 7. Logo seria preciso usar um tama-
nho de passo bem pequeno para que os segmentos retilineos consecutivos da trajetoria
fornecessem uma hoa aproximagao da elipse.

Para evitar esta limitagao, a solugao consiste, basicamente, em descrever o movimento
relativo dos corpos m; em relacao a mg, o que é conhecido como problema de N corpos
planetario. Porém, é possivel mostrar que a simples translacao do sistema de referéncia
para o corpo my nao fornece, em geral, um forma hamiltoniana para o problema. Isto se
deve ao fato de que as posicoes e velocidades (ou momentos) em relagao a mg, chamadas
de heliocéntricas ou astrocéntricas, nao constituem um conjunto de coordenadas canoni-
camente conjugadas. Em outras palavras, a transformacao de coordenadas baricéntricas
para astrocéntricas ndo é uma transformacio canonica'. Veremos a seguir dois conjuntos
especificos de coordenadas candnicas que podem ser utilizados para representar o pro-
blema de N corpos planetario. Para uma revisao mais completa sobre outros conjuntos
de coordenadas canénicas que podem ser utilizados, dependendo das especificidades do
sistema, ver CHAMBERS et al. (2002) e CHAMBERS (2010).

2.2.1 Coordenadas de Jacobi

Este sistema de coordenadas foi introduzido por Carl Gustav Jacobi na formulacao do
problema restrito de trés corpos e posteriormente utilizado por Charles-Eugéne Delaunay
e George William Hill na descricao do movimento da Lua ao redor da Terra, perturbada
pelo Sol (BROUWER e CLEMENCE, 1961).

As coordenadas de Jacobi estabelecem uma hierarquia entre os corpos. que sao orde-
nados em sentido crescente, desde o que orbita mais proximo de mg até o que orbita mais
distante. As coordenadas sao entao definidas em forma tal que a posicao e velocidade
do corpo 7 sao referidas ao baricentro dos ¢ — 1 corpos internos a ele. Isto implica que

cada corpo “enxerga’ o seu proprio sistema de referéncia. A transformacao é definida da

!Existem duas excecdes em que as coordenadas astrocéntricas preservam a forma hamiltoniana do
sistema. A primeira é o problema de dois corpos. A segunda é o problema restrito de N corpos, isto &,
quando existem no sistema M corpos massivos e N — M particulas de teste. Neste tltimo caso, cada
particula de teste é representada por um hamiltoniano que depende do tempo (sistema nao auténomo).
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seguinte forma

1 :Ul
[e=] (e}
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onde

. 1 < . 1 <
i) E = S(1) E =
T’C mgr, UC mrUg
M; = M; (=,

e M; = ZZ:O my. Nesta transformacao, éo, ‘70 determinam a posicao e velocidade do ba-

ricentro de todo o sistema, enquanto que Ry, V] constituem as coordenadas astrocéntricas

do corpo mais interno, m;.

A partir das nova velocidades, definem-se os novos momentos

ﬁi = szz
onde Y
po=My,  pi=mi—, i>1
e o hamiltoniano resulta ser
B a e[
0 Ay =Y Gmgm
HR,P) = + — Ak
210 ; 21; = j;ﬂ |7 — 75
A e[
) N |P, N ocmems NN o
077 m;m;
= + _ — — al —
2,“/0 ; 2,[1,2 ; |7‘Z' — T0| 1—21 j;—l |7’J — Tz|
i Gmqomy Gmom;
=1 ‘ﬁz =1 él
Af g (I
o &1 S em N 11
= +Z —Z _’z,uz —ZGmng e
2/1,0 i=1 Q/M i=1 RZ i=1 )R; ‘ i
g 5 oo
i=1 j=i+1 ’ﬁ; — R,
onde
moM;
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2 my
— M
representa a posicao astrocéntrica do corpo 1.

~ N S . . . .
Notemos que Py = " 7; constitui o momento linear total do sistema e, como o
hamiltoniano nao depende de Ry, segue-se que F é constante e pode ser desconsiderado.

O hamiltoniano entao pode ser escrito como
EHKep (R;, ) + Hpe(R) (2.12)

onde

, gell

i_

=1

HKep 2,“

¢ um hamiltoniano do problema de dois corpos que descreve o movimento kepleriano de

um corpo de massa p; ao redor de um corpo central de massa M;, enquanto que

Pert = — mom; | w07 — 757 ) — = -
i=1 R; ’Ri i=1 j=i+1 ‘R; — R,

representa as perturbacgoes gravitacionais mituas. Notemos que, ainda que Hpey sSeja
proporcional a my, ele depende das diferencas entre 1/R] e 1/R; que sdo da O(my/My) ~
O(1/my). Portanto, Hpey resulta ser, em geral, um termo muito pequeno comparado a
Hgep.

Uma das desvantagens das coordenadas de Jacobi ¢ que uma vez que os corpos foram
ordenados numa dada a hierarquia, ela nao pode ser alterada, isto ¢, as érbitas nao podem
se intersectar entre si. Além disso, no caso de orbitas muito excéntricas, a diferenca entre
R;e ﬁ;, para ¢ > 1, torna-se significativa perto do pericentro, fazendo com que o primeiro
somatorio em Hpey, deixe de ser pequeno comparado a Hkep. Estas desvantagens limitam
a aplicagdo do hamiltoniano (2.12) a sistemas em que as 6rbitas sdo pouco excéntricas e

se encontram bem separadas.

2.2.2 O método simpléctico de Wisdom e Holman

Aplicando ao hamiltoniano (2.12) o integrador simpléctico de segunda ordem dado pela

Equacao (2.7), obtém-se o conhecido integrador de Wisdom e Holman. A solugao neste
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caso é dada pela sequéncia de operadores
N T T S5 o
(#.8) = (14 2Dup.) exp 7D, (14 5D, ) (55 B)
t+r 2 o P 2 °r t

em que o operador série de Lie do meio é substituido pela solucao kepleriana do problema

de dois corpos. O integrador se reduz a seguinte receita:

A

. . . = 0HPert<R>

1. Se é a primeira vez, calcular as forgas F; pe;y = —T
R;

. . = = T = . .~
2. Aplicar um impulso nos momentos P/ = P, + = F; pe;¢ deixando as posicoes fixas,

— — ’ 2
R, = R;

7

3. Avancar ﬁ; e ﬁi’ ao longo de uma orbita kepleriana por um intervalo de tempo T,
obtendo R/ e P!

B aI{Pert (R”)

nild _
4. Recalcular as for¢as F'p, = =,
OR;]

. . = = T3 . C o~
5. Aplicar um impulso nos momentos P = P/ + —F!p,.. deixando as posigdes fixas,

B ~ 2
R/‘// — R;/
6. Voltar ao ponto #2

Notemos que, com excecao do primeiro passo, as forcas de perturbacao sao calculadas
apenas uma vez a cada passo, ja que no ponto #5 as posicoes ficam inalteradas.

Para avancar as posicoes e velocidades sobre a trajetoria kepleriana, o método se vale
das fungdes f, g de Gauss, como descrito em DANBY (1988). Esquematicamente, dados
R, V no instante t, os valores de R , % para um instante qualquer ¢’ sdo dados por

R =f{t,t) R+gt )V, V' = oY) g Y

ot’ ot

1% (2.13)

onde f e g sao funcoes escalares que independem do sistema de coordenadas utilizado.
A forma das funcoes f, g e diferente para as érbitas elipticas, parabdlicas e hiperbélicas,
17‘ e das diferencas At =t/ —t e Au = u' — u,

sendo u a anomalia excéntrica. Em particular, para determinar Awu é necessario resolver

mas elas dependem basicamente de ’I% ,
a equacao de Kepler, e este célculo é optimizado através de um algoritmo descrito por
STUMPFF (1988), que torna o método eficiente e rapido. Neste ponto, resulta evidente
a vantagem de aplicar o integrador (2.7) ao invés do integrador (2.9), ja que com este
ultimo as for¢as continuam sendo calculadas uma vez a cada passo de integracao, mas a
equacao de Kepler precisaria ser resolvida duas vezes a cada passo, ao invés de uma.
Este método foi introduzido por WISDOM e HOLMAN (1991) e est4 incluido em

varios pacotes de integragdo numérica para sistemas planetarios, como Swift (LEVISON
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e DUNCAN, 1994), Swifter (KAUFMANN e LEVISON; http://www.boulder.swri.
edu/swifter/), Mercury (CHAMBERS, 1991, 2012), Rebound (REIN e LIU, 2012; REIN
e TAMAYO, 2015; https://rebound.readthedocs.io/en/latest/) e EVORB (FER-
NANDEZ et al., 2002; http://www.fisica.edu.uy/ gallardo/evorb.html).

2.2.3 Coordenadas astrocéntricas canonicas

Este sistema de coordenadas foi introduzido por Henri Poincaré e, na literatura recente, é
as vezes referido como coordenadas democraticas heliocéntricas (ou astrocéntricas), pois

a massa central é a mesma para todos os corpos.

A transformacao parte de definir

—

Ri = Tr; —To, ’izl,...,N

e aplicar a defini¢do de transformagao canoénica dada pela Equacgao (2.1) para achar os

momentos P;, isto é

N N N N
ZB‘dRizZ@'d#Z@-dRﬁ(ﬁwZ@)dRO
=0 1=0 i=1 =1
portanto
N
B = ]70+Zﬁz‘
=1
P, = p, i=1,.,N

O conjunto de coordenadas ]3%, ]31 representam um sistema no qual as posicoes sao astro-
céntricas enquanto que os momentos (ou velocidades) sao baricéntricos (BROUWER e
CLEMENCE, 1961). O hamiltoniano adota a forma

) L2
Po‘ Np.p N|I|B N Grmom.
HR.P _ N 0 A | i
N-1 N N |2
Gm;m; 1 -
-y ¥ sl B (2.14)
oS Ry - R 2o S

Mais uma vez, P, constitui o momento linear total do sistema e, como o hamiltoniano

nao depende de Ry, segue-se que Py ¢ constante e, em particular, Py = 0 no baricentro.


http://www.boulder.swri.edu/swifter/
http://www.boulder.swri.edu/swifter/
https://rebound.readthedocs.io/en/latest/
http://www.fisica.edu.uy/~gallardo/evorb.html

2.2. O PROBLEMA DE N CORPOS NA FORMA HAMILTONIANA 25

O hamiltoniano entao pode ser escrito como

N
H(R,P) = ) Hiep(Ri, P) + Hpert(R) + Hsyar(P) (2.15)
i=1
onde novamente )
B Gmgomy
HKep 2 - -

é um hamiltoniano do problema de dois corpos que descreve o movimento kepleriano de

um corpo de massa m; ao redor de um corpo central de massa my,

N
Gmimj
HPert = - Z

é um termo vinculado ao movimento do corpo central ao redor do baricentro do sistema.
Resulta claro que se mg » m;, tanto Hpey como Hsiae 830 termos pequenos comparados

a HKep~

A principal vantagem deste conjunto de coordenadas, em comparacao as de Jacobi,
é que nao ha qualquer hierarquia entre os corpos, logo as orbitas podem se intersectar.
Por outro lado, uma caracteristica indesejavel é que elas nao fornecem uma interpretacao
fisica clara do movimento, ji que os momentos 13; nao sao proporcionais as velocidades

Vi = dﬁi/dt e portanto nao sao tangentes as trajetorias. De fato,

e isto é, provavelmente, o principal motivo pelo qual este sistema foi negligenciado no

passado em favor do sistema de Jacobi.

Uma desvantagem destas coordenadas é que, ao permitir o cruzamento de Orbitas,
existe a possibilidade de ocorrerem encontros proximos entre os corpos que fazem com
que Hpe,, deixe de ser pequeno comparado a Hkep,. Analogamente, a ocorréncia de érbitas
muito excéntricas faz com que durante a passagem pelo pericentro a velocidade orbital
aumente significativamente e o termo Hg,, também deixe de ser pequeno comparado a
Hyep. Estas duas situacgoes limitam a aplicagdo do hamiltoniano (2.14), mas podem ser

contornadas com esquemas de particao como mencionamos na se¢ao 2.1.3.
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Finalmente, cabe destacar que no caso de um problema de dois corpos (N = 1), a

Equacao (2.14) se reduz a forma
H = HKep(éla ﬁl) + HStar(ﬁl)

de modo que o problema de dois corpos nao fica representado, a principio, por um hamil-
toniano purz;mente kepleriano. Em uma integracao simpléctica, o efeito da perturbacao
Hgior = ‘f’l‘ /2my ira se traduzir numa precessao lenta do pericentro da orbita, que re-
sulta mais proeminente quanto maior for o tamanho do passo. Pode ser argumentar que,
num problema de N corpos, esta precessao espiria nao é relevante, pois a evolucao do
pericentro é dominada pelas perturbacoes gravitacionais. Entretanto, uma forma simples
de evitar este problema consiste em incorporar a parte puramente quadratica do termo

Hstar 10 termo Hgep,. Nesse caso, o hamiltoniano (2.14) é reagrupado da forma

L2

a P GM;m; A am Nl N B B

_ . o A (3 o I I Z J
H(R,P) =) p; o — =2 > — (2.16)

i=1 i R; i—1 j=i+1 |Rj — R; i=1 j=i+l 0
onde
My +m;
Hi = —
M, = M0 _

Notemos que agora o primeiro termo é uma soma de hamiltonianos de 2 corpos, cada um
multiplicado por um fator p;. Neste caso, as solucoes respectivas sao orbitas keplerianas

nas variaveis R;, P; mas num tempo reescalado dt’ = p; dt (note-se também a mudanga

na massa central).

2.2.4 O método simpléctico Helio

A construgao de um integrador simpléctico de ordem dois para resolver o hamiltoniano
(2.15) parte do mesmo principio apresentado na segao 2.1.2 s6 que agora o hamiltoniano

possui trés termos, logo
exp7Dy = H exp a; 7Dy, exp B;7Dy, exp yiDp, + O(77)
i=1

Expandindo as séries de Lie em ambos lados da equacao até ordem dois e comparando

termos de mesma ordem, se chega a um conjunto de equacoes para os coeficientes que
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tem como possivel solugao

1
ap =1, a=0, B1=52=71=72=§

O integrador, entao, é representado pela sequéncia de operadores

<§i7 f’,) = (1 + Z'DHP t) (1 + ZDHSt. ) exXp TDHK
T 2 er 2 ar ep
T T - =
< (1 5P ) (1 5P ) (R P),

e, novamente, o operador série de Lie do meio é substituido pela solucao kepleriana do

problema de dois corpos. O integrador se reduz a seguinte receita:

A
. . . = 0HPert<R>
1. Se é a primeira vez, calcular as for¢as F; pey = ———=——

R,
. . = = T . .o~
2. Aplicar um impulso nos momentos P/ = P, + §E7pert deixando as posicoes fixas,
R, = R,
T P
3. Aplicar uma translacdo nas posicoes R/ = R, + 5 Z —* deixando os momentos
mo
k=1

fixos P/ = P/

4. Avancar fi;’ e .ﬁi” ao longo de uma 6rbita kepleriana por um intervalo de tempo 7,
obtendo R e P

N Bm

. . .~ = = T .
5. Aplicar uma translagdo nas posi¢oes R} = R} + 3 E — deixando os momentos
mo
k=1

fixos Pilv — ‘Pi///

_ aHPert (RIV)
ORY

_’IV —
6. Recalcular as forcas iPert =

— — T =
7. Aplicar um impulso nos momentos P’ = P/ + §Fi17‘§ert deixando as posigoes fixas,
RY — RV
7 (2
8. Voltar ao ponto #2

Notemos que, com excecao do primeiro passo, as forcas de perturbacao sao calculadas
apenas uma vez a cada passo, ja que no ponto #7 as posicoes ficam inalteradas. A
principio, é possivel inverter a ordem de aplicacao dos passos #2 e #3, ou dos passos #5
e #7, mas nesse caso as forcas acabam tendo que ser calculadas duas vezes a cada passo
de integracao.

Este método é referido as vezes como método DH, pelo seu uso de coordenadas de-
mocraticas heliocéntricas. Foi introduzido por CHAMBERS (1991) e constitui a base dos
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integradores Mercury e SyMBA, além de estar incluido em outros pacotes de integragao
como Swift e Swifter. Curiosamente, todas estas implementacoes estao baseadas no
hamiltoniano (2.14) e, portanto, podem introduzir uma precessao artificial do pericentro

das orbitas, como ja discutimos.

2.3 Estimadores de caos

Caos é um fendmeno caracterizado por um comportamento irregular e imprevisivel das
solucoes de um sistema dinamico. O conceito de caos estda vinculado ao conceito de
divergéncia exponencial de solugbes vizinhas (LICHTENBERG e LIEBERMAN, 1992).

Dado um sistema de equacoes diferenciais ordinarias autonomo

dz

— = f(z), z e R" 2.17
(2 (217)
e duas condicoes iniciais em t, vizinhas, zy e yo = zg + €y, a distancia entre as duas

solucoes varia aproximadamente como
€(t) = e [1 + (t —to)7] X710 (2.18)

Assim, num sistema regular, A = 0 e a distancia cresce segundo uma lei de poténcias
com o tempo. Por outro lado, num sistema cadtico A > 0 e, apés um certo tempo, o
termo exponencial domina o crescimento. Este comportamento pode ser interpretado em
termos de perda de informacao, ja que num sistema regular, um erro na solucao ira se
propagar em forma linear (progressao aritmética), mas num sistema cadtico o erro se
propaga em forma exponencial (progressao geométrica). Logo, o comportamento de um
sistema cadtico acaba sendo previsivel apenas no curto prazo.

Uma condicao necessaria e suficiente para que um sistema manifeste caos é que o

mesmo seja nao integravel. Se o sistema possui n — 1 integrais primeiras da forma
Ii(t,z) = C; i=1,...,n—1

onde as constantes C; sao fixadas pelas condicoes iniciais do problema, ele pode ser redu-

zido a uma tnica equacao

dz,
dt

= fTL(’ZTHtu Cl7 ey Cnfl)

que pode ser resolvida por quadraturas, resultando assim integravel?. Geometricamente,

as integrais primeiras limitam o dominio acessivel a solucao a um subespaco de R”, que se

2Um sistema de EDOs se diz completamente integravel se possui n integrais primeiras. Sistemas de
EDOs lineares, por exemplo, sdo completamente integraveis.
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reduz a R quando o sistema ¢é integravel, sendo possivel prever onde a solugao se encontrara
a qualquer tempo (ARNOLD, 1992). Se existem apenas m < n — 1 integrais primeiras,
a solucao pode, a principio, ter acesso a qualquer parte do subespaco R"™"™, nao sendo
possivel, a priori, prever onde a solucao se encontrara a qualquer tempo. Neste subespaco,
uma solucao cadtica apresentara um comportamento ergoédico®, podendo preencher todo
o volume de espaco disponivel (WALTERS, 1982). Sistemas integraveis podem se tornar
nao integraveis pela adicao de termos nao lineares ou de termos de acoplamento entre as
varidveis. No caso especifico de sistemas mecanicos, isto é, aqueles que seguem a segunda

lei de Newton, a adicao de graus de liberdade ao problema pode destruir a integrabilidade.

O conceito de caos também pode ser vinculado, dentro de um contexto especifico, ao
conceito de difusao anomala. Como mencionamos na se¢ao 2.1, em sistemas hamiltonianos
a integrabilidade garante que existe um conjunto de coordenadas canodnicas 8, J tais que
o hamiltoniano depende apenas dos momentos, H = Hy(J), que sao portanto constantes
(os momentos estao relacionados as integrais primeiras do sistema). Se perturbamos o

hamiltoniano com um termo H; da forma
H = Hy(J) +cH,(0,J)

onde € « 1, em geral se quebra a integrabilidade do sistema. Os momentos apresentarao
uma variagado AJ ~ O(e) e a maioria das soluges do sistema perturbado permanecerao
proximas as solucoes do sistema nao perturbado durante todo o tempo. Entretanto,
poderao haver solugoes que exibam uma mudanca arbitrariamente grande nos momentos,
manifestando um comportamento cao6tico. Para uma dada condicao inicial 0y,Jy em

t = 0, a série temporal J(t) pode ser caracterizada pela sua média p e variancia o

plt) =1 | @i, o =7 | ) - ) ar

tJo t

e se cumpre que

(o} (t)y = D;t*"

onde D; constitui o coeficiente de difusao, H, é o denominado exponente de Hurst, e o
simbolo (- --) representa a média sobre um ensemble de condi¢oes iniciais (METZLER et
al., 2014). Num processo difusivo classico, H, = 1/2. Valores de H, > 1/2 ou < 1/2 ca-
racterizam difusao anomala: super-difusao ou sub-difusao, respectivamente. O coeficiente
de difusao D; fornece uma medida de quanto as solucées do problema perturbado vao se

afastar das solucoes do problema nao perturbado.

O conceito de difusao cadtica que é aplicado aos momentos canénicos J pode também

3Um sistema dinamico ergodico é aquele em que a média de uma solucio sobre o tempo apresenta o
mesmo comportamento que a média da solucado sobre as variaveis do espaco de fases.
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ser estendido as frequéncias fundamentais do problema, v, definidas a partir de:

_ 0H,
0

v;

A anélise frequencial é uma técnica que engloba diferentes métodos que sao baseados nesta
ideia e que podem ser utilizados como estimadores de caos. Entretanto, a implementacao
destes métodos requer o uso de algoritmos numéricos de anélise de Fourier discreta, que
apresentam uma certa complexidade na sua aplicacao e que consideramos estarem além
do escopo deste trabalho de tese.

Nas secoes a seguir, veremos como implementar estes conceitos no calculo numérico da
solucao de um problema de N corpos e como podemos definir indicadores que quantifiquem

o comportamento caodtico.

2.3.1 As equacoes variacionais

Consideremos novamente a Equagao (2.17) e duas solugoes proximas z(t) e y(t) = z(t) +

€(t), assumindo que €(t) < 1 pelo menos num dado intervalo de tempo. Podemos entao

escrever
dy
o f
o (v)
dz de
% + E = f(Z + E)
of
=f — O(€’
(z) + e Z(t)e + O(€%)

onde 0f/0z = M representa a matriz Jacobiana n xn de £ (M,; = 0f;/0z;), avaliada sobre

a solucao de referéncia. Se descartamos os termos de ordem superior, podemos escrever

o
—r=M(1)6 (2.19)

onde utilizamos & no lugar de € para deixar claro que estamos linearizando o sistema?.

O sistema de Equagoes (2.19) constituem as denominadas equacoes variacionais do
sistema (2.17), Trata-se de um sistema de EDOs linear, homogéneo, nao auténomo cuja
solucao pode ser determinada por aproximacoes sucessivas na forma de uma série infinita
(MAGNUS, 1954; PARS, 1979), mas com excecao de alguns casos particulares, ndo possui
uma forma analitica fechada. Assim, para a maioria das aplicacoes praticas, as equagoes

variacionais sao integradas numericamente junto com as equagoes do sistema.

“€ representa a distancia euclidea entre as solu¢des no espaco de fases, enquanto que 8 constitui a
projecao da distancia no subespaco tangente a solugdo. Em forma andloga a secante entre dois pontos
vizinhos numa curva que pode ser aproximada pela tangente & curva quando os pontos ficam infinitamente
proximos.
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Num algoritmo de integragao numérica padrao, como Runge-Kutta, a solugao simul-
tanea das Equacoes (2.17) e (2.19) nao representa qualquer dificuldade, sendo apenas
necessario levar em consideragao que as segundas dependem da solugao das primeiras.
Entretanto, num algoritmo simpléctico, a resolucao das equagoes variacionais nao pode
ser incorporada diretamente ao método, pois o sistema (2.19) nao possui forma hamilto-

niana.

Uma alternativa seria aninhar dentro do algoritmo simpléctico um método de Runge-
Kutta para resolver somente as equacoes variacionais a partir da solucao fornecida pelo
integrador simpléctico. Outra alternativa consiste em calcular diretamente a cada passo
de integracao as variagdes d no espago tangente a partir da diferenciagao direta da solucgao
simpléctica, nao sendo necessario resolver o sistema (2.19). Esta ultima opgao foi sugerida
por MIKKOLA e INNANEN (1999), que a denominou de mapa tangente simpléctico, e foi
aplicada por primeira vez ao integrador de Wisdom e Holman. Em nosso caso, decidimos

aplicar a mesma ideia ao integrador Helio.

Consideremos o hamiltoniano da Equacao (2.15)

H(r,p) = ZHK(Fuﬁi) + Hp(r) + Hs(p)

e definamos o vetor de variacio tangente a solugdo como § = (ir,dp) =
T
(0ry,...,0ry,d0p1,...,0pnN). A aplicagao do operador série de Lie exp EDHP implica uma

mudanca nos momentos tal que

N L
— 5 T r; — 7’]‘
JF
e diferenciando esta equacao temos

i = Tj] ;]

R OF; — OF; . (7 — 75)
0p; = 0p; — 5 ), Gmim, P 3 (7 — 75) - (075 — 07) Y (2.21)
Tai

. ~ , . . T . .
Por sua vez, a aplicacao do operador série de Lie exp =Dy, implica uma mudanca nas
Y 2 S

coordenadas

—

i m—f (2.22)

||
ﬁi
L\DI 3
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de forma que diferenciando esta equacao temos

N
T

op;
OF = OF; + — ] 2.23
= o D (2.23)

Finalmente, a aplicagao do operador série de Lie exp 7Dy, avanga a solugao ao longo
da orbita kepleriana com as funcoes f, g de Gauss (Equagoes 2.13). Diferenciando esta

solucao temos

7 = fOF, + g 01, + 7 6f + 7, 6g

1

57 = FOF, + g6U, + 7,0 f + 064 (2.24)

7

As expressoes completas para df,dg, 5f, 0¢g sao fornecidas por MIKKOLA e INNANEN
(1999).
A combinacao do integrador simpléctico com o mapa tangente se reduz entao aos

seguintes passos:

1. Se é a primeira vez, calcular as forcas
2. Aplicar um impulso em p de acordo com a Equacao (2.20) deixando r fixo
3. Aplicar um impulso em dp de acordo com a Equacdo (2.21) deixando dr fixo
4. Aplicar uma translagao em r de acordo com a Equagao (2.22) deixando p fixo
5. Aplicar uma translagao em dor de acordo com a Equacao (2.23) deixando dp fixo
6. Avancar r, p ao longo da orbita kepleriana por um intervalo de tempo 7
7. Avangar or, dp com as Equacoes (2.24) por um intervalo de tempo 7
8. Aplicar uma translagdo em r de acordo com a Equacdo (2.22) deixando p fixo
9. Aplicar uma translagao em or de acordo com a Equacao (2.23) deixando dp fixo

10. Recalcular as forcas

11. Aplicar um impulso em p de acordo com a Equacao (2.20) deixando r fixo

12. Aplicar um impulso em dp de acordo com a Equagao (2.21) deixando dr fixo

13. Voltar ao ponto #2

Uma forma de checar a precisao na solucao das equagoes variacionais fornecida por este

método consiste em perceber que a variagao de qualquer integral de movimento do sistema
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(2.17) é uma integral de movimento do sistema (2.19). No caso particular de um sistema

hamiltoniano, temos que

oH oH
- T +

0H =
or op

- 0p = cte.

2.3.2 Exponentes de Lyapunov

A solucao das equacoes variacionais determina como se comporta o fluxo do sistema num
entorno da solucao de referéncia. Isto, por exemplo, fornece informacao direta acerca de
como o erro da solucao se propaga com o tempo. Assim, conforme vimos no inicio da
secao 2.3, podemos usar a solucao das equagoes variacionais nao apenas para determinar
se a solucao de referéncia é cadtica ou nao, mas também para quantificar o quao cadtica
ela pode ser.

Para entender melhor este ponto, vamos considerar primeiro alguns casos particulares

das Equacoes (2.19) (MARCHAL, 1988):

2.3.2.1 Matriz M constante

Neste caso, é possivel determinar os n autovalores, u;, e autovetores, u;, da matriz. Se
os autovetores sdo todos linearmente independentes (isto é, a matriz tem forma diagonal

pura), a solucao geral é dada por
d(t) = dpexp(tM) = Z 00,k Ug, €XP gt
k=1

Se os autovetores nao sao todos independentes, a matriz pode ser reduzida a forma de
Jordan e, nesse caso, aparecem na solucao termos mistos da forma t™ exp uxt, onde a
poténcia m dependerda da multiplicidade do autovalor u;. Notemos a semelhanca desta
solugdo com a evolucao proposta pela Equacao (2.18). Define-se entdao os exponentes

caracteristicos de Lyapunov, \;, do sistema como

)\i = RG(MZ)

2.3.2.2 Matriz M periddica,

No caso em que M(t+T') = M(t), a solucdo das equagoes variacionais também é periodica
com mesmo periodo. E possivel entao mostrar que existe uma matriz 3 constante e nao

singular, tal que para qualquer vetor de condigoes iniciais dg = 8(0) se cumpre que

8(T) = £6(0)
o(kT) = =*5(0)
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A matriz X é denominada de matriz monodromica (WINTNER, 2014) ou de Floquet e
os seus autovalores, o;, sao denominados de niimeros de Floquet. Neste caso, se definem

os exponentes caracteristicos de Lyapunov como

1
)\7; = —In |Oz|

T

2.3.2.3 Caso geral

Quando M = M(?), a solugao para qualquer instante de tempo é dada através da matriz

de transigao de estado S(¢), de forma que

Esta é uma matriz n x n em que as colunas sao as solucoes das equacoes variacionais
geradas por n condigOes iniciais 0y linearmente independentes, por exemplo dx 9 = e,
sendo ey, o versor unitario na diregao k do espago de fases. Se s;(t) sdo os autovalores da

matriz S para um dado ¢, define-se os exponentes caracteristicos de Lyapunov como

1
Ai = thm 7 In |s;(¢)]

—00

Na pratica, os exponentes de Lyapunov sao definidos diretamente a partir da solucao

das equacoes variacionais através da formula

18]
A= lim —In—— 2.25
P o] 22)
onde |- - - || representa a norma euclidea do vetor.

Os exponentes de Lyapunov permitem quantificar a divergéncia exponencial num en-
torno da solucao de referéncia. Dadas n variacoes iniciais linearmente independentes, cada
uma delas vai definir um valor de A\, nao todos distintos, que determina o comportamento
da variacao na direcao k do espacgo de fases. O conjunto dos n exponentes de Lyapunov,
Al < Ay < --- < )\, assim gerados é denominado de espectro de Lyapunov do sistema
(OSELEDETCH, 1968; BENETTIN et al., 1980).

Uma propriedade importante dos exponentes de Lyapunov é que para sistemas con-

servativos se cumpre que

A=0
i=1
sendo que pelo menos um dos \; = 0 (HAKEN, 1983)°. Isto implica em duas possibilida-

des:

SEste exponente estd associado & direcdo do espaco de fases em que a solucdo se propaga, pois nao
pode haver divergéncia exponencial na direcao de propagacao da solugao.
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1. Todos 0s \; = 0, que constitui o que se conhece como estabilidade de primeira ordem
nao assintotica e é o caso que ocorre em pontos de equilibrio estaveis ou em o6rbitas

periodicas ou quase periodicas estaveis.

2. Existe algum A\, # 0, em cujo caso deve existir algum \; > 0, de forma que havera
divergéncia exponencial de solugoes vizinhas numa dada direcao do espago de fases

e o sistema, a principio, sera caodtico.

Neste segundo caso, é possivel mostrar que, partindo de qualquer variacao inicial d
arbitraria, a formula (2.25) sempre vai fornecer o valor do méximo exponente de Lyapunov,
Am- Isto se deve a que com o transcurso do tempo, todos os vetores ;(t) tendem a se
orientar na direcao de maxima divergéncia exponencial. Assim, para obter todo o espectro
de Lyapunov a partir de n variagoes iniciais d; linearmente independentes é necessario
aplicar periodicamente um processo de ortonormalizacao dos vetores 9;(t) (WOLF et al.,
1985).

Cabe destacar que mesmo no caso em que esteja sendo determinado A\, apenas, ou
seja, quando s6 é propagado um tnico vetor de variacao d(t), a norma do vetor |d| pode
crescer indefinidamente atingindo valores além da precisao de punto flotante da méaquina

03% no caso de variéveis de dupla precisao). Em fun¢ao disto, e para

(valores maiores que 1
evitar o acimulo de erros de arredondamento, torna-se necessario executar periodicamente

uma renormalizacao do vetor variacao, retornando ele ao seu estado inicial

|80l
[6(t)]

Se esta normalizacao é aplicada a intervalos regulares 7, a definicdo do exponente de

Ok (t) «— Or(t)

Lyapunov passa a ser

. H6 iT)|
Ay = lim In
s ST - 2 6ol

onde (i7) representa o vetor variacdo imediatamente antes da i-ésima renormaliza¢ao
(CONTOPOULUS e BARBANIS, 1989).
O tempo de Lyapunov de um sistema dindmico é definido com 1/, e serve para

especificar a escala de tempo caracteristico no qual o comportamento ca6tico se manifesta.

2.3.3 MEGNO

Uma das limitacoes evidentes no calculo de exponentes de Lyapunov reside no lim;_,,, na
formula (2.25). Numa simulagdo numérica o tempo é limitado e, portanto, s6 podemos

aspirar a obter uma valor “parcial” do exponente maximo

Am(t) = 1 féof'” (2.26)
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as vezes chamado de exponente de Lyapunov a tempo finito. Em sistemas fortemente
caoticos, isto é, com tempos de Lyapunov curtos, a formula (2.26) converge rapidamente
para um valor > 0. Porém, em sistemas fracamente catticos, pode ser necessério integrar
por um longo intervalo de tempo até obter alguma convergéncia. Mais ainda, o fato de
que A(t) tenda sistematicamente a 0 até um dado ¢, ndo garante que ele vai manter essa
tendéncia se o tempo aumentar. Logo, o maximo exponente de Lyapunov resulta ser
extremamente ineficiente para caracterizar sistemas pouco cadticos e praticamente inttil
para caracterizar sistemas estaveis.

Diversas alternativas tém sido propostas para contornar esta limitagao entre as quais
cabem mencionar: FLI (Fast Lyapunov Indicator; FROESCHLE et al., 1997), OFLI
(Orthogonal Fast Lyapunov Indicator; FOUCHARD et al., 2002), RLI (Relative Lyapu-
nov Indicator; SANDOR et al., 2004), SALI (Smaller ALignment Index; SKOKOS, 2001),
GALI (Generalized ALignment Index; SKOKOS et al., 2007), SD (Spectral Distance; VO-
GLIS et al., 1999), SSNs (Spectra of Stretching Numbers; CONTOPOULOS e VOGLIS,
1996), entre outros. Para uma revisdo detalhada destes métodos ver MAFFIONE et al.
(2011) e MAFFIONE (2012).

Nesta secao vamos considerar a alternativa conhecida como MEGNO: Mean Ezpo-
nential Growth factor of Nearby Orbits (CINCOTTA e SIMO, 2000, CINCOTTA et al.,
2003). Este indicador se caracteriza porque permite determinar de forma muito rapida se

o sistema ¢ estavel ou caodtico. A ideia parte de reescrever a Equacao (2.26) na forma

Am(t) = %L %dt’

onde § = 8], 6 = §-8/[6]. Com esta definicio, fica evidente que A, representa a média
temporal, <5/6>, da taxa de divergéncia exponencial de solucoes vizinhas. O conceito de

MEGNO parte de uma defini¢ao semelhante:

Y(t) = % L ggg £ dt (2.27)

Neste caso, ao invés de calcular a média da taxa de divergéncia, A, estamos calculando

a meédia do fator de divergéncia, \,t. E possivel mostrar que, tanto no caso de orbitas
periddicas ou quase periddicas estaveis, ou instaveis, ou 6rbitas caodticas, a grandeza Y (t)
apresentard um comportamento especifico acrescido de termos oscilatérios com média

zero. Estes termos oscilatorios fazem com que lim; o, Y () nao exista e, em funcao disto,
define-se 0 MEGNO como a média

Y(t) =~ J t Y () at’ (2.28)

de forma a eliminar as oscilagoes. O MEGNO assim definido caracteriza diferentes tipos
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de comportamento da seguinte forma:
e Se a solucdo ¢ quase periddica estavel, Y (t) = limy_, Y (t) = 2

e Se a solucdo ¢ regular e proxima de uma solucdo periodica estavel, Y (t) < 2,

e Se a solucdo ¢ regular e proxima de uma solucdo periddica instavel, Y(t) =

2,limy 0 Y(t) » 2

e Se a solucio ¢é cadtica, Y (t) = limy_,,, Y (t) = Tmt
Notemos que nestas defini¢oes ainda é tomado o lim,;_,,,. Entretanto, o MEGNO apresenta
duas vantagens significativas em relacao ao maximo exponente de Lyapunov.

A primeira é que para uma orbita regular, Y (¢)/t ~ 2/t enquanto que A\, (t) ~ In t/t,
logo 0o MEGNO converge comparativamente muito mais rapido que o exponente Lyapu-
nov. Isto possibilita caracterizar sem ambiguidades o movimento regular em intervalos de
tempo curtos, algo que, como vimos, nao é possivel com o exponente de Lyapunov.

A segunda vantagem é que para uma Orbita caotica, Y (t)/t ~ A\ (t), logo 0o MEGNO
converge com a mesma velocidade que o exponente de Lyapunov. FEntretanto, como
Y(t) ~ Aunt/2, ndo é necessario esperar a que o MEGNO convirja: basta analisar o
comportamento de Y (t) sobre um intervalo de tempo curto e obter o valor de \,, ajustando
uma reta por minimos quadrados. No caso mais geral, Y (t) = at + 3, e os parametros

a, # ajustados caracterizam totalmente o tipo de movimento.

2.3.3.1 Calculo do MEGNO

Para determinar numericamente as integrais (2.27) e (2.28), GOZDZIEWSKI ef al. (2001)
propoe um método em que além das equacoes de movimento (2.17) e as variacionais (2.19),
sao integradas simultaneamente mais duas equacoes dadas por:

dy 5-(5t Ay 2¢

dt 6-6° dt t

Entdo, conhecendo ¢(t),1(t), calcula-se

Este método pode ser facilmente utilizado com integradores nao simplécticos, em que a
incorporacao de mais EDOs nao oferece dificuldades, porém nao se adapta ao esquema
simpléctico apresentado na secao 2.3.1. Além disso, este método requer a determinacao

em cada passo de integracao de &, que no esquema simpléctico nao é calculado.
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Uma alternativa de calculo para o caso de integradores simplécticos foi apresentada
por BREITER et al. (2005), com base na definicaio de MEGNO para sistemas discretos
(CINCOTTA et al., 2003), e consiste na aplicacdo de duas formulas recursivas:

n—1 d(tn)
V{t) = == Vltna) + 200 5ot (2.29)
Yit,) = (n—1) Y(t;;_l) + Y (tn)

onde n é o nimero do passo, isto é, t, =ty + n1, e as condi¢oes iniciais sdo 0(ty) = do,
Y (to) = Y(tg) = 0. Esta é a estratégia aplicada no nosso cédigo.

Cabe destacar que, independentemente do formato adotado para o calculo do MEGNO,
continua sendo necessario renormalizar periodicamente o vetor variagao para evitar o aci-
mulo de erros de arredondamento. A renormalizagao é introduzida a intervalos regulares

na Equacao (2.29) de forma que 6(t,_1) —> do.

2.3.4 Estimadores de difusao

Como vimos no inicio da secao 2.3, é possivel utilizar o conceito de difusao para quantificar
comportamentos caoticos. A principal vantagem destes indicadores, quando comparados
a0 exponente de Lyapunov ou o MEGNO, é que eles dependem apenas da evolugao tempo-
ral dos momentos do problema nao perturbado, logo nao é necessario resolver as equacoes
variacionais do sistema.

Em nosso codigo decidimos implementar os seguintes estimadores:

e Variancia em semieixo maior e excentricidade orbital, com respeito a condigao ini-

cial:
VAt) = — 3 (i) — ailto)]
k=0
VE(t) = - ! - [eults) — ealto)]” (2.30)
k=0

onde de acordo com o termo kepleriano da Equacao (2.15), o semieixo maior da

orbita do corpo 7 é

Gmomi
= ———————— S S5
2 Hiep(R;, P;)
e a sua excentricidade é

= |2

‘Rz X Pz
e; =All— —-———

2
Gmom;a;

O semieixo e a excentricidade nao sao momentos canénicos, mas possuem analogos
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canbnicos que constituem as denominadas varidaveis de Delaunay-Poincaré. Eles
estao vinculados as integrais de movimento do problema kepleriano, em particular
a energia e o médulo do momento angular.

A variancia é um estimador muito tutil, pois nos fornece uma ideia de quao espalhada
estd a solugao em torno do seu valor médio. Se a solucao é regular, espera-se que os
momentos do problema perturbado permanecam proximos dos valores constantes do
problema nao perturbado e, nesse caso, a variancia dos momentos deve ser pequena.
Por outro lado, se a solucao é cadtica, os momentos do problema perturbado podem
exibir grandes variagoes, que se traduzem numa variancia alta.

Notemos que se consideramos uma grade uniforme de condigoes iniciais no espaco
(a,€), os valores médios dessas solu¢oes nao se distribuem numa grade uniforme
no espaco (a,€). Como estamos interessados em analisar a estabilidade do sistema
sobre uma grade uniforme de érbitas, resulta mais adequado computar a variancia
nao em relacao a média, mas em relacao ao valor inicial.

Como vimos, estes valores de VA e VE poderiam ser vinculados a coeficientes de

difusao e exponentes de Hurst.

e Maxima excentricidade orbital:

ME;(t,) = max e;(ty) (2.31)

k<n

Na dinamica planetiria, a maxima excentricidade ¢ um parametro relevante para
avaliar a estabilidade das érbitas. Este parametro nao tem a ver com difusao, nem
com divergéncia de trajetorias vizinhas. Ele fornece informagcao sobre a possibili-
dade de uma Orbita se tornar muito excéntrica e comecar a cruzar as Orbitas dos
outros corpos, favorecendo eventuais encontros préximos que podem desestabilizar

o sistema planetéario.

e Maxima variacao em excentricidade:

MV E;(t,) = max |e;(tx) — e;(to)] (2.32)

<n

O MV E substitui com vantagens ao estimador M FE, porque este tltimo sempre

fornece valores altos quando a excentricidade inicial é alta.

Uma limitagao das variancias e o MV E é que variagoes seculares da érbita com grande
amplitude podem gerar valores altos dos indicadores, levando a identificar erroneamente
um comportamento regular como caodtico. Entretanto, isto pode ser desambiguado no-
tando que nesse caso a variancia terd um valor alto, porém constante (o que equivale a
que o coeficiente de difusdo associado é zero). Em qualquer caso, é sempre recomendével

utilizar varios indicadores de caos simultaneamente para conseguir caracterizar em forma
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adequada o comportamento do sistema. Por tltimo cabe mencionar que, diferentemente
do MEGNO, nao hé valores absolutos de cada indicador que definam se uma dada solucao
é regular ou caotica. Os valores dos indicadores devem ser sempre analisados de forma

comparativa em relagao aos valores das solugoes vizinhas na grade.

2.3.5 Mapas dinamicos

O nosso principal objetivo na determinacao de estimadores de caos é o de construir mapas
dinamicos, isto é, mapear o valor de um dado indicador de caos em cima de uma grade
de condigoes iniciais, permitindo assim identificar quais regioes do espaco de fases sao
regulares e quais sao caodticas. Como veremos no capitulo 4, nas nossas aplicacoes a
sistemas extrassolares, em geral, escolhe-se um planeta do sistema sob estudo para fazer
este mapeamento, de maneira que dois dos parametros dinamicos iniciais deste planeta
sao variados ao longo da grade, enquanto que os restantes (tanto deste planeta como dos
restantes do sistema) sdo mantidos inicialmente fixos. A escolha de quais parametros
definem a grade e dos limites da grade dependera do tipo de analise que se deseja fazer,
sendo que em nosso caso os limites das grades, em geral, estao vinculados as incertezas
nos valores dos parametros que as definem. Assim por exemplo, se um planeta tem o
seu semieixo e a sua excentricidade determinados com certos erros Aa, Ae, a grade de
condicoes iniciais costuma ser escolhida nos intervalos a + Aa e e + Ae.

Aqui é necessario mencionar que uma diferenca importante entre o MEGNO e os es-
timadores de difusao definidos na secao anterior, além da diferenca conceitual, é que o
primeiro caracteriza a estabilidade do sistema como um todo, enquanto que os segundos
sao calculados encima de apenas uma das orbitas do sistema. Isto pode ter vantagens
ou desvantagens dependendo do problema. Por exemplo, num sistema com véarios pla-
netas em que alguns possuem um comportamento regular enquanto outros mostram um
comportamento cadtico, o MEGNO vai caracterizar todo o sistema como cadtico mas nao
vai ser possivel discriminar o comportamento individual dos planetas. Ja no caso dos
estimadores de difusao, serd necessario certo cuidado ao escolher o planeta que seré usado
para fazer os calculos. Em particular, na construcao de um mapa dinamico, a escolha
natural para o calculo dos indices de difusao é precisamente o planeta cujas condicoes

iniciais variam sobre a grade, mas isto nao é um critério rigido.



Capitulo 3
Metodologia

A programacao imperativa é o paradigma de programacao que usa declaracoes ou coman-
dos que sao dados para o computador executar e que alteram o estado de um programa.
A maioria das linguagens de programacgao com as quais estamos acostumados a lidar
sao linguagens imperativas: C, C++, FORTRAN, Python, etc. A programacao imperativa
se concentra em descrever como um programa opera, em contraste com a programacao
declarativa, que se concentra no que o programa deve realizar sem especificar como o pro-
grama deve alcancar o resultado. Este ultimo paradigma ¢ o das linguagens de markup
como HTML, XML, entre outras.

Normalmente, quando se aprende programacao imperativa, trabalha-se com algorit-
mos sequenciais, que consistem em conjuntos de passos ou instrugoes que sao executados
um ap6s o outro. Um algoritmo paralelo consiste em selecionar alguns dos passos de
um algoritmo sequencial para serem executados ao mesmo tempo em processos distintos.
Esses processos podem ser distribuidos em diferentes niicleos de um mesmo processador,
ou em processadores de maquinas diferentes que se comunicam entre si, ou ainda, em
processadores de uma placa de video. Um passo executado em forma paralela nao pode
depender de resultados gerados pelos outros passos que estao sendo executados conco-
mitantemente. Além disso, os passos que sao executados ao mesmo tempo nao podem
interferir entre si, de forma a evitar o que se conhece como “condigao de corrida” (do inglés
race condition). Uma condi¢do de corrida ocorre quando um programa, para funcionar
corretamente, depende da sequéncia ou do tempo de execucao dos diferentes processos in-
cluidos no programa. Condigoes criticas de corrida geralmente acontecem quando varios
processos dependem de algum estado compartilhado e podem causar erros de execugao nao
deterministicos, com resultados imprevisiveis. Operacoes sobre estados compartilhados,
como por exemplo a leitura e escritura de varidveis globais ou o acesso a setores compar-
tilhados da memoria, sao secoes criticas que devem ser executadas de forma mutuamente
exclusiva para nao correr o risco de corromper o estado compartilhado.

O principal objetivo da paralelizacao é diminuir o tempo de execugao do codigo e

obter assim uma melhora no desempenho. Um objetivo secundério é também fazer um
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melhor aproveitamento dos recursos computacionais disponiveis em ambientes de cluster.
E importante salientar que nem sempre as tarefas sao paralelizaveis. Por exemplo, na
construcao de uma casa de dois andares, poderia se atribuir a construgao de cada andar a
um pedreiro diferente, porém o segundo andar s6 podera ser construido apos a finalizagao
do primeiro. J4 a pintura de cada andar poderia ser executada em forma simultanea por
pintores diferentes. Por outro lado, deve-se destacar que nem sempre a paralelizacao de
todo ou de partes de um c6digo acarreta uma melhoria no desempenho do programa. Isto
se deve a que a paralelizacao de tarefas envolve sempre um tempo de laténcia ou de sobre-
carga, que as vezes pode ser maior do que o tempo de execucao individual de cada tarefa.
Em modelos de paralelizagao com memoria distribuida, como MPI, o tempo de sobrecarga
estd condicionado, principalmente, pela velocidade de transmissao de mensagens entre
as tarefas. Em modelos de paralelizacao com memoria compartilhada, como OpenMP, a
sobrecarga estd vinculada ao processo de bifurcacdo-juncio das tarefas!. A paralelizacao
de um processo em n tarefas modifica o tempo de execugao do processo por um fator que

é sempre maior do que 1/n.

3.1 CUDA

Como mencionemos na se¢ao 1.1, um avanco importante na programacao paralela ocorreu
com o advento do uso das unidades de processamento grafico ou GPUs. Atualmente, as
GPUs possuem milhares de microprocessadores e, dependendo da aplicacao, o ganho
na eficiéncia computacional pode ser significativo. Outra vantagem ja mencionada é o
seu baixo custo de investimento. Mas para que se possa explorar toda a capacidade
das GPUs é necessario conhecer sua arquitetura, que é bem diferente da arquitetura
das CPUs. Esta secao esta baseada em informacao que pode ser encontrada no site da
NVIDIA (https://developer.nvidia.com/nvidia-developer-zone) e na GUIA DE
PROGRAMACAO EM CUDA-C, VER. 3.2 (2010).

A arquitetura das GPUs, ou seja a forma como o hardware é organizado na placa,
foi projetada para executar algoritmos com alta demanda computacional e elevada in-
tensidade numeérica, isto é, algoritmos que possuem uma grande quantidade de céalculos
aritméticos em comparacao com o nimero de acessos & memoria, e nos quais uma mesma
implementacao pode ser usada para operar em varias partes do conjunto de dados de
forma paralela. Estas caracteristicas permitem explorar a chamada ocultagao de laténcia.
Quando um fluxo de execucao faz um acesso & memoria, que é uma operacao demorada,
ele é bloqueado e outro fluxo que esta disponivel mas nao esta sendo executando comeca

a ser executado. Isso faz com que o tempo teoricamente perdido pelo acesso a memoria

1O modelo de bifurcar-juntar (do inglés fork-join) é uma maneira de configurar e executar programas
paralelos, de modo que a execucgao se ramifique paralelamente em pontos designados do programa, para
se mesclar em um ponto subsequente e retomar a execuc¢ao sequencial.
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por um fluxo seja compensado pela execucao de outro fluxo. Outro aspecto importante
da arquitetura das GPUs é a unidade de controle, que ¢ a responsavel por gerenciar o
que serd executado e como serd executado. No caso das CPUs, a unidade de controle tem
uma complexidade maior ja que, para aumentar a eficiéncia dos algoritmos sequenciais,
utilizam-se diversos mecanismos como executar passos sequenciais fora de ordem ou em
paralelo sempre que possivel (a denominada paralelizacao em nivel de instrucao). Além
disso, as CPUs possuem uma memoria cache? de tamanho bem maior do que as GPUs. No
caso das GPUs, como um trecho do codigo pode ser executando varias vezes em paralelo,
nao ¢é necessario uma unidade de controle tao complexa como a de uma CPU e a memoria
cache também é menor, porque o processo de ocultacao de laténcia ji reduz a perda de
tempo pelos acessos & memoria principal. Desta forma, como a unidade de controle e a
memoria cache sao menores, sobra mais espaco fisico no chip para serem adicionados mais
nicleos de execucao.

A linguagem CUDA foi implementada em 2006 como uma API de programacao para
placas graficas da NVIDIA. E possivel programar em CUDA usando diretamente instrucoes
de méquina, mas a forma mais comum ¢ usar extensoes de linguagens como C ou C++. Em
particular, no cédigo que foi implementado no trabalho de doutorado foi usada a extensao
CUDA-C, que consiste num conjunto de comandos incorporados a linguagem C padrao para
que trechos do codigo sejam executados na placa gréafica.

Um programa em CUDA consiste de varias fases, algumas executadas em CPU e outras
em GPU. As fases que nao possuem ou possuem pouco paralelismo sao executadas na
CPU, enquanto que as fases que sao altamente paralelizaveis sao executadas na GPU. A
seguir serao apresentados alguns exemplos de co6digo em CUDA-C, que serao usados para

explicar os comandos e os conceitos principais da programacao nesta linguagem.

3.1.1 Threads e kernel

Consideremos o exemplo apresentado na Figura 3.1. Este co6digo tem como objetivo
realizar a operacao vetorial ¢ = ak + I;, onde d,g sao dados de entrada e k£ é um namero
escalar. Para se calcular o vetor resultante, ¢, temos que calcular cada componente 4
do vetor, que requer das componentes i dos vetores d e b. Como para o calculo de
cada componente de ¢ nao se precisa do valor das outras componentes, o cilculo de cada
componente pode ser realizado em paralelo. O exemplo da figura mostra a implementacao
usando GPU.

A linha 1 define uma constante que serd a dimensao dos vetores usados no codigo.
A linha 7 define a funcdo main, que é a funcao principal em C. A partir dela sdo cha-

madas todas as outras funcoes do programa. Na linha 8 tem a declaracao das varidveis

2Memoria cache é um tipo de meméria temporaria, de mais rapido acesso mas com menor capacidade.
Assim, em vez da CPU ter que acessar a memoria RAM, mais lenta, o acesso é feito & memoria cache e
apenas se o dado nao estiver nela a memoria RAM é acessada.
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1 #define N 1000 //N igual ) nimero de elementos do veto:
ernel para execugldo paralela na GPU
--Elobal__ void somaVetoresPar(const flcocat *a, const float #*b,
float wc, float k) {
int 1 threadldx.x;
cli] ali] = k + b[i];

}
7 int main() {
float alN], biN]l, clN]l:
'/ 1inlclallza )8 vetores a
1
11 " invoca o kernel com um bloco de n threads
12 somaVetoresPar<<<i, N»>»>>(a, b, c, k);
I
T,

Figura 3.1: Exemplo de kernel CUDA para a operacao vetorial ak + b.

do programa, que é necessaria em um programa C. As variaveis sao do tipo float que
representa um numero real de 32 bits. Na linha 9 se faz a alocagao de espaco de cada um
dos vetores e se inicializam os seus valores, seja a partir do I/O padrao, seja inserindo os
valores diretamente no codigo. Até esse momento, o cdédigo é um programa sequencial
comum em C e a partir da linha 12 se inicia a implementacao do paralelismo em CUDA.
Na linha 12 é invocado o kernel, que é um tipo de funcao especial que so é executada na
GPU. A sintaxe se assemelha com uma chamada de funcao simples ou de sub-rotina, mas
entre o nome da funcao e a lista de argumentos entre parénteses existem os simbolos <<< e
>>> que indicam que a chamada corresponde a um kernel em vez de uma funcao comum.
Os parametros dentro dos simbolos <<< e >>> representam o nimero de blocos de threads,
que serao explicados mais adiante, e o nimero de threads em cada bloco. No nosso caso,
sao usados N threads em um tnico bloco. Cada thread na GPU, que ¢ um fluxo paralelo
de execucao, corresponderd a uma chamada da funcao kernel que é definida na linha 3.
A funcao kernel é definida de forma similar a uma funcao comum em C, sendo a tnica

diferenca a diretiva __global__ que indica que a funcao é um kernel e serd executada na
GPU.

Quando o kernel é invocado, sao criadas a quantidade de threads de acordo com os
parametros da chamada do kernel, no caso 1000 threads, e cada uma vai executar o kernel
de forma independente e paralela. Assim, cada thread vai calcular uma componente do
vetor ¢ de acordo com a formula que esta especificada no kernel. Aqui pode se pensar que
surge, aparentemente, um problema: se temos varias threads e cada uma delas executa o
calculo de uma componente do vetor, como saberemos qual componente esta calculando
uma dada thread e se duas threads nao estao calculando a mesma componente? A resposta
estd na varidvel threadIdx.x. Quando se invoca o kernel e se criam as threads, é atribuido

a cada uma delas um identificador tnico através da variavel threadIdx.x, que varia de
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0 a N-1. Basta entao identificar a ¢-ésima componente do vetor como o valor deste

identificador, o que ¢ feito na definicao do proprio kernel, nas linhas 4 e 5.

3.1.2 Espaco de memoéria da GPU

Na secao anterior vimos que é necessario definir as fun¢oes kernel que serao executadas na
GPU. Todas as variaveis que sao utilizadas dentro de um kernel precisam ser ponteiros, ou
seja, varidveis que guardam um endereco de memoria ao invés de um dado, que contenham
enderecos de memoria da GPU ou dados contidos em registradores. (Quando os dados sao
enviados por valor, é armazenada uma copia local nos registradores da thread para ser
usada no calculo da execucao do kernel pela thread. Entao, antes de invocarmos o kernel,
como foi feito no exemplo da Figura 3.1, devemos transferir os dados da memoéria RAM
da CPU para a memoria da GPU. O codigo apresentado na Figura 3.2 mostra como isto
¢ implementado.

O trecho entre as linhas 3 e 8 apresenta o kernel que serd executado pelas threads.
As varidveis a, b e ¢ sao ponteiros para enderecos de memoéria da GPU, enquanto que
o restante das variadveis usam o valor que é passado na invocacao do kernel e que é
armazenado em seus registradores respectivos, na memoria local de cada thread. Veremos
mais sobre as memoérias da GPU na préxima secao.

As linhas 10 a 12 apresentam a declaragao das variaveis que serao usadas no programa.
Todas sao ponteiros que, depois de alocados, serdo os vetores usados nos calculos. A
principio, elas podem ser ponteiros da memoéria RAM ou da GPU, isso s6 serd definido
quando for realizada a alocacao de espaco com as fungoes adequadas. Por conveniéncia, foi
usada uma variavel com o nome do vetor c‘i,g ou ¢ para representar os vetores na memoria
da CPU, e as variaveis correspondentes com d_ na frente para representar os equivalentes
na memoria da GPU.

As linhas 15 a 18 aplicam a funcao malloc, que é usada para reservar uma area de
memoria na memoéria RAM. Apds essa chamada, o ponteiro representado pela variavel
a, por exemplo, apontara para o primeiro elemento do vetor a. Este elemento é referido
como a[0], e para usar o componente ¢ do vetor basta chamar a[i]. De forma analoga
sao alocados espagos de memoéria para os vetores bec

As linhas 23 a 25 fazem uma reserva de espaco de memoria na GPU. A funcao
cudamalloc recebe o ponteiro que depois apontard para o primeiro elemento do vetor
e o numero de bytes alocados. O ntmero de bytes é igual ao nimero de elementos do
vetor multiplicado pelo tamanho de um dado do tipo float, que pode ser obtido pela
funcao sizeof. Apoés a reserva de memoria, os vetores d_a, d_b e d_c funcionarao analo-
gamente aos vetores alocados na memoria da CPU, com a diferenca que os dados estarao

na GPU em vez da CPU.

Apo6s a alocacao de memoria na CPU e na GPU temos que inicializar os vetores.
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1 #include <stdio.h>

2 //kernel para execugio paralela na GPU

s __.global__ void somaVetoresPar(const fleoat *a, const float sb,
float #*c, float k, int n) {

4 int i = blockIdx.x * blockDim.x + threadldx.x;

5 if(i ¢ n) {

6 cli] = alil = k + b[il;

| }

s }

o int main() {

10 float =*h_a, =d_a;

11 float =h_b, =d_b;

12 float *h_c, =*d_c;

13 n_bytes = N = sizeof(float); //N é a dimensdo dos vetores

15 f//faloca memdria na CPU (host)

16 h_a = (float=*) mallec (n_bytes);

1 h_b = (float=*) malloc (n_bytes);

18 h_c = (float=) malloc (n_bytes);

20 ffinicializa os wvetores h_a e h_b

n “-a e

22 //aloca espage para os vetores na GPU

23 cudaMalloc((void*=*) &d_a, n_bytes);

24 cudaMalloc((void=+) &d_b, n_bytes);

n cudaMalloc ((void=*=) &d_c, n_bytes);

£ //copia os wvetores de entrada da CPU para a GPU (host para
device)

2% cudaﬂalcpy(d,n, h_a, n_bytes, cudaHelcpyHostToDevica);

2 cudaMemcpy(d_b, h_b, n_bytes, cudaMemcpyHostToDevice);

1 //dispara o kernel

52 int n_threads = 1024; //nimero de threads por bloco

55 int n_blocos = (N + n_threads-1) / n_threads; //nimerc de
blocos

£ somaVetoresPar<<<n_blocos ,n_threads>>>(d_a, d_b, d_c, k, N);

6 //copia o resultadoe da GPU para a CPU (dewice para host)

st cudaMemcpy(h_c, d_c, n_bytes, cudaMemcpyDeviceToHost)

50 f/libera a memdria na GPU

w0 cudaFree(d_a); cudaFree(d_b); cudaFree(d_c);

.2 f/fusa o vetor C

A3 ]

“ //libera a meméria na CPU

- free(h_a); free(h_b); free(h_c);

ar //limpa o estado da GPU e termina

™ cudaDeviceReset () ;

0 return 0;

wo }

Figura 3.2: Exemplo de transferéncia de dados entre a memoria RAM e a GPU.
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Os vetores na CPU podem ser inicializados a partir da entrada dada pelo usuario ou
diretamente no cédigo. Mas isso nao é possivel para os vetores na GPU. A tnica forma de
inicializa-los é transferindo uma copia dos dados da area em que se encontram na memoria
RAM para a area da GPU. Isso ¢ realizado pela fun¢ao cudaMemCpy. Observando a linha
28, o primeiro argumento é o vetor destino e o segundo é o vetor origem, ou seja, de
onde os dados vao ser copiados para o vetor destino. Se o primeiro vetor ¢ o da GPU e o
segundo o da CPU, ou o contrario, é¢ definido pelo tltimo argumento da fungdo. Quando
este ultimo argumento for cudaMemcpyHostToDevice, significa que o vetor destino ¢ um
vetor na GPU e o vetor origem estd na CPU. O terceiro argumento é quantidade de bytes
a ser transferida, que corresponde ao nimero de elementos do vetor multiplicado pelo
tamanho de cada dado.

A partir da linha 32, os dados ja estao na GPU e prontos para ser executados. A
linha 32 define o nimero de threads e a linha 33 o ntumero de blocos. O conjunto total
de threads é chamado de grade. A grade é subdividida em grupos de threads chamados
blocos. Poderia ser possivel usar um tnico bloco com as threads, mas por questoes de
recursos computacionais que serao detalhados mais adiante, existe um niimero maximo de
threads em cada bloco. Entao a partir de um certo ntimero de threads é necessario dividir
a grade em blocos de threads. A linha 33 determina o niimero de blocos necessarios para
guardar o nimero de threads definido na linha 32.

Na linha 34 se invoca o kernel, onde sao criados os blocos de threads e cada um executa
uma instancia do kernel. O primeiro argumento da invocagao é o ntimero de blocos e o
segundo ¢ o numero de threads em cada bloco.

A linha 37 copia o vetor ¢ da memoria da GPU para a memoéria RAM da CPU. Note-se
que nao é necessario copiar os demais vetores ja que nao foram alterados. A chamada da
funcao é semelhante a chamada na linha 28. A diferenca é que o vetor destino é esta na
memoéria RAM, o vetor origem estd na GPU e o dltimo argumento determina que a copia
serd de uma area da GPU para a memoria RAM.

As linhas finais sd@o para liberar os espacos de memoria alocados pelo programa:
cudafree libera a area apontada por um vetor na memoria da GPU, enquanto a fun-

¢ao free faz o mesmo para um vetor na memoéria RAM.

3.1.3 Verificacao de erros

Em todas chamadas de funcoes de CUDA podem ocorrer erros. Todas as fun¢oes retornam
um codigo de erro que indica se nao houve erro, em caso de sucesso, ou o tipo de erro caso
eles ocorram. Portanto é recomendéavel verificar se as fun¢oes chamadas foram executadas
com sucesso ou nao. Isto pode ser feito através do codigo apresentado na Figura 3.3.

Na linha 2 definimos uma funcao que verifica se houve um erro ou nao na chamada

da funcao. Toda funcao de CUDA retorna um valor do tipo cudaError_t. Esta variavel
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1+ [//urapper para checar erros nas chamadas de fungbes de CUDA

2 #define CUDA_SAFE_CALL(call) { \

3 cudaError_t err = call; ¥

4 if (err '= cudaSuccess) { \

5 fprintf (atdexrr ,"Erro no arquive ’'%s’, linha %i: %s.\n", \

" _.FILE__, __LINE__, cudaGetErrorString (err)); A

T exit (EXIT_FAILURE);

5 }

y

w /[/kernel para execugdo paralela na GPU

1n __global__ void somaVetoresPar(const float *=a, const float =b,

float *¢, float k, int n) {

12 int i = blockldx.x * blockDim.x + threadldx.x;

15 IREY = n) {

14 clil = afil = k + b[il;

18 }

W }

1 int main() {

1% float =h_a, =*d_a;

10 float =h_b, =d_b;

20 float =h_c, =d_c;

n n_bytes = N = sizeof(float); //N é a dimensdo dos vetores

2 //aloca meméria na CPU (host)

P h_a = (floats) malloc(n_bytes);

a5 h_b = (float*) malloc(n_bytes);

2 h_c = (floats) malloc(n_bytes);

2 if (h_a==NULL) | I(h_b==NULL) || (h_c==NULL) exit (EXIT_FAILURE);

0 //inicializa os vetores h_a e h_b

30 aa s

51 //aloca espago para os vetores na GPU

52 CUDA_SAFE_CALL(cudaMalloc((void#*) &d_a, n_bytes));

38 CUDA_SAFE_CALL(cudaMalloc((void++) &d_b, n_bytes));

34 CUDA_SAFE_CALL(cudaMalloc((void=*s*) &d_c, n_bytes));

4 //copia os vetores da CPU para a GPU (host para device)

It CUDA_SAFE_CALL(cudaMemcpy(d_a,h_a,n_bytes,
cudaMemcpyHostToDevice));

a8 CUDA_SAFE_CALL (cudaMemcpy(d_b,h_b,n_bytes,
cudaMemcpyHostToDevice));

0 //dispara o kernel

4 int n_threads = 1024; //nimero de threads por bloco

£ int n_blocos = (N+n_threads-1)/n_threads;//nimero de blocos

as somaVetoresPar <<<n_blocos ,n_threads>>>(d_a, d_b, d_c, k, N);

w“ CUDA_SAFE_CALL(cudaGetLastError());

* //copia o resultado da GPU para a CPU (device para host)

a1 CUDA_SAFE_CALL(cudaMemcpy(h_c,d_c,n_bytes,

cudaMemcpyDeviceToHost))

“ //libera a meméria na GPU

w CUDA_SAFE_CALL(cudaFree(d_a));
51 CUDA_SAFE_CALL(cudaFree(d_b));
w2 CUDA_SAFE_CALL (cudaFree(d_c));
55 -

g}

Figura 3.3: Exemplo de cédigo para verificagao de erro nas chamadas as funcoes CUDA.
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tem o valor de cudaSuccess se a chamada foi executada com sucesso ou um codigo de
erro caso contrario. Entao a funcao recebe a variavel de erro, verifica se foi executada
com sucesso ou, se houve algum erro, imprime uma mensagem na tela. Essa mensagem
é impressa usando a fungao cudaGetErrorString, que recebe o codigo de erro e retorna
uma string com a sua descricao.

Nas linhas 32 a 34, 37, 38, 44, 47 e 50 a 52, as funcoes de CUDA que usamos ante-
riormente sao chamadas como argumento da funcao definida na linha 2. Essas funcoes,
entao, retornam a variavel que indica se houve erro e eventualmente imprimem a mensa-
gem respectiva. Isso é tutil para sabermos onde e por que ocorreram os erros e auxilia na

sua solucao.

3.1.4 Sincronizacao

Em algumas situacoes ¢ necessario sincronizar as threads que estao sendo executadas
numa GPU. Pode ser que parte do kernel dependa de que todas as threads estejam num
certo ponto de execucao antes de prosseguir com a execucao do resto do algoritmo. A
seguir comentaremos os tipos de sincronizacao que estao disponiveis na execucao de um

programa CUDA.

3.1.4.1 Sincronismo de bloco

Este tipo de sincronismo é realizado entre as threads de um mesmo bloco. Quando em
algum ponto do kernel se executa o comando __syncthreads, todas as threads do bloco
tem que alcancar essa parte do coédigo para que o restante do kernel seja executado pelas

threads do bloco. Um exemplo disso é apresentado na Figura 3.4.
a b c d e f g h
N N AN AN
a+b c+d e+f g+h
Aguarda a cont gi”\\ ) \ |

da etapa anterior

a+b+c+d e+f+g+h

Aguarda a conclusdo — ‘

da etapa anterior
a+b+c+d+e+f+g+h

Figura 3.4: Exemplo de sincronismo de bloco para o somatorio.

Vamos supor que exista um kernel para executar o somatorio semi-paralelo dos nu-
meros de a até h. Uma forma de fazer isso é somar os nlimeros consecutivos e guardar o
seu resultado na posicao do ntimero a direita. Nesse caso, a posicao de memoria onde os

valores estao sendo armazenados torna-se relevante. No exemplo da figura, o resultado
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da soma de a+b é armazenado na posicao b, o resultado da soma de c+d é armazenado
na posicao d, e assim por diante com os demais valores envolvidos. Num segundo passo,
somam-se os valores das posicoes b e d e se guarda o resultado na posicao d. Assim, a
soma dos nimeros de a até d estard armazenada na posicao d.

Vale ressaltar que é necessario garantir que as somas do primeiro passo estejam todas
concluidas para depois realizar as somas do segundo passo. Como as somas levam em
conta apenas os valores que estao armazenados em determinadas posicoes, caso alguma
operacao do segundo passo seja executada antecipadamente, os valores envolvidos podem

nao estar atualizados.

3.1.4.2 Sincronismo de kernel

O tipo de sincronizacao que vimos anteriormente s6 pode ser realizados dentro de um
mesmo bloco. Entao, por exemplo, se a placa tem um limite de 1024 threads por bloco,
e temos que realizar o somatorio de 2048 ntimeros, temos que criar 2 blocos para calcular
0 somatoério, mas nao podemos sincronizar threads de blocos distintos da forma anterior.
Uma alternativa é realizar o que se denomina de sincronizacao através de kernel. No
exemplo da Figura 3.4, podemos criar um kernel que calcule o somatorio das threads de
um bloco e guarde esse valor em outro vetor. Logo apds podemos chamar o mesmo kernel
para somar o vetor que contém os valores da somas parciais de cada bloco. Como para
um kernel terminar é necessario que todas as threads terminem, entao antes da segunda
chamada do kernel é garantido que todas as somas parciais foram efetuadas antes do

somatorio global. Dessa forma, é possivel sincronizar threads de blocos diferentes.

3.1.5 Modelo de programacao

A arquitetura de uma placa grafica pode ser muito complexa de se compreender depen-
dendo de quem esta programando. Em funcao disso, foi desenvolvido um modelo de
programacao que independe de como a arquitetura da placa foi projetada. Dessa forma,
o programador pode se abstrair da parte fisica da placa e programar apenas utilizando
este modelo logico. O modelo é constituido de um espaco de programacao denominado de
grade. Essa grade é dividida em blocos e cada bloco é dividido em threads. Voltando ao
exemplo da soma vetorial, podemos dividir o problema em problemas menores, que cons-
tituem a soma de cada uma das componentes e guardar esse resultado numa componente
do vetor soma. Cada soma de componentes serd executada em paralelo em uma thread.
Quando todas as threads tiverem executado suas tarefas, o bloco de threads é completado.
Quando todos os blocos terminarem a execuc¢ao, a grade completa sua execucao e o kernel
é terminado.

Tanto a grade quanto os blocos podem ter de uma a trés dimensoes. Ou seja, um

bloco por exemplo é dividido em threads que podem estar alinhadas como um vetor (uma
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dimensdo), uma matriz (duas dimensoes) ou um tensor (trés dimensoes). O nimero de

dimensoes depende do tipo de problema a ser resolvido.

Cada thread pode ser identificada univocamente dentro de um bloco, assim como cada
bloco pode ser identificado univocamente dentro da grade, por meio das suas coordenadas.
Assim por exemplo, se o dominio de dados for unidimensional, como numa operagao
vetorial, a grade pode ser pensada como um vetor de blocos e cada bloco como um vetor
de threads. Dessa forma, cada thread terd uma coordenada em relacao ao bloco, e cada
um bloco terd uma coordenada em relagao a grade. Supondo que tenhamos apenas um
bloco, pode-se associar uma componente do vetor soma ao identificador da thread dentro
do tnico bloco. Entao, por exemplo, a thread 25 calculard a componente 25 do vetor
soma. No caso de mais blocos, temos que utilizar os identificadores da thread no bloco e
o do bloco na grade para gerar um identificador tinico e associa-lo a componente do vetor

so1na.

Os casos bidimensional e tridimensional sao semelhantes ao caso unidimensional, s
que cada thread terd um identificador para cada direcao dentro do bloco, e cada bloco
também terd um identificador para cada direcao dentro da grade. Entao, usaremos o
identificador x da thread e o identificador x do bloco para calcular o identificador global
na direcao x. O mesmo se aplica para as diregoes y e z. Um caso bidimensional simples
seria o calculo da multiplicacao de duas matrizes. Como o resultado ¢ uma matriz, que
é uma estrutura bidimensional, pode-se associar cada thread a uma posicao da matriz
produto. Entao no caso de um tnico bloco, por exemplo, podemos construir um bloco
bidimensional de threads e associar a cada thread com uma componente (i,j) da matriz
produto. Assim, a posicao (2,3) da matriz produto pode ser associada a thread com
identificadores x=2 e y=3 dentro do bloco, e a mesma vai utilizar a linha 2 da primeira

matriz do produto e a coluna 3 da segunda matriz.

Se o ntmero de threads for menor que o limite maximo permitido num bloco, entao
é necessario usar apenas um bloco e o identificador da thread na grade é o mesmo que
o identificador da thread no bloco. Mas se o numero de threads for maior, é necessario
dividir a grade em mais blocos e cada bloco em threads. Nesse caos, o identificador
da thread na grade deverd usar uma combinagao dos identificadores da thread no bloco
e do identificador do bloco na grade para calcular a sua posicao na grade. A variavel
threadIdx.x guarda o identificador local da thread no bloco na dire¢ao x. Analogamente
existe um identificador nas diregoes y e z se o bloco for dividido de forma bidimensional
ou tridimensional. A variavel blockIdx.x guarda o identificador do bloco na grade na
direcao x, e também existem identificadores nas demais direcoes se for o caso. Além disso,
existe mais uma varidvel chamada blockDim.x que guarda o ntimero de threads que existe
em cada linha do bloco, assim como existem os equivalentes para as outras duas direcoes.

Portanto, para identificar univocamente uma thread na grade, devemos utilizar a seguinte
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formula:

i= blockIdx.x * blockDim.x 4+ threadIdx.x
j= blockIdx.y * blockDim.y + threadIdx.y
k= blockIdx.z * blockDim.z + threadIdx.z

onde i,j,k sao os identificadores da thread em relacao a grade nas direcoes x,y e z

respectivamente.

3.1.6 Modelo de execucao

Na segao anterior, discutimos o modelo de programagao, que é uma abstragao légica para
o funcionamento da placa grafica. Como explicamos, o programador nao precisa saber os
detalhes sobre o hardware da placa grafica para fazer um programa em CUDA, bastando
apenas usar o modelo de programacao para escrever o codigo a partir dele. Mas para
desenvolver programas mais eficientes, é necesséario entender como funciona a arquitetura
da placa e como o codigo é executado pela arquitetura da placa. Nessa secao, abordaremos
o modelo de execucao das placas graficas.

As menores unidades de processamento das placas graficas sao chamadas de cores, que
sao o equivalente a um ntcleo de um processador de CPU. Varios cores sao agrupados
num multiprocessador. Quando um conjunto de threads é selecionado para execucao,
eles sao executados pelos cores de um multiprocessador. Por esse motivo, se diz que
o multiprocessador é a menor unidade de execugao paralela das placas graficas. Cada
bloco de threads é selecionado para ser executado num multiprocessador. Dependendo do
tamanho do bloco, em relacao ao ntmero de threads que o compoe e do limite de threads
por multiprocessador, mais de um bloco pode ser alocado ao mesmo tempo num mesmo
multiprocessador. Quando um bloco é selecionado para executar num multiprocessador,
ele permanece alocado até que todas as suas threads terminem a execucao do kernel e
somente apods isso um outro bloco, caso algum esteja disponivel para execucao e ainda
nao tiver sido alocado, é selecionado para executar nesse multiprocessador.

Quando um bloco é selecionado para ser executado num multiprocessador, suas thre-
ads sao agrupadas em grupos chamados de warps. Geralmente, um warp ¢ composto por
32 threads, todas pertencentes ao mesmo bloco. Todas as threads de um warp executam
a mesma instrucao ao mesmo tempo. Se existir alguma instrucao de desvio condicional
(if) e algumas threads se bifurcam, primeiro sao executadas todas as threads que estao
no mesmo fluxo enquanto as outras threads (as bifurcadas) ficam desabilitadas. Quando
acaba a execucao do fluxo, as threads que estavam desabilitadas passam a ser executadas
enquanto que as outras ficam desabilitadas. Portanto, em vez das threads serem executa-

das todas em paralelo num tnico fluxo, foram utilizados dois fluxos executados um apos
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o outro devido & bifurcacao. Em funcao disto, deve ser evitado ao maximo o uso de co-
mandos de desvio condicional porque isso pode impactar significativamente na eficiéncia
do codigo.

Quando todos os blocos acabam de serem executados nos multiprocessadores, a exe-

cucao do kernel termina e o controle do programa é retomado pela CPU.

3.2 Swifter

Como ponto de partida para a elaboragao de um algoritmo de N corpos paralelizado que
sirva aos objetivos propostos nesta tese vamos a considerar o software Swifter (http:
//www.boulder.swri.edu/swifter/). Este software inclui um conjunto de diferentes
algoritmos ou drivers para a simulacao de sistemas de N corpos, com foco no problema
planetario. Ele foi desenvolvido por Kaufmann e Levison com base no software Swift
(LEVISON e DUNCAN, 1994). A principal diferenca entre ambos é que este tltimo
estd escrito em Fortran 77, enquanto que o primeiro é implementado em Fortran 90.
Uma das vantagem de usar Fortran 90 estd no fato de poder definir variaveis dentro de
estruturas de dados, que resultam mais simples de manipular e que tornam mais eficiente
a alocacao de memoria®. Como nos estamos programando em C, que ¢ uma linguagem
que permite naturalmente o uso de estruturas de dados, decidimos usar o Swifter como
base para o nosso codigo ao invés do Swift.

O Swifter inclui entre os seus drivers o algoritmo simpléctico de Wisdom e Holman
(WHM) e o algoritmo simpléctico Helio, que ja foram apresentados nas Se¢oes 2.2.2 e 2.2.4.

Além destes drivers também sao incluidos:

e O método RMVS (Regularized Mized Variable Symplectic), que como ja menciona-
mos ¢ similar ao algoritmo WHM, mas permite manipular encontros préximos entre

particulas de teste e corpos massivos.

e O método SyMBA (Symplectic Massive Bodies Algorithm), que como vimos é uma
extensao do algoritmo Helio que permite manipular encontros proximos entre cor-
pos massivos através de uma estratégia de particao do potencial (potential splitting,
cf. secao 2.1.3).

e Um método TU4, que é um algoritmo simpléctico de quarta ordem (YOSHIDA, 1990)

para o hamiltoniano de N corpos em coordenadas baricéntricas (Equacao 2.11).

e O integrador de Bulirsh-Stoer, nao simplético

3Se duas variaveis, x e y, sdo definidas de maneira individual, elas podem ou nio vir a ocupar espacos
contiguos na memoria. Entretanto, se elas sdo definidas dentro de uma estrutura, elas necessariamente
vao ocupar espagos contiguos na memoria. Isto torna o acesso a essas variaveis mais rapido e eficiente.
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e O integrador RA15 (EVERHART, 1985), que é um método de Runge-Kutta implicito
com passo adaptativo. Este integrador é bastante popular na area da dinamica
planetaria, particularmente devido a sua eficiéncia para lidar com érbitas muito

excéntricas, como no caso de cometas.

Neste trabalho de tese, nos focamos somente na paralelizacao dos algoritmos WHM e Helio,
que resulta suficiente para os objetivos propostos. A nossa intencao no futuro, entretanto,
¢ implementar e paralelizar também os restantes algoritmos. Na implementacao dos
algoritmos WHM e Helio, no6s introduzimos algumas simplificagoes em relacao as versoes
do Swifter:

e Consideramos que todos os corpos integrados sao massivos, isto é, nao fizemos dis-
tincao entre corpos massivos e particulas de teste. Isto simplifica a paralelizagao, ja
que a introducao de particulas de teste requereria a alocagao de threads e kernels

diferentes para cada tipo de corpo.

e Consideramos todos os corpos como massas puntiformes, ou seja, nao levamos em
conta as perturbacoes devido ao achatamento ou a forma dos corpos, particular-

mente do corpo central.

e Eliminamos o uso de listas encadeadas. No Swifter algumas sequéncias de cor-
pos sao implementadas com uma estrutura de dados chamada de lista encadeada.
Para facilitar a paralelizacao dos vetores estas listas foram substituidas por vetores

comuns.

No restante deste capitulo, focaremos apenas na implementacao do algoritmo Helio,
destacando que o desempenho e os resultados obtidos com a implementacao do algoritmo
WHM foram semelhantes. Nas aplicacoes apresentadas no capitulo 4, a preferéncia pelo
algoritmo Helio estd fundamentada no fato de que nao queremos ter que estipular a
priori uma hierarquia entre as 6rbitas dos exoplanetas, ja que nao podemos garantir que

as o6rbitas nao vao se cruzar.

3.2.1 Traducao para C e validacao

O passo prévio a paralelizacao consistiu na tradugao do cédigo do Swifter em Fortran
90 para C e a sua posterior validacao, para verificar se a implementacao em C produzia
o mesmo resultado que o codigo original. A simulacao utilizada para validacao foi um
exemplo incluido no proprio Swifter, que considera o Sol e os planetas gigantes Jupiter,
Saturno, Urano e Netuno. O tempo total de integracdo foi de 10° anos e o passo de
integragao utilizado foi de 1 dia.

Na Figura 3.5 sao apresentados os erros dos testes de validacao. Em todos estas

figuras, os painéis & esquerda mostram o erro absoluto entre as versoes em Fortran e C
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Figura 3.5: Validagao da versao em C do algoritmo swifter_helio. De cima para baixo,
excentricidade de Jupiter, semieixo maior de Jupiter e energia total do sistema, em funcao
do tempo (em anos). Os painéis & esquerda mostram o erro absoluto e & direita o erro

relativo entre ambas solucgoes.
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e 0s painéis a direita mostram o erro relativo entre as saidas das duas implementacoes.
Na Figura 3.5, os painéis superiores apresentam o comportamento da excentricidade de
Jupiter, amostrada a cada 10* anos. De forma analoga, os painéis do meio apresentam
a variagdo do semieixo de Jupiter e os painéis inferiores, o comportamento da energia
mecanica total do sistema. Note-se que nas trés figuras, o valores dos erros absoluto e
relativo foram praticamente zero. Para a excentricidade o erro absoluto foi da ordem de
1077, para o semieixo o erro foi da ordem de 107% e para a energia, da ordem 107!, O erro
relativo foi da ordem de 1075 para a excentricidade , para o semieixo o erro foi da ordem
de 1077 e para a energia, da ordem 1078, Erros similares sdo obtidos quando se analisam os
outros elementos orbitais e os outros planetas. Estas diferencas sao muito provavelmente
causadas pela forma em que as duas linguagens tratam os erros de arredondamento *, mas
como sao muito pequenos consideramos que a nossa implementacao em C esta validada.
O passo seguinte consistiu em paralelizar a nossa implementacao em C para ser exe-

cutada em GPU. A seguir, apresentamos os detalhes do processo de paralelizagao.

3.3 Implementacao em CUDA e validacao

Se bem nao existe uma estratégia de paralelizacao tinica para o problema de N corpos,
podemos considerar dois casos extremos que envolvem estratégias diferentes: (i) a parale-
lizagao de um tnico problema de N corpos, com N muito grande, e (ii) a paralelizagao de
varios problemas de N corpos distintos, com N pequeno. Para discutir o primeiro caso de
paralelizacdo, tomamos como base dois algoritmos de N corpos diferentes: um algoritmo
simpléctico de quarta ordem do tipo 7'+ U (RUTH, 1983) e o ja discutido algoritmo

Helio.

3.3.1 Paralelizacao do algoritmo de Ruth

A paralelizacao do algoritmo de Ruth, neste caso, nao visou obter um codigo completo
que pudesse ser posteriormente aplicado a problemas especificos, mas foi encarada apenas
como um exercicio didatico para analisar de que forma uma estratégia de paralelizacao
em CUDA pode contribuir para otimizar simulacoes de N corpos. O algoritmo de Ruth
foi escolhido em funcao da sua simplicidade e facilidade para paralelizar. O algoritmo

consiste dos seguintes estagios:

pi < pi + 7 5 F;
L pi
Ty — T +TOo;—

my

4 0s dados utilizados foram do tipo real(dp) em FORTRAN e double em C e C-CUDA, ambos repre-
sentando nimeros em representacao de ponto flutuante de precisao dupla
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onde m;, 75, p; e F; representam, respectivamente, a massa, posicao, momento e forca
resultante para o corpo ¢, 7 é o tamanho do passo de integracao e «;,3;, j = 1,...,4,
sao as constantes do método (cf. Equacdo 2.3). Note-se que o segundo estagio depende
do resultado do primeiro, logo devem ser executados em forma sequencial. Para cada
passo de integracao, os dois estagios acima sao repetidos 4 vezes, utilizando-se a cada vez
os valores correspondentes de o;,3;. O processo de paralelizacao consistiu em executar
os calculos vetoriais em simultaneo. Ou seja, como cada estigio é executado para para
cada coordenada z,y, 2z de cada corpo 7, entao a estratégia foi calcular em paralelo as
componentes x,y, z de cada corpo. Assim, se temos 100 corpos na simulacao, o nimero
de threads simultaneos em cada estagio sera de 100 x 3.

O teste de desempenho para verificar se o codigo paralelizado em CUDA é mais eficiente
que o codigo serial executado em CPU consistiu em realizar varias simulacoes, variando
em cada uma delas o nimero de corpos de 1 a 400. O tempo total de cada simulagao foi
de 1 uma unidade de tempo, com 5 instantes de saida intermediarios. A massa de cada
corpo foi igual a 1 unidade de massa. As componentes da posicao inicial de cada corpo
foram escolhidas iguais a 3¢ + k, onde ¢ é o niimero do corpo e kK = 1,2,3 ¢ o indice da
componente z,y, z. As componentes do momento inicial foram escolhidas todas iguais a
1.

Os testes foram realizados usando uma versao sequencial implementada na linguagem
C executando em varias CPUs e uma versao paralelizada implementada na linguagem
CUDA C executando em varias GPUs e os resultados sao apresentados na Figura 3.6.
Como pode ser observado, em todas as placas GPU os tempos de execugao sao inferiores
aos tempos de execucao em CPU. Para o caso de poucos corpos, a diferenca entre as GPUs
e CPUs é bem pequena, mas a medida que o nimero de corpos aumenta, as GPUs tornam-
se cada vez mais eficientes. Isto demonstra que vale a pena investir em um processo de

paralelizacao em GPU, pois o ganho em tempo de execucao pode ser significativo.

3.3.2 Paralelizacao do algoritmo Helio

A partir da nossa versao do algoritmo Helio na linguagem C, fizemos uma paralelizacao

em CUDA constituida por trés procedimentos diferentes:

1. Paralelizacao das operacoes vetoriais. Em todas as operacgoes basicas de vetores,
como somas e subtragoes, realizamos as operagoes sobre cada coordenada x,y, z de
forma paralela. Isto, em teoria, deveria reduzir o tempo de execucao dessas ope-
racoes por um fator 1/N em comparacao com a operagao sequencial. Dependendo
do tamanho dos vetores e do nimero de niicleos de execucao da GPU, pode nao
ser possivel executar todas as componentes em forma paralela ao mesmo tempo.
Por exemplo, supondo que somamos dois vetores de oito componentes cada um, o

calculo das oito somas em paralelo deveria, teoricamente, reduzir o tempo de exe-
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Figura 3.6: Teste de desempenho da paralelizacao do algoritmo de Ruth.

cucao a 12,5% do tempo sequencial. Mas se, por exemplo, existirem apenas dois
ntucleos disponiveis para execucao, s6 serd possivel executar duas somas por vez, o
que reduziria o tempo de execucdo a apenas 50% do tempo sequencial. Em qualquer
caso, a paralelizacao das operacoes vetoriais contribui para uma reducao relevante

do tempo de execucao.

. Semi-paralelizacao dos somatorios. Este foi um outro tipo de paralelizacao que im-

plementamos no algoritmo Helio. Ela é considerada uma semi-paralelizagao porque
nao podemos executar todo o somatorio paralelamente em tnico passo. O que se
faz neste caso é, em cada passo, realizar uma certa quantidade de somas parciais
em forma paralela, até que no final obtemos o somatorio completo otimizado. Um
exemplo desse tipo de semi-paralelismo ¢ apresentado na Figura 3.7. Suponhamos
que queremos somar todas as componentes de um vetor de dimensao 8. Num pri-
meiro estigio, o que fazemos é calcular a soma das componentes 1 e 5, depois a
das componentes 2 e 6, e assim por diante até a soma das componentes 4 e 8. Ba-
sicamente, o que fizemos foi dividir o vetor de dimensao 8 em dois subvetores de
dimensao 4 e somamos as componentes destes subvetores. Como resultado desse
primeiro estagio, temos agora um vetor de dimensao 4, onde cada componente con-
tém uma soma, parcial. Sobre este vetor se aplica o mesmo procedimento, ou seja,
divide-se em duas partes iguais e se somam as componentes correspondentes. O
algoritmo continua até que no tultimo estagio obtemos um vetor de dimensao 1 que
contém o valor da soma total. Note que as somas das componentes dos vetores
em cada estagio pode ser executada em paralelo. Logo, precisamos de 3 estigios
para somar 8 valores, 4 estagios para somar 16 valores e, em geral, N estagios para

somar N? valores. Em outras palavras, para somar as componentes de um vetor de
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dimensao NV, precisamos de log, N estagios, enquanto que com a soma sequencial

seriam necessarios N — 1 estagios.

3. Paralelizacao da parte kepleriana do algoritmo. Como vimos oportunamente, o
algoritmo Helio envolve a cada passo evoluir as orbitas de cada corpo ao longo
de uma solucao kepleriana. A solucao kepleriana em si nao pode ser paralelizada
aplicando as duas estratégias apresentadas anteriormente, mas o que pode ser feito
é alocar N threads paralelas e utilizar cada thread para avancar a solucao kepleriana

de cada corpo.

1]2]|3[4]5[6]7|8
6lsfrol2l | | |
ejol | L] 1|
sel | [ | [ ] |

Figura 3.7: Esquema de semi-paralelizacao de um somatorio.

Aplicando as trés estratégias de paralelizacao descritas acima, implementamos uma ver-
sao em CUDA-C do algoritmo Helio e comparamos os tempos de execugao com a versao
sequencial em C. Na Figura 3.8 apresentamos os diferentes testes de desempenho. No
eixo horizontal é indicado o niimero de corpos na simulacao e no eixo vertical o tempo
da simula¢do. Em cada simulagdo, os corpos tem posicao inicial 7; = (7,0, 0), momento
inicial p; = (0,4,0) e massa m; = 1073° ® assumindo que a massa central vale 1. Os
corpos foram configurados com massas bem pequenas de propoésito para evitar eventuais
encontros proximos ou colisoes e as posicoes e momentos foram escolhidos nesse formato
para poder gerar sistemas de N corpos de forma automatica e rapida. Em cada simulacao
é executado apenas um passo de integracao do algoritmo.

Cada curva na Figura 3.8 representa uma GPU ou CPU especifica, sendo que nas
CPUs foi rodado o algoritmo sequencial. Podemos notar que as simula¢oes nas GPUs
Tesla K80 e GeForce GTX 1080 Ti foram mais rapidas que as trés CPUs testadas para
valores de N = 4500. Ja a placa GeForce GTX 1050 Ti foi mais rapida que as trés CPUs
para valores de N =z 7500, enquanto que a placa GeForce GTX 750 Ti nao ganhou de
nenhuma das CPUs testadas, independentemente do valor de N. Isso mostra que o ganho
de desempenho nao somente depende da estratégia de paralelizacao como também das

caracteristicas do hardware utilizado.

5E um valor muito baixo de massa e isso poderia prejudicar a precisao do resultado, mas a intencio
aqui era apenas testar os tempos de execucao
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Teste de desempenho do algoritmo Helio
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Figura 3.8: Teste de desempenho da paralelizacao do algoritmo Helio. Nas abscisas temos
o niimero de corpos na simulacao e nas ordenadas o tempo de execugao em segundos.

Em relagao a placa GTX 1050 Ti é necessario uma andlise mais aprofundada do
resultado. Podemos observar que, nos graficos correspondentes as GPUs, ocorre de tempos
em tempos um salto no desempenho. Isso estd vinculado a estratégia de paralelizacao
implementada, que faz com que a quantidade de memoria alocada e o niimero de threads
usadas sejam sempre multiplos de 2. Assim, por exemplo, se N = 1500 serao alocados
recursos considerando N = 2048, se N > 2049, alocam-se recursos para N = 4096, e
assim por diante. Isto é o que provoca as quedas de desempenho proximas a valores de
N multiplos de 2. Portanto, analisando o grafico para a placa GTX 1050 Ti, deveria
se esperar uma queda de desempenho em N = 8196 que faria com que essa GPU em

particular fosse superada pela CPU i7-7700k.

Por fim, cabe mencionar que para as placas GTX 750 Ti e 1050 Ti o desempenho parece
ser absurdamente melhor para valores de N > 8196 comparado ao das outras GPUs e
CPUs. Mas o que acontece neste caso é que, devido a limitacao de hardware dessas placas,

0 programa nao consegue alocar os recursos necessarios e executar corretamente.

Podemos concluir que, para a nossa implementacao do algoritmo Helio paralelizado,
o desempenho das placas graficas pode ou nao ser melhor que o das CPUs dependendo
das caracteristicas do hardware, diferentemente do que acontecia com a paralelizacao do
algoritmo de Ruth. O principal gargalo esta no fato de que o avanco da solucao kepleriana
para cada corpo nao ¢ muito paralelizavel e precisamente esse trecho do c6digo consome
muito tempo de computo. Como as GPUs em geral tem velocidade de clock inferior as
CPUs, ou seja, executam menos calculos por segundo, as implementacoes em GPU tem
uma queda importante de desempenho nesse trecho do cédigo. Em contraste, no caso
do algoritmo de Ruth, como o codigo é altamente paralelizavel, é possivel aumentar o

numero de threads concorrentes e melhorar assim o desempenho das GPUs.
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tipo modelo tempo de execucao tempo de execucao
normalizado

GPU GeForce GTX 1080 Ti 1,812 1,812

GPU Tesla K80 0 0

GPU GeForce GTX 1050 Ti 2,447 2,447

GPU GeForce GTX 750 Ti 3,806 3,806

CPU i7-7T700K 4,2 GHz 1,807 x 1073 29,605

CPU Xeon E5-2609 1.7 GHz 0 0

CPU i7-7700 3,6 GHz 1,41 x 1073 23,101

CPU i5-3550 3,3 GHz 9,59 x 10~* 15,712

Tabela 3.1: Teste de desempenho da paralelizacao de uma grade de 16384 condigoes
iniciais. Para as CPU, o tempo de execugao normalizado ¢ calculado como tempo de
execucdo X tamanho da grade.

3.3.3 Paralelizacao de uma grade

Como mencionamos no comeco da secao 3.3, um segundo caso extremo de paralelizacao
acontece quando se tem varias simulacoes de N corpos distintas, cada uma com N pe-
queno. As diferencas entre as simulagoes podem ser, por exemplo, as condi¢oes iniciais,
que podem estar distribuidas numa grade. A ideia aqui, entao, é fazer com que as di-
ferentes simulacoes para cada ponto da grade sejam executadas em forma simultanea.
Este é precisamente o codigo que iremos aplicar mais adiante para o estudo de sistemas
extrassolares.

Para testar este paradigma de paralelizacao, utilizaremos o algoritmo Helio junta-
mente com um subconjunto das simulacoes que sao apresentadas na secao 4.3, quando
da aplicagao ao estudo do sistema extrassolar Kepler-46. A grade neste caso esta cons-
tituida por 16384 condicoes inicias distintas e, ao invés de simularmos a grade por 10°
dias como na aplicacao, simulamos apenas 10? dias, o que resulta suficiente para avaliar
o desempenho do cédigo.

Para comparar os tempos de execucao paralela do codigo em CUDA com o tempo de
execucao serial em CPU, utilizamos a implementacao serial do algoritmo Helio na lin-
guagem C © e introduzimos uma métrica denominada de tempo de execucao normalizado.
Para a simulacao paralelizada, o tempo de execugao normalizado é definido como o proprio
tempo de execucao. Para a simulacao serial, o tempo normalizado é obtido executando
uma vez o c6digo sequencial, para uma dada condigao inicial na grade, e multiplicando o
tempo de execucao resultante pelo nimero de pontos na grade, neste caso 16384. O teste
consistiu em oito simulacoes, quatro em GPUs diferentes e quatro em CPUs diferentes.
Os resultados sao apresentados na Tabela 3.1.

Como podemos observar na tltima coluna, os valores de tempo de execucao norma-

lizado sao sempre menores nas GPUs do que nas CPUs, indicando que as primeiras sao

6 O codigo foi uma tradugao simples do c6digo em FORTRAN do SWIFTER, sem otimizacoes.
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mais eficientes. Também podemos notar que a GPU mais ineficiente tem um tempo de
execucao normalizado que ainda é quatro vezes mais rapido que o tempo de execucao
normalizado da CPU mais eficiente. De acordo com os nossos testes, as GPUs testadas
acabam sendo entre 4 e 16 vezes mais rapidas do que as CPUs testadas. Cabe destacar,
entretanto, que este resultado certamente depende do nimero de pontos na grade e que
para grades de poucos pontos, o ganho em velocidade nao deve ser significativo, vindo a
GPU a ser inclusive mais lenta do que a CPU.

Como testes de validacao do c6digo, procuramos reproduzir resultados bem conhecidos

da literatura. Apresentamos a seguir os dois testes realizados.

3.3.3.1 Mapa da ressonancia asteroidal 3:1

Uma ressonancia de movimentos médios k:l entre dois planetas ocorre quando a razao

entre os seus periodos orbitais, P;, ¢ um nimero racional, matematicamente

41

—_ ~

Vo

NI??‘

onde v; = 27/P; é a frequéncia orbital de cada planeta e k,[ sdo numeros naturais. Por
convencao, o indice 1 identifica o corpo menos massivo e o indice 2 o corpo mais massivo,
de forma que quando k > [, o corpo mais massivo é o mais externo e quando k < [, o
corpo mais massivo é o mais interno.

X

No cinturao de asteroides, a ressonancia 3:1 com Jupiter ocorre quando o periodo
orbital do asteroide é 1/3 do periodo orbital de Jupiter. Esta ressonancia, localizada a
2,5 au do Sol, é a ressonancia de movimentos médios mais cadtica que ocorre no cinturao
asteroidal. O tempo de vida médio de uma Orbita capturada nesta ressonancia é da ordem
de apenas 10* anos (GLADMAN et al., 1997). O comportamento cadtico é causado pela
sobreposicao de ressonancias seculares e secundarias que ocorrem dentro da ressonancia
de movimentos médios (MORBIDELLI e MOONS, 1993, 1995), e a sua consequéncia é
o aumento brusco e intermitente da excentricidade orbital do asteroide (WISDOM, 1982,
1983; FERRAZ-MELLO et al., 1996), que leva a que o corpo seja removido da ressonancia
por encontros proximos com os planetas terrestres. Isto faz com que a regiao em torno de
2,5 au esteja despovoada de asteroides, criando uma falha na distribuicao destes objetos
que é conhecida como falha de Kirkwood.

A ressonancia asteroidal 3:1 é uma configuragao dinamica que tem sido muito estudada
e a sua estrutura no espaco de fase é muito bem conhecida. Dado que o caos se manifesta
em tempos relativamente curtos, esta ressonancia torna-se um laboratorio ideal para testar
o funcionamento do nosso cédigo paralelizado.

O que fizemos foi simular um sistema de 4 corpos constituido pelo Sol, Jipiter, Saturno

e um asteroide. Cabe destacar que, nesta simulacao, o asteroide nao é tratado como
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Figura 3.9: Mapas dinamicos para uma grade de 128 x 128 condigoes iniciais do sistema
Sol-Jupiter-Saturno-asterdide. De cima para baixo, os mapas apresentam, respectiva-
mente, a maxima variacao em excentricidade (Eq. 2.32), a méxima excentricidade orbital
(Eq. 2.31), a variancia em excentricidade e a variancia em semieixo maior (Eqs. 2.30).
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Figura 3.10: Evolucao no tempo dos indicadores de estabilidade para o aster6ide localizado
em a— 2,032 e e=0,6.
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uma particula de teste mas como um corpo massivo com massa de 1 Mg. As posicoes
e velocidades iniciais heliocéntricas para as orbitas de Jupiter e Saturno foram obtidas
das efemérides do JPL (Jet Propulsion Laboratory/NASA; https://ssd.jpl.nasa.gov/
7ephemerides) para uma data arbitraria. As condigOes iniciais para o asteroide foram
distribuidas numa grade de 128 x 128 no espaco de semieixo vs. excentricidade, cobrindo
os intervalos 2,4 < a < 2,6 aue 0 < e < 0,6. Os restantes elementos orbitais do asteroide
(inclinagdo, longitude do nodo, longitude do periélio, e longitude média) foram fixados
emi==w=\=0° O tempo total de integracao foi de 1,269 x 108 dias (equivalente
a ~ 12000 revolugoes de Saturno), com um passo fixo de 10 dias (equivalente a ~ 1/150
do perfodo do asteroide).

Os resultados sao apresentados na Figura 3.9 na forma de mapas dinamicos, que indi-
cam o valor de um dado estimador de caos para cada ponto da grade de condigoes iniciais.
Neste caso, os estimadores de difusao sao calculados encima da 6rbita do asteroide. Nestes
mapas aparece bem delimitada a regiao ocupada pela ressonancia, com o classico formato
em V centralizada em 2,5 au. As bordas desta regiao definem a separatriz da ressonancia.
As orbitas dentro da ressonancia sao caracterizadas pela libragao em torno de 180° do
angulo critico 031 = 3A\jup — Aast — 2Wast- Orbitas com amplitude de libracao pequena
se localizam proximas ao centro de ressonancia, ao redor de 2,5 au, enquanto que aquelas
com grande amplitude de libracido se localizam proximas a separatriz. E precisamente na
vizinhanca da separatriz que ocorre a sobreposi¢ao de ressonancias seculares, fazendo com
que o movimento destas Orbitas seja muito mais cadtico do que nas demais regioes. Os
nossos mapas dinamicos reproduzem bem este comportamento e mostram ainda que fora
da ressonancia o movimento é regular, como esperado. Exibimos também na Figura 3.10,
a evolucao temporal dos indicadores utilizados na Figura 3.9 para um asterdide localizado
em a=2,532 e e=0,6. Note que para esse exemplo cadtico proximo a ressonancia 3:1, os
indicadores indicam aumento dos valores dos indicadores baseados na excentricidade, que
é uma caracteristica dos corpos préoximos a ressonancia.

Dado que o nosso codigo parece simular corretamente a dinamica da ressonacia 3:1,

podemos concluir que o mesmo esté validado.

3.3.3.2 Validacao do MEGNO

Apo6s o integrador numperico ter sido validado, o proximo passo foi validar a implemen-
tacao das equacoes variacionais e do calculo do indicador de caos MEGNO. Para essa
finalidade, realizamos dois testes diferentes: (i) repetimos a simulagao da ressonancia 3:1
no sistema Sol-Jupiter-Saturno-Asteroide, e (ii) simulamos um sistema extrassolar hipo-
tético que foi previamente estudado por HAGHIGHIPOUR et al. (2013). O resultado do
teste com a ressonancia 3:1 ¢ apresentado na Figura 3.11. Note-se que, assim como nos
mapas mostrados na secao anterior, o mapa do MEGNO apresenta a mesma estrutura

em V centrada em a=2,5 UA, com as regioes mais catdticas nas bordas da estrutura. Ex-
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Figura 3.11: Mapa de MEGNO para a grade de condigoes iniciais em volta da ressonancia
asteroidal 3:1. Comparar com a Figura 3.9.
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Figura 3.12: Comportamento da média do MEGNO no caso de uma o6rbita cadtica na
ressonancia asteroidel 3:1 (a = 2,5 au, e = 0, 3).
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Figura 3.13: Comportamento da média do MEGNO no caso de uma orbita estavel fora
da ressonancia asteroidel 3:1 (a = 2,4 au, e = 0).

traindo duas simulag¢oes da grade, uma localizada numa regiao cadtica e outra em uma
regiao estavel, podemos analisar em detalhe o comportamento do MEGNQO. Note-se que
na Figura 3.12, a média do MEGNO cresce linearmente com o tempo, o que caracteriza
um comportamento cadtico, enquanto que na Figura 3.13 a média do MEGNO converge

para o valor 2, o que caracteriza um comportamento regular.

Para a simulacao do sistema extrassolar hipotético foi considerado um sistema de 3
corpos constituido por uma estrela de 1 massa solar, um planeta de 1 massa de Juapiter e
um planeta de 1 massa da Terra em uma configuracao orbital extremamente compacta,
com ambos planetas muito proximos a estrela. As posicoes e velocidades iniciais astrocén-
tricas para as orbitas dos planetas foram obtidas de HAGHIGHIPOUR et al. (2013). Em
particular, as condi¢oes iniciais para o planeta terrestre foram distribuidas numa grade de
128 x 128 no espago de semieixo vs. excentricidade, cobrindo os intervalos 0,01 < a < 0,1
au e 0 < e < 1, mantendo os restantes elementos orbitais (inclinagao, longitude do nodo,
longitude do periélio, e longitude média) fixos. O tempo total de integragao foi de 322

anos, com um passo fixo de 14 minutos.

Os resultados sdo apresentados na Figura 3.14, onde comparamos o nosso mapa (a
esquerda) como o mapa publicado por HAGHIGHIPOUR, et al. (a direita). Ambos
mapas sao praticamente idénticos, com excecao de uma faixa cadtica presente em nosso
mapa para valores muito altos de excentricidade que estd vinculada a 6rbitas que colidem
com a estrela na nossa simulacao. Com base neste resultado, podemos concluir que o

nosos codigo esta validado, e pode ser aplicado a casos reais como veremos no capitulo 4.
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Figura 3.14: Comparacao entre o mapa de MEGNO calculado com o nosso codigo, a
esquerda, e o resultado publicado em HAGHIGHIPOUR et al. (2013), a direita, para um
sistema extrassolar hipotético.

3.4 Manual do usuario

Nesta secao apresentamos um manual de uso para o cédigo desenvolvido durante este
trabalho, que paraleliza a execugao de uma grade de condig¢oes iniciais e cujas aplicagoes
serao apresentadas no proximo capitulo. O programa consiste de varios arquivos que
contém a rotina principal e as sub-rotinas em C e CUDA-C (um arquivo individual para
cada sub-rotina), uma pasta de entrada contendo os arquivos com as condi¢des inicias
da grade, e uma pasta de saida contendo os arquivos com os resultados da simulacdao. A

seguir detalharemos a estrutura de cada arquivo.

3.4.1 Arquivos de entrada

A pasta de entrada, deve conter um arquivo de configuracdo de parametros, chamado
de param. in, e uma pasta com os arquivos contendo os dados de entrada da simulacao:

condicoes inicias dos corpos e condicoes iniciais da grade.

3.4.1.1 Arquivo de configurag¢ao param.in

Consiste num arquivo texto onde cada linha configura uma dada propriedade da simula-
¢ao. O formato de cada linha é constituido pelo nome da variavel de configuracao, em
letras maitsculas, seguido de espagos em branco e do valor da variavel, que pode ser um
niamero ou uma string. Algumas varidveis de configuracao possuem valores padrao que
sao utilizados quando as mesmas nao sao definidas no arquivo param.in. As variaveis de

configuragao possiveis sao:
e TO: define o instante inicial da simulacao. O valor padrao é 0. O tipo é float.

e TSTOP: define o instante final da simulacao. O tipo é float.
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e DT: define o tamanho do passo de integracao da simulagao. O tipo é float.

e ISTEP_OQUT: define o nimero de passos de integracao entre duas gravacoes consecu-
tivas dos resultados nos arquivos de saida. O tipo é int. Este parametro deve ser
utilizado com cuidado, porque cada vez que se escrevem dados no disco, os dados
devem ser primeiro transferidos da memoria da GPU para a memoéria RAM para
depois serem gravados no disco. Como este processo é muito demorado, fazer saidas

muito frequentes pode degradar significativamente o desempenho do programa.

e INORM: define o ntimero de passos de integracao entre duas renormalizagoes conse-
cutivas da solucao das equacgoes variacionais para o calculo do indicador MEGNO.
O tipo é int. Recomenda-se usar o mesmo valor de ISTEP_QUT ou 0 para nao

renormalizar.

e MEGNOMAXIMO: define um limite superior, arbitrario, para o valor do indicador
MEGNO. Quando o MEGNO de alguma das simulagoes ultrapassa este valor, ele é

fixado neste valor maximo. O tipo é float.

e SET_TXT: define se o usuério deseja guardar as posicoes e velocidades dos corpos em
cada instante num arquivo em formato ASCII. O valor padrao é 0, que faz com que
o arquivo nao seja gerado. Para o arquivo ser gravado, use o valor 1. O tipo é int.
Este parametro é util se o usuario estiver interessado apenas em obter alguns dos
indicadores de caos e nao todas as posicoes e velocidades dos corpos. Com isto se
ganha em desempenho, ji que a escrita em disco e o tempo total de transferéncia

dos dados da memoria da GPU para CPU sao menores.

e SET_MAXA: define se o usuario deseja guardar o indicador maximo semieixo maior
num arquivo ASCII. O valor padrao é 0, que faz o arquivo nao ser gerado. Para o

arquivo ser gravado, use o valor 1. O tipo é int.

e SET_MAXE, SET_MAXABSEEO, SET_DA, SET_DE: parametros analogos ao SET_MAXA para
os restantes indicadores de caos: maxima excentricidade, méximo |e — e/, variancia

no semieixo maior e variancia na excentricidade.

e SET_AQ: define se o usudrio quer gravar o valor inicial do semieixo maior. Isso é 1til
para verificar se a grade esta correta e pode ser usado para testes e graficos. O valor

padrao é 0. O tipo é int.
e SET_EO, SET_IO: analogos ao SET_AO mas para a excentricidade e inclinagao iniciais.

e SET_Y, SET_MEGNO, SET_NORMA: analogos ao SET_AO mas para a média do MEGNO,

o MEGNO e a norma do vetor variagao 6.



70

CAPITULO 3. METODOLOGIA

INDICE_GRADE: define o indice do corpo que ir& variar em cada thread da simula-
cao. Corresponde ao indice do corpo cujas condicoes iniciais variam na grade. Por
exemplo, se tivermos o Sol com id=0, a Terra com id=1 e Jupiter com id=2, e este
parametro for igual a 1, isso significa que os dados de entrada do Sol e Jupiter serao
os mesmos para todas as threads e a Terra terd os dados de entrada diferentes em

cada thread. O tipo é int.

PL_IN: define o nome do diretorio/arquivo que contem os dados dos corpos que sao
comuns a todas as threads. O path deve ser definido em forma relativa ao diretorio

em que serd executado o programa. O tipo ¢é char.

PL_IN2: define o nome do diretério/arquivo que contem os dados do corpo cujos
dados de entrada sao diferentes em cada thread. O path deve ser definido em forma

relativa ao diretorio em que serd executado o programa. O tipo é char.

BIN_OUT: define o nome do diretorio/arquivo que contera os dados de saida (posigoes
e velocidades) de todos os corpos de uma das simulagoes da grade para alguns
instantes de tempo. O path deve ser definido em forma relativa ao diretorio em que

serd executado o programa. O tipo é char.
CAOS_FILE: define os nomes dos arquivos que contém os indicadores de caos no
diretorio de saida. Deve ser especificado diretorio/prefixo dos nomes dos arquivos

de saida. O path deve ser definido em forma relativa ao diretéorio em que seréd

executado o programa. O tipo é char.

LINHAS: define o ntimero de threads na direcao de x em cada bloco. O tipo é int.
COLUNAS: define o ntimero de threads na dire¢ao de y em cada bloco. O tipo é int.
LINHASB: define o niimero de blocos na direcao de x da grade. O tipo é int.
COLUNASB: define o niimero de blocos na direcao de y da grade. O tipo é int.

L: define o indice x da thread cujos valores serao gravados no arquivo definido por
BIN_OUT. O tipo é int.

C: define o indice y da thread cujos valores serao gravados no arquivo definido por
BIN_OUT. O tipo é int. Se por exemplo L=4 e C=5, significa que a thread cujo
threadIdx.x=4 e threadIdx.y=5 tera os dados de todos os corpos (posi¢oes e ve-

locidade) gravados no arquivo de saida correspondente.
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3.4.1.2 Arquivo definido na variavel PL_IN

Este arquivo contera os dados dos corpos cujos valores sao iguais em todas as threads. A
estrutura do arquivo é a seguinte:

nbod

mass_0

id_1 mass_1

x.1y_1z1

vx_1 vy_1 vz_1

id_i mass_1i
x_1y_1iz.li

vx_1i vy_i vz_i

Na primeira linha, nbod é o ntimero total de planetas na simulacao, incluindo o corpo
na grade (o corpo central assume o indice 0). O tipo é int.

Na segunda linha, mass_0 é a massa do corpo central, em unidades tais que facam
com que a constante gravitacional seja igual a 1 (dependendo das unidades de distancia
e de tempo escolhidas). O tipo é float.

Da linha 3 em diante aparecem os dados de cada um dos corpos, havendo 3 linhas
para cada corpo.

Na primeira linha, id_i é o identificador do corpo na simulacao. O tipo é int. Note-se
que o identificador nao precisa estar ordenado de forma sequencial, podendo vir primeiro
o corpo 3, depois o corpo 2, depois o corpo 5, etc. As tinicas restri¢oes sao que id_i deve
ser < nbod e id_i deve ser# INDICE_GRADE. mass_i é a massa do corpo, nas mesmas
unidades da massa central. O tipo é float.

A segunda linha contém a posicao do corpo em coordenadas x,y,z astrocéntricas
(em relacao ao corpo central), e a terceira as velocidades v,, vy, v, também astrocéntricas.
Todos estes valores sdo de tipo float. E importante lembrar que as unidades de distancia,

massa e tempo devem ser auto-consistentes, de forma que G = 1.

3.4.1.3 Arquivo definido na variavel PL_IN2

Este arquivo contera os dados do corpo na grade, que terd parametros de entrada diferentes
para cada thread. Cada condicao inicial na grade estara representada por um conjunto de
trés linhas da forma

id_i mass_1i

x_1y_.1iz.i
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vx_1i vy_i vz_1i

A ordem é tal que devem-se colocar primeiro as condicoes iniciais que serdao simuladas
nas threads da primeira linha do bloco e depois as que serao simuladas nas demais linhas.
Em outras palavras, se a grade da simulacao tiver, por exemplo, um bloco com n threads
na direcao x e m threads na direcao y, primeiro vem a condicao inicial que sera simulada
na thread da primeira linha e da primeira coluna do bloco, depois vem a condi¢ao inicial
que serd simulada na thread da primeira linha e segunda coluna do bloco, e assim por
diante. Note-se que id_i ¢ o mesmo para todas as condicoes iniciais e deve ser igual ao

valor de INDICE_GRADE. As coordenadas e velocidades devem ser astrocéntricas.

3.4.1.4 Condicoes iniciais para as equagoes variacionais

As condigoes iniciais para o vetor variagao é utilizado no calculo do MEGNO sao definidas

automaticamente dentro do co6digo. As condigoes sao tais que

oty = (1,0,0)  para k = INDICE_GRADE
or; = (0,0,0) para todo i # k
ov; = (0,0,0) para todo 7

3.4.2 Arquivos de saida

Os arquivos de saida se localizam na pasta saida no mesmo diretério do executével. A

seguir sao especificados os tipos de arquivos que sao gerados pela implementacao.

3.4.2.1 Arquivo de dados dos corpos para uma das simulagoes da grade

Nesse arquivo serao gravados os dados dos corpos que sao simulados em uma das threads
do programa, escolhida através dos parametros L e C do arquivo param.in. O nome do
arquivo, assim como seu diretério, sao definidos pelo parametro BIN_OUT. Este arquivo
consiste de varios blocos similares de linhas, cada bloco representando a configuracao
dos corpos num dado instante da simulacdao. Os instantes de tempo e o intervalo en-
tre os mesmos sao dados pelo valor de ISTEP_QUT*DT conforme definidos no arquivo de
configuragoes. O primeiro instante de tempo a ser gravado é o instante inicial TO.

Para cada instante de tempo, o bloco de dados consiste de n+1 linhas com a seguinte
estrutura

time npl

id_1 mass_1 x_1 y_1 z_1 vx_1, vy_1 vz_1

id_n mass_n x_n y_n zZz_n vX_n vy_n vz_n
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Na primeira linha vém precisamente o tempo time e o niimero de planetas na simulagao
npl. A partir da segunda linha, cada linha contém a informacao de cada um dos planetas
pela ordem de id: massa, posi¢ao x,y, z e velocidade v,, vy, v, astrocéntricas. Note-se que

sao gravados os dados de todos os planetas, inclusive o da grade.

3.4.2.2 Arquivos de indicadores de caos

Esses arquivos tem o nome composto pelo prefixo definido em CAOS_FILE seguido do
nome do indicador de caos que esta gravado. A letra A identifica o maximo semieixo
maior, a letra E a maxima excentricidade, DA e DE as respectivas variancias do semieixo
e da excentricidade, MabsEEO a méxima diferenca em excentricidade, e Y a média do
indicador MEGNO. Todos os arquivos sao compostos de uma linha inicial, indicando o
instante em que os indicadores foram calculados, seguidos de varias linhas que consistem
numa matriz que representa a grade. Cada linha dessa matriz corresponde a uma linha
da grade de threads e cada coluna representa uma coluna da grade threads. Assim por
exemplo, se quisermos o indicador da thread na linha 4 e na coluna 5 da grade, devemos

procurar na linha 6 e na coluna 6 deste arquivo.

3.4.2.3 Arquivos auxiliares.

Possuem um formato matricial semelhante ao dos arquivos de indicadores de caos, mas
armazenam o semieixo maior e a excentricidade (ou inclinagao) iniciais. O nome de cada
arquivo é composto pelo mesmo prefixo CAOS_FILE seguido de A0 e EO (ou I0), conforme
corresponda.

Sao gerados também outros dois arquivos auxiliares, denominados megno e norma, que
armazenam, respectivamente, o valor do MEGNO em cada instante de tempo e o valor da
norma do vetor variacao em cada instante de tempo. Estes arquivos auxiliam na deteccao
de problemas com o céalculo do valor médio do MEGNO e podem ser dispensados na

maioria das aplicacoes.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Como comentamos no inicio desta tese, as aplicacoes que apresentaremos a seguir visam
complementar e auxiliar estudos sobre a determinacao de parametros dinamicos e fisicos
em sistemas de exoplanetas. Em todos os casos, o principal objetivo dos trabalhos foi o
de aprimorar ou refinar os valores dos parametros orbitais e das massas dos planetas, com
base na analise estatistica de variacoes de tempo de transito e na analise dinamica.

Em sistemas multi-planetarios, a interagao gravitacional miatua pode ser detectada
sob certas condicoes. Em particular, os tempos centrais de transitos consecutivos de um
mesmo planeta, to, podem nao ocorrer exatamente em intervalos uniformes de efeméri-
des. Em vez disso, devido as perturbacoes gravitacionais de outros planetas, os valores
de tc podem se adiantar ou atrasar levemente, gerando as denominadas variacoes de
tempo de transito ou TTVs (do inglés Transit Timing Variations). A analise das TTVs
pode fornecer uma melhor caracterizacao das orbitas e também das massas dos planetas
envolvidos, ou pelo menos impor valores limites (MIRALDA—ESCUDE, 2002; AGOL et
al., 2005; HOLMAN e MURRAY, 2005). As TTVs tém sido usadas principalmente para
confirmar e caracterizar sistemas em que todos os planetas apresentam transitos (HOL-
MAN et al., 2010; LISSAUER et al., 2011; STEFFEN et al., 2012; XIE, 2014), mas elas
também podem ser usadas para detectar e caracterizar companheiros planetarios que nao
transitam (BALLARD et al., 2011; NESVORNY et al., 2012, 2013, 2014; DAWSON et
al., 2014; MANCINT et al., 2016). Quando ndo ha medidas de velocidades radiais disponi-
veis, a observacao e analise das T'T'Vs oferecem a tinica ferramenta atualmente disponivel
para determinar as massas dos planetas. O interesse pelas massas estd no fato de que,
combinadas com as estimativas dos raios planetarios obtidas a partir dos transitos, permi-
tem estimar as densidades planetarias e assim colocar restricoes aos modelos de estrutura
interna.

Nas aplicacoes apresentadas a seguir, a analise das TTVs foi feita utilizando uma fer-
ramenta estatistica de inferéncia bayesiana denominada MultiNest (FEROZ et al., 2009,
2019). Os detalhes sobre esta metodologia encontram-se descritos na tese de doutorado de

SAAD-OLIVERA (2019). Em resumo, o procedimento consiste em assumir um modelo

75



76 CAPITULO 4. APLICACOES

de sistema planetario com pelos menos dois planetas e tentar reproduzir, através de uma
integracao numeérica, os sinais das TTVs observadas. O algoritmo MultiNest é o que se
encarrega de encontrar o conjunto de parametros, isto ¢, elementos orbitais e massas dos
planetas, que produzem o melhor ajuste das TTVs calculadas as observadas.

Os valores assim ajustados sao posteriormente testados em termos de estabilidade
dinamica, para o qual aplicamos o algoritmo desenvolvido nesta tese. Estes testes sao
importantes nao apenas para validar os resultados do ajuste e verificar a estabilidade
do sistema dentro dos intervalos de incerteza dos parametros, mas também para enten-
der a dinamica do sistema. Um dos aspectos relevantes da dinamica é o fato de que
todos os sistemas estudados na literatura que apresentam TTVs possuem configuracoes
quase-ressonantes entre os planetas, isto é, os planetas encontram-se muito préoximos de
ressonancias mituas de movimentos médios (mas sem chegar a estar capturados nas resso-
nancias). Esta caracteristica esta vinculada a um viés observacional, ja que a proximidade
da ressonancia contribui precisamente para amplificar o sinal dos TTVs (AGOL et al.,
2005; HOLMAN e MURRAY, 2005; LITHWICK et al., 2012). Entretanto, a proximi-
dade da ressonancia também impoe restricoes aos valores dos parametros do sistema em
termos de estabilidade, ja que em geral as ressonancias sao passiveis de apresentar caos,

especialmente para orbitas que evoluem préximas da separatriz.

4.1 O sistema Kepler-419

Os resultados apresentados nesta secao foram publicados em SAAD-OLIVERA et al.
(2019).

O sistema Kepler-419 apresenta dois planetas, um dos quais, Kepler-419b, transita a
estrela e o outro, Kepler-419¢, nao a transita. A existéncia de Kepler-419c¢ foi deduzida a
partir do sinal de TTV observado nos transitos de Kepler-419b (DAWSON et al., 2012,
2014), que indicavam que Kepler-419¢ estaria localizado em uma oOrbita mais externa.
A combinacao de observagoes de transitos e TTVs com medidas de velocidade radial
permitiu que ALMENARA et al. (2018) conseguissem caracterizar as massas da estrela
e de ambos planetas, obtendo valores de M, = 1,39 + 0,48 Mg, M, = 2,71 £ 0,66 My
e M, = 7,44+ 2,6 My,,. Estes autores também concluiram que as massas dos planetas
poderiam ser determinadas com medidas de TTV apenas, desde que um niimero suficiente
destas estivesse disponivel.

Assim, o principal objetivo do trabalho foi estimar as massas dos planetas utilizando o
conjunto de medidas de 20 TTVs para Kepler-419b disponibilizado por HOLCZER et al.
(2016). Os resultados forneceram valores de M, = 3, 333 M3y, € M. = 6, 5f8:§ Mjy,p, ou
M, = 3, 84_“%:3 My e M. =1, 432 M.y, dependendo do valor assumido para a massa da
estrela. Estes resultados serviram para validar a metodologia, mostrando que é possivel

obter estimativas boas das massas sem ter que recorrer & analise conjunta de transitos e
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velocidades radiais. Isto é especialmente relevante quando se leva em consideracao que
medidas de velocidade radial s6 estao disponiveis, por enquanto, para um nimero muito

limitado de sistemas.

Como complemento ao trabalho, nés aplicamos o c6digo desenvolvido nesta tese para
explorar o espago de fases do sistema e a sua estabilidade. Uma caracteristica peculiar
de Kepler-419b é a sua alta excentricidade orbital (e, ~ 0,82). Este fato, somado a
ampla gama de possiveis valores de massa estimados para este planeta e a proximidade
dos mesmos a ressonancia mitua de movimentos médios 10:1, levanta questionamentos
acerca da possivel estabilidade a longo prazo do sistema. ALMENARA et al. (2018)
mostraram que, para as orbitas finais estimadas com o seu modelo, o sistema Kepler-419
estd proximo de um ponto de equilibrio estavel de alta excentricidade no plano (e, wy, —
w.). Aqui, exploramos a dinamica do sistema usando mapas dinamicos que abrangem
os principais intervalos de incerteza nos parametros M, e a..!. Nos escolhemos estes
parametros porque eles nao estao tao bem restringidos quanto os outros parametros.
Os mapas foram construidos computando vérios indicadores de caos em uma grade de
128 x 32 condigdes iniciais. As grades abrangem o intervalo de +15 dias e £0, 1 em torno
dos valores do melhor ajuste para o periodo P. e excentricidade e., respectivamente. Os
outros elementos orbitais dos planetas foram fixados em seus valores de melhor ajuste.
Os parametros usados na simulagao estao resumidos na Tabela 4.1. Para cada um dos
dois possiveis conjuntos de parametros encontradas no trabalho, calculamos trés grades
diferentes, assumindo trés valores diferentes da massa M,: um correspondente ao valor
do melhor ajuste e dois correspondentes aos valores definidos por +1o. A massa de M,
foi sempre fixada no valor do melhor ajuste. Cada condigao inicial foi simulada por um
intervalo de 5 x 10° dias (equivalente a ~ 7000 revolugoes? do planeta mais externo), com
um passo de integracdo de 0,2 dias (equivalente a ~ 1/300 do periodo do planeta mais

interno).

A Figura 4.1 mostra os resultados fornecidos pelo indice de méaxima excentricidade,
que neste caso corresponde ao valor maximo da excentricidade do planeta Kepler-419c
ao longo da simulacao. Como vimos, este indice ¢ muito simples de calcular e fornece
bastante informacao sobre a estrutura do espaco de fase, identificando bem as regioes de
estabilidade e caos. Comparando os painéis da esquerda na Figura 4.1 com os da direita,
concluimos que o comportamento dinamico global do sistema é independente dos para-
metros estelares assumidos. Por outro lado, o comportamento é fortemente dependente

da massa de Kepler-419b. De fato, quanto maior a massa M, (painéis inferiores), mais

'Os mapas ndo foram construidos variando M; e a., porque queriamos analisar se os parametros
encontrados estao proximos a ressondncias, e as estruturas V tipicas de ressondncias aparecem somente
em mapas de semi-eixo por excentricidade

20 tempo méaximo de integracio foi arbitrario, e foi escolhido como um tempo suficiente longo para
os indicadores convergirem mas nao muito longo de forma a tornar a simulagdo inviavel em termos de
tempo de execugao.
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Kepler-419 (Dawson et al. 2012)

M. Mg) 1224002
R. Rg) L4753

Kepler-419h Kepler-419¢
Diynamical fit
M/ M, (x10-3) 254490 5.067 048
P, (d) 69.732%0 001 694.3+10:1
€p 0.82+007 0.162+5008
by 0.2+01 10.0%%5
@, (%) 348771 165713
3p () - 59°13
2 () 270 268713
st (d) 0.028+ 000 -
Derived parameters
Mp (Miup) 3343 6.540%
ap (au) 0.35451 5 000e 1641000
ip (%) 80.7°0% 8771713
) 5% 193
Tt ©) - 0543
Ry (Ryup) 0.8%57 -
pp (gem™) 6.873% -

Kepler-419 (Almenara et al. 2018)

M, Mg) 1.39+048
R, Rg) 1.8402

Kepler-419h Kepler-419¢
Dynamical fit
Mp/M, (x107%) 260105 5.070%
Py (d) 69.73327 0001 694.7+10:!1
ep 0.82F00 0.16275 2
by 0.26% 11 8.0+87
@p (%) 346173 163+33
3 ) - 58451
Q2 () 270 2647133
5t (d) 0.0287 5 001 -
Derived parameters
My (Myyp) 3.8%15 74423
ap (au) 0.370*0 00e LT
ip (%) 88.170% 8787,
Iy ©) 1840% 214]
T (%) - 041'33,
Ry (Rugp) L1 -
Pp (gem™) 3,Tf§ﬁ -

Tabela 4.1:

Dados do sistema Kepler-419.
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Figura 4.1: Mapas dinamicos do indice de excentricidade méaxima calculados para Kepler-
419¢. Cada coluna de painéis corresponde a cada uma das duas possiveis solucoes de
parametros encontradas para o sistema a partir da analise de TTVs. Cada linha de
painéis corresponde a diferentes valores da massa M;, do menor valor (em cima) ao maior
valor (em baixo) dentro de 1o de incerteza. Os valores do melhor ajuste para Kepler-
419c sao indicados pela estrela preta no centro da grade. As regides azul/ciano indicam
movimento estavel. As regioes pretas condicoes iniciais instaveis que levaram a encontros
proximos entre os corpos (planeta-planeta ou planeta-estrela) ou a ejegdo de um planeta.
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instavel o sistema se torna. A cor preta na Figura 4.1 indica condi¢oes iniciais que levaram
a encontros proximos entre os planetas a uma distancia mitua r < RPU 4+ R ou que
levaram um dos planetas a uma distancia astrocéntrica r < 2R, ou r > 10 au, ou a uma
distancia pericéntrica ¢ < 2R,, constituindo Orbitas instaveis. Resultados semelhantes
sao obtidos analisando-se outros indices de caos, como a variancia em excentricidade ou
em semieixo.

Os mapas dinamicos mostram claramente a localizacao da ressonancia 10:1, com o
classico formato em V que se evidencia parcialmente na margem direita dos mapas. No-
tamos que, para valores baixos de M,, a separatriz da ressonancia mostra uma faixa de
caos estreita e que a solucao nominal do planeta, representada pela estrela branca, se
encontra fora desta faixa. A medida que a massa M, aumenta, a ressonancia aumenta a
sua largura e a faixa de caos na separatriz se torna mais e mais proeminente, até que a
solucao nominal fica totalmente imersa numa regiao altamente cadtica. Podemos concluir
que, para os valores da solu¢ao nominal do sistema, representada pelos painéis da fila do

meio, o sistema ¢ marginalmente estavel.

4.2 O sistema Kepler-59

Os resultados apresentados nesta secao foram publicados em SAAD-OLIVERA et al.
(2020).

O sistema Kepler-59 esta constituido por dois planetas, Kepler-59b, mais interno e
Kepler-59¢, mais externo, sendo que ambos transitam a estrela. Até o momento, a me-
lhor determinacao dos parametros deste sistema tinha sido fornecida por STEFFEN et
al. (2013) quem, combinando a analise de TTVs com estudos de evolu¢ao dinamica, con-
seguiram impor limites superiores para as massas dos planetas de forma a garantir que
o sistemas fosse dinamicamente estavel. Em particular, estes autores encontraram que
M, < 2.05 My, e M, < 1.37 Mjyyp.

O principal objetivo do trabalho foi aprimorar os valores das massas, impondo limites

mais restritos. Para tal, foram analisados dois conjuntos diferentes de TTVs:

1. Um conjunto de 72 TTVs para Kepler-59¢ apenas, fornecido por HOLCZER et al.
(2016)

2. Um conjunto de 71 TTVs para Kepler-59c e 110 TTVs para Kepler-59b fornecido
por ROWE et al. (2015)

Para cada um destes conjuntos, o ajuste com MultiNest fornece duas possiveis solugoes,
tendo ao total quatro conjuntos de parametros possiveis para o sistema. Cabe destacar
que as duas solucoes obtidas com os dados de Holczer sao compativeis com as duas

solucoes obtidas a partir dos dados de Rowe, dentro de 1o de incerteza. Entretanto,
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Figura 4.2: Mapa dinamico do sistema Kepler-59 no espago de massas. O indicador
corresponde & excentricidade maxima de Kepler-59c.

estas ultimas apresentam erros nos parametros que podem ser até 3 vezes menores que no
caso das primeiras. Isto é de certa forma esperado, ja que Rowe fornece dados de TTVs
para ambos os planetas, fazendo com que o ajuste dos parametros seja mais preciso.
Considerando os resultados inferidos, os valores das massas para os dois planetas podem
variar nos intervalos 2,2 < M, < 10 Mg e 1 < M. < 33 Mg, com valores mais provaveis de
My ~4 Mg e M. ~ 3 Mg. Considerando que os raios estimados a partir da curva de luz
dos transitos sao Ry = 1,5 Rg e R. = 2,2 Rg, estes valores indicariam a presenga de uma
super-Terra e um mini-Netuno no sistema. Além disso, em funcao dos respectivos periodos
orbitais, os planetas se encontrariam proximos de uma ressonancia 2:3 de movimentos

médios.

Utilizando o nosso codigo, construimos mapas dinamicos para avaliar a estabilidade
do sistema no espago de parametros M,, M. (Figura 4.2). Consideramos uma grade uni-
forme de 64 x 64 condigoes iniciais abrangendo aproximadamente os intervalos de massa
mencionados acima, e propagamos as orbitas por 2 x 10° dias (equivalente a ~ 12000 re-
volugoes do planeta mais externo), com um passo de integragao de 0,04 dias (equivalente
a ~ 1/300 do periodo do planeta mais interno). Os dados do sistema estdo resumidos na,
Tabela 4.2. Constatamos assim que o sistema é estavel ao longo de todo o intervalo de

massas possiveis.
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st

Kepler-59b Kepler-39¢ Kepler-39b Kepler-39¢
Dynamical fit
My /M, (x10-3) 0. 15'_"8:5 ll4fg:§ G.D?fg:gj G.ﬂ.ﬁfgﬁ
P, (d) 11.879+0:00 17.970+5001 11.869+0 003 17.960+0 002
e 0,033 0.02+3 0.07+2% 0,042
by 04703 05753 043 0.5533
wp (°) 209%17 7445 296%7’ 65" 124
Ap () 13537 - 155+18 -
2 () 27241 270 27141 270
5t (d) - 0.02067 {07 - 0.027 0507
Derived parameters
My (M) 71539 209+ 55 358 20044
ap (au) 01124000 0.148* ) o 0.112+500 0.14875002
ip (%) 88.6% )1 88.707 88.910% 89.1407
ING! 1378 12407 Lo1*53 0.85+073
Tt (%) - 01243 - 0.157
Ry (R) L5*51 2245 15401 2251
pp (gem™) 1 1+ 56519 115

53

Kepler-39b Kepler-30¢ Kepler-59b Kepler-39¢
Dynamical fit
Mp/M, (x107%) 0117508 0.10500% 0.07001 0.067003
Py (d) 11.87151 5 0o 17.97424 0000 11.87147 5000 17.9737 00
e 0.05°0% 0.05°03 0.09°302 0.09%555
by 0.5°53 0.553 0.5°53 0.5%33
wp (°) 309+ 428 2147 301450 2043
2 () 27350 270 271419 270
5t (d) 1.079* 008 0.004 7003 1.079* 008 0.004* 002
Derived parameters
My (Mg) 53530 46435 30708 26408
ay (au) 0.1 Ingﬁ% D.l48fg:£% 0.1 Ingﬁ% 0. 148fg:%
ip (°) 88.38* 107 88.8+08 88.4+11 88.8+08

a +1.07 +0.8 +1.2 +0.8

NG 1.66710 16505 1.65)] 16708
Tt ) - 0.1%,] - 0.04%5 5%
Ry (Rg) 15401 22701 1.5 2.213;1
pp (gem ™) 84 24475 4913 14752

Tabela 4.2: Dados do sistema Kepler-59.
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4.3 O sistema Kepler-46

Os resultados apresentados nesta secao foram submetidos para publicacdo na revista As-
tronomy and Computing (COSTA DE SOUZA et al., 2020).

O sistema Kepler-46 é constituido por dois planetas, sendo que um deles, Kepler-46b,
transita a estrela central enquanto que o outro, Kepler-46¢, nao transita. Assim como
no caso do sistema Kepler-419, a presenca de Kepler-46¢ foi inferida a partir dos TTVs
observados em Kepler-46b. Esse sistema foi inicialmente estudado por NESVORNY et
al. (2012), quem analisando o sinal de TTVs encontraram duas possiveis solugées para
os parametros orbitais de Kepler-46c: uma em que os planetas ficam préximos de uma
ressonancia de movimentos médios 3:5 (periodos P, ~ 33,6 dias e P. ~ 57,3 dias), e outra,
em que ficam proximos de uma ressonancia 2:5 (periodos P, ~ 33,6 dias e P, ~ 81,5 dias).
Entretanto, NESVORNY et al. (2012) descartam esta segunda solucdo, ja que a mesma
nao consegue reproduzir os tempos de duracdo de transito observados (TDV, do inglés
Transit Duration Variation). Por outro lado, estes autores conseguem uma boa estimativa
da massa M, ~ 0,38 Mj,,, mas apenas um limite superior para a massa M, < 6 My,
esta tltima determinada a partir de analise da estabilidade dinamica.

Mais recentemente, SAAD-OLIVERA et al. (2017) refazem a anélise dos TTVs deste
sistema utilizando uma amostra maior de transitos e aplicando MultiNest. Estes autores
encontram novamente as duas solugoes mencionadas anteriormente, porém a segunda
delas apresenta uma baixa significancia estatistica e poderia ser descartada. Além disso,
estes autores conseguem restringir os valores das massas de ambos planetas a partir da
andlise dos T'T'Vs, obtendo valores de M, ~ 0,88 My, e M, ~ 0,36 Mjy,p. Isto significa
que o sistema esté constituido por um planeta tipo Jupiter e outro tipo Saturno em uma
configuragao de quase ressonancia 2:5, constituindo assim uma espécie de Sistema Solar
“encolhido” que, por algum motivo, evoluiu de maneira muito diferente do nosso sistema?.

Por outro lado, NESVORNY et al. (2012) tinham levantado a possibilidade de que
poderia haver no sistema Kepler-46 um terceiro planeta, Kepler-46d, de tipo terrestre,
que apresentaria transitos e teria um periodo orbital de 6,8 dias, porém a sua existéncia
nao foi confirmada até o momento.

Neste trabalho, a nossa abordagem ¢é explorar o espaco de fase do sistema Kepler-46
através de mapas dinamicos, visando identificar as regioes cadticas e estaveis e correlaci-
onar os resultados com a configuragao atual do sistema, sua possivel evolugao no passado
e as similaridades que possa apresentar com o nosso Sistema Solar. Para isto, analisa-
mos dois modelos diferentes. Num primeiro modelo, consideramos apenas dois planetas
no sistema, mantendo os parametros orbitais de um deles (Kepler-46b) fixos e variando

os parametros do outro (Kepler-46¢). Posteriormente, consideramos um modelo com

3No Sistema Solar, Jupiter e Saturno se encontram préximos de uma ressonancia de movimentos
médios 2:5. Os modelos mais recentes de formacgio planetiria mostram que estes dois planetas tiveram
um papel decisivo na evolugdo dinimica primordial de todo o sistema (e.g. WALSH, 2011).
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trés planetas no sistema, e mapeamos os espaco de condicoes iniciais do terceiro planeta
(Kepler-46d), mantendo os parametros dos outros dois (Kepler-46b,c) fixos. Os dados do
sistema estao resumidos na Tabela 4.3.

No modelo com dois planetas, variamos as condicoes iniciais numa grade é uniforme
de 1024 x 32 * no espaco de periodo vs. excentricidade, cobrindo os seguintes intervalos:
35 < P. <90 dias e 0 < e, < 0,4. Os restantes parametros iniciais de ambos planetas
foram fixados nos valores ajustados por SAAD-OLIVERA et al. (2017). No modelo com
trés planetas, variamos as condic¢oes iniciais numa grade uniforme de 512 x 32 cobrindo
os intervalos 5 < P; < 32 dias e 0 < eg < 0,6. Neste caso, os restantes parametros
iniciais de Kepler-46d foram fixados em valores arbitrarios e, em particular, analisamos
nove grades diferentes considerando as combinacoes de valores de inclinacao iy = 0°, 10°
e massa My = 0,5,1,0, 5,0, 10,0, 15,0 Mg. Em ambos modelos, as condi¢oes iniciais
foram simuladas por um intervalo de tempo de 10° dias (equivalente a ~ 10000-20000
Orbitas do planeta mais externo). No modelo com dois planetas, o tamanho do passo de
integragao foi de 0,1 dias e no modelo com trés planetas foi de 0,02 dias (equivalentes a

~ 1/300 do periodo do planeta mais interno).

4.3.1 Resultados

As Figuras 4.3 a 4.7 exibem os valores dos diversos indicadores de caos no final da simula-
¢ao. Os graficos sao qualitativamente semelhantes e, portanto, para os quatro indicadores
a andlise é equivalente. As regides na cor preta/verde escuro correspondem as configura-
coes nas quais Kepler-46¢ é instavel e eventualmente colide com o Kepler-46b. Nos mapas
é possivel identificar varias estruturas em forma de V, correspondentes as principais res-
sonancias de movimentos médios. A ressonancia 1:2 aparece claramente no meio do mapa
(P ~ 66 dias), mas o movimento dentro dela para baixas excentricidades (e < 0,2) se
apresenta bastante instavel. Por outro lado, a ressonancia 2:5 em P ~ 85 dias apresenta
uma ilha de estabilidade para orbitas de alta excentricidade (e = 0,2), e é possivel ainda
resolver algumas estruturas internas que provavelmente estao associadas a ressonancias
secundérias. A solugdo do melhor ajuste para o Kepler-46¢ se encontra a direita da resso-
nancia 3:5 (P ~ 55 dias), em uma regiao bastante estéavel. A principio, o par planetario
poderia ter migrado primordialmente ao longo de um intervalo significativo de distan-
cias, atravessando varias ressonancias de movimentos médios, porém nunca poderiam ter
migrado mais proximo do que a localizacao da ressonancia 2:3 em P ~ 50 dias.

As Figuras 4.8 a 4.13 apresentam os mapas dindmicos para diferentes indices de caos
no modelo com trés planetas, assumindo dois valores extremos de massa para Kepler-46d:
uma massa tipo Marte (0,5 Mg) e uma massa tipo mini-Netuno (15 Mg). Os mapas apre-

sentam uma estrutura que se assemelha & observada no cinturao de asteroides no nosso

4A grade é retangular porque o intervalo de valores de periodos é maior que o intervalo de valores das
excentricidades
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Kepler-46b

Kepler-46c

Transit Fit
Rp/R.
bp

0.0887240012
0.757504%

Dynamical Fit
Mp /M, (10—

93725301

0057
383570055

P (days) 33,6481 00 57.32510 18
ep 0.0321:).5062 0.0354500033
bp 075710457 148375373
=p (%) 264.2153 20416571
Ap (%) 338.0453
Op (%) 270 261.41371
St (days) 0.013010 5008
Secondary Parameters
Mp (M) 0.885:031 036210018
ap (au) 01971250061 0.28 11255003
ip (°) 89.04%51; 88.66703
I (°) 0.957:50% 1.35503%
Lo (°) 043753
Re (Ry) 0.81020032
p(gem™) 2.0697] 13

Kepler-46
Stellar Parameters
M, (Mg) 0.90250
R. (Rz) 0.938003
p, (g cm ) 1.54fﬁ:ﬁ
logg,* 4447505
Teir (K) 51551130
L, (L) 0.5561 0
My 5.607017
Age (Gyr) 9.731
Distance (pc) 355"_‘2_,,5

[M/H)

0415515

Tabela 4.3: Dados do sistema Kepler-46.
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Figura 4.3: Mapa dindmico do MEGNO no modelo de dois planetas. Note-se a diferenca
na escala horizontal em relacao as figuras seguintes.
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Figura 4.4: Mapa dinadmico da méaxima variacao em excentricidade no modelo de dois
planetas. As condicOes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a Kepler-46¢. O
periodo é em dias. Na parte superior do grafico sao indicadas as localizacoes de diferentes
ressonancias de movimentos médios.
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Figura 4.5: Mapa dinamico da maxima excentricidade no modelo de dois planetas. As
condigoes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a Kepler-46¢. O periodo é em

dias.
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Figura 4.6: Mapa dinamico da variancia em semieixo maior no modelo de dois planetas.
As condicoes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a Kepler-46¢. O periodo

é em dias.
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Figura 4.7: Mapa dinamico da variancia em excentricidade no modelo de dois planetas.

As condicoes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a Kepler-46¢. O periodo
é em dias.
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Figura 4.8: Mapa dinadmico do MEGNO no modelo de trés planetas. As condicoes iniciais
da grade correspondem a um Kepler-46d ficticio com massa de 0,5 Mg. O MEGNO
caracteriza a estabilidade do sistema como um todo. O periodo é em dias.
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Figura 4.9: Mapa dindmico da maxima variacao em excentricidade no modelo de trés
planetas. As condigoOes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a um Kepler-46d
ficticio com massa de 0,5 Mg. O periodo é em dias.
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Figura 4.10: Mapa dinamico da variancia em semieixo maior no modelo de trés planetas.
As condigoes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a um Kepler-46d ficticio
com massa de 0,5 Mg. O periodo é em dias.



90 CAPITULO 4. APLICACOES

0.6 1:5 1:4 1:3 2:5 1:2 3:5 2:3 3:4 4:5 10
9
0.5 8
o 7
"%0.4 6
: 5
30.3 a
G 3
[¥]
I.I>jo.2 2
1
0.1
0
0 -1
5 10 15 20 25 30

Periodo (dias)

Figura 4.11: Mapa dinadmico do MEGNO no modelo de trés planetas. As condigoes iniciais
da grade correspondem a um Kepler-46d ficticio com massa de 15 Mg. O periodo é em
dias. O MEGNO caracteriza a estabilidade do sistema como um todo.
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Figura 4.12: Mapa dinamico da maxima variacao em excentricidade no modelo de trés
planetas. As condigoes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a um Kepler-46d
ficticio com massa de 15 Mg. O periodo é em dias.
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Figura 4.13: Mapa dinamico da variancia em semieixo maior no modelo de trés planetas.
As condigoes iniciais da grade e o indice de caos correspondem a um Kepler-46d ficticio
com massa de 15 Mg. O periodo é em dias.

Sistema Solar. Véarias ressonancias de movimentos médios entre os planetas Kepler-46b e
Kepler-46d podem ser claramente visualizadas, sendo que aquelas localizadas em P < 16
dias (4:1, 3:1, 5:2) se apresentam como mais cadticas, enquanto que aquelas localizadas
em P > 16 dias (2:1, 3:2, 4:3) se apresentam como sendo mais regulares. A ressonancia 2:1
em P ~ 17 dias aparece limitada por duas faixas caoticas, correspondentes ao movimento
em volta da separatriz. Nas Figuras 4.9 e 4.10, o formato da ressonancia 2:1 para valores
de e > 0,55 é semelhante a estrutura observada na ressonancia 2:1 no cinturao de asteroi-
des (ver por exemplo NESVORNY e FERRAZ-MELLO, 1997; FERRAZ-MELLO et al.,
1998), e esté relacionada a sobreposigao de ressonancias seculares dentro da ressonancia
de movimentos médios (MORBIDELLI e MOONS, 1993). As ilhas de estabilidade nas
ressonancias 3:2 (P ~ 22 dias) e 4:3 (P ~ 26 dias) também tém contrapartidas conhecidas
no Sistema Solar: os grupos de asteroides Hildas e Thules. A regiao em volta de P ~ 7
dias onde Kepler-46d poderia estar localizado, de acordo com NESVORNY et al. (2012),

se apresenta como sendo bastante regular, mesmo para 6rbitas com alta excentricidade.

4.3.2 Conclusoes

Com base na analise dos mapas dinamicos podemos concluir o seguinte:

e As possiveis solugoes para Kepler-46¢ que produzem os melhores ajustes dos TTVs

se encontram em regioes do espaco de fases onde o movimento é muito regular.

e A orbita sugerida para Kepler-46d também se encontra em uma regiao de movimento

muito regular. Nossa analise, infelizmente, nao permite colocar restricoes nem em



92

CAPITULO 4. APLICACOES

sua excentricidade, nem em sua massa.

e Pelos mapas de estabilidade do modelo de dois planetas é possivel observar que
o planeta Kepler-46¢ pode ter migrado radialmente por diversas regioes que sao
estaveis, se afastando ou se aproximando de Kepler-46b, mas nunca pode ter se
aproximado numa Orbita mais proxima de kepler-46b que a definida pela posicao
de ressonancia 2:3, jA que neste caso teria entrado numa configuragao instavel no
espaco de fase. Mesmo em alguns pontos que sao ressonancias aparentemente mais
instaveis como a 1:2 e a 3:5, o planeta pode ter passado com velocidade suficiente

para nao ser preso nessas ressonancias.

e Considerando os planetas Kepler-46b,c em suas érbitas atuais, o espaco de fase do
sistema mostra diversas caracteristicas que tém contrapartes semelhantes no nosso
Sistema Solar. Estes resultados contribuem, de certa forma, para validar o nosso

codigo paralelizado. Entre estas caracteristicas, cabem destacar:

— A regiao caotica ao redor da ressonancia 2:1 com Kepler-46b, causada pela
sobreposicao de ressonancias seculares dentro da ressonancia de movimentos

meédios.
— As ilhas de estabilidade dentro das ressonancias 3:2 e 4:3 com Kepler-46b.
e Os resultados sao mais ou menos independentes do indicador de caos utilizado,

embora a maxima variacao em excentricidade pareca ser preferivel aos outros indi-

cadores.



Capitulo 5
Conclusoes e perspectivas futuras

Nesse trabalho analisamos a possibilidade de aumento de desempenho computacional
através de implementacoes em GPU de algoritmos bastante utilizados na area de dinamica
planetaria. Tentamos basicamente trés abordagens: a paralelizacao do algoritmo Ruth de
uma simulacao isolada, a paralelizagao do algoritmo Swifter_Helio para uma simulacao
isolada, e a simulagao em paralelo de uma grade de condigoes iniciais com o algoritmo
Helio. Nossa conclusao é que o algoritmo de Ruth e a grade paralelizada sao bem eficientes
em comparacao com a abordagem sequencial, independentemente do hardware utilizado,
mas a paralelizacao de uma simulacao isolada do algoritmo Helio apresentou ganho de
desempenho apenas em algumas placas GPU.

Outra contribuicao importante foi a implementacao de indicadores de estabilidade
que nao estavam implementados na versao original do Swifter. Dessa forma, além de
poder simular milhares de condi¢oes iniciais em paralelo, também é possivel obter mapas
de estabilidade do sistema analisado. A aplicagdo de nosso codigo a diferentes sistemas
planetarios extrassolares mostrou-se bastante ttil para complementar os estudos sobre
determinacao de parametros orbitais destes sistemas.

Como trabalhos futuros, apresentamos a seguir algumas possibilidades:

e Implementacao de outras caracteristicas que estao presentes no Swifter e que nao
foram impelmentadas nesse co6digo, como por exemplo, a inclusao das perturbagoes
devidas ao achatamento do corpo central e a implementacao de particulas de teste

que possam ter encontros proximos com os corpos massivos (algoritmo RMVS).
e Implementacao dos outros algoritmos presentes no Swifter, como o Symba.

e Aplicacdo do c6digo em outros problemas de interesse em dindmica do sistema solar

e de exoplanetas.

e Melhorar o desempenho da paralelizacao do algoritmo Helio para a simulacao do

problema de N corpos quando o ntmero de corpos é consideravelmente alto.
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e Implementar no algoritmo correcoes relativisticas.

e Implementar no algoritmo efeitos de maré.
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