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Fernanda Araujo de Oliveira

O CRESCIMENTO DE ESTRUTURAS COSMICAS EM TEORIAS ALTERNATIVAS
AO MODELO COSMOLOGICO PADRAO

RESUMO

Neste estudo, realizamos testes com o objetivo de investigar a viabilidade de teorias
alternativas ao Modelo Cosmolégico Padrao a partir do uso de duas importantes ferramen-
tas: Processos Gaussianos e Markov Chain Monte Carlo. A partir de dados do Universo
de fundo e perturbado, tais como f(z), [fos](z), os(z), H(z) e Dy (z), foram feitos testes
de consisténcia através da medi¢ao do indice de crescimento de estruturas vy e também
comparagoes —tanto qualitativas quanto quantitativas— entre o modelo ACDM, extensoes
bascadas na Relatividade Geral ¢ modelos de gravidade modificada das classes F(R) e
F(Q). Encontramos que o modelo w,w,CDM, com parametros obtidos pela colaboragao
DESI, e o modelo F'((Q) se mostraram alternativas competitivas para descrever a evolugao
coésmica. Entretanto, em todos os casos, o modelo ACDM se mostrou o mais favorecido
pelas observagoes. Desta forma, nossos resultados indicam que um modelo substituto
deve possuir pequenos desvios em relagao a Relatividade Geral e também reproduzir com

éxito os fenomenos cosmolégicos do Universo de fundo e perturbado.
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Fernanda Araujo de Oliveira

ABSTRACT

In this study, we perform tests aiming to investigate the viability of alternative theories
to the Standard Cosmological Model by using two important tools: Gaussian Processes
and Markov Chain Monte Carlo. Using data from the background and perturbed Uni-
verse, such as f(2), [fos](2), 0s(2), H(z), and Dy (z), consistency tests were carried out by
measuring the structure growth index v, alongside both qualitative and quantitative com-
parisons between the ACDM model, extensions based on General Relativity, and modified
gravity models of the F/(R) and F(Q) classes. We find that the w,w,CDM model, with
parameters obtained by the DESI collaboration, and the F'()) model proved to be com-
petitive alternatives for describing cosmic evolution. However, in all cases, the ACDM
model remained the most favored by observations. Consequently, our results indicate
that any substitute model must possess small deviations from General Relativity and suc-
cessfully reproduce the cosmological phenomena of both the background and perturbed

Universe.
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Capitulo 1

Introducao

Desde os primoérdios de sua existéncia, o ser humano olha para o céu e tenta compre-
ender aquilo que vé, formulando teorias que busquem explicar os fendmenos da natureza.
Deste anseio, surge a Cosmologia, uma area de estudo das Ciéncias Naturais que busca
explicar a historia e a evolugao do Universo. A partir do século XX, o estudo do cosmos
avangou significativamente com o desenvolvimento de novas tecnologias capazes de obter,
com precisao, dados observacionais que puderam ser contrastados com os modelos pro-
postos. Desta forma, no final do século XX, o modelo ACDM-plano em que a sigla CDM
corresponde a Cold Dark Matter, em portugués Matéria Escura Fria) emergiu como o
modelo que melhor reproduz os fenémenos cosmolégicos observados e se tornou o modelo
padrao da cosmologia. Como todo modelo cosmolégico, o ACDM se baseia em uma teoria
gravitacional e uma forma de distribuicao de matéria no espago, que sao a Relatividade
Geral e o Principio Cosmolégico, respectivamente. Para a Relatividade Geral, o espago e o
tempo sao entidades dependentes um do outro, denominados espago-tempo, e a gravidade
¢ descrita como uma manifestagao da curvatura do espago-tempo e nao como uma forga.
Segundo o Principio Cosmolégico, a distribui¢ao de matéria no Universo em escalas acima
de 100 Mpc é estatisticamente homogénea e isotropica (AVILA et al., 2019; DIAS et al.,
2023). Desta forma, resolvendo as equagoes da Relatividade Geral a partir das condigoes
previstas pelo Principio Cosmolégico, obtém-se as equacoes fundamentais que descrevem
o modelo padrao (BAUMANN;, 2022; DODELSON et al., 1996).

No contexto do modelo ACDM, o Universo teve seu inicio em uma fase quente e
densa, e desde entao se expande e esfria até os dias de hoje, e é composto atualmente
por cerca de 69% de energia escura —componente com natureza desconhecida responsavel
pela fase atual de aceleracao cosmica— e 31% de matéria, sendo 26% de matéria escura ¢ o
restante de matéria barionica. Isso significa que apenas cerca de 5% do contetdo total do
Universo interage com a radiacao eletromagnética e, portanto, é diretamente observavel.
Ja a geometria do Universo, segundo o modelo ACDM, é considerada como euclidiana,
hipotese essa reforgada através de observagoes recentes que demonstraram a pequena

contribui¢ao da densidade de energia de curvatura na composigao do Universo (PLANCK
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COLLABORATION et al., 2020).

Entretanto, a natureza da matéria e energia escuras permanece sendo um mistério
na Cosmologia Moderna, e sdo problemas em aberto do modelo ACDM. A primeira evi-
déncia de um contetido de matéria desconhecida foi obtida na década de 1930, por Fritz
Zwicky, que observou que a massa luminosa do aglomerado de galaxias Coma nao era
suficiente para explicar os elevados valores observados para as velocidades radiais das
galaxias (ZWICKY, 2009). Na década de 1980 veio outra forte evidéncia: as curvas de
rotacao de estrelas em galaxias espirais nao decaiam como esperado pela Lei de Kepler,
mas se mantinham constantes ou até cresciam ligeiramente apds uma certa escala. Para
descrever essas observagoes, seria necessario que as galaxias possuissem dez vezes mais
massa do que a massa somada dos objetos luminosos (BOSMA, 1981; RUBIN et al.,
1985). Além destas evidéncias, no modelo padrao da cosmologia a matéria escura é um

ingrediente necessario para a formacao das estruturas observadas no Universo.

Com relagao a energia escura, a proposta de sua existéncia surge devido a observacao
da expansao coésmica acelerada através de dados de Supernovas do Tipo Ia, através de ana-
lises reportadas no final do século XX (PERLMUTTER et al., 1999; RIESS et al., 1998).
A energia escura é assumida como a densidade de energia do vacuo, dada pela constante
cosmologica A, com equacao de estado w = —1 e com efeito repulsivo devido & pressao
negativa do fluido. Além de desconhecermos sua natureza, a constante cosmologica apre-
senta outro problema: o valor estimado pela fisica de particulas difere do valor obtido
com as observagoes por 120 ordens de magnitude (PADILLA, 2015; WEINBERG, 1989).
Em razao dessas questoes, modelos cosmologicos alternativos surgiram com o objetivo de

explicar a fase de expansao acelerada do Universo sem recorrer a A.

Héa diversas classes de modelos alternativos na literatura atual. As alternativas mais
simples buscam realizar pequenas modificagoes no modelo ACDM, como, por exemplo,
parametrizacoes dependentes do tempo para a equacao de estado da energia escura,
mantendo a Relatividade Geral como teoria gravitacional. Os modelos mais conheci-
dos desta classe sdo as parametrizagdes: Chevallier-Polarski-Linder (CPL) (CHEVAL-
LIER e POLARSKI, 2001; LINDER, 2002), logaritmica (EFSTATHIOU, 1999), Wette-
rich (WETTERICH, 2004), Hannestad-Mortsell (HANNESTAD e MORTSELL, 2004),
Gong-Zhang (GONG e ZHANG, 2005), Jassal-Bagla-Padmanabhan (JASSAL et al.,
2005), Lee (LEE, 2005) e Barboza-Alcaniz (BARBOZA et al., 2009).

Outra forma de abordar o problema da energia escura, muito presente na atualidade,
consiste em modificar a gravidade. Existem diversas propostas na literatura, como: teo-
rias que propdem um espago-tempo com mais de quatro dimensées (BERTT et al., 2015);
teorias que sustentam que a gravidade ¢ mediada por uma particula, o graviton mas-
sivo (BERTT et al., 2015); teorias escalares-tensoriais (BERTI et al., 2015; CLIFTON
et al., 2012); entre outras. Contudo, as mais estudadas tém sido as teorias escalares-

tensoriais, sendo, em especial, a classe de teorias F'(R), que modificam o escalar de Ricci



na Lagrangiana de Einstein-Hilbert por uma funcao de R, as mais analisadas, devido a
sua simplicidade relativa e por se reduzirem a Relatividade Geral nos regimes em que esta

é bem testada.

Devido a diversidade de modelos alternativos ao ACDM existentes na literatura, torna-
se necessario testar a viabilidade desses modelos através dos dados observacionais dispo-
niveis e comparar seus desempenhos com os resultados obtidos pelo modelo cosmologico
padrao. Nos tltimos anos, o nimero de trabalhos nesta linha de investigacao tem cres-
cido devido aos surveys astronémicos que possibilitaram observar maiores volumes do
Universo (AFROZ e MUKHERJEE, 2025; BARROS et al., 2020; BASILAKOS e NES-
SERIS, 2017; BESSA et al., 2022; DE SOUZA et al., 2026; DEST COLLABORATION
et al., 2025; KUMAR et al., 2025; LUONGO e MUCCINO, 2024; MARTINELLI et al.,
2021; NUNES et al., 2017; PLANCK COLLABORATION et al., 2020; PLAZA e KRAI-
SELBURD, 2025; RIBEIRO et al., 2024, 2026). Entretanto, hd uma degenerescéncia
entre muitos modelos alternativos por descreverem igualmente a evolu¢ao do Universo em
expansao. Logo, dados de aglomeracao de matéria se mostram importantes para resolver
este problema, pois os modelos alternativos descrevem de maneiras distintas a evolugao

do crescimento de estruturas em grandes escalas.

Nesta tese, realizamos analises de viabilidade de modelos cosmologicos alternativos e
testes de consisténcia do modelo ACDM através de dados observacionais do Universo de
fundo e do Universo perturbado, utilizando amostras de Cronémetros Cosmicos, H(z); de
Supernovas do Tipo Ia; da taxa de crescimento de estruturas, f(z); da amplitude de flu-
tuagoes de matéria na escala de 8 h=! Mpc, og(z); e da taxa normalizada de crescimento,
[fos](z). Desta forma, podemos estudar o modelo ACDM e modelos alternativos tanto
pela evolucao do Universo em expansao quanto pela evolugao do crescimento de estru-
turas. Esta diversidade de dados nos permite estudar modelos cosmologicos de maneira
apropriada, ja que um possivel candidato a substituir o ACDM — se houver — como modelo
padrao deve ser capaz de descrever tanto os fenémenos do Universo de fundo quanto os

do Universo perturbado.

No Capitulo 2, apresentamos o Modelo Cosmolégico Padrao através de suas equagoes
basicas e os principais observaveis cosmolégicos que fundamentam a Cosmologia Mo-
derna. No Capitulo 3, abordamos a Teoria de Perturbagoes Cosmologicas, responsavel
por descrever a aglomeracao de matéria que gerou as grandes estruturas conhecidas hoje,
e também apresentamos os observaveis cosmologicos do Universo de fundo. O primeiro
teste de consisténcia do modelo ACDM é discutido no Capitulo 4, através do uso de Pro-
cessos Gaussianos, uma importante ferramenta que possibilita a reconstrugao de fungoes
cosmologicas a partir de dados observacionais. No Capitulo 5, apresentamos uma anélise
—novamente através de Processos Gaussianos— da viabilidade do modelo de energia es-
cura dindmica wow,CDM, com parametros obtidos pela colaboragao DESI, em descrever

o Universo perturbado. No Capitulo 6, discutimos a viabilidade de modelos alternativos
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ao ACDM oriundos de trés diferentes classes de teorias em descrever dados do Universo
de fundo e do Universo perturbado. Para isso, além dos Processos Gaussianos, utilizamos
Cadeias de Markov Monte Carlo para inferir os parametros livres de cada modelo a partir
de trés conjuntos de dados. Para comparar os modelos analisados e discutir qual melhor
descreve o Universo observavel, utilizamos o Critério de Informagao de Akaike e o Critério
de Informagao Bayesiano. Por fim, no Capitulo 7, apresentamos as conclusoes dos estudos

realizados.



Capitulo 2
Modelo Cosmolégico Padrao

O Modelo Cosmolégico Padrao (MCP), também conhecido como modelo ACDM-plano,
tem sido testado exaustivamente nas tultimas quase trés décadas com dados observacionais
e, com sucesso, reproduz fendmenos cosmolégicos, como a Radiagao Coésmica de Fundo
e as Oscilagoes Actisticas Baridnicas, desde os primoérdios do Universo até os dias de
hoje (ALBRECHT e STEINHARDT, 1982; AVILA et al., 2025a,b; BASILAKOS et al.,
2009; BOM et al., 2026; FRIEMAN et al., 2008; GAMOW, 1948; GUTH, 1981; KO-
MATSU et al., 2009; LINDE, 1982; MARQUES et al., 2019; PEEBLES, 1984; PLANCK
COLLABORATION et al., 2020; RIBEIRO et al., 2025; SABOGAL et al., 2025). Este
modelo se baseia em dois pilares fundamentais: a Relatividade Geral (RG) como teoria
gravitacional, que descreve a dindmica e a evolugao do Universo por meio das equagoes de
Einstein; e o Principio Cosmologico (PC) (ABRAMO et al., 2006; AKRAMI et al., 2020;
AVILA et al., 2019, 2021; BERNUI e HIPOLITO-RICALDI, 2008; BERNUI et al., 2014;
BERNUI, 2008, 2009; BERNUI et al., 2018; FRANCO et al., 2024, 2025b; KESTER et al.,
2024; LOPES et al., 2025; MAARTENS, 2011; MARQUES et al., 2018; MOKEDDEM
et al., 2023, 2026; SCRIMGEOUR et al., 2012), segundo o qual a distribui¢ao de matéria
no Universo é homogénea em escalas acima de 100 Mpc (DIAS et al., 2023), e isotropica
para areas na esfera celeste de no minimo ~ 20° x 20° (AVILA et al., 2019, 2018). Isso sig-
nifica que, a tempo cosmico t, a distribuicao de matéria apresenta as mesmas propriedades
estatisticas em quaisquer posicao e direcao do 3-espaco.

Desta forma, a partir do estudo da Relatividade Geral e da aplicagao do PC as suas
equagoes, podemos derivar os principais pilares tedricos e observacionais do MCP, que,

consequentemente, permitem uma compreensao mais aprofundada do Universo.

2.1 A Teoria da Relatividade Geral

Em 1915, uma década apos publicar a Teoria da Relatividade Restrita (RR) (EINS-
TEIN, 1905), Albert Einstein publicou a Teoria da Relatividade Geral (RG), apresen-

tando, por meio da geometria diferencial e do calculo tensorial, uma descri¢ao mate-

5
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matica da interacao entre a geometria do espago-tempo e o seu conteiido de matéria-
energia (EINSTEIN, 1915). Nesta teoria, a gravidade ¢ inerente a propria estrutura do
espago-tempo, ou seja, na RG, a gravidade é uma manifestacao da curvatura do espago-
tempo. Com isso, Einstein se opds a um dos pilares da Mecanica Newtoniana, segundo a
qual o espaco e o tempo sao entidades independentes e a gravidade é uma forga de agao
a distancia.

Essa unificagao entre espaco e tempo foi desenvolvida em 1905 no trabalho de Einstein
sobre a RR. Neste trabalho, sao estabelecidos dois postulados: o principio da relatividade,
segundo o qual as leis da Fisica sao as mesmas independentemente do referencial inercial;
e a constancia da velocidade da luz no vicuo, igual a ¢ ~ 3 x 10° km /s (EINSTEIN, 1905).
Na RG, Einstein estende o primeiro postulado para referenciais arbitrarios (EINSTEIN,
1915).

Para a compreensao da geometria do Universo a partir da RG, é necessario introdu-
zirmos o conceito de métrica, definida como a quantidade que descreve a distancia fisica
entre dois pontos vizinhos no espago-tempo. Na RR, o elemento de linha ¢é escrito a partir

da métrica do espago-tempo de Minkowski (BAUMANN, 2022)
ds® = —dt* + da* + dy® + dz° = np,datdz”, (2.1)

em que ds? é o quadrado do intervalo espaco-temporal entre dois pontos vizinhos separa-
dos por dz#, sendo uma quantidade invariante para quaisquer sistemas de coordenadas.
Nessa expressao, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, 7, = diag(—1,1,1,1) é a métrica de
Minkowski e z# sao as coordenadas do espago-tempo, com p € {0,1,2,3}. A coordenada
temporal corresponde ao indice zero e as coordenadas espaciais correspondem aos indices
1,2e3.

Na RG, é necessario introduzir uma métrica que descreva apropriadamente o espago-
tempo curvo de acordo com a geometria riemanniana. Desta forma, generaliza-se a equa-
¢ao (2.1), de modo que o elemento de linha do espago-tempo curvo toma a seguinte
forma (CATTANI, 1998)

ds® = g datda?, (2.2)

em que g, representa as componentes do tensor métrico e p, v € {0,1,2,3}.
A curvatura do espaco-tempo é descrita por meio do chamado tensor de Riemann,
v €scrito como
G = 0ul's, — O + 17,15, — 7,15, (2.3)
em que I'J, é o simbolo de Christoffel, definido a partir do tensor métrico e de suas
derivadas

8 _
ré, =

v

gﬁa(aﬂgw + OuGop — Oaluv)- (2.4)

N |
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Por fim, temos as equacgoes de Einstein, responsaveis por descrever a dindmica e a

evolucao do Universo dentro da RG, escritas como

1
RHV — §guyR = —K Tuy’ (25)

em que IR, ¢ o tensor de Ricci, R é o escalar de Ricci, T}, é o tensor de energia-
momento e k = 87G/c*, sendo G a constante de gravitagao universal. O lado esquerdo da
equagao (2.5) descreve a geometria do espago-tempo, enquanto o lado direito corresponde
ao conteudo de matéria-energia descrito por T),,. Portanto, para obtermos uma solucao
para a equagao (2.5), precisamos assumir uma geometria para o espago tempo —no caso,

assumimos a riemanniana— e definir o tensor de energia-momento.

No MCP, consideramos que o contetido de matéria do Universo é distribuido de forma

homogénea e isotropica pelo espago-tempo e é representado por um fluido ideal com
pressao P, densidade p e quadrivetor velocidade u*, como (BAUMANN, 2022; HOBSON
et al., 2006; WEINBERG, 2008)

P
T = Py + (p + g> Uy Uy (2.6)
O quadrivetor velocidade u* é definido como
ut = — (2.7)

em que 7 é o tempo proprio, ou seja, o tempo medido pelas particulas ao longo de suas

proprias linhas de mundo. O tensor de energia-momento obedece a lei de conservagao
v, ™ =0, (2.8)

em que o operador V,, é a derivada covariante (BAUMANN, 2022)

A partir de suas equagoes e do PC, Einstein obteve um modelo em que o Universo
nao poderia ser considerado estatico (EINSTEIN, 1917). Entretanto, & época, como nao
havia evidéncias observacionais que sustentassem a hipétese de um Universo em evolugao,
Einstein adicionou as suas equagoes um termo com agao oposta a gravidade: a constante
cosmologica A. Sendo A # 0, o Universo poderia conter matéria e apresentar solugoes
estaticas (DELBEM, 2010). Desta forma, a equagao (2.5) tomou a seguinte forma (WALD,
1984; WEINBERG, 1972)

1
R,u,y - égle + Ag,u,y - _/{Tjuy- (29)

Entretanto, no final da década de 1920, Edwin Hubble observou uma relagao entre

a velocidade de afastamento de nebulosas e suas distancias. Assim, em 1929, Hubble
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publicou uma correlagao entre o redshift —deslocamento para o vermelho no espectro de
um objeto em relacao ao espectro de referéncia medido em laboratério'— e a respectiva
distancia de uma galdxia (HUBBLE, 1929; KIRSHNER, 2004). Esta foi a primeira evi-
déncia observacional de que o Universo nao era estatico, mas estava em expansao. Poucos
anos antes, Georges Lemaitre havia publicado um resultado similar, em que sugeria que o
Universo estava em expansao a partir de solugoes dinamicas das equagoes de Einstein (LE-
MAITRE, 1927). Este resultado ficou conhecido como a Lei de Hubble-Lemaitre, que seréa
abordada com mais detalhes na segao 2.5.1.

A evidéncia observacional de que o Universo estava em expansao levou ao abandono
da constante cosmologica nas equagoes de Einstein (WEINBERG, 2008). Porém, no final
do século XX, a observagao de Supernovas do Tipo Ia (SNIa) pelos grupos Supernova Cos-
mology Project (PERLMUTTER et al., 1999) e High-Z Supernova Search (RIESS et al.,
1998) mostrou que o Universo nao estava apenas em expansao, mas que esta expansao
era acelerada (abordaremos este topico com maior detalhamento na segao 2.5.2). Esta
descoberta trouxe de volta o uso da constante cosmologica as equagoes de Einstein, porém
com outro significado. Segundo as equacoes de Friedmann, que serao apresentadas adi-
ante, para haver expansao acelerada é necessario que haja uma componente com pressao
negativa, denominada energia escura. Contudo, a natureza desta componente ainda é
desconhecida para a cosmologia moderna, e a constante cosmologica surge, entao, como

uma representacao dessa componente do Universo (BOUSSO, 2008).

2.2 A métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker

Ao formularmos as equagoes de Einstein para um espago-tempo homogéneo e isotropico,
obtemos a chamada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), escrita
como (BAUMANN, 2022; FRIEDMANN;, 1924; HARTLE, 2003; HOBSON et al., 2006;
PADMANABHAN;, 1993)

dr?

2 239 2
ds® = —c*dt* + a*(t) K

+7%(d6* + sen?0 dyp?) | | (2.10)
em que t é o tempo cosmico, a(t) é o fator de escala, (r,0,¢) sdo as coordenadas esféricas
e K/R? ¢ a curvatura gaussiana do espago tridimensional. As coordenadas (r,6,y) sdo
também denominadas coordenadas comoventes, pois os objetos que compoem o fluido
perfeito cosmolégico possuem coordenadas constantes, ou seja, a distancia coordenada
entre eles é constante. O responsavel pelo aumento da distancia fisica entre os objetos

no Universo em expansao ¢ o fator de escala. O parametro K corresponde ao escalar de

! Abordaremos mais sobre o redshift na secio 2.3.
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curvatura normalizado e pode assumir trés valores, a depender da curvatura do Universo,
a saber: K = —1 para geometria hiperboélica, K = 0 para geometria euclidiana e K = +1
para geometria esférica. Na figura 2.1, apresentamos uma ilustracao bidimensional desses

trés possiveis casos para a curvatura cosmica.

Caso esférico Caso euclidiano

Caso hiperbélico

Figura 2.1: Imagem ilustrativa dos trés casos possiveis de curvatura do espaco-tempo. A
esquerda, temos o caso esférico, com K = +1. No centro, vemos o caso euclidiano, com
K = 0. A direita, temos o caso hiperbélico, com K = —1. Estas figuras representam os
casos bidimensionais, logo sao ilustrativas dos casos tridimensionais. Fonte: Adaptado de
HOBSON et al. (2006).

Os trés casos possiveis para a geometria do Universo podem ser descritos por uma
tnica expressao introduzindo a fungdo Sk (x), em que x é uma nova coordenada radial
— que sera melhor descrita na subsegao 2.4.3 — dada por (BAUMANN, 2022; HOBSON
et al., 2006)

ds® = —c2dt* + a®(t)[dx* + S*(x)(d0* + sen?0dp?)), (2.11)

em que a fungao S(x) pode assumir trés formas: Sk (x) = seny para K = +1, Sk (x) = x
para K =0 e Sk(x) = senhy para K = —1.

A partir das equagoes de Einstein, e considerando o PC e a descrigcao do Universo
como um fluido perfeito, podemos derivar as equagoes de Friedmann (BAUMANN, 2022;
HOBSON et al., 2006)

N2
a 8St@G K A
- = — 2.12
(a) 3 " a’R2 T3 (2.12)
e
a 4G 3P A
Z__ = - i 2.1

em que um ponto sobre uma quantidade denota sua derivada em relagao ao tempo césmico,
i.e., a =da/dt. Se derivarmos a equagao (2.13) com relagdo ao tempo e substituirmos em
(2.12), encontramos a equacao de continuidade, que expressa a conservagao da energia-

matéria para um fluido cosmologico

. da P
p+g <p+§> = 0. (2.14)
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Este sistema de equagoes possui trés fungoes incognitas: a(t), P(t) e p(t). Entretanto,
essas equagoes nao sao independentes. Para fechar o sistema, é necessario assumir uma
equacao de estado, que vincula a pressao e a densidade. Por termos assumido o contetido
do Universo como um fluido perfeito, podemos considerar que esta relacao é linear, do
tipo (BAUMANN, 2022)

P = wcp, (2.15)

em que w é o parametro da equagao de estado, considerado constante dentro do MCP e
caracteristico de cada componente do Universo %. Portanto, a partir da equagao (2.14),

temos Y
- 14w (2.16)
a

o DT

Integrando esta equagao e definindo a(ty) = 1, ou seja, o valor do fator de escala avaliado

PO d / ao d /
/ - 3(1+w)/ =, (2.17)
p a @

P

hoje ¢ igual a 1, obtemos

In (ﬁ) = 3(1 + w) In(a), (2.18)

0 que nos leva a
pla) = poa 1), (2.19)

em que py é a densidade avaliada hoje. Esta equagao nos diz que a densidade de energia
de cada componente cai com ¢ 3**) a medida que o Universo se expande.

Dentro do MCP, consideramos trés componentes para descrever a composi¢ao do Uni-
verso, a saber: radiagao, matéria nao-relativistica e energia escura. Os respectivos valores

do parametro w para cada componente sao descritos na tabela 2.1. Portanto, aplicando

Matéria w=10
Radiagao w=1/3
Energia escura | w = —1

Tabela 2.1: Componentes do Universo e seus respectivos valores para o parametro da
equagao de estado. Fonte: (RYDEN, 2003).

esses valores de w na equagao (2.19), obtemos as seguintes relagoes

pm(a) = pmoa™, (2.20)
pr(a) = pro a4, (2.21)
pa(a) = pao- (2.22)

Essas relacoes entre a densidade de energia e o fator de escala para cada componente

2Em alguns modelos do tipo ACDM, considera-se w = w(t) para a energia escura.
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mostram que o Universo atravessou diferentes fases de evolucao, em que cada componente
dominou em relagao as demais, comecando pela radiagao, seguindo para a matéria e, por

fim, a energia escura.

A densidade total de energia p(a) pode ser escrita como a soma das densidades de

cada componente

pla) = pmoa™ + proa™ + pao. (2.23)

Na figura 2.2, observamos a evolucao temporal das componentes do Universo. Inici-
almente, houve dominio da radiagao, até o momento da equiparticaio com a matéria,
quando o Universo tinha pouco mais de 10* anos. Por fim, a densidade de matéria decaiu
o suficiente para a energia escura passar a ser a componente dominante, quando o Uni-
verso tinha quase 10'° anos. A partir desse ponto, a energia escura passou a prevalecer
frente as outras. Pouco antes disso acontecer, o Universo mudou sua dindmica evolutiva:

a expansao coOsmica passou a ser acelerada. Ao aplicarmos cada uma dessas relagoes na

1L, i
Densidade
da radiagac
10° [
10710 Ponto de igualdade
o (ou transicéo)
£ matéria—radiacio DOMINADO
_~<D’ PELA
o] Sokes, | i
o DOMINADO PELA ESCURA
K, RADIAGAO Densidade
@ 4540 da matéria
o)
(]
107%° |-
30 Densidade da energia escura
1 0_ — \
T T I i e ] | !

102 10* 1G* 188 108 16'e
Tempo desde o Big Bang (anos)

Figura 2.2: Evolugao de cada componente do Universo. Fonte: DE SOUZA (2026).

equagao (2.12) — considerando K = 0 para um Universo euclidiano — podemos descrever
a evolugao do fator de escala em funcao do tempo para cada era do Universo. Obtemos,

entao, as relagoes descritas na tabela 2.2.

Contudo, os dados observacionais disponiveis nao conseguem inferir valores para a

densidade de energia, mas para os parametros de densidade de cada componente, que sao
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Matéria a(t) = (t/tg)*?
Radiacao a(t) = (t/tg)"/?
Energia escura | a(t) = efolt=to)

Tabela 2.2: Relagao entre a evolugao temporal do fator de escala e cada componente do
Universo.

adimensionais. Esses sao definidos como

8tGp;

G = 3y

(2.24)

em que p; é a densidade de energia, com i = r,m, A, e H(t) é o parametro de Hubble,
definido como
H(t)

alt)
a0 (2.25)

o qual caracteriza a taxa de variagao do fator de escala. Seu valor atual é a chamada

constante de Hubble )
a(to)

a(to)

A constante de Hubble, dada em unidades de km s™! Mpc™!, mede a taxa de expansao

HO = H(to) =

(2.26)

atual do Universo; contudo, a determinagao precisa de seu valor constitui um dos proble-
mas em aberto na cosmologia moderna (BERNUI et al., 2023; CARDONA e SABOGAL,
2023; CHEN et al., 2017; DI VALENTINO, 2021; FREEDMAN et al., 2019; HAGSTOTZ
et al., 2022; HU e WANG, 2022; KHADKA e RATRA, 2020; MOKEDDEM et al., 2026;
NUNES e BERNUI, 2020; O. COLGAIN et al., 2025; PERIVOLAROPOULOS e SKARA,
2022; RIESS et al., 2022; SHAH et al., 2021).

A partir desse parametro, podemos reescrever a equacao (2.12) como

_8nGplt) K

HE(t) 5 @R

(2.27)

Definimos, entao, a densidade critica, valida para o caso do Universo euclidiano, como

3H?(t)
e =g (2.28)
e seu valor atual é
3H§ 29 72 -3
Peo =g~ = 1,878 x 107 A" gem™?, (2.29)

em que h é o parametro de Hubble adimensional, definido por Hy = 100 h km s~! Mpc~*.

Logo, podemos reescrever o parametro de densidade como

0t = 20 (2.30)
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Dividindo a equagao (2.27) por H?(t), temos

K
1= Qui(t) - —————, 2.31
NEOT 0 230
o que nos permite definir o parametro de densidade de curvatura
K
Ut) = ———. 2.32
= mT 232

Consequentemente, avaliando a equagao (2.31) hoje e considerando a equagao (2.32),
obtemos a seguinte relagao
Qo + Qk70 =1, (233)

em que o = Q0 + o+ Oy p. O parametro )y pode ser maior, igual ou menor do que
um, o que corresponde a um Universo esférico, euclidiano e hiperboélico, respectivamente.

A partir dessas novas definigoes e quantidades, podemos reescrever a equagao (2.27) como
H*(t) = Hf [Qmoa () + QUoa *(t) + Qoa *(t) + Qay) - (2.34)

No MCP, considera-se que o Universo possui geometria euclidiana — o que implica que
Qo = 0 — e que a contribui¢ao da radiagao atualmente é pouco relevante em comparacao
com as contribui¢oes da matéria e da energia escura. Desta forma, a equagao acima toma

a seguinte forma dentro do ACDM-plano
H?(t) = Hg [Qmoa™ 4+ Qo] - (2.35)

Essa equacgao ¢ particularmente ttil para obtermos valores para os parametros cosmologi-
cos apresentados; porém, o fator de escala nao ¢ um observavel cosmolégico. Na proxima
se¢ao, abordaremos um observével que torna possivel utilizar essa equacao para a obtengao

de parametros cosmologicos, o chamado redshift.

2.3 O redshift

No final da década de 1920, Hubble percebeu que o espectro observado das linhas
de emissao de um dado elemento que constituia uma galaxia possuia um desvio para
o vermelho em relacdo ao espectro desse elemento medido em laboratério (HUBBLE,
1929). Ou seja, o comprimento de onda observado Ao era maior do que o emitido pela
fonte em repouso. Esse fenomeno é conhecido como redshift e é definido como a razao
entre a diferenga dos comprimentos de onda observado e emitido e o comprimento de onda

emitido, isto é,

o A
=

z (2.36)



14 CAPITULO 2. MODELO COSMOLOGICO PADRAO

em que A\, ¢ o comprimento de onda emitido pela fonte.

A importancia do redshift deve-se & sua relagao com o fator de escala. Os comprimentos

de onda sao diretamente proporcionais ao fator de escala,

Ao _ alte) (2.37)

Portanto, substituindo (2.37) em (2.36), obtemos a relagdo entre o redshift e o fator de

escala em um dado tempo t,
Cl(to)
a(t)’

em que a(ty) = 1, como ja definido anteriormente.

1+2=

(2.38)

Desta forma, temos que z = 0 corresponde aos dias atuais. Como o redshift ¢ um
observavel cosmolégico, podemos inferir seu valor por meio de observagoes e, consequen-
temente, obter o valor correspondente do fator de escala. A partir da relagao dada pela

equagao (2.38), podemos reescrever a equagao de Friedmann da seguinte forma
H(z) = Hy [Qno(1 + 2)° + Q0] /2. (2.39)

No contexto da cosmologia atual, a equagao (2.39) possui grande importancia para a
obtencao de parametros cosmolégicos, como a constante de Hubble e os parametros de
densidade de energia. Modificagbes nessa equagao nos permitem testar modelos alterna-

tivos ao MCP, como veremos no Capitulo 6.

2.4 Distancias em Cosmologia

Para realizar analises e obter valores de importantes parametros cosmologicos, muitas
vezes é necessario conhecer a distancia de um determinado objeto ao observador. Po-
rém, devido a expansao do Universo, as distancias mudam com o tempo, o que impede a
medicao direta da distancia fisica entre objetos. Por isso, precisamos de quantidades ob-
servaveis que nos ajudem a inferir a distancia a um dado objeto. Nesta se¢ao, discutiremos

as principais equagoes para o calculo de distancias em cosmologia.

2.4.1 Distancia proépria

A partir da métrica FLRW, podemos obter a distancia entre dois eventos em um tempo
fixo t, sendo conhecidos o fator de escala nesse mesmo instante e o parametro K. Seja
um observador na origem das coordenadas espaciais e o evento cuja distancia se deseja

medir localizado em (7, 8, ); obtemos a distancia propria D, (t) a partir da integracao de
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ds (WEINBERG, 1972)

T s dr/
zfm:/@z/ : (2.40)
0 0o 1— Kr?/R?
assumindo que dt = df = dyp = 0. Nao é possivel medir diretamente a distancia propria
de um objeto ao observador; contudo, é possivel relaciona-la com outras quantidades
que podem ser inferidas por meio de observagoes, como a distancia de luminosidade e a

distancia de diametro angular, que serao abordadas nas subsegoes 2.4.4 e 2.4.5.

2.4.2 Esfera de Hubble

Segundo a Lei de Hubble-Lemaitre — como veremos mais detalhadamente na subse-
¢ao 2.5.1 — objetos distantes se afastam com uma velocidade de recessao diretamente
proporcional & distancia ao observador. Desta forma, a esfera de Hubble é descrita como
a distancia na qual os objetos possuem velocidade de recessao igual a velocidade da luz,

e ¢é definida como

(2.41)

em que Ry(t) é também conhecido como horizonte de Hubble. Entretanto, a esfera de
Hubble nao é um horizonte verdadeiro, pois as estruturas que a adentraram durante o
periodo inflacionério do Universo podem reentrar apds o seu fim 3.

A relagao entre Ry (t) e DJ(t) nos indica se um evento sera ou néo observado por
nos. Se DX (t) < Rp(t), o evento esté dentro da esfera de Hubble e sera observado. Ja
se DX(t) > Ry(t), o evento esta fora da esfera de Hubble e a luz emitida nunca nos
alcangard enquanto esta condigao for mantida e, portanto, nao sera observado.

Além disso, usamos Ry (t) para classificar as perturbagoes cosmolédgicas, necessérias
para descrever como as flutuagoes de densidade de matéria se comportam, conforme vere-
mos com mais detalhes no Capitulo 3. Para isso, imaginemos que a perturbacao é descrita
por uma onda com comprimento de onda A. Quando A > Ry (t), temos o regime de esca-
las Super-Hubble e o tratamento das perturbagoes cosmologicas deve ser relativistica. Ja
A < Ry (t) corresponde ao regime de escalas Sub-Hubble e seu tratamento ¢é feito através

da descri¢cao Newtoniana.

2.4.3 Distancia comovel

O parametro x, apresentado inicialmente na equagao (2.11), é uma coordenada como-

vente também chamada de distancia comével. Ela corresponde a distancia entre dois

3A fase inflacionéria corresponde a uma breve etapa de expansao exponencial quando o Universo tinha
~ 1073% segundos de idade, enquanto a esfera de Hubble se mantinha praticamente constante. Essa fase
foi incorporada ao modelo ACDM com o objetivo de explicar problemas em aberto, como os problemas do
horizonte e da planaridade. Para mais detalhes acerca do periodo inflacionario, ver (BAUMANN, 2022).
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eventos medida por um observador comoével com a expansao do Universo. A distancia
comovel é dada por (BAUMANN, 2022; HOBSON et al., 2006)

K Dzﬁ((t)_c °dY
@) ~y HEY 242

X

Conforme o Universo se expande, a distancia fisica entre os objetos aumenta, enquanto a
distancia comovel permanece a mesma, pois é determinada pelas coordenadas comoventes

dos objetos.

2.4.4 Distancia de luminosidade

Dado um fluxo F' emitido por uma fonte de luz com luminosidade L, definimos a
distancia de luminosidade D como (BAUMANN, 2022; HOBSON et al., 2006)

L\ /2
D, = —— 2.43
L (47‘(’F> ’ ( )

valida para o caso do Universo com geometria euclidiana. Na figura 2.3, ha dois cortes

T 4

Figura 2.3: Geometria associada a definicao de distdncia de luminosidade. Fonte: HOB-
SON et al. (2006).

temporais: o inferior no tempo de emissao t. da luz pela fonte e o superior no tempo
de observacao atual 5. Os fotons emitidos pela fonte sao distribuidos por uma esfera —
que corresponde & circunferéncia pontilhada, em que uma dimensao foi suprimida — de
drea 4w D?%. No espaco-tempo de FLRW, a area dessa esfera ¢ igual a (BAUMANN, 2022;
HOBSON et al., 2006)

A(to) = dma®(to) Sk (x)- (2.44)
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A partir dessa expressao, podemos reescrever a distancia de luminosidade em termos de

S(x). O fluxo F' é definido como a razao entre a luminosidade e a area; logo, obtemos

L
F = .
dma?(to) S (x)

(2.45)

Os fotons observados pelo observador O na figura 2.3 sofrem um desvio para o vermelho

em seu espectro, o que significa que sua frequéncia observada sera

Ve
— 2.46
NI (2.46)
o que também afeta a energia do féton
E,
Ey = 247
"t (2.47)

em que Fy e E, sao as energias observada e emitida dos fétons, respectivamente. Logo, o

fluxo observado é

L

F p—
4 S% (x)(1 + 2)?

(2.48)

em que usamos a(ty) = 1.
Combinando a equagdo (2.43) com a expressao acima, obtemos a relagao entre a dis-

tancia de luminosidade e S(x)
DE = S(x)(1 + 2). (2.49)

Essa equagao é valida para todas as geometrias. Para um Universo euclidiano, Dj, = DY,

temos
z dZ/

o H(2')

A partir dessa equacao, podemos utilizar dados de Dy, para inferir os parametros cosmo-

Dy =c(1+2) (2.50)

logicos e testar teorias alternativas ao MCP, como veremos no Capitulo 6.

2.4.5 Distancia de diametro angular

Dado um objeto com diametro préprio [ e diametro angular A#, definimos a distancia
de didmetro angular D4 como (BAUMANN, 2022; HOBSON et al., 2006)

[
Dy=— 2.51

valida para angulos pequenos, expressos em radianos, e no contexto da geometria eucli-
diana.

De forma analoga ao que foi feito com a distancia de luminosidade, podemos escrever
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a distancia de didmetro angular em fungao de Sk (x), ou seja, podemos encontrar uma
expressao valida para todas as geometrias possiveis. Consideremos duas geodésicas nulas
que se encontram em um observador no tempo atual ¢, com uma separagao angular A6,
emitidas em um tempo t. por uma fonte com didmetro préoprio [ em uma coordenada
comovente fixa y, como é possivel ver na figura 2.4. Por simplicidade, assume-se que os
eixos espaciais estao orientados de forma que ¢ é constante ao longo do caminho percorrido
pelos fotons. Da parte angular da métrica FLRW, temos que (HOBSON et al., 2006)

SN A
A

Figura 2.4: Geometria associada a defini¢ao de distancia de didmetro angular.
Fonte: HOBSON et al. (2006).

I =a(t:)S(x) A8, (2.52)

e substituindo a expressdo acima em (2.51), obtemos

DY = a(t.)Sk(x), (2.53)
0 que nos leva a
Sk(x)
DY = : 2.54
A 1+=2 (2:54)

Essa expressao ¢ valida para todas as geometrias. Para um Universo com geometria
euclidiana, D4 = DY, temos
c o d
- ~.
1 + z 0 H(Z )

Dy (2.55)

E a partir dessa equacio que se torna possivel utilizar dados de D4 para inferir parametros
cosmologicos e para outras aplicagoes na Cosmologia Moderna.
A partir das equagoes (2.49) e (2.54), podemos encontrar uma relagdo entre as distan-

cias de luminosidade e de diametro angular, dada por

Dy = ( De (2.56)

14 2)%
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conhecida como a relagdo de dualidade de disténcia cosmica de Etherington (ELLIS,
2007; ETHERINGTON, 1933). Essa relagao é valida para todos os modelos cosmologicos
baseados na geometria riemanniana e é ttil para realizar testes cosmologicos (AVILA
et al., 2025b; HOLANDA et al., 2010; MUKHERJEE e MUKHERJEE, 2021; RASANEN
et al., 2016; RENZI et al., 2022).

2.5 Observaveis Cosmolégicos

Para relacionarmos todo o arcabouco tedrico abordado até aqui com a realidade césmica,
sao necessarias quantidades observaveis que nos permitam realizar testes teéricos. Nesta
se¢ao, faremos um resumo de alguns dos principais observaveis da Cosmologia: a Lei de
Hubble-Lemaitre; as Supernovas do Tipo Ia (SNIa) e a expansao cosmica acelerada; e a

Radiagao Cosmica de Fundo.

2.5.1 Lei de Hubble-Lemaitre

A relacao obtida por Hubble entre o redshift e a distancia de uma dada galéxia, publi-
cada no final da década de 1920, mostrou a comunidade cientifica da época que o Universo
se expandia e que essa expansao ocorria a uma taxa constante, chamada de constante de
Hubble (HUBBLE, 1929). Essa relacdo ¢ matematicamente descrita como

z

H()T’
= )

: (2.57)

em que r é a distancia do observador a galaxia. Para baixos redshifts (z < 1), podemos

considerar a seguinte relacao nao-relativistica
v =cz, (2.58)

em que v é a velocidade de recessao das galédxias. Desta forma, no regime de baixos

redshifts, obtemos a equagao conhecida como a Lei de Hubble-Lemaitre
v = Hyr, (2.59)

que mostra que, quanto maior a distancia de uma galaxia ao observador, maior sera sua

velocidade de recessao, como podemos observar na figura 2.5.
Se as galaxias estao se afastando umas das outras, entao, no passado, elas estavam
mais proximas. Portanto, é possivel concluir que, em algum momento no passado, o

Universo era denso, quente e ocupava um volume muito menor do que o atual. Podemos
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Figura 2.5: Grafico da velocidade em func¢ao da distancia do artigo original de Hubble de
1929. No eixo vertical, a unidade apresentada é km, porém deveria ser km/s. Fonte: HUB-
BLE (1929).

estimar de forma aproximada a idade do Universo pelo inverso da constante de Hubble

1
to = — =~ 13,8 bilhdes de anos, (2.60)
Hy

em que, para este resultado, consideramos Hy = 70 km s~! Mpc™1.

2.5.2 SNIa e a expansao acelerada do Universo

Em 1998, dois grupos, de forma independente, verificaram que a expansao do Universo,
demonstrada por Hubble, era acelerada, por meio da observacao de Supernovas do Tipo
Ia (SNIa) (PERLMUTTER et al., 1999; RIESS et al., 1998). Supernovas sao explosdes
extremamente luminosas que marcam o estagio final de evolugao de certos tipos de estre-
las. Elas podem ser classificadas de acordo com as linhas de absorcao de seus elementos
quimicos observados na anélise espectral. As do Tipo la nao possuem a linha de absorg¢ao
do hidrogénio, mas possuem a do silicio ionizado (AMENDOLA e TSUJIKAWA, 2010).

A importancia desses objetos para a Cosmologia deve-se ao fato de suas explosoes
serem semelhantes entre si, o que permite calibrar suas curvas de luz e, consequente-
mente, calcular suas distancias sem a necessidade de assumir um modelo cosmolégico
fiducial (FRIEMAN et al., 2008). Feita essa calibragao, as SNla sao utilizadas como ve-
las padrao para medir distancias, inferir parmetros e realizar testes cosmologicos (BOM
et al., 2026; DESI COLLABORATION et al., 2025; LOPES et al., 2024; MOKEDDEM
et al., 2026; RIBEIRO et al., 2024, 2026; VARGAS DOS SANTOS et al., 2016).

No caso das SNla, a distancia obtida pelos catélogos disponiveis é a do moédulo de
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distancia, definido como a diferenca entre a magnitude aparente m e a magnitude absoluta
M de uma fonte. A maior parte do nosso conhecimento do Universo é oriundo de fétons
emitidos por fontes astrofisicas (estrelas, galaxias, nuvens de gés, etc.) e da analise de
seus respectivos espectros eletromagnéticos (CARROLL e OSTLIE, 2017). A partir de
um fluxo de luz F' * de uma fonte, podemos definir a magnitude, a qual descreve o brilho
dos objetos.

O sistema de magnitudes é descrito por uma escala logaritmica, em que o brilho
aparente é escrito em termos do fluxo de luz medido pelo observador. Para uma fonte

com fluxo de luz F', sua magnitude aparente ¢ dada por

F
m = —2,5log, (F) , (2.61)
0

em que Fy é o fluxo na origem da escala adotada, na qual mg = 0 (OKE e GUNN, 1983).

Nesse sistema, quanto menor o valor numérico da magnitude, maior é o brilho da
fonte. Porém, o valor numérico da magnitude aparente nao se relaciona diretamente com
a distancia a fonte, jA que um objeto pode parecer mais brilhante simplesmente devido
a sua maior proximidade do observador em comparacao com outros objetos. Para isso,
precisamos de outra quantidade: a magnitude absoluta M.

A magnitude absoluta é definida como a magnitude aparente que uma fonte teria
se estivesse localizada a 10 pc de distancia e em z = 0. Substituindo D; = 10 pc na

equagao (2.43), obtemos

L
0

em que L ° é a luminosidade da fonte, e Ly é a luminosidade de referéncia correspondente
ao fluxo Fy.

Entretanto, para o estudo de distancias na Cosmologia utilizando SNla, precisamos
transformar o médulo de distancia na chamada distancia de luminosidade, ja abordada
na subsecao 2.4.4. As SNIa, por serem velas padrao, possuem luminosidade praticamente
idéntica, emitindo fétons em todas as dire¢oes. Relacionando as magnitudes aparente e

absoluta como

LF())
M —m=-25lo — |, 2.63
€10 (Lo Ia ( )
chegamos a
L Ly
= = 29 qm-M)/2,5 2.64
FR (2.64)

Sabendo que 10 pc = (Lo/4nFy)'/? e D? = L/(47F), obtemos

D
m — M = 5log,, (1_ch:> —5. (2.65)

4Energia por unidade de tempo por unidade de éarea.
5Energia total emitida por uma fonte por unidade de tempo em todas as direcdes.
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Logo, a relagao entre o modulo de distancia e a distancia de luminosidade é dada por
Dy
=m—M =051 — 25 2.66
H=m OglO(lMpc) + 29, ( )

em que convertemos as unidades de pc para Mpc (1 pc = 107% Mpc). Portanto, os dados
de modulo de distancia disponiveis nos catalogos de SNIa podem ser convertidos em dis-
tancia de luminosidade por meio da equagao (2.66), o que nos permite inferir pardmetros

cosmologicos e estudar modelos alternativos ao MCP, como veremos no Capitulo 6.

2.5.3 Radiacao Césmica de Fundo

Em 1965, Arno Penzias e Robert Wilson observaram por acaso em seu radiotelescopio
um sinal que nao conseguiram atribuir a nenhuma fonte conhecida. Esse sinal vinha de
todas as diregdoes com a mesma intensidade, o que sugeria uma origem extragalactica e
isotropica. Na verdade, esse sinal era oriundo da Radiacdo Cosmica de Fundo (RCF),
uma das principais evidéncias observacionais de que o Universo era, no passado, denso e
quente o suficiente para manter os barions ionizados, de tal forma que os elétrons livres
tornavam o Universo opaco (DICKE et al., 1965; PEEBLES et al., 2010; PENZIAS e
WILSON, 1965).

A RCF possui um espectro de radiagao de corpo negro, com origem no forte aco-
plamento entre os fotons e os elétrons livres no Universo primordial, época em que a
temperatura do Universo era T' 2 1eV. Quando a temperatura caiu abaixo de 0,3€V,
nucleos e elétrons se combinaram para formar os primeiros 4tomos neutros, o que levou
a uma queda na densidade de elétrons livres. Consequentemente, o caminho livre médio
dos fotons cresceu, levando ao seu desacoplamento em relagao aos elétrons livres. Esse
evento marca a interagao final entre os fétons e os elétrons livres e é conhecido como
a superficie de ultimo espalhamento. Desde entao, esses foétons tém viajado livremente,
sendo observados hoje como a RCF.

Na década de 1990, o satélite COBE determinou que o espectro de corpo negro da
RCF possui temperatura atual Ty = 2,725 + 0,001 K (BOGGESS et al., 1992; SMOOT,
1999). O COBE também descobriu pequenas flutuagoes na distribuigao espacial de tem-
peratura da RCF, da ordem de 107°, necessarias para a formacao de estruturas em grande
escala (FIXSEN et al., 1997). Apds o COBE, outros satélites também investigaram
o espectro da RCF, como o WMAP (BERNUI e REBOUCAS, 2009, 2010; BERNUI
et al., 2006a, 2007a,b, 2006b; KOMATSU et al., 2009; SPERGEL et al., 2003, 2007)
e o Planck (AKRAMI et al., 2020; KESTER et al., 2024; NOVAES et al., 2015, 2016;
PLANCK COLLABORATION et al., 2016, 2020). Este ultimo produziu mapas da RCF
com resolugao superior a de seus antecessores e obteve medidas mais precisas, estabele-

cendo restri¢oes rigorosas para os parametros cosmologicos.
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Desde entao, os dados da RCF tém sido amplamente utilizados na literatura para o
estudo do Universo primordial (AVILA et al., 2025¢; BERNUI e HIPOLITO-RICALDI,
2008; BERNUI et al., 2006a, 2007a,b, 2014; BERNUI, 2008; MARQUES et al., 2018;
MARQUES e BERNUI, 2020; MOKEDDEM et al., 2023; NOVAES et al., 2015, 2016) e,
em conjunto com outros conjuntos de dados, para testar a viabilidade de modelos alter-
nativos ao MCP (BOM et al., 2026; DESI COLLABORATION et al., 2025; OLIVEIRA
et al., 2026; SABOGAL et al., 2025; SCHERER et al., 2025).

Sendo o Universo quente e denso em sua fase primordial e possuindo atualmente uma
temperatura de Ty = 2,725 + 0,001 K, podemos concluir que, conforme foi expandindo,
o Universo também foi esfriando. Para obtermos a relacao entre a sua temperatura e o
fator de escala, precisamos considerar primeiro que, para um corpo negro, a densidade de

energia dos fétons com frequéncia entre v e v + dv é escrita como

Sth  v3dv
p(v)dv = 3 e /KT _ 1’

(2.67)

em que k ¢é a constante de Boltzmann e h ¢ a constante de Planck. Integrando essa

equacao sobre todo o espectro, obtemos a densidade de energia total, dada por

8okt

= -— 2-
15h3¢c3 (2.68)

pr

Como a densidade de energia de radiacao dos fétons é proporcional a a=* (BAUMANN,

2022), obtemos a relagao entre a temperatura do Universo e o fator de escala
T(t) = —. (2.69)

Logo, a temperatura do Universo é inversamente proporcional ao fator de escala, o que
confirma que, conforme se expande, o Universo esfria.

Além da determinacgao de Tj, o satélite COBE, assim como os satélites WMAP e
Planck, investigou as flutuacoes na distribuicao espacial de temperatura da RCF. Seja

T(n)=To[1 +©(n)] a temperatura da RCF na dire¢ao 7, em que

AT(#)

o) = =7

(2.70)

corresponde as flutuagoes de temperatura na diregao n. O valor quadratico médio das
flutuacoes de temperatura obtido pelos satélites é da ordem de 1075, Como a superficie
de ultimo espalhamento é uma superficie esférica e as flutuacoes sao observadas nessa

superficie, é 1til expandir ©(n) em harmoénicos esféricos

o) l

O) =D D Ou Yim(i0), (2.71)

=0 m=—1
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em que 0y, sao os momentos de multipolo e Y}, sao os harménicos esféricos.

A propriedade estatistica mais importante das flutuagoes de temperatura da RCF
reside na comparagao entre temperaturas em dois diferentes pontos (1 e '), descrita pela
funcao de correlacao de dois pontos (BAUMANN, 2022)

C(0) = (0(n) O(1)). (2.72)

Em um campo de flutuagoes estatisticamente isotropico, a média do ensemble é determi-

nada pelo espectro de poténcia angular, dado por
<@lm (—)Zk’m’> = 5”’ 5mm’ Cl7 (273)

em que C; sao os coeficientes do espectro de poténcia angular. O espectro de poténcia
angular é a transformada de Fourier da fungao de correlagao de dois pontos. Substitu-
indo (2.71) em (2.72), chegamos a

o) =3 PV, pcoso) (2.74)

4
1=0

em que Pj(cosf) sdo os polindmios de Legendre. Levando em conta a propriedade de

ortogonalidade de P)(cosf), temos que
1
C, = 27T/ C(0) P,(cos @) dcos . (2.75)
-1

A informacao contida nos C; é complementar a contida em C(#). Logo, a variancia do

campo de anisotropia é escrita como

C(0) = i (2 i Yo~ /OO WA, (2.76)

4 T
1=0

que esté relacionada ao espectro de poténcias da RCF, definido como
a2 = DG o (2.77)

em que A% ¢é a fungao que descreve as flutuagoes de temperatura da RCF.

A equagao (2.77) é independente de [ se as flutuagoes forem invariantes de escala.
Para a Cosmologia, os momentos de maior interesse sao os que possuem [ > 2, pois € a
partir desse valor que se observam os padroes angulares das flutuagoes de temperatura
na superficie de ultimo espalhamento. O termo de monopolo, [ = 0, se anula quando
a temperatura média é corretamente definida, enquanto o termo de dipolo, [ = 1, é, ao

que tudo indica, resultado do efeito Doppler devido ao nosso movimento em relagao ao
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referencial de repouso da RCF (RYDEN, 2003).
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Figura 2.6: Painel superior: Espectro de poténcia de temperatura do Planck 2018. Os
pontos vermelhos correspondem aos dados da RCF a partir das flutuagoes de temperatura

e a curva azul representa o ajuste baseado no modelo ACDM. Painel inferior: Diferenca
entre os dados observados e o modelo. Fonte: PLANCK COLLABORATION et al. (2020).

Na figura 2.6, as flutuagoes de temperatura A% sao denominadas D;. Essa figura mos-
tra o espectro de poténcia de temperatura a partir dos dados obtidos pela colaboragao
Planck em 2018 e compara esses dados com o ajuste obtido com base no modelo ACDM.
A partir dos dados da RCF apresentados na figura 2.6, sao inferidos os seis principais
parametros cosmologicos que definem o MCP: a densidade fisica de matéria barionica,
Oyh?; a densidade fisica de matéria escura, Q.gmh?; a escala angular aciistica na época
do desacoplamento, 6,; a profundidade 6ptica na reionizacao, 7,.;,; a amplitude espectral
das flutuagoes primordiais, A,; e o indice espectral escalar, n,. Todos os outros parame-
tros cosmologicos obtidos pela colaboragao Planck sao derivados desses utilizando dados
de outros observaveis cosmoloégicos e, consequentemente, sao denominados pardametros

secundarios.
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Capitulo 3
Teoria de Perturbacoes Cosmologicas

O MCP considera que, em escalas acima de 100 Mpc (DIAS et al., 2023), o Universo
¢ estatisticamente descrito como homogéneo e isotrépico, que chamamos de Universo
de fundo. Entretanto, as estruturas em grande escala observadas hoje mostram que,
em algum momento do passado remoto, existiram inomogeneidades, em menores escalas,
necessarias para que essas estruturas comegassem a ser formadas. A origem dessas inomo-
geneidades esta no periodo inflacionario, e sua evolucao ao longo do tempo deu origem as
galaxias e aglomerados de galaxias que observamos hoje (PLANCK COLLABORATION
et al., 2020; TEGMARK et al., 1997).

A compreensao da evolugao do crescimento das estruturas em grande escala é um pro-
blema amplamente estudado na literatura atual (AKARSU et al., 2025b; AVILA et al.,
2018; DE CARVALHO et al., 2020, 2021; DI VALENTINO, 2021; DIAS et al., 2023;
FRANCO et al., 2024, 2025a; LOPES et al., 2024, 2025). Para estudarmos as flutua-
¢Oes necessarias para a formacao dessas estruturas, consideramos que essas perturbacgoes
sao muito pequenas, o que nos permite adotar a teoria linear de perturbacoes cosmologi-
cas (BAUMANN, 2022).

Durante boa parte da histéria do Universo, o crescimento de estruturas foi dominado
pela evolugao da matéria escura. Apesar de nao conhecermos a natureza fisica dessa
componente cosmica, é possivel estuda-la a partir de uma equacao de estado e assumir que
suas flutuagoes obedecem as equagoes da mecéanica dos fluidos. Dessa forma, partiremos
da métrica FLRW — em que o Universo é descrito por um fluido perfeito homogéneo e
isotropico — e introduziremos pequenas perturbacoes na métrica e no tensor de energia-

momento.

Primeiramente trataremos das perturbacgoes relativisticas na métrica e no fluido cos-
mologico, em que usa-se o tempo conforme 7 com o objetivo de facilitar as contas. Depois,
abordaremos o limite Newtoniano das perturbacoes cosmologicas, voltando a utilizar o
tempo césmico t nas equagoes para que possamos realizar o confronto com os dados ob-

servacionais.

27
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3.1 Perturbacoes na métrica

Para tratarmos das perturbagoes cosmologicas segundo a RG, devemos introduzir pe-

quenas flutuagoes na métrica e no tensor de energia-momento da seguinte forma

guu(n: 372) = gm/(n) + 59;W(777 xi)a (3'1)

T (0, 2") = T (n) + 0T (1, 2°), (3.2)

em que 7 é o tempo conforme, definido como

[
n:/a(t)’ (3.3)

As perturbagdes podem ser decompostas em modos escalares, vetoriais e tensoriais,
em que cada um é responsavel por diferentes fendmenos. O primeiro esta relacionado
as flutuagoes de matéria-radiacao, o segundo a geracao de campos magnéticos primor-
diais e o ultimo & origem das ondas gravitacionais primordiais. Além disso, no regime
linear, esses modos sao desacoplados. Abordaremos somente as perturbagoes de modo
escalar, pois sao essas que estao relacionadas com o crescimento de estruturas em grande
escala (BAUMANN;, 2022).

Consideremos, entdo, pequenas perturbagoes na métrica de FLRW (BAUMANN,
2022)

ds* = a®(n) [—(1 + 24) dn* + 2B; dz’ dn + (6;; + 2Ey;) da'da’] (3.4)

em que A, B; e Ej; sao fungoes do espago e do tempo conforme e representam, respectiva-
mente, as perturbacoes escalares, vetoriais e tensoriais. Consideramos a métrica FLRW
no caso euclidiano, K = 0.

Devemos, entdo, realizar a decomposicao escalar-vetor-tensor (em inglés, scalar-vector-

tensor, sigla SVT) das perturbagoes. Para a perturbagao vetorial, temos

A

B;= 8B + B, (3.5)
~ =~

escalar vetor

em que &' B; = 0.

Para a perturbagao tensorial, temos

Eij = O + 040, E + 9. Ej + Eij (3.6)
—_— =~~~
escalar vetor tensor
em que
1.
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DO | =

em que OE, = aiEij = Ei, = 0.
No total, temos 10 graus de liberdade (MUKHANOV et al., 1992; SASAKI, 1986):

e Escalar: A, B, C, E
e Vetorial: Bi, E’Z
e Tensorial: Eij

Portanto, ao aplicarmos a decomposi¢ao SVT, reduzimos o nimero de graus de liberdade
na métrica perturbada FLRW, e essa simplificacao nos permite isolar os modos fisicos

relevantes para nossa analise, que sao os escalares.

3.2 Calibre Newtoniano

As perturbagoes na métrica (3.4) nao sao definidas de forma tnica, mas dependem da
escolha de coordenadas, o que nos permite escolher uma relagao entre as variaveis, relagao
esta conhecida como calibre. De fato, ao introduzirmos perturbacoes na métrica FLRW,
introduzimos de forma implicita uma fatiagem temporal especifica do espago-tempo e
definimos coordenadas espaciais especificas nessas fatias de tempo. Uma escolha diferente
de coordenadas pode alterar os valores das variaveis de perturbacao ou introduzir as
chamadas perturbagoes ficticias, oriundas de uma escolha inconveniente de coordenadas.
Dessa forma, as perturbagoes tanto na métrica quanto na matéria nao sao tnicas, pois
dependem da escolha de coordenadas. Uma solugao para este problema é fixar o calibre
e acompanhar as perturbacoes na métrica e na matéria. Uma escolha conveniente do
calibre pode simplificar a analise e, assim, diferentes calibres sao usados de acordo com o
seu proposito.

No estudo da formagao de estruturas em grande escala, o calibre mais apropriado é o
calibre Newtoniano, em que fixamos B = F = 0. Dessa forma, a métrica (3.4) toma a

forma

ds* = a*(n) [ (1 +20) dn®* + (1 — 2®) 6;; da'da’] , (3.9)

em que definimos ¥ = A e & = (' para relaciona-los com o potencial de Bardeen (BAU-
MANN, 2022).

Uma vantagem do calibre Newtoniano é que a métrica se torna diagonal, o que sim-
plifica os céalculos e torna a fisica mais transparente. Isso ocorre pois as hipersuperficies
de tempo constante sao ortogonais a linha de mundo dos observadores em repouso e a

geometria induzida dessas hipersuperficies é isotropica. Além disso, a métrica coincide
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com a obtida no limite Newtoniano, em que ¥ representa o potencial gravitacional New-

toniano. No contexto da RG, e considerando que nao hé stress anisotropico, obtemos

¥ = & (BAUMANN, 2022).

3.3 Perturbacoes no fluido

Consideremos as perturbagoes no tensor de energia-momento, sendo o Universo descrito
como um fluido perfeito em expansao e com geometria euclidiana. As perturbagoes sao
dadas por (BAUMANN, 2022)

T% = —(p+dp), (3.10)
T = (p+ Py = —T", (3.11)

(§
T, = —(P+0P)d"; + 11y, (3.12)

em que v; representam as componentes das velocidades peculiares e II°; ¢ o tensor de
anisotropia. A densidade, a pressao e a velocidade sdo fungbes do espago e do tempo
conforme.

De forma analoga ao caso das perturbagoes na métrica FLRW, realizaremos a de-
composicao SVT para as perturbagdes no tensor de energia-momento. Porém, dp e d P
possuem apenas parte escalar, enquanto v; possui partes escalar e vetorial e II'; possui

partes escalar, vetorial e tensorial. Assim, temos

em que foram impostas as seguintes condi¢oes para desacoplarmos as perturbacoes de
diferentes ordens: 9'0; = §'I1;; = II*; = 0.

Devido as diversas contribui¢des ao tensor de energia-momento —tais como fétons,
barions, matéria escura, neutrinos, etc.—, ele ¢ escrito como a soma de cada uma dessas

componentes

T =Y Ts, (3.15)
em que

0p= 0ps, 6P =) 6P, Ty=>» T4 (p+Pvi= (pu+Pv!, (3.16)

a

em que o subindice a representa cada contribuicao para o tensor de energia-momento.

Assim como no caso das perturbagoes na métrica, as perturbacgoes no fluido também
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dependem da escolha de coordenadas.
Por fim, é conveniente escrever as perturbacoes de densidade em termos de uma vari-

dvel adimensional, chamada de contraste de densidade, d(, z"), definida como (COLES,

1996) |
p(n,x*) — p(n)
0 (3.17)

em que a teoria de perturbagoes cosmologicas lineares é valida sempre que |d| < 1. Essa

5(n, x")

equagao compara a densidade em cada posicao com seu valor médio em um dado volume.
O contraste de densidade é limitado inferiormente por § = —1 (regides de grande vazio,
com densidade nula) e ndo possui limite superior, podendo atingir valores muito maiores

que 1 em regioes de alta densidade, como em aglomerados de galaxias.

3.4 Limite Newtoniano

Em escalas sub-horizonte, ou seja, quando o comprimento de onda das perturbagoes é
menor do que o tamanho do horizonte de Hubble, podemos utilizar o limite Newtoniano
para obter uma equagao que descreva a evolucao do contraste de densidade da maté-
ria. Estudaremos somente as perturbagoes de matéria pois sao as tnicas significativas
para a formacao de estruturas em grande escala (BAUMANN, 2022; DODELSON, 2003;
PADMANABHAN, 1993).

3.4.1 Analise para um Universo estatico

Inicialmente, estudaremos a evolugao das perturbagoes adiabaticas de densidade em
um Universo estatico. Para isso, adotaremos a teoria de Jeans (JEANS, 1902). Assim,

descrevemos um fluido perfeito pelas equagoes

ap o
(E)r +V,- (pu) =0, (318)
ou . I VA & B
(E>r + (- V,)u+ P + V., =0, (3.19)
V2¢ = 4nGp — A, (3.20)

que correspondem, respectivamente, as equagoes de continuidade, de FEuler e de Poisson.
As quantidades fisicas p, u, P e ¢ dependem das coordenadas espaciais e temporais.

Para esse Universo estatico, ou seja, para um fluido inicialmente em repouso, conside-

remos p(7) = p, P(F) = P e @(7) = 0. Perturbando a distribuicdo de matéria, temos

p(t,7) = p+0p(t, 7), (3.21)
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P(t,7) = P+ 6P(t,7), (3.22)
o(t,7) = o+ 0¢(t,7), (3.23)
at,7) = v(t, 7), (3.24)

em que as quantidades médias sao indicadas pela barra.

Logo, podemos obter as equagcoes de perturbagoes do fluido em primeira ordem

95
(—p> Y5V, - (610) = 0, (3.25)
ot )
oot c?
) +=v,6 6 =0, 2
(8t>r+ﬁv p+V,80=0 (3.26)
V25¢ = 4rGop, (3.27)

em que ¢ = 9P/dp ¢ o quadrado da velocidade do som no fluido.

Tomando a derivada temporal da equagdo de continuidade perturbada (3.25), a di-
vergéncia da equagao de Euler perturbada (3.26) e usando a equagao de Poisson pertur-
bada (3.27), obtemos

(0} — V7)) 6p = AnGp dp. (3.28)

Para resolver essa equagao, escrevemos dp como uma expansao de Fourier

> Ik
dp(r,t) = ok e op(k,t). (3.29)
Substituindo (3.29) em (3.28) e sabendo que V2e* ™ = —k2e* " transformamos a equagio

de evolugao em um conjunto de equacgoes diferenciais ordinarias, dadas por
(92 + 2k* — 4nGp) op(k, t) = 0. (3.30)

A solugao para a equagao (3.30) é dada pela solugdo de um oscilador harménico com

w?(k,t) = 2k* — 47Gp, escrita como
Sp(t) = Ae™ + Be ™, (3.31)

em que A e B sao constantes determinadas pelas condigoes iniciais.

Observa-se que ha um ntmero de onda critico, no qual a frequéncia das oscilagoes é

zero, definido como

b

ArGp
Cs

]{JJE

(3.32)

A natureza da solugdo depende da relacao entre k e k;. Para pequenas escalas (k >

k), a pressao domina, w ¢ real e as flutuagoes oscilam com amplitude constante. Para
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grandes escalas (k < kj), a gravidade é dominante, w ¢ imaginario e as flutuagoes crescem
exponencialmente, levando a um colapso gravitacional conhecido como instabilidade de
Jeans. Podemos, entao, determinar uma escala limite na qual o fluido deixara de oscilar
e passard a colapsar ao ultrapassa-la. Essa escala é conhecida como escala de Jeans,

definida como
AJ = Coq | —. (3.33)

Essa analise, apesar de til para o estudo da evolugao estelar, nao pode ser aplicada a
cosmologia por nao considerar a expansao do Universo. Na proxima subse¢ao, adiciona-
remos os termos necessarios para obtermos uma equacao para o contraste de densidade

em um Universo em expansao.

3.4.2 Analise para um Universo em expansao

Nesta subsecao, estenderemos a andlise da subsecao anterior para um Universo em
expansao. As equagoes de decomposicao das quantidades fisicas em valores de fundo e
perturbados sao as mesmas apresentadas anteriormente, com a velocidade total dada por
u(t,7) = H(t)r(t) + v(t,r), em que ¥ é a derivada temporal da coordenada comovel — re-
presentando a velocidade peculiar — e H(¢)7(t) ¢ o fluxo de Hubble. Assume-se novamente

que as perturbagoes de matéria sao adiabaticas.

Obtemos, entao, as equacoes de continuidade, de Euler e de Poisson perturbadas,

respectivamente, dadas por

W(Tt) 1
T + aV : ’U(t) = O, (334)

ou(t) a1 I R
“ar + av(t) = —av5(/)(t, z) — aﬁV()P(t, z), (3.35)
V29¢(t, ¥) = 4nGp(t) a® 6, (T, 1), (3.36)

em que o operador V foi redefinido em termos da coordenada comoével Z como

Vs

a

v,

: (3.37)

e a derivada temporal é reescrita como

<%)T - <%)m — HE-V,. (3.38)

Por fim, tomamos a derivada temporal da equacao (3.34), a divergéncia da equa-

¢ao (3.35) e, combinando seus resultados com a equagao (3.36), chegamos a equagao do



34 CAPITULO 3. TEORIA DE PERTURBACOES COSMOLOGICAS

contraste de densidade de matéria, dada por (BAUMANN, 2022)
. . 62
Om (T, 1) 4+ 2H 8, (7, 1) — a—§V26m(f, t) — 4nGp(t) O (Z,t) = 0, (3.39)

em que ¢ = dP/dp ¢ o quadrado da velocidade do som no fluido. Nessa equagao diferen-
cial, o segundo termo representa o termo de friccao, enquanto os terceiro e quarto termos
representam os efeitos devido a pressao de radiacao e a atragao gravitacional de matéria,

respectivamente.

Para resolver a equagao (3.39), buscamos solugoes do tipo
Om (T, 1) = 64(%) Dy.(t) + 6-(%) D_(1), (3.40)

em que 6 (Z) sdo os modos de Fourier do campo de densidades inicial e D (t) descrevem
a evolucao linear, sendo chamados de modos de crescimento e decrescimento. O modo
D_(t) costuma ser desprezado por nao contribuir para a formagao de estruturas. O modo
de crescimento D, (t) é comumente chamado de fungdo de crescimento linear, com a
convengao D, (ty) = 1. A forma funcional de D, (t) depende da época do Universo. Logo,
podemos resolver a equagao (3.39) e obter uma relagao entre o contraste de densidade de

matéria e o fator de escala para cada era de dominéncia do Universo (BAUMANN, 2022).

Para o caso da matéria dominante, época em que as estruturas em grande escala

comegaram a se formar, a equagao (3.39) se reduz a

O + 2H,, — 4TG0, = 0. (3.41)

Na época de dominacdo da matéria, temos a(t) o< t¥3, o que leva a equacdo anterior a

forma

D(t)+ =D(t) — —D(t) = 0. (3.42)

Assumindo, entao, o ansatz D(t) o t?, temos

23 x a

3.43
t1 x a ( )

-3/2

Ou seja, na época em que a componente dominante do Universo era a matéria, o cresci-

mento das perturbagoes de densidade era diretamente proporcional ao fator de escala.

Para a época da radiagao dominante, devemos modificar a equacao (3.39) para in-
cluir as perturbac¢oes no fluido composto de radiagao na equacao de Poisson. Logo, a

equagao (3.39) toma a forma

Om + 2Hm — 4Gy~ pro; =0, (3.44)
I
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em que I = m,r, sendo r correspondente ao fluido de radiagao composto de barions e
fotons acoplados. Como nesse fluido o som possui alta velocidade, suas flutuagoes oscilam
em escalas menores do que o horizonte, o que implica que a média temporal do contraste

de densidade de radiagao desaparega. Dessa forma, somente a matéria se aglomera.

Como a(t) o t*/2? na era da radiagdo, obtemos
. 1. B
Om + Zém — A7 G POy = 0. (3.45)

Visto que as flutuagoes de matéria evoluem na escala de tempo de Hubble, temos que

5m ~ H('Sm e
8TGPrOm

3

porque p,. > py,. lgnora-se, entao, o ultimo termo de (3.45)

H?5,, ~ > 471G PO, (3.46)

3} 1

D(t) + ¥D(t) = 0. (3.47)

Propondo novamente o ansatz D(t) o t?, temos

Int «x Ina

Do(t) x . (3.48)
cte.

Esse resultado demonstra que, na época de dominagao da radiagao, as perturbagoes de

matéria cresciam proporcionalmente a In(a), ou seja, o crescimento de estruturas era supri-

mido, se comparado a posterior época da prevaléncia da matéria, devido ao acoplamento

entre barions e fotons.

Por fim, para a época da energia escura dominante, a equacao (3.39) é reduzida a

Om + 2Hby, — 4nGY " proy = 0, (3.49)
I

sendo I = m, A.

Como no MCP a energia escura nao se aglomera, ou seja, nao contribui para a forma-
¢ao de estruturas, podemos desprezar sua contribuicao na equagao de Poisson. Logo, a

equagao acima toma a forma

Om + 2Hb,, — 471G PO = 0. (3.50)

H(t—to

Na era de dominacao da energia escura, a(t) o e ), de modo que

H(t) = % = H = cte, (3.51)
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e
P = Pom @ ° = P X e 3HEt) = 2> A7 G Py, - (3.52)
Logo,
D(t) + 2HD(t) = 0. (3.53)
Integrando (3.53), temos
cte.
Dy (t) x { ot o g (3.54)

Ou seja, na era de dominagao da energia escura, o contraste de densidade permanece
aproximadamente constante, o que significa que a formacao de estruturas nessa era é
drasticamente suprimida apds o tempo da equiparticao entre matéria e energia escura.
Apos essas analises, podemos afirmar que o crescimento de estruturas em grande escala
foi mais significativo durante a era de dominacao da matéria, pois as flutuagoes cresciam
proporcionalmente ao fator de escala, enquanto na época da radiagao o crescimento era
suprimido devido ao acoplamento entre fétons e barions. Por fim, na era de domina-
¢ao da energia escura, correspondente ao periodo atual, o crescimento de estruturas é

drasticamente suprimido devido a fase de aceleragao cosmica.

3.5 Observaveis Cosmolégicos do Universo perturbado

Na secao anterior, obtivemos a equagao que descreve a evolucao do contraste de densi-
dade de matéria e analisamos como as flutuacoes de matéria se desenvolveram em cada era
de dominancia do Universo. De forma anéloga ao que foi feito para o Universo de fundo,
para estudarmos o Universo perturbado precisamos de observaveis cosmologicos que nos
permitam testar as teorias a partir de dados observacionais. Entretanto, o contraste de
densidade nao é um observavel cosmolégico, o que implica que precisamos de quantidades

observaveis que se relacionem com ele para estudarmos o Universo perturbado.

Para quantificar a rapidez com que as estruturas se formam, definimos a taxa de

crescimento de estruturas f(a) da seguinte forma

_ din D
" dlna’

f(a) (3.55)

Uma parametrizacao encontrada na literatura para a taxa de crescimento é dada
por (AMENDOLA e QUERCELLINI, 2004; LINDER, 2005; WANG e STEINHARDT,
1998)

fla) = €4 (a), (3.56)

em que v ¢ o indice de crescimento de estruturas. No MCP, e em modelos cosmologicos

baseados na RG, seu valor é constante e corresponde a v = 0,55. Seu valor pode diferir
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em teorias de gravidade modificada (GM), podendo inclusive variar com o tempo (BA-
SILAKOS, 2012; LINDER e CAHN, 2007). Na figura 3.1, observamos a diferenga no
comportamento de f(z) para trés valores de 7. A curva vermelha representa o valor assu-
mido para o MCP (v = 0,55), enquanto as curvas verde e azul correspondem aos valores
assumidos para as teorias Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) — v = 0,6875 — e as teorias
escalares-tensoriais (v = 0,564), respectivamente (LINDER e CAHN, 2007). Observa-se,
entao, que a taxa com que as estruturas crescem varia de acordo com a teoria gravitacional
considerada. Por isso, estudar o comportamento de v por meio de dados observacionais
constitui um caminho interessante para testar cenarios alternativos ao MCP, como vere-

mos no Capitulo 3.

0.9 1
0.8
—~
2 0.7
S
0.6
Teorias DGP (y = 0.6875)
057 Teorias escalares-tensoriais (7 = 0.564)
—— ACDM (v = 0.55)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
z

Figura 3.1: Comportamento de f(z) para trés diferentes valores de ~. Fonte: A autora.

Em teorias alternativas & RG, especialmente em teorias F(R), a taxa de crescimento
de estruturas pode depender da escala de perturbagoes k, levando a modificagoes em
seu comportamento ao longo do tempo coésmico. Dessa forma, essa quantidade consti-
tui um caminho util para testar cenarios alternativos ao MCP (CAPOZZIELLO e DE
LAURENTIS, 2011; D’AGOSTINO e NUNES, 2022; DE SOUZA et al., 2026).

Outro observavel importante do Universo perturbado é a variancia das flutuagoes de

matéria na escala fisica R (DIEMER, 2018; FRANCO et al., 2025¢)

(R, 2) = 2%2 / Pk, =) W2(k) K2 dk, (3.57)
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em que Wg(k) é uma fungao janela top-hat com simetria esférica e P(k, z) = D*(z)P(k,0)
é o espectro de poténcia das flutuagoes de densidade.

As observagoes cosmologicas, por razoes historicas, costumam ser feitas na escala
R =8h~! Mpc. A raiz quadrada da equacao (3.57) nessa escala ¢ chamada de amplitude
das flutuagoes de matéria e é denotada por og(z). Sua relagdo com a fungdo de crescimento
¢ dada por (NESSERIS et al., 2017)

D(z)

0L (3.58)

08(2’) = 08,0
em que osg = og(z = 0) (COLES, 1996; FRANCO et al., 2025c). De forma similar a
f(2), a amplitude de flutuagoes de matéria também pode ser utilizada para testar mode-
los alternativos ao ACDM (DE SOUZA et al., 2026; OLIVEIRA et al., 2025a). A partir
desta quantidade, podemos definir um pardmetro conhecido como Sg, dado por (PERI-
VOLAROPOULOS e SKARA, 2022)

Qmo 1/2
Sg = 78,0 ( 03; ) . (359)

Assim como ocorre no caso da constante de Hubble Hj, o valor de Sg é um dos pro-
blemas em aberto na cosmologia moderna, com discrepancias observadas em mais de 3o
entre os valores inferidos a partir dos dados do Planck e dos dados de estruturas em
grande escala (ABBOTT et al., 2023; ADIL et al., 2024; AKARSU et al., 2025a; DI VA-
LENTINO, 2021; NUNES e SUNNY, 2021; PERIVOLAROPOULOS e SKARA, 2022;
PLANCK COLLABORATION et al., 2020; SABOGAL et al., 2024).

O observavel cosmologico do Universo perturbado com maior quantidade de dados
disponiveis atualmente corresponde a taxa normalizada de crescimento de estruturas,

denotada como [fog](a). Essa quantidade é definida como o produto de f(z) e og(2),

[fos](a) = l(;?f) {5111(81 , (3.60)

dada por

em que 9,,(1) é o contraste de densidade avaliado hoje (ag = 1). Assim como os observaveis
discutidos anteriormente nessa se¢ao, [fos](a) também pode ser utilizado para discriminar
teorias alternativas ao MCP (BESSA et al., 2022; OLIVEIRA et al., 2025b; RIBEIRO
et al., 2024).



Capitulo 4

Reconstruindo o indice de crescimento

COIN Processos gaussianos

Nas ultimas décadas, com o avang¢o da tecnologia na Astronomia Observacional que
possibilitou o aumento da quantidade de dados disponiveis, o modelo ACDM tem sido
colocado & prova constantemente e, devido as questoes que este modelo ainda nao consegue
responder, a busca por teorias alternativas se intensificou. Para auxiliar nesses testes, os
dados provenientes dos observaveis cosmologicos do Universo perturbado tém se mostrado
bastante tteis, pois mostram-se sensiveis as modificagoes da equagao de estado (da energia
escura) e da propria RG.

Desta forma, o indice de crescimento, apresentado na equagao (3.56), possui potencial
para distinguir entre a RG e modelos alternativos por assumir valores diferentes de acordo
com a teoria estudada. Além disso, uma possivel evidéncia da evolugao temporal do
indice de crescimento e suas implicagoes cosmologicas tem sido discutida recentemente na
literatura (NGUYEN et al., 2023; SPECOGNA et al., 2024; WEN et al., 2023).

Atualmente, existem duas maneiras de se obter v: (i) coletando medidas de f(z)
ou [fos](z) e fazendo um ajuste & equagao (3.56); e (ii) utilizando um método nao pa-
ramétrico, reconstruindo 4 para um determinado intervalo de z (AVILA et al., 2022a;
GONZALEZ et al., 2016; MU et al., 2023; YIN e WEI, 2019).

Neste capitulo, introduzimos uma nova metodologia para determinar o indice de cres-
cimento . Nossa abordagem combina diversos dados césmicos de forma independente de
modelo, utilizando uma técnica nao paramétrica: Processos Gaussianos ! (PG) (JESUS
et al., 2020; SEIKEL et al., 2012). Especificamente, utilizamos medidas do crescimento de
estruturas cosmicas, em especial f(z) e [fos](z), juntamente com um conjunto de dados
relacionado & expansdo do universo, H(z), derivado de Cronémetros Césmicos (CC) (JI-
MENEZ e LOEB, 2002; NIU et al., 2023; STERN et al., 2010). Fundamentalmente, esta

metodologia opera de forma independente da fixagao de parametros cosmologicos (AVILA

IDiscutiremos mais detalhadamente os Processos Gaussianos na secio 4.2.
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et al., 2022a; MU et al., 2023; YIN e WEI, 2019). Desta forma, acaba se tornando um
novo teste de consisténcia para verificar se 7 é uma constante. Ao utilizar derivadas em
relacao ao redshift dessas quantidades, eliminamos a necessidade de fixar ou medir para-
metros cosmologicos em z = () para obter 4. Nossa metodologia d& origem, naturalmente,
a um teste de consisténcia para o modelo ACDM. Além disso, como [fog](z) atinge um
valor méximo em um redshift z especifico (ZHENG et al., 2022), as equagoes aqui desen-
volvidas podem fornecer uma medida de v nesse redshift, expressa apenas em termos de
H(z) edH(z)/dz.

Assumimos a validade da RG, expressa na equacao (3.39), e a métrica de FLRW,
ou seja, um Universo estatisticamente homogéneo e isotropico. Para um Universo com

matéria, €1, o, energia escura, {1, e um termo de curvatura diferente de zero, {20 # 0, a

solugdo de (3.39) pode ser escrita como (MARTINEZ e SAAR, 2001)

D(2) = E(2) /oo % (4.1)

em que

By =2 (OZ) = Qo1+ 2 + Qeo(1+2)2 + Q. (4.2)

H

Podemos trabalhar com a equagao (3.56) considerando « constante ou ndo. Considerar
v = (%) requer que fixemos alguns parametros, como 2, 9. Por isso, considerando que =
é constante na equagao (3.56), podemos reconstrui-lo por meio de PG e, portanto, estimar
seu valor a partir dos dados de f(z), [fos](z) e H(2).

As medigoes de f(z) e [fos](z) s@o obtidos através da observacao de um fenémeno
chamado distor¢oes no espago de redshift (em inglés, Redshift Space Distortions, sigla
RSD), em que calcula-se o agrupamento de pares de galéxias dividindo a separagao entre
elas nas direcoes transversal e paralela a linha de visada através da funcao de correlagao
de dois pontos anisotropica, (o, 7). Esta fun¢do é entdo modelada em fungdo de um
espectro de poténcia anisotropico tedrico a partir do parametro 3, definido como f =
f/b, em que f é a func@o taxa de crescimento de estruturas e b é o viés do tragador
que informa como a aglomeracao dos objetos cosmicos analisados traga a distribuicao
da matéria escura (LOPES et al., 2026). A partir desta modelagem, entao, os dados
observados sao ajustados usando simulagoes de N-corpos, obtendo, por fim, as medidas
de f(2) e [fos](z) (CONTRERAS et al., 2013; CROCCE et al., 2011).

Alguns modelos de gravidade modificada assumem v = (z, k), ou seja, o indice de
crescimento mostra dependéncia com a escala em analise (CLIFTON et al., 2012; JOYCE
et al., 2015). Como queremos manter nosso estudo dentro da teoria linear de perturba-
¢oes cosmologicas e dentro do limite da aproximagao Newtoniana, desconsideramos esta

dependéncia.

No nosso caso, consideramos v constante. Desta forma, enfatizamos que nossa meto-
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dologia é, de fato, um teste de consisténcia para um valor constante de v sem a necessidade

de fixar qualquer parametro cosmologico.

Para realizar o nosso teste, definiremos equagoes para « a partir de f(z), [fos](2),

H(z) e suas respectivas primeiras derivadas com rela¢ao ao redshift. As equagoes sao

F(z) = % (4.3)
He) = = 2 (4.0
O(z) = gzgg - i () (4.5)
B _D'(x) _E(x) 1+=z 1
D(z) = D(z) ~ E(z) E%2) |:1_f(]z b}‘j(j:) dz’]’ (4.6)
’ _ [fosl'(2)
S(z) = Foul() (4.7)

em que f'(z), H'(z), Q! (z), D'(z) e [fog]'(z) sdo as derivadas com respeito ao redshift de
f(2), H(2), Qn(z), D(z) e [fos](2), respectivamente.

Apos definir as grandezas acima, obtemos o indice de crescimento 7 derivando primeiro

a equacao (3.56) em relagao a z e, em seguida, dividindo-a pela equagao (3.56)

(4.8)

Também podemos obter v a partir dos dados de [fog|(z). Para isso, partimos da
seguinte defini¢ao

[fos](2) = f(2) 0s(2) = f(2) 050 D(2) . (4.9)

Considerando f(z) dado pela equagao (3.56) e derivando (4.9) com respeito a z, temos
S(z) =70(2) + D(z) . (4.10)
Logo, da equagao acima, obtemos a seguinte equacao para o indice de crescimento

(4.11)

Desta forma, utilizaremos as equagoes (4.8) e (4.11) para reconstruirmos 7 por meio de

PG com dados de f(z), [fos](z) e H(z), que serdo apresentados na segao 4.1.



42 CAPITULO 4. RECONSTRUCAO DO INDICE DE CRESCIMENTO

4.1 Conjuntos de dados

Nesta segao, apresentaremos os conjuntos de dados de f(z), [fos](z) e H(z), listados
nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, respectivamente. Entretanto, ressaltamos que as reconstru-
¢oes destas quantidades foram feitas somente no intervalo de redshift z € [0.0,1.0] para

obtermos um melhor vinculo.

4.1.1 Taxa de crescimento de estruturas

Utilizamos um conjunto de dados composto por 11 medidas de f(z), compiladas em
AVILA et al. (2022a). Estas medidas estao apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Compilacao de 11 medidas de f(z) feita por AVILA et al. (2022a).

2 f(2) = | f(®)

0.013 | 0.56 £0.07 | 0.41 | 0.70 £ 0.07
0.15 | 0.49£0.14 | 0.55 | 0.75 £ 0.18
0.18 | 0.49£0.12 | 0.60 | 0.73 £ 0.07
0.22 | 0.60£0.10 | 0.77 | 0.91 +0.36
035 | 0.70£0.18 | 1.40 | 0.90 == 0.24
0.38 | 0.66 &= 0.09

4.1.2 Taxa normalizada de crescimento de estruturas

Com relagao a [fog](z), compilamos 35 dados nao correlacionados oriundos de SKARA
e PERIVOLAROPOULOS (2020), detalhados na tabela 4.2.

4.1.3 Cronometros Cosmicos

Consideramos 31 dados de Cronémetros Cosmicos (CC), uma metodologia poderosa
para medir H(z) sem assumir um modelo cosmolégico (para detalhes sobre estas medidas,

ver NIU et al. (2023)). Essa abordagem permite medir H(z) através da relagao

1 dzN 1 Az

H<Z>:_(1+Z)E__(1+Z)Kt’

(4.12)

em (ue esta equagao é obtida a partir da definigdo H(t) = a(t)/a(t) e o termo da derivada
é determinado a partir de duas galaxias em evolugao passiva — isto €, galaxias com
populagoes estelares antigas e baixas taxas de formacao estelar. Seus redshifts devem

diferir ligeiramente, suas idades devem ser bem conhecidas e a diferenca de idade entre
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Tabela 4.2: Compilagao de 35 medidas de [fog](z) oriundas de SKARA e PERIVOLA-
ROPOULOS (2020).

2 [fos](2) 2 [fos](2)

0.02 | 0.314 +=0.048 1.05 | 0.280 £ 0.08
0.25 | 0.3512£0.0583 | 0.32 | 0.427 = 0.056
0.44 | 0.413+0.08 0.727 | 0.296 £ 0.0765
0.60 | 0.390 £ 0.063 0.02 | 0.428 £ 0.0465
0.73 | 0.437+0.072 0.48 | 0.458 +0.063
0.15 | 0.490 +0.145 0.001 | 0.505 %= 0.085
0.10 | 0.370+=0.13 0.52 | 0.483 +=0.075
1.40 | 0.482+£0.116 0.31 | 0.384 £ 0.083
0.38 | 0.497 £ 0.045 0.36 | 0.409 £+ 0.098
0.51 | 0.458 +0.038 0.40 | 0.461 +0.086
0.61 | 0.436 +0.034 0.44 | 0.426 = 0.062
0.56 | 0.472 4+ 0.063 0.59 | 0.452 +0.061
0.64 | 0.379 £0.054 0.978 | 0.379 £ 0.176
1.23 | 0.385 £ 0.099 1.526 | 0.342 £ 0.07
1.944 | 0.364 £ 0.106 0.60 | 0.49£0.12
0.86 | 0.46 £0.09 0.57 | 0.501 +=0.051
0.03 | 0.404+=0.0815 | 0.72 | 0.454 +=0.139
0.18 | 0.360 +=0.09

elas deve ser menor que o tempo de evolucao passiva das galédxias escolhidas. E necessario

assumir um modelo de sintese de populacao estelar para estimar suas idades.

Na tabela 4.3, apresentamos as 31 medidas de H(z) obtidas pela metodologia de CC
utilizada em nosso estudo, extraidas de NIU et al. (2023). Para z = 0, adotamos Hy =
67.27 £0.60 km s~! Mpc!. Escolhemos esta medida, proveniente da colaboracao Planck
2018, pois pesquisas sugerem que o Hy derivado de CC apresenta boa concordancia com a
medida do Planck (GOMEZ-VALENT e AMENDOLA, 2018; JALILVAND e MEHRABI,
2022).

Ressaltamos que o conjunto de medidas de CC envolve incertezas sistematicas decor-
rentes de diversos fatores astrofisicos, incluindo a escolha da funcao de massa inicial, da
biblioteca estelar e da metalicidade. Essas incertezas sisteméticas sao quantificadas em
JIMENEZ et al. (2023); MORESCO (2023); MORESCO et al. (2020). Compreender e
tratar essas fontes de incerteza é essencial para sua utilizagao precisa em estudos astrofisi-
cos. Apesar dessas incertezas, ¢ amplamente aceito que as medidas permanecem robustas

e adequadas para estudos cosmologicos.
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Tabela 4.3: Compilagao de 31 dados de CC H(z) obtidos de NIU et al. (2023), mais o
valor de Hy do Planck 2018 (PLANCK COLLABORATION et al., 2020).

z H(z) [km/s/Mpc]| | z H(z) [km/s/Mpc]
0.07 69.0 £19.6 0.4783 | 80.9 £9.0
0.09 69.0 £12.0 0.48 97.0 £62.0
0.12 68.6 + 26.2 0.593 | 104.0 £13.0
0.17 83.0 £ 8.0 0.68 92.0 £ 8.0
0.179 | 75.0 £4.0 0.781 | 105.0 £12.0
0.199 | 75.0£5.0 0.875 | 125.0 £17.0
0.2 72.9£29.6 0.88 90.0 £40.0
0.27 77.0£14.0 0.9 117.0 £ 23.0
0.28 88.8 + 36.6 1.037 | 154.0 +20.0
0.352 | 83.0+14.0 1.3 168.0 £17.0
0.3802 | 83.0 £13.5 1.363 | 160.0 £ 33.6
0.4 95.0£17.0 1.43 177.0 £18.0
0.4004 | 77.0 £ 10.2 1.53 140.0 £ 14.0
0.4247 | 87.1 £11.2 1.75 202.0 £40.0
0.4497 | 92.8 £ 12.9 1.965 | 186.5 +50.4
0.47 89.0 £49.6 0.0 67.27 £+ 0.60
0.8 113.1 £15.2

4.2 Processos Gaussianos

Os Processos Gaussianos (PG) se tornaram a principal ferramenta estatistica para
reconstruir pardmetros cosmolégicos de forma ndo paramétrica (GOMEZ-VALENT e
AMENDOLA, 2018; SEIKEL e CLARKSON, 2013; SEIKEL et al., 2012; YANG et al.,
2015). Eles nos permitem estudar diversos problemas independentemente de um modelo
cosmologico subjacente. Os PG tém sido amplamente aplicados na cosmologia moderna
para reconstruir diversas quantidades cosmologicas, como a equagao de estado da energia
escura, w(z) (BONILLA et al., 2021, 2022; SEIKEL et al., 2012; ZHANG e LI, 2018);
o parametro de desaceleracao, ¢(z) (JESUS et al., 2020; MUKHERJEE e BANERJEE,
2020); a escala de homogeneidade, Ry (AVILA et al., 2022b); entre muitas outras apli-
cacoes na cosmologia moderna (AVILA et al., 2022a; COLGAIN e SHEIKH-JABBARI,
2021; DINDA e BANERJEE, 2023; GHOSH e BENGALY, 2024; PERENON et al., 2021;
RENZI e SILVESTRI, 2020; RUIZ-ZAPATERO et al., 2022).

Empregaremos uma abordagem de regressao por aprendizado supervisionado para re-
construir a fungado v(z) de maneira nao paramétrica utilizando PG. Os PG sdo uma
generalizacao de distribuigbes gaussianas e caracterizam as propriedades de fungdes (RAS-

MUSSEN e WILLIAMS, 2006). Eles sao totalmente definidos por sua fungao de média e
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sua fungdo de covariancia, m(x) e k(x,x’)

k(x,x') = E[(f(x) — m(x))(f(x) = m(x))]. (4.13)
Assim, escrevemos os PG como
f(x) ~ GP(m(x), k(x,x")). (4.14)

Embora sejam independentes de um modelo cosmologico fiducial, os PG precisam de
um kernel especifico para reconstruir f(z). Ha diversas maneiras de construir um ker-
nel. Em geral, dada a qualidade dos dados —como o niimero de pontos e o tamanho do
intervalo entre eles— selecionam-se alguns kernels para verificar se existem diferengas sig-
nificativas entre eles. Recentemente, estudos tém sido realizados para verificar o impacto
do kernel nas reconstru¢oes (HWANG et al., 2023; ZHANG et al., 2023).

Como nossa metodologia envolve derivadas, usaremos o kernel padrao para o PG: a
Fungao de Base Radial (em inglés Radial Basis Function, sigla RBF), também conhecida

como Exponencial Quadrada (em inglés Squared Exponential, sigla SE), definida como

(z — ')
k(x,z') = afc exp (—T , (4.15)
em que oy e [ sao hiperparametros, otimizados durante a reconstrucao. A principal
vantagem do kernel SE é a sua propriedade de ser infinitamente diferenciavel, e aplicada

exaustivamente na literatura.

Para realizar os PG, utilizamos o cédigo GaPP 2, desenvolvido em SEIKEL et al.
(2012). Este codigo usa o algoritmo de RASMUSSEN e WILLIAMS (2006) e é robusto

na realizacao das derivadas das reconstrugoes, necessarias para os nossos objetivos.

Para estimar os erros nas grandezas definidas a fim de obter as equagoes de -y, rea-
lizamos o seguinte procedimento: seja F'(z) uma fungao que representa uma quantidade
cosmologica. As fungoes Fr(z) e Fj(z) representam as reconstrugoes das medidas obser-
vadas de F'(z), com a linha indicando a primeira derivada com respeito ao redshift e o
subindice R indicando que se trata da fungao reconstruida. Combinando Fr(z) e Fp(z),

podemos derivar outras grandezas cosmoldgicas, conforme ja descrito.

Se uma funcdo G(z) representa a combinagao das reconstrugoes Fr(z) e Fi(z), de-
notada como G|z, Fr(2), F(z)], ¢ essencial propagar os erros associados a essas recons-
trugdes. Para isso, empregamos o método de Monte Carlo. Sejam op,(2) e o (2) os

erros associados as reconstrucoes Fr(z) e Fi(z), respectivamente. Determinamos o erro

2https://github.com/JCGoran/GaPP
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de G(z) da seguinte forma

oe(z) = % Yo [Gi2) - G, (4.16)

em que
Glz) = % Y Gita), (4.17)

sendo Gi(z) = Gz, Fri(z2), Fip;(2)]. Consideramos apropriado N = 10.000 realizacoes.
O subindice 7 indica cada realizagdo de Monte Carlo obtida a partir de uma distribuicao
normal das fungoes Fr(z2) e Fp(2) utilizando os erros associados, o, (2) € opy (2), como

desvios padrao. Desta forma, temos a relagao em que Fg;(z) é da ordem de N'

Fri(z) ~ N(Fg(2), 0r(2)) , (4.18)
Fpi(2) ~ N(F(2), 0r,(2)) - (4.19)

4.3 Resultados

Na figura 4.1, apresentamos as reconstrugoes dos trés conjuntos de dados utilizados
em nossa analise, f(z), [fos](z) e H(z), apresentados nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, de cima
para baixo, respectivamente, no intervalo z € [0.0, 1.0]. Em todas as figuras a serem
apresentadas, a curva verde solida corresponde a predi¢ao da reconstrucao dos dados e
as areas sombreadas representam as regides de lo (verde escuro) e 20 (verde claro) de
confianca. A curva vermelha corresponde ao resultado esperado pelo modelo ACDM.

A figura 4.2 mostra as reconstrugoes das quantidades F(z) a esquerda e O(z) a direita,
enquanto a figura 4.3 apresenta as quantidades S(z) a esquerda e D(z) a direita, no inter-
valo z € [0.0, 1.0]. Essas grandezas s@o essenciais e constituem a base para reconstruirmos
~. Como podemos observar, todas essas fungdes sao compativeis com as previsoes do
ACDM — curva em vermelho — em um nivel de confianca de aproximadamente 1o.

Com relagao as reconstrugoes de [fog](z) e S(z), devido a pouca quantidade de da-
dos disponiveis de [fos](z), assim como a distribuigdo nao-uniforme deles em fungao de
z, os PG nao conseguem reconstruir corretamente a fungao [fog|(z) no intervalo anali-
sado. Para tentar contornar isso, ¢ comum limitar o valor que o hiperparametro [ pode
assumir (AVILA et al., 2022a; PERENON et al., 2021). Utilizamos uma prior no hiperpa-
rametro [, cujo tamanho corresponde ao intervalo de redshift dos dados, ou seja, 0 < < 1.
Como observamos na figura 4.3, em todo o intervalo de redshift, a reconstrugao de S(z) é

compativel com o ACDM. No entanto, como pode ser visto no painel central da figura 4.1,



4.3. RESULTADOS

<—— Prediction
1.2 1 —— ACDM
¢ Data
1.04
~
= 0.8
0.6 1
0.4
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
—— Prediction

— ACDM
é Data

140 -
120 1
o 100 1
80 1

60

—— Prediction
— ACDM
¢ Data

0.0

47

Figura 4.1: Painel superior: Reconstrugao de f(z) a partir dos dados de f(z). Painel do

meio: Reconstrucao de [fog)(z) a partir dos dados de [fog](z). Painel inferior: Rescons-
trucdo de H(z) a partir dos dados de H(z).

Em todos os painéis, as areas sombreadas

representam as regides de confian¢a de 1o (verde escuro) e 20 (verde claro). A curva
vermelha corresponde ao modelo ACDM e os pontos roxos aos dados e suas respectivas
incertezas. Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA et al. (2024)).
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Figura 4.2: Painel a esquerda: Reconstrugao de F(z) a partir dos dados de f(z). Painel
a direita: Reconstrucao de O(z) a partir dos dados de H(z). Nos dois painéis, as areas
sombreadas representam as regioes de confianga de 1o (verde escuro) e 20 (verde claro).
A curva vermelha corresponde ao esperado pelo modelo ACDM. Fonte: A autora (ver em
OLIVEIRA et al. (2024)).
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Figura 4.3: Painel a esquerda: Reconstrucao de S(z) a partir dos dados de [fos](z).
Painel a direita: Reconstrucao de D(z) a partir dos dados de H(z). Nos dois painéis, as
areas sombreadas representam as regides de confian¢a de lo (verde escuro) e 20 (verde
claro). A curva vermelha corresponde ao esperado pelo modelo ACDM. Fonte: A autora
(ver em OLIVEIRA et al. (2024)).

h& uma amplitude reduzida na reconstrucao de [fos](z), uma supressao no crescimento
de estruturas ja discutida na literatura (NGUYEN et al., 2023).

Além disso, devido as limitagoes na quantidade e dispersao dos dados, os PG nao
reconstroem com precisao o valor méaximo de [fos](2), o que leva a uma transicao indistinta
em S(z = Z) = 0. Consequentemente, a medida que mais dados estiverem disponiveis
no futuro, a grandeza S(z) pode servir ndo apenas para determinar 7, mas também para
avaliar a qualidade da reconstrugao de [fog)(2).

Por fim, utilizando nossa metodologia por meio das equagoes (4.8) e (4.11), reconstru-
imos 7y no intervalo de redshift z € [0.0,1.0] com 1o e 20 de confian¢a, conforme podemos
observar nas figuras 4.4 e 4.5. A curva vermelha representa o resultado esperado pelo
ACDM, em que v = 0.55.

Avaliando v em z = 0, encontramos v(z = 0) = 0.311+0.144 com 1o de confianga para
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a reconstrugao com os dados de f(z), como observado na figura 4.4. Para a reconstrugao
com os dados de [fog](z), obtemos vy(z = 0) = 0.609 £ 0.200. Assim, concluimos que
nossos resultados estao em bom acordo com o modelo ACDM em 2¢0. Entretanto —na
reconstrugao com os dados de [fog](2), como observado na figura 4.5— a partir de z ~ 0.4,
o indice de crescimento deixa de ser uma constante, tornando-se zero e admitindo valores
negativos. Dada a nossa defini¢ao de v, o indice de crescimento pode assumir tanto valores
positivos quanto negativos, e diverge se O(z) tender a zero. A medida que z cresce, a
reconstru¢ao de D(z) aumenta lentamente e S(z) decresce mais rapidamente do que o
previsto pelo ACDM, fazendo com que ~ diminua. Proximo a z ~ 0.8, o erro comeca
a crescer rapidamente e diverge em algumas iteragoes de Monte Carlo. Isso se deve ao
fato de a reconstrugdo de O(z) se aproximar de zero. Para obter um erro mais realista,

mantemos apenas as realizagoes de v no intervalo —1 < v < 1.

2.0
—— GP Prediction
1.54 —— ACDM

1.0 1

0.5 1 E——

¢ 0.0
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—1.0 1

—1.5
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.4: Reconstrugao de v a partir dos dados de f(z). As areas sombreadas repre-
sentam as regioes de confianca de lo (verde escuro) e 20 (verde claro). A curva vermelha
corresponde ao modelo ACDM, em que v = 0.55. Nossa reconstrucao é compativel em 20
de confian¢a com o ACDM. Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA et al. (2024)).

4.4 Resumo e Conclusoes

O modelo ACDM reproduz com sucesso muitos fendmenos cosmologicos observados. No
entanto, provavelmente nao é o modelo cosmologico final, pois ainda nao consegue explicar
a natureza fisica da energia escura, entre outras questoes. Uma delas é a compreensao
da evolucao da aglomeragao de matéria, desde as flutuacoes de densidade primordiais
até o Universo observado atualmente (FRANCO et al., 2024; MARQUES et al., 2018;
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Figura 4.5: Reconstrucao de v a partir dos dados de [fog](z). As areas sombreadas repre-
sentam as regioes de confianga de 1o (verde escuro) e 20 (verde claro). A curva vermelha

corresponde ao modelo ACDM, em que v = 0.55. Nossa reconstrucao é compativel em 20
de confian¢a com o ACDM. Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA et al. (2024)).

MARQUES e BERNUI, 2020; PLANCK COLLABORATION et al., 2020; WEINBERG
et al., 2013). A informacao contida na fungao de crescimento f(z) é fundamental para
descrevé-la e uma parametrizacao importante para este observavel é dada pela equagao
(3.56).

Estudar o comportamento do indice de crescimento é essencial para compreender a
historia da formacao de estruturas em larga escala. Medi-lo com precisao tem o potencial
de diferenciar entre a RG e teorias de GM, além de permitir avaliar se 0 ACDM é o melhor

modelo para descrever a evolugao do crescimento de estruturas.

Neste estudo, propomos e estudamos um novo teste de consisténcia para - utilizando
PG sem fixar qualquer pardmetro cosmologico nas equagoes. Integramos diversos conjun-
tos de dados cosmicos usando derivadas de trés quantidades cosmologicas: f(z), [fog](2)
e H(z), para reconstruir o indice de crescimento. Avaliamos o valor de v em z = 0 a partir
de nossas reconstrugoes e obtemos 7/ (z = 0) = 0.31140.144 e 4778 (2 = 0) = 0.609=0.200.
Ambos os valores sao consistentes com o valor esperado dentro do modelo ACDM em um
nivel de confianca de 20. Nos apéndices A e B, apresentamos testes de consisténcia do

kernel e da funcao média das reconstrugoes.

No futuro, é esperado que as amostras de dados de f(z), [fos|(z) e H(z) tenham muito
mais medi¢oes provenientes dos atuais e futuros levantamentos astrondémicos, tais como o
Euclid (AMENDOLA et al., 2018) e o LSST (ZHAN e TYSON, 2018). Sem duvida, sera

importante testar nossa metodologia proposta a luz dos dados futuros.
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Os resultados destas analises aparecem no artigo Reconstructing the growth index ~y
with Gaussian Processes, publicado na revista Furopean Physical Journal C (OLIVEIRA
et al., 2024).
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Capitulo 5

O modelo wyw,CDM e o Universo

perturbado

Analises de medigoes bastante precisas do fendmeno das Oscilagdes Actisticas de Ba-
rions (OAB), obtidas recentemente pela colaboragao do Dark Energy Spectroscopic Ins-
trument (DESI) (DESI COLLABORATION et al., 2025), sugerem um ponto de virada
na determinac¢ao do MCP. Considerando a parametrizacao de Chevallier-Polarski-Linder
(CPL) (CHEVALLIER e POLARSKI, 2001; LINDER, 2002) para a equagao de estado

da energia escura dependente do tempo,
w(a) =wo 4+ w, (1 —a), (5.1)

em que a é o fator de escala, as analises da colaboracao DESI combinaram dados de
OAB, RCF e SNIa para encontrar uma preferéncia em mais de 40 pelo modelo CPL em
comparagao com o modelo ACDM.

Este resultado, ao demonstrar que tal modelo descreve adequadamente a expansao
acelerada do Universo de fundo, levanta a questao de se o modelo wyw,CDM também ex-
plica satisfatoriamente os dados do Universo perturbado. De fato, modelos cosmologicos
alternativos ao MCP também devem descrever corretamente as propriedades do cresci-
mento de estruturas tdo bem quanto o ACDM (AVILA et al., 2021; LIU et al., 2025;
MARQUES e BERNUI, 2020; NOVAES et al., 2025; SAHLU et al., 2024a; VANETTI
et al., 2025).

Atualmente, modelos alternativos tém sido testados em nivel perturbativo, medindo-se
sua capacidade de reproduzir os dados do crescimento de estruturas césmicas. Embora
os dados do Universo perturbado nao sejam tao precisos quanto seria desejavel, ainda sao
adequados para testar a viabilidade desses modelos (BASILAKOS e NESSERIS, 2017;
NESSERIS et al., 2017; PERENON et al., 2019; SAHLU et al., 2024a).

Nossa metodologia se baseia em investigar se o modelo wyw,CDM descreve adequada-

mente os dados do Universo perturbado em duas etapas. Primeiramente, utilizaremos PG
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para reconstruir, de forma independente de modelo, a func¢ao og(z), que denominaremos

O.ée C

(2), a partir de uma amostra de 15 medidas de {og(z;)}. Depois, analisaremos se o mo-
delo wyw,CDM obtido das analises do DESI ajusta-se adequadamente a func¢do o§*°(z).
Esta avaliagdo estatistica inclui a comparac¢do de og(z) com o modelo ACDM obtido
considerando os parametros de melhor ajuste encontrados pelas anélises das colaboragoes

Planck (PLANCK COLLABORATION et al., 2020) e DESI (DESI COLLABORATION
et al., 2025).

5.1 Reconstrugao e dados de og(2)

Consideramos a amostra de 14 dados de og(z) de PICCIRILLI et al. (2024), mais
uma medida em baixo redshift de FRANCO et al. (2025¢). Estes 15 dados de og(z) foram
obtidos analisando diferentes tragadores cosmicos no intervalo de redshift z € [0.013, 3.80].
Estas medidas sao obtidas combinando o agrupamento espacial do tracador com o efeito
de lenteamento da RCF. Isso é devido ao fato que uma anélise combinada do sinal de
agrupamento do tracador e da sua correlagao cruzada com o lenteamento da RCF quebra
a degenerescéncia entre b e gg, 0 que torna esses dados independentes do viés b do tragador.
Entretanto, as medigoes dependem de um modelo teérico para o espectro de poténcia da
matéria, pois sua expressao aparece na integral da correlacao cruzada. A lista com estes
dados ¢é apresentada na tabela 5.1.

Na figura 5.1, temos a reconstrucdo via PG dos 15 dados de og(z) no intervalo
z € [0,4]. A curva azul pontilhada corresponde a fungao reconstruida o§°(z), com
suas respectivas incertezas de 10 e 20 representadas pelas areas sombreadas em azul-
escuro e azul-claro. Para realizar a reconstrucao, utilizamos o codigo GaPP (SEIKEL
et al., 2012). A linha vermelha tracejada e a linha verde continua representam os mode-
los ACDM e wyw,CDM com os parametros cosmolégicos obtidos pela colaboragao DESI,
respectivamente. Para estes modelos, assumimos og(z = 0) = 0.8120 (PLANCK COLLA-
BORATION et al., 2020) !. Na proxima secao, abordamos a obtengao das curvas teéricas
dos modelos ACDM e wyw,CDM.

5.2 Analise estatistica

Para obter og(z), precisamos resolver a equagao que descreve a evolugao do contraste
de densidade da matéria. Neste caso, considerando a aproximagao Newtoniana e que o

Universo é basicamente constituido de matéria e energia escura, temos

Om(t) + 2H (1) 0n () — 4T Gt () 6, (t) = 0, (5.2)

! Assumimos o valor de og o da Colaboragao Planck para os modelos analisados pois, até o momento,
a Colaboragao DESI nao divulgou seu valor para este parametro.



5.2. ANALISE ESTATISTICA 55

Tabela 5.1: O dado de og em z = 0.013* foi medido na escala de 8 Mpc. Para converté-lo
para unidades de Mpc/h, é necessario assumir um valor para h. Desta forma, o valor que
aparece na primeira linha desta tabela foi obtido assumindo h = 0.6727, de PLANCK
COLLABORATION et al. (2020).

2 os(z) | Incerteza
0.013* | 0.78 | 0.04
0.24 0.67 | 0.04
0.47 0.58 | 0.04
0.53 0.59 | 0.03
0.60 0.59 | 0.02
0.63 0.53 | 0.04
0.69 0.66 | 0.10
0.80 0.47 | 0.04
0.83 0.58 | 0.04
0.92 0.44 | 0.06
1.10 0.48 | 0.01
1.50 0.46 | 0.05
1.59 0.39 | 0.06
2.72 0.22 | 0.06
3.80 0.12 | 0.06

em que Gz = GnQ(t). Nesta equagao, Gy ¢é a constante gravitacional de Newton e Q(t)

é a funcao que codifica desvios da RG.

Como nao estamos trabalhando com modelos de GM, temos G4 = Gy = G. Para
resolver a equagao (5.2), precisamos assumir um modelo cosmolégico. Logo, para obter
sua solugao para os modelos ACDM e wyw,CDM, consideramos as seguintes expressoes

para o parametro de Hubble, respectivamente:

H(a) = H()\/Qm,oa_3 + QA,O s (53)

H(a) = Hop/ Qo # + Qyga Hientn) ¢l (5.4)

em que {2pg = 1 — €, o para um Universo euclidiano composto somente de matéria e
energia escura. Portanto, considerando as expressoes acima e que 9,,(z) o< D(z), podemos
resolver a equacao (5.2) para os modelos ACDM e wyw,CDM e obter og(z) por meio da
equagao (3.58).

mod

Para realizar uma comparagao estatistica entre a fungao tedrica o§*°“(z), proveniente

rec

de um modelo cosmolégico em estudo, e a funcao reconstruida og® — ou seja, medir o
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Figura 5.1: Reconstrucao dos dados de og(z). As areas sombreadas representam as regides
de confianga de 10 (azul escuro) e 20 (azul claro). A linha tracejada em vermelho e a
linha continua em verde representam os modelos ACDM e wow,CDM, respectivamente.
Os pontos roxos correspondem aos dados e suas respectivas incertezas. Fonte: A autora
(ver em OLIVEIRA et al. (2025a)).

quao bem o°4(z2) se ajusta a o5 — definimos

mo rec 2
_ 1 g ( ) oy (%))

N
mod/rec — ’
/ N — O-mod Zz ‘I‘ O';%C(ZZ‘)Q

(5.5)

em que mod e rec se referem ao modelo cosmologico em estudo e a fungao reconstruida
por PG, respectivamente. Em nossa analise, adotamos N = 1000 bins 2. Valores menores
para x2 . Jrec indicam uma melhor concordancia com os dados *

Nao estamos ajustando parametros cosmolégicos de um dado modelo para se adequa-
rem aos dados. Em vez disso, comparamos o desempenho de modelos cosmologicos em

C

descrever a evolugao temporal do observavel reconstruido o¢*. Por esta razao, utilizamos

os parametros de melhor ajuste de cada modelo, incluindo seus erros, conforme relatado
na literatura pelas colaboragoes Planck e DESI (DESI COLLABORATION et al., 2025;
PLANCK COLLABORATION et al., 2020). Os conjuntos de dados combinados pelo

2N & o ntumero de bins utilizados na reconstrucao por PG. Por consisténcia, verificamos que o resultado
final ¢ independente de N, para N > 100.

3Nao estamos utilizando o Critério de Informagao de Akaike (AKAIKE, 1974) porque os parametros
cosmologicos dos modelos estudados foram submetidos a regressao utilizando varios conjuntos de dados
(por exemplo, OAB, RCF, SNIa, etc.).
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DESI foram RCF-+OAB+SNIa e seus resultados estdao resumidos na tabela V de DESI
COLLABORATION et al. (2025); o conjunto de dados de SNIa utilizado provém de
DESY5 (ABBOTT et al., 2024). Os parametros cosmologicos de melhor ajuste para os
modelos investigados pelas colaboragoes Planck e DESI que estamos considerando em
nossa analise estao presentes na tabela 5.2.

Observamos na figura 5.1 que os modelos cosmolégicos analisados pelo DESI sao com-
petitivos em reproduzir nossa func¢ao reconstruida por PG. Utilizando a equagao (5.5),
quantificamos a anélise de melhor ajuste dos trés modelos cosmoldgicos para descrever os
dados do Universo perturbado, e os resultados desta comparacao estatistica estao resu-

midos na tabela 5.2. Nossa anélise mostra que o modelo wyw,CDM se ajusta melhor aos
dados de o5 do que os modelos ACDMF!nck ¢ ACDMPESI,

Tabela 5.2: Analises estatisticas dos modelos ACDM e wow,CDM. O parametro cosmolo-
gico na 2% coluna foi extraido de PLANCK COLLABORATION et al. (2020), enquanto
os dados nas 3% e 4% colunas sdo oriundos de DESI COLLABORATION et al. (2025).
Nossas analises comparativas, exibidas na tltima linha, mostram o desempenho desses

trés modelos em ajustar os dados de o§*°.

Parametros / Modelo || ACDM?Yanck ACDMPFES Wowa CDMPEST
W —1 —1 —0.752 % 0.057
Wa 0 0 —0.86 7023
O, 0.315 £ 0.0073 | 0.3027 £ 0.0036 | 0.3191 % 0.0056
X2 od/rec | 3.475 3.784 3.257

5.3 Resumo e Conclusoes

E importante realizar analises de modelos cosmologicos tanto no nivel do Universo de
fundo quanto no perturbativo, uma vez que alguns modelos podem reproduzir bem o
Universo de fundo, mas nao o Universo perturbado, ou vice-versa.

Neste estudo, realizamos analises estatisticas para comparar modelos utilizando um
conjunto de 15 medigoes de {os(z;)} (FRANCO et al., 2025c; PICCIRILLI et al.,
2024). Especificamente, nosso principal objetivo foi estudar a viabilidade de o modelo
wowa,CDMPESI — o modelo preferido para explicar a dinamica do Universo de acordo
com as recentes analises da colaboragao DESI (DESI COLLABORATION et al., 2025)
— reproduzir as medi¢oes do Universo perturbado.

O resultado final de nossa analise é apresentado na ultima linha da tabela 5.2, em que
quantificamos o desempenho de trés modelos cosmologicos — ACDMPanck - ACDMPES!

e wowa,CDMPES — em termos do melhor ajuste dos dados de 0. Observa-se que o

2

DESI
modelo wow,CDM apresenta um valor menor de x: , Jrec

em compara(;éo com seus
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concorrentes. Logo, concluimos que o modelo wyw,CDMPES! se ajusta melhor aos dados de
05 do que os outros dois modelos analisados. Portanto, é possivel afirmar que este modelo
se mostra competitivo para reproduzir os dados de {og(2;)} do Universo perturbado.

Nos apéndices A e B, apresentamos testes de consisténcia do kernel e da fungao média
das reconstrucoes relativas ao Capitulo 4, também vélidas para a discussao deste capitulo.

Os resultados destas anélises aparecem no artigo Is wow, CDM a good model for the
clumpy Universe?, publicado na revista Physics of the Dark Universe (OLIVEIRA et al.,
2025a).



Capitulo 6

Viabilidade da RG e de modelos de GM
com dados de alto redshift

Nos tltimos anos, diversos modelos cosmolégicos tém sido propostos com o objetivo
de abordar os problemas do modelo ACDM, em especial aquele relacionado a energia
escura. Sua natureza fisica desconhecida motiva a busca por solugoes dentro de cenérios
fisicamente possiveis. O cenério mais promissor é considerar que a RG nao é a teoria final
da gravitacao, dando origem & hipotese de que teorias de gravidade modificada (GM)
poderiam explicar a fase recente de expansao acelerada do Universo (CAPOZZIELLO e
FANG, 2002; CLIFTON et al., 2012; TSUJIKAWA, 2008).

Por um lado, essas propostas incluem extensoes do modelo ACDM, bem como modelos
de energia escura dinamica baseados na RG. Como ja apresentado, resultados recentes
sugerem que modelos baseados na RG com uma equacao de estado em evolucao constituem
alternativas competitivas ao modelo ACDM (DESI COLLABORATION et al., 2025). Por
outro lado, existem teorias de GM, como F/(R) (CLIFTON et al., 2012) e F(Q) (JIMENEZ
et al., 2020), que estao sendo testadas atualmente . Entre o conjunto de teorias de GM
relatadas, comumente denominadas F'(R) ou F(Q), decidimos investigar o subconjunto
de teorias vidveis, ou seja, aquelas que surgem de uma modificacao adequada da teoria da
RG. Isso ocorre porque, na escala do Sistema Solar e também no passado distante z > 1,
a RG foi amplamente confirmada por um conjunto de observagoes astrofisicas que atestam
sua validade (AMENDOLA et al., 2007; DE FELICE e TSUJIKAWA, 2010; RIBEIRO
et al., 2024).

As teorias F'(R) sao extensoes da teoria da RG, obtidas ao substituir o termo R — 2A
na Lagrangiana de Einstein-Hilbert (EH) por uma fungao genérica do escalar de Ricci

R, denotada F(R). Os modelos F(R) oferecem cenarios alternativos onde a recente

1Qutras abordagens também tém sido exploradas, incluindo, por exemplo, modelos de setor escuro
unificado, quintesséncia, modelos de interacgdo matéria escura-energia escura, outras formulagoes alter-
nativas de teorias de gravidade, etc. (veja, por exemplo, BERTINI et al. (2020); CAI et al. (2016);
HIPOLITO-RICALDI et al. (2025); OKS (2021); ROMERO FUNO et al. (2016); TSUJIKAWA (2013);
WANG et al. (2024); ZUNIGA VARGAS et al. (2012)).
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aceleragao cosmica é um efeito da geometria do espago-tempo, tornando desnecessaria
a presenca da desconhecida, e exoética, energia escura. No entanto, a maioria deles foi
descartada por razoes tedricas, sobrevivendo aqueles que se reduzem a RG em algum
limite, sendo, por isso, chamados de modelos vidveis (AMENDOLA et al., 2007). O
primeiro modelo F(R) bem-sucedido foi proposto por Starobinsky para analisar a era
inflacionéria, com a forma genérica R+€eR?, ¢ > 0 (STAROBINSKY, 1980). Desde entao,
diversos modelos F'(R) tém sido propostos, considerando desde leis polinomiais simples

até fungoes mais complicadas do escalar de Ricci.

Ja as teorias F'(Q)) sao generalizagoes da formulagao teleparalela simétrica da RG, que
se caracteriza por uma conexao na qual tanto a curvatura quanto a tor¢ao desaparecem; em
vez disso, a gravidade é descrita por um escalar de nao-metricidade ¢Q (CAPOZZIELLO e
D’AGOSTINO, 2022; D’AGOSTINO e NUNES, 2022; JIMENEZ et al., 2020; KHYLLEP
et al., 2021; LAZKOZ et al., 2019; PALIATHANASIS, 2025; SAHLU et al., 2024b, 2025).
O modelo F(Q) considerado é um cenario cosmologico alternativo com a propriedade
interessante de preservar o Universo de fundo do modelo ACDM, mas modificando-o
em nivel perturbativo por meio do parametro M, que aparece na equacao de evolugao
do contraste de densidade de matéria. Logo, trata-se de um modelo viavel que pode
ser estudado para descrever dados observacionais tanto para a fase recente de expansao

acelerada do Universo quanto para o setor perturbado.

Nosso objetivo ¢ analisar a viabilidade de modelos cosmolégicos alternativos e buscar
indicios observacionais que possam elucidar a natureza da energia escura ou revelar uma
preferéncia pela RG ou por suas possiveis modificagoes. Consideramos tanto modelos ba-
seados na RG quanto teorias de GM, como F(R) e F(Q), utilizando dados cosmologicos
que incluem CC e SNIa no nivel do Universo de fundo e [fos](2z), no nivel perturbativo.
Nossa abordagem emprega dois métodos bem conhecidos para anéalise estatistica: as Ca-
deias de Markov Monte Carlo (em inglés, Markov Chain Monte Carlo, sigla MCMC) e
PG.

Utilizamos dados observacionais —sendo 31 dados de H(z) de CC e 35 dados de [fos](2),
apresentados respectivamente nas tabelas 4.3 e 4.2, e dados de Dy(z) oriundos de 1701
curvas de luz de SNIa do catalogo Pantheon+ (BROUT et al., 2024)— e realizamos a
anélise das MCMC para obter os valores de melhor ajuste dos parametros cosmologicos
para os modelos estudados. Esses resultados sao entao comparados com reconstrugoes
independentes de modelo via PG, permitindo-nos testar a consisténcia e a robustez dos
ajustes de MCMC sem assumir modelo algum. Essa comparacao pode revelar discrepan-
cias que sugerem tensoes entre o modelo e os dados. Se o modelo de melhor ajuste do
MCMC falhar em reproduzir as reconstrugoes de PG, isso pode indicar que ele carece de
flexibilidade para capturar todas as caracteristicas dos dados ou, de forma equivalente,
que os dados contém informagdes nao explicadas pelo modelo. A partir das informa-

¢oes obtidas com essa comparacao, utilizamos os resultados do MCMC juntamente com
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o Critério de Informacao de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974) e o Critério de Informagao
Bayesiano (BIC) (SCHWARZ, 1978) para comparar diferentes modelos baseados na RG
e em teorias de GM.

Os modelos a serem estudados incluem os baseados na RG: wCDM (BARBOZA, 2010);
o modelo wyw,CDM com a parametrizacao CPL; e o ACDM estendido com curvatura es-
pacial, 2x-CDM. Também consideramos modelos viaveis de gravidade modificada F'(R),
tais como o de Starobinsky (STAROBINSKY, 2007), Hu-Sawicki (HU e SAWICKI, 2007)
e o de Appleby-Battye corrigido por R? (APPLEBY e BATTYE, 2007; APPLEBY et al.,
2010). Além disso, estudamos um modelo F(()) que possui uma evolugdo do Universo
de fundo idéntica a da RG (JIMENEZ et al., 2020). Todos esses modelos sdo compara-
dos ao ACDM e se baseiam nas simetrias de FLRW. Abordaremos esses modelos mais
detalhadamente na secao 6.2.

Do ponto de vista observacional, diversos estudos recentes impuseram restrigoes aos pa-
rametros desses modelos cosmologicos alternativos utilizando diferentes conjuntos de da-
dos. Modelos baseados na RG foram analisados em, por exemplo, ABBOTT et al. (2024);
AFROZ e MUKHERJEE (2025); DESI COLLABORATION et al. (2025); LUONGO e
MUCCINO (2024); MARTINELLI et al. (2021); PLANCK COLLABORATION et al.
(2020); XIE et al. (2025); modelos F'(R) foram estudados em BASILAKOS e NESSERIS
(2017); BASILAKOS et al. (2013); BESSA et al. (2022); CARDONA et al. (2021); KU-
MAR et al. (2025, 2023); MARTINELLI (2009); NUNES et al. (2017); PLAZA e KRAI-
SELBURD (2025); RIBEIRO et al. (2024); e o modelo F(Q) foi analisado em BARROS
et al. (2020).

Entretanto, alguns desses estudos concentram-se exclusivamente em uma classe de mo-
delos, por vezes utilizando apenas dados do Universo de fundo. Mesmo quando analises
com dados do Universo perturbado sao incluidas, nao é comum encontrar trabalhos que
abranjam as trés classes de teorias em um quadro comparativo unificado. Nesse sentido,
nossa contribuicao é fornecer uma analise consistente e atualizada, comparando em con-
junto modelos baseados na RG, F(R) e F(Q), tanto com dados do Universo de fundo
quanto com dados do Universo perturbado, permitindo uma avaliacao mais abrangente

da viabilidade desses cenérios gravitacionais concorrentes.

6.1 Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC)

O método das Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC) é uma ferramenta estatistica
utilizada para construir uma sequéncia de pontos de dados, chamada de cadeia, no espaco
de pardmetros para avaliar a probabilidade posterior de um modelo (GELMAN et al.,
2013; GILKS et al., 1995; PADILLA et al., 2019). O MCMC combina Cadeias de Mar-
kov, que descrevem uma sequéncia de estados com probabilidades que dependem apenas

do estado anterior, e a amostragem de Monte Carlo, que utiliza a aleatoriedade para amos-
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trar distribuigoes de probabilidade. Conforme observado na literatura, o MCMC possui
diversas aplicagoes na cosmologia (BESSA et al., 2022; RIBEIRO et al., 2024, 2026; SA-
BOGAL e NUNES, 2025; SABOGAL et al., 2025). Neste estudo, o utilizamos tanto para
estimativa de parametros quanto para comparagao de modelos. Sabe-se que o nimero
de pontos de dados necessérios para obter estimativas confidveis com o MCMC aumenta
linearmente com o nimero de parametros, tornando este método significativamente mais
eficiente do que abordagens baseadas em redes & medida que a dimensionalidade aumenta.

De acordo com o Teorema de Bayes, a distribuicao a posteriori depende da verossimi-

lhanga (em inglés, likelihood) L(D|9, «) e do prior p(¢, o) a partir de
PWID,a) oc LD, o) p(0), ), (6.1)

em que ¥ representa o conjunto de parametros do modelo, D denota o conjunto de dados
e « codifica a informagao a priori. Em nossas andlises, utilizamos um prior plano e a

verossimilhanca é computada por meio de
L o exp(—x*(D,0)/2), (6.2)
em que o chi-quadrado, x?, é dado por
X>=> AE[C;'AE;, (6.3)
ij

sendo

Nesta equagao, F;(¥|a) representa o i-ésimo valor esperado com base no modelo, en-
quanto C;; é a matriz de covaridncia que codifica as incertezas estatisticas e sistematicas
associadas ao conjunto de dados D;.

Realizamos uma analise de verossimilhanga conjunta (SNIa+CC+[fog)(2)) para impor
vinculos mais restritos aos modelos ao longo do intervalo de redshift dos conjuntos de

dados. Assim, o x? total é dado por

X* = XNt + Xoc + Xog » (6.5)
que resulta na likelihood total

L=Lsnia X Loo X Loy - (6.6)

Utilizaremos esta analise para estimar o valor do melhor ajuste dos parametros cosmo-
logicos de cada modelo analisado e para obter a maxima verossimilhanga, utilizada para

derivar o X2, e, consequentemente, o AIC e o BIC.
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6.2 Modelos Cosmologicos Alternativos

Nesta secao, apresentamos os modelos cosmologicos alternativos analisados neste es-
tudo. Esses modelos incluem: quatro baseados na RG, trés pertencentes a classe das
teorias F'(R) e um baseado na teoria F'(Q)). Todos sao comparados com o modelo ACDM.

Discutimos brevemente cada um deles nas subsecoes seguintes.

6.2.1 Modelos baseados na RG

Examinamos modelos caracterizados ou por uma equacao de estado diferente para a
energia escura ou por uma geometria nao euclidiana do Universo. Esses modelos se
baseiam na RG, de modo que a fase de expansao acelerada ainda é atribuida & presenca
da energia escura.

No modelo wCDM, a equagao de estado da energia escura — assumida como w = —1
para o modelo ACDM — ainda assume um valor constante, porém ¢é tratada como um
parametro livre, ou seja, é permitido que seu valor seja diferente de —1. Neste caso, o

parametro de Hubble é dado por

H(a) = Ho \/Qm,o a3 4 Qpga=30+w) (6.7)

J& para o modelo wyw,CDM, assumimos a parametrizacao CPL, em que a equacao de
estado da energia escura é dada por (5.1) e o parametro de Hubble ¢ dado por (5.4).
O tltimo modelo baseado na RG é o ;-CDM. Neste caso, a geometria do Universo

nao é mais assumida como euclidiana. Logo, temos

H<a) = HO\/Qm,O a3+ Qk,o a2+ QA,O s (68)

em que (o é o parametro de densidade de curvatura avaliado hoje.

6.2.2 Modelos F(R)

As teorias F'(R) s@o, provavelmente, os modelos alternativos de gravidade mais inves-
tigados na literatura. Estas teorias correspondem a uma modificacao da RG na qual o
termo R — 2A na Lagrangiana de Einstein-Hilbert (EH) é substituido por uma fungao do
escalar de Ricci, R. Tal modificagdao nos permite explicar a aceleragao atual como um
efeito da geometria do espaco-tempo, sem recorrer a energia escura. Por outro lado, um
grau de liberdade extra ¢ introduzido no setor gravitacional: o scalaron, um campo escalar
candnico cujo potencial é determinado por F'(R) (DE FELICE e TSUJIKAWA, 2010; NO-
JIRI et al., 2017; NOJIRI e ODINTSOV, 2011; SOTIRIOU e FARAONI, 2010). A agao
para a gravidade F'(R) é escrita como (CAPOZZIELLO e DE LAURENTIS, 2011; CLIF-
TON et al., 2012; DE FELICE e TSUJIKAWA, 2010; RIBEIRO et al., 2024; SOTTRIOU
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¢ FARAONT, 2010)
M3
S = /d4x\/—g [TPF(R) + 514 : (6.9)

em que Ly ¢ a Lagrangiana de matéria e M3 = (87G)~! é a massa de Planck.

Nessas teorias, G ¢ modificado pela presenga de um grau de liberdade escalar e, como
mostrado em trabalhos anteriores (DE FELICE e TSUJIKAWA, 2010; TSUJIKAWA,

2007), pode ser expresso como

G 1+ 4p(k*/a*R)

Gt = FR) T+ 3p(R2/a®R) (6.10)
em que RF(R)
= "pm (6.11)

sendo F'(R) = dF(R)/dR e k denota a dependéncia escalar. Essa expressao decorre da
analise de perturbacao escalar no limite sub-horizonte. Para garantir a compatibilidade
com o intervalo de escalas sondado pelos dados de [fos](z) e permanecer dentro do regime

linear, fixamos a escala em k = 0.1 Mpc !, como também adotado em outros trabalhos
na literatura (BASILAKOS et al., 2013; KUMAR et al., 2023; RIBEIRO et al., 2024;
TSUJIKAWA, 2007).

Analisamos trés modelos da teoria F'(R). O primeiro é o modelo de Starobinsky, dado

por (STAROBINSKY, 2007):
R\ ™"
(1 + R_g) - 1] , (6.12)

em que R;, A en > 0 sao os parametros do modelo. No regime de alta curvatura, R > R,

Fs(R) = R+ AR,

o modelo produz uma constante cosmologica efetiva, A = AR, /2. Por outro lado, a escala

de curvatura atual R, esta relacionada a A por

R,
A

(6.13)

O parametro n também esta relacionado a A, o que leva aos seguintes limites infe-
riores: {n, \min} = {1,1.54}, {2,1.27}, {3,1.04}, {4,0.90} (MOTOHASHI et al., 2010).
Geralmente, o parametro n é fixo. Consideramos n = 1 e n = 2, que sd0 0S casos Mmais
estudados na literatura (KOPP et al., 2013; MOTOHASHI et al., 2009; NUNES et al.,
2017), deixando A como o tnico parametro livre. Essas escolhas garantem um mecanismo
camaledo (em inglés, chameleon screening) eficiente e evitam tensoes com os testes do
Sistema Solar, além de simplificar o espaco de parametros ao reduzir degenerescéncias
com outros parametros (BESSA et al., 2022; NUNES et al., 2017).

O segundo modelo F'(R) pertence a classe de teorias de poténcia comumente estudadas,
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conhecido como modelo de Hu-Sawicki, e é dado por (HU e SAWICKI, 2007):

o a(RR/mg)"

F R)=R — )
s (£F) mocg(R/mg)" +1

(6.14)

sendo n > 0, e ¢; e ¢y parametros adimensionais. A escala de curvatura atual, mg, é

definida como
8mGpo

5 = H3Qo - (6.15)

2
m():

O caso limite da RG, em que ¢;/c2 — 0 com ¢; /¢, fixo, corresponde a uma constante

cosmoldgica efetiva dada por A = maci/(2¢2). Como A = 3HZ(1 — Qy,0), temos

1—Qno

01:602 y
QmO

(6.16)
vinculando os parametros c¢; e co, 0 que implica que o modelo possui dois parametros

livres: n e cy.

De maneira alternativa, o modelo de Hu-Sawicki pode ser reescrito da seguinte forma:

R?’L

F =R-2A———
HS(R) R Rn + Iu2n )

(6.17)
redefinindo
12 =mie, (6.18)

Essa forma preserva o ntiimero de parametros livres, agora representados por n e u. Note
que, como j aparece ao quadrado, apenas seu valor absoluto |u| é fisicamente relevante.
Assim como no caso de Starobinsky, n costuma ser fixado no modelo de Hu-Sawicki,
deixando i como o tnico parametro livre. Essas escolhas também preservam a eficién-

cia do mecanismo camaleao e permanecem consistentes com os vinculos da gravidade
local (BESSA et al., 2022; NUNES et al., 2017).

O ultimo modelo F(R) é o de Appleby-Battye corrigido por um fator R* (R*-AB),
dado por (APPLEBY et al., 2010):

R €AB | cosh(R/eap — b) N R?

F = — q
an(R) y T cosh b 6M?2’ (6.19)
em que e4p € b sao os parametros do modelo, relacionados pela equagao
R’UCLC
- 6.20
CAB =4 In(2 cosh b) ’ (6:20)

sendo Ryuc = 12H§ a curvatura escalar no vacuo. Para reproduzir a aceleragao cosmica
recente, é necessaria a condigao b > 1.6 (APPLEBY et al., 2010; MOTOHASHI e NISHI-
ZAWA, 2012; RIBEIRO et al., 2024). O parametro M corresponde & escala de massa
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do scalaron, que é determinada a partir da amplitude do espectro de poténcia primordial
como M ~ 1.2 x 107°Mp na época da inflagio (MOTOHASHI e NISHIZAWA, 2012).

6.2.3 Modelo F(Q)

Nos modelos F((Q)), a conexdo nao é mais compativel com a métrica. O tensor de
nao-metricidade, definido como Qn, = Vq g — em que g, é a métrica — ¢é o objeto
fundamental e a gravidade é descrita pelo escalar de nao-metricidade @ (CAPOZZIELLO e
D’AGOSTINO, 2022; D’AGOSTINO e NUNES, 2022; JIMENEZ et al., 2020; KHYLLEP
et al., 2021; LAZKOZ et al., 2019; PALIATHANASIS, 2025; SAHLU et al., 2024a, 2025):

Q = —Qau P, (6.21)

em que P é o conjugado de nao-metricidade definido como

o .., 1 . =, L,
P;u/ = _§LHV + Z(Q - Q )guy - Z_l (N,QV) ) (622>
e L7, é a distorgao X
Lﬁu = 5@/3[1/ - ?,uu) ) (623)

€1 que Qoz = guuQauy € Qa = gquuau-
Logo, a acdo para as teorias F/(Q) é escrita como (JIMENEZ et al., 2020; KHYLLEP
et al., 2021):

S:/d4x\/—_g {—ﬁF(Q)JrEM , (6.24)

em que L), é a Lagrangiana de matéria. Quando F(Q)) = @, recupera-se a RG.

Para estas teorias, o Geg toma a seguinte forma (BARROS et al., 2020; JIMENEZ
et al., 2020):

(6.25)

em que F'(Q) = dF(Q)/dQ.

Estudaremos apenas um modelo de teoria F'(Q)): um modelo que reproduz a evolugao
do Universo de fundo da RG, mas possui uma modificagdo no nivel perturbativo. Esse
modelo é escrito como (BARROS et al., 2020):

FQ) =Q+M\Q, (6.26)

em que M é dado em unidades de Hj e estd relacionado a uma determinada escala de
massa. Este parametro livre aparece apenas no nivel perturbativo, o que significa que seu

valor s6 pode ser determinado com dados de crescimento de estruturas.
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6.3 Resultados

Na figura 6.1, apresentamos as reconstrugoes dos trés conjuntos de dados usados em
nossa andlise, H(z), Dy(z) e [fos](z), de cima para baixo, respectivamente, no intervalo
de redshift dos dados. Nas trés figuras, a curva azul pontilhada corresponde a predicao da
reconstrucao dos dados e as areas sombreadas representam as regides de 1o (azul-escuro)
e 20 (azul-claro) de confianga. A curva azul tracejada corresponde ao modelo ACDM. Em
todos os casos, o ACDM se encontra dentro da regiao de 1o. O aumento das incertezas em
regioes com dados esparsos pode causar os desvios aparentes observados nessas regioes.

Para realizar as reconstrugoes, utilizamos o codigo GaPP (SEIKEL et al., 2012).

Em seguida, computamos as fun¢oes cosmoldgicas necessarias para a compara¢ao com
os dados observacionais. Para modelos baseados na RG, o parametro de Hubble admite
uma expressao analitica — por meio das equagoes (6.7), (5.4) e (6.8). Por outro lado, para
teorias de GM, H(z) deve ser determinado numericamente. Uma vez que H(z) é obtido,
Dy (z) é calculado utilizando a equac@o (2.50), e o contraste de densidade da matéria é
obtido a partir da equagao (5.2) para cada um dos modelos alternativos discutidos, com as
condigoes iniciais fixadas em z = 5. Como os modelos devem reproduzir a era dominada
pela matéria, necessaria para a formagao de estruturas no Universo primordial (z > 1),

eles nao devem se desviar significativamente do MCP.

Em seguida, realizamos uma anélise conjunta de MCMC utilizando trés conjuntos de
dados cosmologicos, abrangendo tanto o Universo de fundo quanto o Universo perturbado:
H(z), Dp(z) e [fos](z). Os priors adotados foram: 54 < Hy < 76, 0.1 < €, < 0.5,
0.6 <ogp<09e—20.2 < Mp < —19 para todos os modelos. Para os modelos baseados
na RG, usamos: —5 < w < 0 para o wCDM; —1.5 < wy < 1.be —15 < w, < 1.5
para o wow,CDM; e —1 < o < 1 para o ,-CDM. Para os modelos de GM, os priors
sao: 0.0004 < p < 0.65 para Starobinsky (n = 1); 0.0001 < u < 1.06 para Starobinsky
(n=2); 0 < p < 300 para Hu-Sawicki (n = 1); 0 < p < 150 para Hu-Sawicki (n = 2);
1.6 < b < 12 para R-AB; e —3 < M < 3 para o modelo F(Q).

Nossa analise de MCMC foi implementada em Python utilizando a biblioteca emcee,
que é baseada no algoritmo Affine Invariant Ensemble Sampler (GOODMAN e WEARE,
2010). Em todas as cadeias, adotamos o critério de convergéncia R — 1 < 1072 para o
parametro de Gelman-Rubin R. A tabela 6.1 resume nossos resultados, apresentando os
valores de melhor ajuste dos parametros e suas incertezas de 1o para todos os modelos
analisados, juntamente com seus respectivos valores de qui-quadrado minimo e reduzido,
XZin € X2. Conforme mostrado na tabela, os valores de 2 sao competitivos em todos os
modelos, exibindo apenas pequenas variagoes entre eles.

Na figura 6.2, apresentamos a comparacao dos modelos para H(z), juntamente com
sua reconstrugao por PG nos niveis de confianca de 1o e 20 no intervalo de redshift

z € [0.0,2.0]. As curvas correspondem aos valores de melhor ajuste listados na tabela 6.1.
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Tabela 6.1: Resultados da nossa anélise de MCMC.

Modelo H, Qo o Mg Parametro Xin X2 AIC BIC
ACDM 67.271% 0344002 0.74+£0.02 —19.42+0.05 2013.42 1.65 2921.42 2943.33
wCDM 67.3+£1.7 0.31£0.03 077758  —19.4179% —0.8910:98 2912.76  1.65 2922.76 2950.14
wow,CDM 671722 0314003 0734997 1941709 —0.89+0.08; —0.03*3% 2915.68 1.66 2927.68 2960.54
,-CDM 613741 0.3279% 0834006 —19.4275% 0207319 2011.84 1.65 2921.84 2949.23
Starobinsky (n =1) 67.14+18 0.334+0.02 075700  —19.41+5:% 0.59+0:%¢ 2957.48 1.68 2967.48 2994.86
Starobinsky (n =2) 66.4713 0.354£0.02 0.734+£0.02 —19.427% 1.05590% 3006.87 1.71 3016.87 3044.26
Hu-Sawicki (n = 1)  69.7732  0.25%005  0.7743%  —19.40 4+ 0.05 82141 2930.47 1.66 2940.47 2967.86
Hu-Sawicki (n =2)  66.873% 0.33+£0.02 0.75+0.03 —19.4075% 10473 2018.18 1.66 2928.18 2955.57
R2-AB 673120 0.334£0.02 0.7440.02 —19.4215% 1.98%59% 3022.65 1.72 3032.65 3060.03
F(Q) 66.9+1.8 0.35+£0.02 080705  —19.42790 2.0724 291250 1.65 2922.50 2949.89

O painel superior exibe os modelos baseados na RG, enquanto o painel inferior mostra os
modelos baseados em GM. Todos os modelos permanecem dentro do nivel de confianca de
lo até z ~ 1.5 2. Tal resultado indica que, com a precisao atual dos dados, o parametro

H(z) sozinho nao é suficiente para discriminar entre os modelos estudados.

A figura 6.3 mostra uma comparagao semelhante, mas para Dy (z)Hg/c, junto com
sua reconstrucao por PG nos niveis de confianga de lo e 20 no intervalo z € [0,2.27].
Novamente, o painel superior corresponde aos modelos baseados na RG, enquanto o painel
inferior mostra os modelos baseados em GM. Praticamente todos os modelos permanecem
dentro da regiao de 1o CL. No entanto, o modelo de Hu-Sawicki (n = 1) é uma excegao,

pois situa-se fora da regiao de 1o, mas ainda permanece dentro da regiao de 2o.

A figura 6.4 mostra a comparagao entre os modelos utilizando os dados de [fog](2) e
a reconstrucao por PG, juntamente com suas previsoes nos niveis de confianca de 1o e 20
no intervalo z € [0.0,2.0]. O painel superior exibe os modelos baseados na RG, enquanto
o painel inferior apresenta os modelos baseados em GM. Como pode ser observado, os
modelos baseados em GM apresentam um desempenho qualitativo ligeiramente superior
aos baseados na RG, pois tendem a seguir a curva reconstruida de [fog](z) com maior pre-
cis@o, permanecendo consistentemente dentro do nivel de confianca de 1o. Por outro lado,
o modelo cosmolégico com energia escura dindmica na parametrizacao CPL, wow,CDM,
¢ o tnico modelo que se afasta levemente do CL de 20 no intervalo 0.3 < z < 0.6, em-
bora ainda permanega dentro do nivel de confianga de 16—20 no restante do intervalo de

redshift em anélise.

As comparagoes mostradas nas figuras 6.2, 6.3 e 6.4 nos permitem verificar a con-

sisténcia dos ajustes de MCMC sem favorecer nenhum modelo especifico. Entretanto,

2Para valores de z > 1.5, a escassez de dados pode enviesar nossas comparacoes.




6.3. RESULTADOS 69

ressaltamos que essas comparagoes com as reconstrugoes por PG nao levam em conta a
complexidade dos modelos, que envolvem diferentes ntimeros de parametros livres. Na-
turalmente, aumentar o ntimero de parametros livres pode tornar mais facil para um
modelo se ajustar aos dados, fornecendo-nos uma impressao equivocada de concordancia.
Portanto, para garantir uma comparagao justa e objetiva entre os modelos, é necessario
recorrer aos resultados do MCMC e aplicar ferramentas estatisticas, como o Critério de
Informagao de Akaike (AIC) e o Critério de Informagao Bayesiano (BIC).

A estatistica x? ¢ adequada para identificar os parametros de melhor ajuste dentro
de um modelo, mas nao é apropriada para comparar modelos com diferentes ntmeros de
parametros, uma vez que valores mais baixos de y? podem ser obtidos quando se aumenta
a complexidade do modelo. Uma comparagao mais robusta pode ser feita utilizando o
AIC, que penaliza modelos com mais parametros livres. O valor de AIC é calculado da
seguinte forma:

AIC =2, + 2k, (6.27)

em que k é o niimero de parametros livres no modelo. Assim, um valor de AIC mais baixo
geralmente significa que o modelo se ajusta melhor aos dados. Um critério mais adequado
para a comparacao de modelos é calcular a diferenca relativa entre eles, ou seja, AAIC.

Examinamos trés casos, cujos resultados estao resumidos na tabela 6.2:

e Comparagao com ACDM: Como o ACDM é o modelo cosmolégico padrao, compa-
ramos todos os modelos analisados com ele. Nossos resultados indicam que, com
base nos observaveis que utilizamos, trés modelos sao competitivos com o ACDM:
2,-CDM, F(Q) e wCDM, enquanto os modelos F'(R) sao fortemente desfavorecidos.

e Comparagao de modelos de GM com F(Q): Comparamos todos os modelos de
GM com F(Q), que aparece como o modelo de GM mais competitivo em rela¢ao ao
ACDM. Nossos resultados indicam que quase todos os modelos F'(R) sao fortemente
desfavorecidos; o modelo de Hu-Sawicki (n = 2) é o tinico que ndo é fortemente

desfavorecido, embora ainda seja menos favorecido que o F/(Q).

e Comparagao entre modelos F'(R) e o modelo de Hu-Sawicki (n = 2): Comparamos os
demais modelos F'(R) com o modelo de Hu-Sawicki (n = 2), que possui o menor AIC
entre os modelos baseados em F'(R). Todos os outros modelos F(R) sao fortemente

desfavorecidos.

Outro critério robusto para a comparagao de modelos é o BIC, que contabiliza ade-
quadamente o tamanho do conjunto de dados e penaliza a complexidade do modelo mais

fortemente do que o AIC. O BIC é calculado da seguinte maneira:

BIC =2, + klnn, (6.28)
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Tabela 6.2: Comparagao estatistica entre os modelos utilizando o AIC, com interpretagao
qualitativa de acordo com a escala calibrada de Jeffreys (PEREZ-ROMERO e NESSERIS,
2018).

Comparagao Modelo AAIC Suporte Empirico
ACDM vs. todos os modelos  ,-CDM 0.42 Substancial
F(Q) 1.08 Substancial
wCDM 1.34 Substancial
wow,CDM 6.26  Consideravelmente Menos Favorecido

Hu-Sawicki (n = 2) 6.76  Consideravelmente Menos Favorecido
Hu-Sawicki (n =1)  19.05 Essencialmente Nenhum Suporte

Starobinsky (n=1) 46.06 Essencialmente Nenhum Suporte
Starobinsky (n =2) 95.45 Essencialmente Nenhum Suporte
R?-AB 111.23 Essencialmente Nenhum Suporte
F(Q) vs. F(R) Hu-Sawicki (n =2)  5.68  Consideravelmente Menos Favorecido
Hu-Sawicki (n =1)  17.97 Essencialmente Nenhum Suporte
Starobinsky (n=1) 44.98 Essencialmente Nenhum Suporte
Starobinsky (n =2) 94.37 Essencialmente Nenhum Suporte
R?-AB 110.15 Essencialmente Nenhum Suporte
Hu-Sawicki (n = 2) vs. FI(R) Hu-Sawicki (n=1) 12.29 Essencialmente Nenhum Suporte
Starobinsky (n=1) 39.30 Essencialmente Nenhum Suporte
Starobinsky (n =2) 88.69 Essencialmente Nenhum Suporte
R?-AB 104.47 Essencialmente Nenhum Suporte

em que k£ é o namero de parametros livres no modelo e n é o tamanho da amostra.
Assim como fizemos para o AIC, calculamos as diferencas relativas entre os modelos,
ABIC, e examinamos os mesmos trés casos. Os resultados sao mostrados na tabela 6.3.
As conclusoes baseadas no AIC mudam ligeiramente ao utilizar o BIC. Em comparagao
com o ACDM, o BIC indica evidéncia moderada (positiva) contra o modelo §2,-CDM
(ABIC = 5.9), enquanto o F'(Q) e o wCDM, que eram competitivos sob o AIC, sao agora
fortemente desfavorecidos (ABIC = 6.56 e 6.81, respectivamente). Todos os modelos
restantes sdo muito fortemente desfavorecidos (ABIC > 10). Quando os modelos F'(R)
sao comparados com o F(Q), o BIC apresenta evidéncia moderada (positiva) contra o
modelo de Hu-Sawicki (n = 2) (ABIC = 5.68), enquanto todos os outros modelos F'(R)
sdo muito fortemente desfavorecidos (ABIC > 10). Por fim, quando o Hu-Sawicki (n = 2)
¢ comparado com os demais modelos F'(R), o BIC indica evidéncia muito forte contra
todos eles (ABIC > 10).

6.4 Resumo e Conclusoes

A comparacao entre dados cosmoldgicos e funcoes previstas a partir de modelos teoéricos
permanece a principal abordagem para testar alternativas ao paradigma ACDM. Embora o
modelo padrao tenha descrito com sucesso uma ampla gama de observagoes cosmologicas,

ele ainda enfrenta desafios em aberto, como a compreensao da evolucao do crescimento de
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Tabela 6.3: Comparacao estatistica entre os modelos utilizando o BIC, com interpretagao
qualitativa de acordo com a escala calibrada de Jeffreys (PEREZ-ROMERO e NESSERIS,
2018).

Comparagao Modelo ABIC Evidéncia Contra o Modelo
ACDM vs. todos os modelos  Q,-CDM 5.90 Positiva
F(Q) 6.56 Forte
wCDM 6.81 Forte
Hu-Sawicki (n =2)  12.24 Muito forte
wWow, CDM 17.21 Muito forte
Hu-Sawicki (n =1)  24.53 Muito forte
Starobinsky (n =1) 51.53 Muito forte
Starobinsky (n =2) 100.93 Muito forte
R*-AB 116.70 Muito forte
F(Q) vs. F(R) Hu-Sawicki (n = 2) 5.68 Positiva
Hu-Sawicki (n =1)  17.97 Muito forte
Starobinsky (n =1) 44.97 Muito forte
Starobinsky (n =2) 94.37 Muito forte
R*-AB 110.14 Muito forte
Hu-Sawicki (n = 2) vs. FI(R) Hu-Sawicki (n=1) 12.29 Muito forte
Starobinsky (n =1) 39.29 Muito forte
Starobinsky (n =2)  88.69 Muito forte
R*-AB 104.46 Muito forte

estruturas em larga escala, desde as flutuagoes primordiais de densidade até o Universo
observado atualmente.

Neste estudo, investigamos diversos modelos alternativos — sendo eles: wCDM,
wow,CDM, Q;-CDM, Starobinsky, Hu-Sawicki, R%-AB e um modelo F(Q) — utilizando
PG e MCMC. Utilizamos dados de H(z), Dr(2) e [fos](2), e aplicamos o MCMC para
inferir os valores de melhor ajuste dos parametros para cada modelo, comparando-os pos-
teriormente com as reconstrucgoes obtidas por PG para avaliar sua consisténcia com os
dados.

Nossos resultados confirmam que observaveis do Universo de fundo por si s6s — H(z)
e Dp(z) — sao em geral insuficientes para discriminar entre os modelos, uma vez que
apresentam comportamento semelhante dentro das incertezas atuais. Além disso, observa-
se na figura 6.3 que a curva de D (z) para o modelo de Hu-Sawicki (n = 1) apresenta
um desvio de mais de 1o em relagao a reconstrucao por PG utilizando dados de SNIa,
embora este modelo permaneca consistente em 20. Por outro lado, a inclusao de dados
de crescimento cosmico mostrou-se bastante ttil, pois destacou desvios de alguns modelos
em relagao a reconstrucao por PG, como no caso do modelo wow,CDM, que se afasta
levemente de 20 (em uma pequena parte do intervalo de redshift), conforme mostrado na
figura 6.4.

Também realizamos uma comparacao quantitativa de modelos utilizando o AIC e o
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BIC para considerar uma penalizagao apropriada da complexidade do modelo. Nossos
resultados para o AIC, resumidos na tabela 6.2, indicam que o modelo F (@) surge como
uma alternativa competitiva, juntamente com dois modelos baseados na RG: €,-CDM
e wCDM, enquanto as teorias F'(R) sao fortemente desfavorecidas quando comparadas
aos modelos ACDM e F(Q). Isso se deve, provavelmente, ao fato de que o modelo F(Q)
preserva a dindmica do Universo de fundo da RG, ao mesmo tempo que modifica o cres-
cimento de estruturas de uma forma que permanece consistente com os dados atuais.
Nossas comparagoes também destacaram que o modelo F'((Q)) segue com precisao a fun-
¢ao reconstruida de [fog](z), reforgando sua viabilidade como uma potencial alternativa
ao MCP. Ademais, considerando os dados do Universo perturbado, o modelo wow,CDM
parece exibir uma leve tensao com as reconstrugoes e, quando comparado ao ACDM,
possui consideravelmente menos suporte dos dados. Para o BIC, nossos resultados, re-
sumidos na tabela 6.3, confirmam que, sob uma penalizacao mais conservadora para a
complexidade do modelo, o ACDM permanece como o modelo preferido entre os testados,
e todos os modelos alternativos apresentam, pelo menos, evidéncia moderada (positiva)
contra eles.

No geral, os vinculos recentes relatados na literatura indicam que desvios da RG, caso
existam, devem ser muito pequenos. Nesse contexto, nossos resultados estao de acordo
com os limites observacionais mais recentes e, fundamentalmente, a comparagao estatistica
realizada por meio dos AIC e BIC coloca os modelos F/(R) em uma clara desvantagem em
relacao a RG, destacando um resultado central do nosso estudo ao comparar diretamente
uma diversidade de teorias de GM.

Nossa conclusao final é que este estudo mostra que tanto as metodologias paramé-
tricas quanto as nao-paramétricas oferecem abordagens complementares e valiosas para
explorar a viabilidade observacional de modelos cosmologicos alternativos, proporcionando
uma perspectiva mais abrangente sobre seus desempenhos a luz dos dados observacionais
atuais.

Os resultados destas anéalises aparecem no artigo Viability of general relativity and mo-
dified gravity cosmologies using high-redshift cosmic probes, publicado na revista Journal
of Cosmology and Astroparticle Physics (OLIVEIRA et al., 2025Db).
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Figura 6.1: Painel superior: Reconstrucao de H(z) a partir dos dados de H(z). Painel do
meio: Reconstrugao de Dy (z) a partir dos dados de SNIa. Painel inferior: Reconstrucao
de [fos](z) a partir dos dados de [fog](2).
representam as regioes de confianga de 1o (azul escuro) e 20 (azul claro).
tracejada em azul escuro representa o modelo ACDM. Os pontos vermelhos correspondem
aos dados e suas respectivas incertezas. Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA et al.

(2025b)).

Em todos os painéis, as areas sombreadas
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Figura 6.2: Painel superior: Comparagao entre os modelos baseados na RG para H(z).
Painel inferior: Comparacao entre os modelos baseados na GM para H(z). Nos painéis,
as areas sombreadas representam as regides de confianga de 1o (azul escuro) e 20 (azul

claro). Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA et al. (2025b)).
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Figura 6.3: Painel superior: Comparagao entre os modelos baseados na RG para Dp(z).
Painel inferior: Comparagao entre os modelos baseados na GM para Dy (z). Nos painéis,

as areas sombreadas representam as regides de confianga de 1o (azul escuro) e 20 (azul
claro). Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA et al. (2025b)).
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Figura 6.4: Painel superior: Comparagao entre os modelos baseados na RG para [fos](z).
Painel inferior: Comparagao entre os modelos baseados na GM para [fos](z). Nos painéis,
as areas sombreadas representam as regioes de confianga de 1o (azul escuro) e 20 (azul
claro). Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA et al. (2025b)).



Capitulo 7
Conclusoes

O modelo ACDM —conhecido como o Modelo Cosmolégico Padrao (MCP)— tem repro-
duzido com sucesso os mais diversos fendmenos observaveis do nosso Universo. Contudo,
pode nao ser o modelo final, pois ha problemas em aberto na cosmologia moderna que o
ACDM ainda nao conseguiu responder, como as tensoes de Hy e Sg e a natureza fisica da
matéria escura e da energia escura. Com o objetivo de resolver estes e outros problemas,
modelos cosmolégicos alternativos foram desenvolvidos e bastante estudados nas tltimas
décadas, tornando-se necesséario confronta-los com os mesmos dados observacionais que
demonstraram o éxito do ACDM. Uma possivel forma de testar estes modelos é por meio
de dados do Universo perturbado, ja que a evolucao do crescimento de estruturas difere de
acordo com a teoria estudada. Neste estudo, buscamos testar algumas classes de modelos
alternativos utilizando esses dados.

Nos tltimos anos, a quantidade de dados astronémicos do Universo no nivel perturba-
tivo aumentou significativamente, devido a sua capacidade de distinguir modelos cosmo-
logicos. Estes dados correspondem a trés grandezas: a taxa de crescimento de estruturas,
f(2); a amplitude da variancia de matéria na escala de 8 Mpc/h, os(z); e o produto destas
duas quantidades, a taxa de crescimento de estruturas normalizada, [fog](z). A partir
desses trés observaveis, € possivel testar a consisténcia do modelo ACDM e inferir valores
para os parametros cosmologicos de diversos modelos.

Duas ferramentas importantes para realizar os testes propostos nesta tese sao os Pro-
cessos Gaussianos (PG) e o Markov Chain Monte Carlo (MCMC). A primeira se baseia
em uma maneira ndo paramétrica de reconstruir fungdes analiticas (ou seja, continuas e
diferenciaveis), possibilitando o estudo dessas fung¢oes sem a necessidade de assumir um
modelo fiducial. Por isso, tornou-se a principal ferramenta nao paramétrica utilizada na
cosmologia moderna. Ja o MCMC é uma ferramenta estatistica classica que utiliza a
aleatoriedade para avaliar a probabilidade posterior de um dado modelo e tem sido am-
plamente usado na literatura para estimar valores para diversos parametros cosmologicos.

Uma parametrizagao util para a taxa de crescimento de estruturas é dada por f(z) =

7 (2), em que v é o indice de crescimento de estruturas. Para o modelo ACDM, o

7
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indice de crescimento é dado por um valor constante, v = 0.55. Porém, para outros
modelos cosmologicos, v pode assumir diferentes valores, o que implica que realizar uma
medida robusta de v ou mostrar que ele pode variar de acordo com o redshift pode ser
um caminho interessante para discriminar modelos alternativos a RG. Para estudar o
comportamento de 7, realizamos uma reconstrucao via Processos Gaussianos utilizando
a parametrizacdo dada pela equagao (3.56) e combinando dados de f(z), [fos](z) e H(2)
de crondometros césmicos. Com isso, propusemos um novo teste de consisténcia para vy
sem a necessidade de assumir valores para nenhum parametro cosmologico. Obtivemos
que, apesar de observarmos um comportamento dependente do redshift, o valor constante,
esperado para o modelo ACDM, permanece dentro da regiao de 20 de confianga da nossa
reconstrucao. Além disso, ao avaliar o valor de v em z = 0, obtivemos 7/(z = 0) =
0.311 £ 0.144 e 4/98(2 = 0) = 0.609 £ 0.200, valores consistentes com o esperado dentro
do MCP no nivel de confianga de 20.

A aplicagdo dos PG na cosmologia vai muito além de realizar testes de consisténcia.
Esta ferramenta também pode ser usada para uma comparacao qualitativa entre um mo-
delo com parametros cosmoldgicos ja definidos e a predi¢ao dos dados. Nesse sentido, nos
também investigamos se o modelo de energia escura dinamica wyw,CDM com parame-
trizagao CPL e valores dos parametros cosmologicos ja inferidos pela colaboragao DESI
descreve adequadamente a amostra de 15 dados de og(z). Qualitativamente, tanto o mo-
delo ACDM quanto o modelo wyw,CDM analisados pelo DESI se mostraram competitivos.
Contudo, ao realizar uma anélise estatistica considerando as incertezas associadas as medi-

MDESI

das e a reconstrugao, o modelo wyw,CD obteve um melhor resultado, mostrando-se

mais competitivo para reproduzir os dados desse observavel do Universo perturbado.

Ainda no contexto de utilizar o PG para uma comparacao qualitativa entre modelos,
noés também exploramos a viabilidade de modelos alternativos & RG. Em especial, estu-
damos trés modelos baseados na RG, trés modelos da classe de teorias F'(R) e um modelo
de F(Q). Neste caso, os parametros cosmologicos dos modelos analisados foram obtidos
por meio do MCMC com trés conjuntos de dados: dois do Universo de fundo, H(z) e
Dy(z); e um do Universo perturbado, [fog|(z). Entretanto, na analise qualitativa, nossos
resultados confirmaram que a reconstrugao obtida dos observéveis do Universo de fundo
é em geral insuficiente para diferenciar os modelos cosmolégicos, ja que estes apresentam
comportamento parecido dentro das regioes de incerteza. Por outro lado, a predi¢ao de

[fos](z) destacou desvios de alguns modelos, como no caso do wow,CDM.

Uma comparagao quantitativa entre os modelos estudados também foi feita utilizando
o Critério de Informacao de Akaike e o Critério de Informacao Bayesiano. Os dois métodos
mostraram que os modelos F'(R) apresentam uma forte desvantagem em comparagao
com os outros modelos e que o modelo ACDM permanece como o modelo favorecido.
No entanto, para o AIC, o modelo F(Q) surgiu como uma alternativa competitiva para

descrever o Universo de fundo e o perturbado, o que se deve ao fato de este modelo manter
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a dindmica do Universo de fundo baseada na RG.
Com base nas trés anélises apresentadas nos Capitulos 4, 5 e 6, que utilizaram duas

das ferramentas mais importantes na literatura atual da cosmologia moderna —uma pa-

rameétrica e outra nao paramétrica—, podemos concluir que o modelo ACDM continua
sendo o mais favorecido pelas observagoes e que um modelo substituto, caso exista, deve
possuir pequenos desvios em relacao a RG, assim como reproduzir com sucesso tanto os fe-
nomenos cosmologicos do Universo de fundo quanto os do Universo no nivel perturbativo,
a luz dos dados observacionais atuais. Sem duvida, dados mais precisos a serem obtidos
nos proximos grandes levantamentos astronomicos ajudarao a confirmar ou descartar o

ACDM como modelo padrao da cosmologia.
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Apéndice A
Teste de Kernel

Neste estudo, realizamos a reconstrugao via PG de diversos observéveis cosmologicos -
H(z), Dp(z), f(2), [fos](z) e 0s(z) - utilizando o kernel padréo, denominado de Radial
Basis Function, também conhecido como Squared Ezponential (SE). Porém, na literatura,
ha vérios outros kernels disponiveis para uso. Apresentamos agora uma comparagao entre
dois kernels para a reconstrucao do indice de crescimento v: SE e Matérn. O kernel

Matérn é escrito como

K () = oo (T> K, (T> | ™

em que ['(v) é a fungdo Gamma padrao, K, é a fun¢ao de Bessel modificada de segunda
espécie, v ¢ um parametro estritamente positivo e oy e [ sao hiperparametros que também
sdo otimizados durante o ajuste. Para o nosso teste de consisténcia, escolhemos v = 5/2.
Como o kernel Matérn tende a SE conforme v — o0, este kernel é mais sensivel a flutuagoes
dos dados.

Plotamos a diferenca relativa entre o v obtido com ambos os kernels na figura A.1. A

diferenca relativa R é obtida usando

O.kernel 1
R=-2_—— -1 (A.2)
ernel 2 ’
I8
em que o5 ™ ¢ a curva reconstruida via PG de um dado kernel n. Os erros sao estimados

propagando as incertezas das fungoes reconstruidas por PG, obtendo-se

oR 1\’ oR 1\’
OR = \/(W> Uigcmcn + (W) Ug.lg(crnCIQ ; (A.3)

kernel n
] .

em que Ogeme n € a incerteza da reconstrugao de o
E esperado que este resultado seja proximo de zero, pois o kernel nao deve ter uma

grande influéncia na reconstrucao da fungao. As éreas sombreadas em verde representam
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as regioes de confianca de 1o e 20. Em ambos os graficos, a linha sélida vermelha re-
presenta o valor esperado, enquanto que a linha tracejada representa a reconstrucao da
diferenca relativa. Observamos que, como esperado, a diferenca relativa é proxima de zero
para o caso com dados de f(z). Contudo, para o v(z) com dados de fog, aparece uma
divergéncia proxima a z = 0.6. Essa divergéncia ocorre porque v vai a zero mais rapido
do que P devido a sensibilidade do kernel Matérn ao ruido, ou seja, nao obtemos um
kernel mais suave.

Realizamos este mesmo teste para a reconstrucao de og(z), abordada no Capitulo
5, utilizando os kernels SE, Matérn (v = 7/2) e Matérn (v = 9/2). A diferenga rela-
tiva obtida nos trés casos foi muito proxima de zero dentro do intervalo de redshift da
sua reconstrucao, mostrando que a influéncia do kernel utilizado no PG também nao é

significativa neste caso.



83

6
4_
T2
SF‘
o
<3
q
ST
4
—6 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z
6 H
Iy
1]
4 I
1
I
— 2 i
1 1 1
= A :
= 0 _— Pid }
V| e T 1 1
L7~< I ===
Qq 1 ==
Q:F‘ =21 : ll,
()
11
11
4 H
1
]
-6 . . ." .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
z

Figura A.1: Painel superior: Comparacao entre os kernels SE e Matérn para a recons-
trugdo de v com o conjunto de dados f(z). Painel inferior: Comparacao entre os kernels
SE e Matérn para a reconstrugao de v com o conjunto de dados [fog](z). Em ambos os
painéis, as areas sombreadas representam as regides de confianga de lo (verde escuro)
e 20 (verde escuro), a linha continua vermelha corresponde ao valor esperado e a linha
tracejada representa a reconstrucao da diferenca relativa. Como observamos, a diferenca
relativa obtida com ambos os kernels é muito proxima de zero para o caso com os dados
de f(z). Porém, para o caso com os dados de [fog](z), observa-se que a diferenga re-
lativa apresenta um comportamento diferente do esperado, aparecendo uma divergéncia
proxima a z = 0.6. Isto ocorre pois o kernel Matérn é mais sensivel ao ruido nos dados.
Por isso, kernels mais suaves sao recomendados. Fonte: A autora (ver em OLIVEIRA

et al. (2024)).
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Apéndice B
Teste da funcao média

Os PG sao um método de regressao que nao assumem um modelo paramétrico para
obter informagoes a partir de medigoes observadas. No entanto, ainda precisamos assumir
uma forma funcional para o kernel e um palpite inicial, a funcao média. Embora a
maioria dos trabalhos investigue o efeito do kernel nos resultados, a funcao média ainda
é frequentemente negligenciada, com poucas excegoes na literatura (HOLSCLAW et al.,
2010a,b, 2011; SHAFIELOO et al., 2012).

Um estudo recente investigou o efeito da funcao média na reconstrugao do moédulo
de distancia, p(z) de SNIa (HWANG et al., 2023). Este estudo observou que assumir
uma fun¢ao média nula resultou na incapacidade de capturar com precisao o modelo
de controle usado para construir os dados. Esse comportamento também foi notado
para sua derivada. Essa complicacao na reconstrucao do modulo de distancia ja é bem
conhecida na literatura. Fung¢oes que variam rapidamente apresentam desafios maiores
para a reconstrugao em comparagao com fungoes suaves (JESUS et al., 2020; SEIKEL
et al., 2012). Por isso, em estudos que envolvem amostras de SNla, frequentemente opta-

se por reconstruir a distancia de luminosidade em vez do moédulo de distancia.

Em nosso estudo, estamos lidando com fungoes suaves: f(z), [fos](z) e H(z). No
entanto, é razoavel questionar se assumir uma fun¢ao média nula pode enviesar as suas
reconstrugoes. Para testar isso, adotamos uma metodologia semelhante a formulada por
HWANG et al. (2023): criamos dados simulados a partir de um modelo cosmologico

fiducial e incorporamos os erros obtidos em medigoes reais.

Procedemos da seguinte forma: seja F'(z) um conjunto de previsoes para um observével
cosmologico e op(z) o erro associado. Uma realizagao aleatéria de um conjunto simulado
de F(z) é entdo obtida por
F(2) ~ N[F(2),0r(2)], (B.1)
em que F(z) é uma previsio do melhor ajuste do modelo ACDM com os parametros
cosmologicos obtidos pela colaboragao Planck. Os erros das medigoes de f(z), [fos](z) e

H(z) sao modelados usando um ajuste linear como o,(z) = a + 5z, em que n corre sobre
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as amostras observacionais. Para os nossos conjuntos de dados desses trés observaveis -

disponiveis nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 - temos

o¢(z) = 0.14z + 0.08, (B.2)
Otos(2) = 0.022 4+ 0.07, (B.3)
on(z) = 10.34z + 14.28. (B.4)

O estudo envolve reconstruir cada realizagao usando a fung¢ao média nula e comparéa-la
com o modelo fiducial usado para construir os dados simulados. O resultado consiste na

média das 500 realizacoes, denotada como

(F()~ F(2)) = 55 3 Bilz) — F2), (B.5)
i

em que Fj(z) representa o valor reconstruido na i-ésima realizacdo e F(z) é o modelo

fiducial. O erro dessa diferenga ¢é a dispersao das 500 realizagoes. Um resultado esperado

¢ uma curva suave e proxima de zero.

Na figura B.1, mostramos a diferenca média para nossos dados simulados para f(z),
[fos](z) e H(z). Note que, para as trés grandezas cosmologicas, a diferenga permanece
estatisticamente consistente com zero em todo o intervalo de redshift e nenhuma oscilagao
¢ observada, como no caso do modulo de distancia no estudo de HWANG et al. (2023).
Portanto, nesta andlise, uma fun¢do média nula nao introduz um viés significativo na
funcao reconstruida, desde que a fungao subjacente seja suave e bem amostrada, como é
o nosso caso. Nosso resultado reforca que as técnicas de PG sao capazes de reconstruir
com precisao a func¢ao cosmoldgica a partir de um conjunto de dados observaveis sem
suposicoes ad hoc sobre o comportamento da funcao média.

O mesmo estudo foi também realizado para a reconstrugao de og(z). Assim como no
caso de f(z), [fos](z) e H(z), uma fun¢ao média nula nao introduziu nenhum viés na

reconstrucgao de og(z) devido a suavidade da fungao.
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Figura B.1: Painel superior: Diferenga média dos nossos dados simulados de f(z). Painel
do meio: Diferenga média dos nossos dados simulados de fog(z). Painel inferior: Diferenga
média dos nossos dados simulados de H(z). A linha continua verde representa a diferenga
média para cada observavel e a linha tracejada corresponde ao valor esperado. As areas
sombreadas representam as regioes de confianga de 1o (verde escuro) e 20 (verde claro).
Para essas trés grandezas cosmologicas, a diferenga permanece consistentemente proxima
de zero em todo o intervalo de redshift, sem oscilagoes observadas. Fonte: A autora (ver

em OLIVEIRA et al. (2024)).
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