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Manoel Vicente de Souza Filho

ESTUDO DE MODELOS DE GRAVIDADE MODIFICADA USANDO DADOS
COSMOLÓGICOS DE AGLOMERAÇÃO DE MATÉRIA

RESUMO

Estudamos o crescimento das estruturas cósmicas por meio dos observáveis cosmoló-
gicos f(z) e σ8(z). Utilizamos reconstruções não paramétricas, via Processos Gaussianos,
combinadas com análises estatísticas MCMC para analisar os conjuntos de dados {f(z)}
e {σ8(z)}. Comparamos o modelo plano-ΛCDM, extensões baseadas na Relatividade Ge-
ral e modelos de gravitação modificada do tipo F (R), avaliando desempenho estatístico,
consistência física e a tensão associada ao parâmetro S8 em relação aos resultados da
colaboração Planck -2018. Os nossos resultados indicam que, embora o modelo ΛCDM
permaneça consistente com dados atuais, apresenta desvios no regime de altos redshifts.
Entre os modelos fisicamente viáveis, o Hu–Sawicki (n = 1) destaca-se como a alternativa
mais robusta, conciliando boa concordância com os dados observacionais e compatibili-
dade com testes locais de gravidade, enquanto o modelo de Starobinsky (n = 2) surge
como um cenário competitivo ao aliviar moderadamente a tensão em S8.
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Manoel Vicente de Souza Filho

STUDY OF MODIFIED GRAVITY MODELS USING COSMOLOGICAL MATTER
CLUSTERING DATA

ABSTRACT

The growth of cosmic structures is investigated through the analyses of f(z) and σ8(z)

cosmic observables data, using non-parametric Gaussian Process reconstructions com-
bined with MCMC statistical analyses. The standard flat-ΛCDM model, General Rela-
tivity–based extensions, and F (R) modified gravity scenarios are systematically compared
in terms of statistical performance, physical consistency, and the level of tension in the S8

parameter relative to the Planck -2018 benchmark. Our results show that, while ΛCDM
remains consistent with current data, it exhibits deviations at high redshifts. Among
physically viable alternatives, the Hu–Sawicki (n = 1) model emerges as the most robust
scenario, providing good agreement with observational data and compatibility with local
gravity tests, while the Starobinsky (n = 2) model appears as a competitive alternative
by moderately alleviating the S8 tension.
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Capítulo 1

Introdução

O modelo padrão da cosmologia, o ΛCDM (Lambda Cold Dark Matter) plano, tem se
revelado bem sucedido na tarefa de descrever o Universo observado. Esse modelo não
apenas oferece uma descrição satisfatória da atual fase de aceleração cósmica que nosso
Universo atravessa, como também explica corretamente a dinâmica da formação das estru-
turas em grande escala reveladas pelos dados observacionais (DODELSON et al., 1996).
Apesar de suas virtudes, o cenário ΛCDM pressupõe a existência de duas componentes
materiais exóticas cuja natureza permanece desconhecida: a energia escura e a matéria
escura. Ambas desempenham papéis fundamentais dentro do modelo: enquanto a ener-
gia escura é responsável pela aceleração cósmica, a matéria escura governa o processo de
formação de estruturas no Universo.

Para entendermos o significado da sigla ΛCDM, lembremos que, nesse cenário, a ener-
gia escura é representada por um termo presente nas equações de campo da Relatividade
Geral (RG) (EINSTEIN, 1915), a constante cosmológica Lambda, denotada por Λ. Além
disso, para que seja eficiente na tarefa de conduzir o processo de formação de estrutu-
ras, a matéria escura deve ser não relativística, aproximadamente sem pressão, as vezes
apelidada de fria, de onde deriva o termo Cold Dark Matter (CDM).

A natureza física desses dois constituintes escuros é ainda desconhecida, o que tem mo-
tivado tentativas de reformular o paradigma padrão por meio de extensões simples, como
os modelos tipo-ΛCDM,incluindo, por exemplo, o modelo ωCDM e suas generalizações,
bem como propostas mais profundas envolvendo a modificação da teoria da gravidade,
nas quais a RG é interpretada como limite de uma teoria gravitacional mais geral.

Nos últimos anos, a robustez do modelo padrão tem sido fortemente testada por levan-
tamentos observacionais de alta precisão. Em particular, análises recentes das medidas
de oscilações acústicas de bárions (OAB) obtidas pelo DESI, combinadas com dados de
radiação cósmica de fundo (RCF) e catálogos de supernovas do Tipo Ia, indicam que o
modelo cosmológico de concordância, o ΛCDM plano, é menos favorecido que um modelo

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

com energia escura evolutiva, o ω0ωaCDM (LODHA et al., 2025). Esses resultados têm
motivado uma série de estudos dedicados à investigação de modelos alternativos, desde
extensões simples do ΛCDM até cenários envolvendo gravidade modificada (GM), por
meio de comparações estatísticas com dados cosmológicos atuais (KOYAMA, 2016; LA-
ZARIN e ET AL., 2026a; LOPES e ET AL., 2026a,b; NUNES e BERNUI, 2020; NUNES
et al., 2020; OLIVEIRA et al., 2025a; SABOGAL et al., 2025).

O objetivo central deste trabalho é comparar modelos cosmológicos alternativos com o
modelo de concordância ΛCDM plano. Para tanto, analisaremos a evolução temporal das
perturbações de matéria e a confrontaremos com os dados cosmológicos mais recentes, que
abrangem uma ampla faixa de redshifts. Em particular, o estudo da taxa de crescimento
das estruturas, f(z), e da amplitude das flutuações de densidade de matéria na escala
de 8h−1 Mpc, σ8(z), constitui uma ferramenta poderosa para testar a consistência do
modelo padrão e suas extensões. A utilização simultânea de f(z) e σ8(z) permite ainda
quebrar a degenerescência presente no parâmetro combinado [fσ8](z), oferecendo uma
avaliação mais detalhada dos mecanismos que impulsionam a formação das estruturas
cósmicas (BAUMANN, 2022; COLES, 1996; DODELSON, 2003; FRANCO et al., 2025c).

Segundo a teoria linear de perturbações, esses observáveis dependem tanto da his-
tória de expansão do Universo quanto da teoria gravitacional subjacente (LINDER,
2005). Assim, diferentes modelos cosmológicos, desde extensões simples, como o mo-
delo ωCDM (PLANCK COLLABORATION et al., 2020), até cenários mais complexos
de GM, como os modelos F (R) das classes de Starobinsky (STAROBINSKY, 2007) e
Hu–Sawicki (HU e SAWICKI, 2007), preveem evoluções distintas para f(z) e σ8(z). Tais
diferenças podem ser confrontadas com dados astronômicos atuais, com o intuito de in-
vestigar se a tensão entre resultados da RCF e observações de estruturas em larga escala
pode ser interpretada como uma possível assinatura de nova física (MACAULAY et al.,
2013).

Neste contexto, conduziremos uma análise comparativa entre o modelo padrão ΛCDM
e diversas propostas alternativas, utilizando medidas recentes do fator de crescimento
f(z) e da amplitude das flutuações de matéria σ8(z) obtidas por diferentes traçadores
cosmológicos, como distorções no espaço de redshift e levantamentos espectroscópicos de
grande escala (ALAM et al., 2017; AVILA et al., 2022a; BEUTLER et al., 2014; BLAKE
e ET AL., 2011; FRANCO et al., 2025c). Para isso, resolveremos numericamente as
equações de evolução das perturbações lineares para cada modelo cosmológico conside-
rado, confrontando suas previsões com conjuntos de dados observacionais compilados na
literatura, incluindo medições de fσ8 e resultados do satélite Planck (KOYAMA, 2016;
NESSERIS e GARCÍA-BELLIDO, 2018; PLANCK COLLABORATION et al., 2020).
Nosso propósito é identificar possíveis desvios em relação ao modelo padrão e contribuir
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para o debate em curso sobre a robustez do paradigma cosmológico vigente, investigando
se determinadas classes de teorias de Gravitação Modificada (GM) podem descrever ade-
quadamente o Universo observado (ISHAK, 2019; JOYCE et al., 2015; RIBEIRO et al.,
2024).

Por fim, buscamos determinar quais modelos de GM, ou ainda quais extensões do tipo
ΛCDM, podem ser considerados competidores sérios ao modelo ΛCDM plano na tarefa de
descrever o Universo observável (BAUMANN, 2022; COLES, 1996; DODELSON, 2003;
PLANCK COLLABORATION et al., 2020).

Esta dissertação está organizada da seguinte forma. No Capítulo 2 são apresentados os
fundamentos da cosmologia contemporânea. O Capítulo 3 aborda a formação e a evolução
das estruturas em grande escala. No Capítulo 4, discutem-se extensões ao modelo padrão,
com ênfase em cenários de gravidade modificada. O Capítulo 5 descreve os procedimentos
metodológicos e estatísticos utilizados neste estudo. Os resultados e suas discussões são
apresentados no Capítulo 6, enquanto as conclusões finais são reunidas no Capítulo 7.
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Capítulo 2

Modelo Padrão da Cosmologia

A Cosmologia Moderna teve sua origem no cenário científico após a publicação da Te-
oria da RG por Albert Einstein em 1915 (EINSTEIN, 1915). Este marco revolucionário
na física foi o estopim para o desenvolvimento do modelo do Big Bang, que é o cenário
que melhor descreve a dinâmica cosmológica em larga escala. Em conjunto com a hipó-
tese inflacionária, essas ideias permitiram a consolidação do Modelo Cosmológico Padrão,
o ΛCDM plano, o qual apresenta excelente concordância com observações da radiação
cósmica de fundo, das oscilações acústicas de bárions, da estrutura em larga escala e
da expansão acelerada do Universo (ALBRECHT e STEINHARDT, 1982; AVILA et al.,
2025b; GAMOW, 1948; GUTH, 1981; LINDE, 1982; PEEBLES, 1984; PLANCK COLLA-
BORATION et al., 2020; RIBEIRO et al., 2025). Este modelo, por sua vez, é sustentado
por alicerces teóricos ancorados no Princípio Cosmológico e na teoria da RG, cujo ar-
cabouço científico está observacionalmente respaldado na expansão do Universo (AVILA
et al., 2023; HUBBLE, 1929; LOPES et al., 2024), nucleossíntese primordial, RCF (AVILA
et al., 2025c; BERNUI e REBOUÇAS, 2009, 2010; BERNUI et al., 2007a; MOKEDDEM
et al., 2026; NOVAES et al., 2015, 2016), e formação de grandes estruturas no Universo,
tal como galáxias e aglomerados (AVILA et al., 2022a,b; AVILA et al., 2024, 2025a; CO-
LES, 1996; DE CARVALHO et al., 2021; FRANCO et al., 2025a,b,c; KAISER, 1987;
MARQUES e BERNUI, 2020; MARQUES et al., 2019; PEEBLES, 1980).

O Princípio Cosmológico, um dos fundamentos da cosmologia contemporâ-
nea (ABRAMO et al., 2006; AKRAMI et al., 2020; AVILA et al., 2019, 2021, 2018;
BERNUI e HIPÓLITO-RICALDI, 2008; BERNUI et al., 2006, 2007b, 2014; BERNUI,
2008, 2009; BERNUI et al., 2018; DIAS et al., 2023; FRANCO et al., 2024; KESTER
et al., 2024; LOPES et al., 2025; MAARTENS, 2011; MARQUES et al., 2018; MOKED-
DEM et al., 2023, 2026), assume que em uma escala suficientemente ampla (tipicamente,
para escalas acima de 100 Mpc (DIAS et al., 2023)1) o Universo exibe características
uniformes independentemente de sua localização. Essa concepção de ausência de direções

1A unidade de distância Mpc é uma medida de distâncias astronômicas que vale, aproximadamente,
3, 26 milhões de anos-luz.

5



6 CAPÍTULO 2. MODELO PADRÃO DA COSMOLOGIA

privilegiadas e pontos centrais foi pioneiramente introduzida por Nicolau Copérnico, um
heliocentrista que desafiou a teoria predominante da época, o geocentrismo. Com base em
suas observações, Copérnico argumentou que a Terra não ocupava uma posição central
no sistema solar e, portanto, não desfrutava de um status privilegiado no espaço.

No contexto do Princípio Cosmológico, a isotropia e a homogeneidade emergem como
características fundamentais do espaço-tempo. A isotropia implica a ausência de direções
preferenciais no espaço cósmico, ou seja, todas as direções são igualmente significantes e
estão regidas pelas mesmas leis físicas e propriedades do Universo. Já a homogeneidade
diz respeito à ausência de posições preferenciais no espaço. Assim, desde qualquer ponto
de observação, o Universo apresenta caraterísticas similares às observações desde outros
pontos.

2.1 Teoria da Relatividade Geral

Cerca de uma década após a publicação da Teoria da Relatividade Especial (RE) em
1905, que consolidou os conceitos de espaço e tempo em uma entidade unificada conhecida
como contínuo espaço-tempo, assim como os conceitos de massa e energia, Einstein desen-
volveu uma extensão de sua teoria. Essa expansão incorporou de maneira mais abrangente
os efeitos gravitacionais, aprimorando assim a compreensão da interação entre a geometria
do espaço-tempo e a presença de matéria e energia (EINSTEIN, 1915).

Quando foi postulada, a teoria da gravitação de Einstein era uma teoria totalmente
nova, na qual a gravidade é um efeito geométrico do espaço-tempo ocasionado pela dis-
tribuição de matéria e energia presentes nele. A motivação de Einstein para desenvolver
a RG é dada pelo fato de haver um desacordo entre a interação instantânea descrita pela
gravitação Newtoniana e a RE, pois, até o momento, a teoria clássica da gravitação não
havia apresentado conflitos entre as predições e as observações (CATTANI, 1998), exceto
o fato de ter falhado ao explicar as irregularidades na órbita do planeta Mercúrio 2.

Em contrapartida, a RG alcançou sucesso notável ao abordar não apenas a órbita de
Mercúrio (ARTHURY et al., 2012), mas também em enfrentar com êxito outros testes
clássicos. Esse desempenho consolidou a RG como a teoria física mais consistente em
comparação com a teoria Newtoniana da gravitação.

A teoria da RE de Einstein possui elemento de linha descrito pela métrica de Min-
kowski para o espaço-tempo plano:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (2.1)

em que pode ser, compactamente, reescrita como (BUSTI (2009)):

2O planeta Mercúrio avança cerca de 43′′ de arco por século, nunca completando totalmente a elipse
da sua órbita.
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ds2 = ηµνdx
µdxν , (2.2)

em que ηµν = diag(−c, 1, 1, 1) é a métrica do espaço-tempo plano, xµ são as coordenadas
espaço-temporais e c representa a velocidade de luz, e a quantidade ds2 é um invariante
para qualquer sistema de coordenadas.

Para incorporar os efeitos gravitacionais à métrica, é imprescindível utilizar uma mé-
trica que revele as propriedades intrínsecas do espaço-tempo. Esse foi o ponto de partida
de Einstein, que postulou que, ao considerar esses efeitos gravitacionais, o espaço-tempo
é intrinsecamente curvo em quatro dimensões de acordo com a geometria riemanniana.
Dessa forma, o elemento de linha para o espaço-tempo pode ser expresso da seguinte
maneira (CATTANI, 1998):

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.3)

sendo o elemento de linha, neste caso, também chamado de métrica de Riemann, gµν

o tensor métrico e µ, ν = 0, 1, 2, 3 (correspondendo, nessa ordem, a uma coordenada
temporal e três espaciais). Além disso, a equação (2.2) é um caso particular da (2.3).

Deve-se notar que, quando considerado o espaço-tempo plano, o tensor métrico assume
valores diagonais do tipo g00 = −g11 = −g22 = −g33 = 1. Considerando casos mais gerais
de espaços-tempos, o tensor métrico vai ter uma forma mais geral (por exemplo, não
necessariamente será diagonal).

A partir de gµν , é possível escrever os símbolos de Christoffel3 denotados como

Γβ
µν =

1

2
gβα(∂µgαν + ∂νgαµ − ∂αgµν) . (2.4)

Assim, o tensor de Riemann ou tensor de curvatura pode ser expresso em termos dos
símbolos de Christoffel da seguinte maneira

Rα
βµν = ∂µΓ

α
βν − ∂νΓ

α
µβ + Γα

τµΓ
τ
βν − Γα

τνΓ
τ
µβ . (2.5)

Por outro lado, o tensor de Ricci, empregado nas equações de campo da RG, é obtido
por meio da contração do tensor de Riemann, conforme expresso por

Rµν = gαβRµαβν = Rα
µαν , (2.6)

que resulta na seguinte expressão

Rµν = ∂µΓ
β
βν − ∂βΓ

β
µν + Γβ

τµΓ
τ
βν − Γβ

τβΓ
τ
µν , (2.7)

3Os símbolos de Christoffel não possuem caráter tensorial.
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com o escalar de Ricci dado por
R = gµνRµν . (2.8)

Através das considerações citadas e do princípio da covariância, que estabelece que
as leis físicas devem ter a mesma forma em todos os sistemas de referência possíveis
(HENNEAUX e TEITELBOIM, 1989), Einstein chegou a equação de campo que descreve
a relação entre a geometria espaço-temporal com o conteúdo de matéria-energia

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR = ξTµν , (2.9)

onde Gµν é tensor de Einstein, Rµν é o tensor de Riemann, gµν é o tensor métrico, R é o
escalar de Ricci e ξ = 8πG

c4
é a constante de Einstein e Tµν é o tensor energia-momento.

Temos também que a lei de conservação do tensor energia-momento dada segundo a
identidade de Bianchi é

∇µT
µν = 0. (2.10)

Na equação (2.9), o lado esquerdo está relacionado à geometria do espaço-tempo,
enquanto que o direito ao conteúdo de matéria e energia. Portanto, pode-se inferir que a
presença de matéria e energia modifica a geometria espaço-temporal.

Com base nas suas equações de campo e considerando as consequências do Princí-
pio Cosmológico, Einstein obteve um modelo cosmológico cujo o Universo não poderia
ser estático, ou seja, haveria de ter um colapso gravitacional ou uma expansão. Dessa
forma, a teoria da RG mostrava que modelos contendo matéria não poderiam ser está-
ticos. Por não haver, até então, evidências observacionais que sugerissem um Universo
não-estático, ele adicionou em suas equações de campo um termo que teria ação oposta
à gravidade, denominada de constante cosmológica, Λ, o que possibilita a anulação dos
efeitos gravitacionais que afetam a instabilidade do Universo (DELBEM, 2010).

Se esta constante fosse diferente de zero, o Universo estático contendo matéria não
colapsaria sob sua própria gravidade, fornecendo soluções cosmológicas estáticas mais
estáveis (DELBEM, 2010). Contudo, em 1929, as observações conduzidas por E. Hubble
indicaram que o Universo estava, na verdade, em expansão. Este resultado foi antecipado
de forma independente por Friedmann em 1922, quando aplicou as equações da RG à
cosmologia, prevendo um Universo em expansão (FRIEDMANN, 1924). Portanto, as
observações de Hubble forneceram uma confirmação empírica crucial para a ideia de um
Universo dinâmico, marcando um momento significativo na compreensão da cosmologia,
que introduziu a hoje conhecida da Lei de Hubble-Lemaître, que será discutida mas a
frente.

A partir de 1998, com a observação de supernovas do tipo Ia (SN Ia) pelos grupos
liderados por A. Riess (RIESS et al., 1998) e S. Perlmutter (SUPERNOVA COSMOLOGY
PROJECT COLLABORATION, 1999), a constante cosmológica passou a ser referenciada
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como o parâmetro que quantifica a presença de uma componente misteriosa no Universo,
denominada Energia Escura. Esta entidade é reconhecida como responsável por essa
expansão acelerada do Universo, redefinindo nossa compreensão fundamental da dinâmica
cósmica. Com o emprego dessa constante cosmológica, a equação (2.9) fica:

Gµν + Λgµν = ξTµν . (2.11)

Um desafio ainda não solucionado na cosmologia refere-se à constante cosmológica
Λ, que é conceptualizada como a energia do vácuo (BOUSSO, 2008). Contudo, uma
discrepância substancial surge ao confrontarmos os valores derivados da Teoria Quântica
de Campos com aqueles deduzidos a partir de dados cosmológicos. Neste contexto, uma
disparidade de ordens de magnitude se manifesta, caracterizando o dilema amplamente
conhecido como o problema da constante cosmológica (WEINBERG, 1989). Este enigma
representa um desafio significativo na compreensão da natureza fundamental da energia
do vácuo e destaca a necessidade premente de uma reconciliação mais profunda entre a
teoria quântica e a cosmologia observacional.

Entretanto, desde o final da década de 1920, é reconhecido que o Universo está em
expansão, com as propriedades de homogeneidade e isotropia estatísticas (DUPRE, 2000).

Com base no que já foi exposto, para desenvolver um modelo cosmológico coerente,
é essencial adotar a premissa de que o Universo é espacialmente homogêneo, isotrópico e
em expansão. Isso nos permite fazer o uso de outro sistema de coordenadas chamado de
coordenadas comóveis. Essas coordenadas, por sua vez, são mantidas durante o processo
de expansão. Assim, como a expansão do Universo é uniforme, podemos relacionar uma
distância real r⃗ com a distância comóvel x⃗ pela relação

r⃗ = a(t) x⃗ , (2.12)

onde a homogeneidade foi empregada para assegurar que a(t) seja exclusivamente uma
função do tempo t. O termo a(t) é designado como fator de escala e descreve o modo como
as distâncias físicas se aumentam com o tempo, considerando que o valor de x⃗ permanece,
por definição, constante 4. Pode-se observar, por exemplo na figura 2.1 as distâncias na
grade comóvel permanecem as mesmas, sendo reguladas pelo fator de escala, enquanto
que se percebe o aumento na grade das coordenadas físicas.

Dessa forma, ao aplicar a Equação de Campo em uma escala cósmica, ou seja, ao
descrever o Universo como um todo, é necessário empregar a métrica de Friedmann-
Lemaître-Robertson-Walker (FLRW), que atende a esses princípios. Essa métrica define
a geometria de um Universo com tais características, caracterizando-se por uma expansão
contínua. Consequentemente, para descrever adequadamente a evolução do Universo,
a métrica FLRW é utilizada, conforme destacado por (FABRIS e VELTEN, 2013). O

4|x⃗| tem unidades de distância, enquanto a(t) é uma função adimensional
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Figura 2.1: Imagem que descreve o comportamento do fator de escala. Fonte: http:
//people.virginia.edu/~dmw8f/astr5630/Topic16/t16_scale_factor.html

elemento de linha dessa métrica é expresso por

ds2 = − c2dt2 + a(t)2

[
dr2

1− κ r2

R2
0

+ r2dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2

]
. (2.13)

em que r, θ, ϕ são coordenadas esféricas comóveis, κ/R2
0 é a curvatura Gaussiana 3D, e

a constante κ é o escalar de curvatura normalizado, que pode assumir os valores κ = +1

(geometria esférica), κ = −1 (geometria hiperbólica) e κ = 0 (geometria Euclideana),
como ilustra a figura 2.2 para o caso 2D.

Figura 2.2: Tipos de curvatura do 3-espaço. O Universo pode ser fechado (acima), aberto
(meio), ou plano (abaixo). Fonte: NASA/WMAP

Por outro lado,
dx0 = dt; dx1 = dr; dx2 = dθ; dx3 = dϕ . (2.14)

Comparando a equação (2.2) com a (2.13), e adotando gµν = 0 para µ ̸= ν e gµν ̸= 0, é
possível determinar a matriz gµν , que é dada pela seguinte forma:

 http://people.virginia.edu/~dmw8f/astr5630/Topic16/t16_scale_factor.html
 http://people.virginia.edu/~dmw8f/astr5630/Topic16/t16_scale_factor.html
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gµν =


− c2 0 0 0

0
a2

1− κ r2

R2
0

0 0

0 0 a2r2 0

0 0 0 a2r2 sin2 θ

 (2.15)

Nota-se que a parte espacial da métrica varia temporalmente seguindo a variação do
fator de escala a = a(t). Além disso, o Princípio Cosmológico recomenda considerarmos
que, em grande escala, todo o conteúdo de matéria do Universo possa ser descrito em
termos de um fluido perfeito 5, cujo tensor energia-momento é dado por:

T µν = (ρ+
p

c2
)uµuν − pgµν , (2.16)

em que p , ρ e uµ são a pressão, a densidade de energia e a quadri-velocidade adimensional
do fluido, respectivamente (WEINBERG, 2008).

Para elucidar a dinâmica do Universo, é imperativo compreender a variação tempo-
ral do fator de escala a(t) e outras grandezas associadas. A equação de Friedmann
deriva-se das Equações de Einstein (2.11), aplicada à FLRW (esta também justificada
pelo Princípio Cosmológico), tendo em vista um fluido perfeito para o tensor de energia-
momento Tµν , como mostra a seguir(

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− κ c2

a2R2
0

+
c2Λ

3
, (2.17)

onde ˙ representa a derivada com relação ao tempo cósmico. Substituindo (2.16) em (2.10)
obtemos a equação da continuidade, escrita como

ρ̇+ 3
ȧ

a

(
ρ+

p

c2

)
= 0. (2.18)

Combinando (2.17) e (2.18) obtemos a equação da aceleração dada por

ä

a
= −4πG

3

(
ρ+ 3

p

c2

)
. (2.19)

Ao analisarmos a equação (2.19), é possível perceber que a aceleração só é positiva e
não-nula (i.e., ä > 0) para p < −c2ρ/3. Observa-se também que, na presença de uma
pressão positiva (p > 0) no material em avaliação, a magnitude do termo à direita da
equação aumenta em relação ao caso em que a pressão é nula (p = 0), resultando em um
valor mais negativo. Isso, por sua vez, implica na desaceleração do processo de expansão.

5Considera-se que este fluido pode ser completamente descrito pela densidade relativista de matéria-
energia, ρ, e pressão, p, ambos compartilhando as propriedades de homogeneidade e isotropia do espaço
3D.
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2.2 O Parâmetro de Hubble

A Lei de Hubble - Lemâitre descreve uma relação proporcional entre a velocidade de
recessão (v = dr/dt) de objetos celestes, como galáxias, e sua distância em relação ao
observador. Essa lei é fundamental para compreender a expansão do Universo. Ao apli-
carmos a distância comóvel, conforme expressa a equação (2.1), a esse conceito, estamos
considerando as coordenadas cosmológicas da distância que levam em conta o fator de
escala do Universo. Isso proporciona uma compreensão mais abrangente e precisa da
relação entre a velocidade de afastamento dos objetos cósmicos e sua distância em um
contexto cosmológico mais amplo, dando-nos a seguinte expressão

v⃗ =
dr⃗

dt
=

| ˙⃗r|
|r⃗|

r⃗ =
ȧ

a
r⃗ , (2.20)

cuja forma mais conhecida é
v = H r , (2.21)

em que H = H(t) é conhecido como Parâmetro de Hubble, relacionado com a taxa de
expansão do Universo, e definido como

H(t) ≡ ȧ(t)

a(t)
. (2.22)

Nota-se que, ao usarmos o resultado da equação do parâmetro de Hubble (2.22) na
equação de Friedmann (2.17), é possível obter uma notação mais compacta que fornece a
evolução de H(t)

H(t)2 =
8πG

3
ρ(t)− κ c2

R2
0 a(t)

2
. (2.23)

2.3 A Evolução do Universo

A equação de estado constitui um alicerce fundamental na cosmologia, delineando a in-
terdependência entre a densidade ρ e a pressão p das componentes específicas do Universo
que estamos investigando em sua evolução temporal. Assim, a compreensão da dinâmica
evolutiva dessas componentes cósmicas requer não apenas a familiarização com a equação
de estado, mas também uma apreciação mais ampla das propriedades físicas e compor-
tamentais associadas a essas entidades no contexto da cosmologia. Assim, a equação de
estado é caracterizada pelo parâmetro w conforme a equação

w =
p

c2ρ
. (2.24)

Nas subseções a seguir, iremos melhor compreender o que consiste cada componente do
Universo e seu respectivo comportamento evolutivo. Para cada caso desses, será consi-
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derado um Universo de curvatura dada por κ = 0, isto é, plano, conforme indicam as
observações.

2.3.1 Matéria

Na cosmologia, o termo matéria refere-se à matéria não-relativística, cuja pressão exer-
cida no fluido é desprezível. Tal substância é responsável por compor o Universo em suas
diversas formas, incluindo partículas subatômicas, átomos, moléculas, e estruturas maio-
res, como estrelas, galáxias e aglomerados de galáxias, desempenhando um papel crucial
na evolução e estrutura do cosmos. Para tanto, ao analisarmos a equação (2.24), temos,
para esse caso, w = 0 implica que pm = 0, em que o subscrito m indica a componente
material.

A equação de estado onde o parâmetro w ≈ 0, carateriza a matéria não-relativista,
comumente chamada de poeira. Essa terminologia é geralmente aplicada para simplificar
a dinâmica da matéria em larga escala no contexto cosmológico, poucas partículas num
dado volume e que não exercem pressão. Este grupo é primariamente composto por duas
entidades distintas: a matéria escura fria e a matéria bariônica.

A Matéria Escura Fria, ou no inglês Cold Dark Matter refere-se a uma forma de
matéria hipotética que não interage diretamente com a luz e outras formas de radiação
eletromagnética, tornando-se virtualmente invisível aos métodos observacionais tradicio-
nais. Sua presença é inferida a partir dos efeitos gravitacionais que exerce sobre a matéria
visível, como galáxias e aglomerados de galáxias.

Por outro lado, a matéria bariônica constitui a matéria convencional, ou seja, composta
por bárions, incluindo prótons, elétrons e nêutrons, que formam átomos e, por conseguinte,
estruturas mais complexas no Universo observável, como estrelas, planetas e galáxias.

Dessa maneira, ao considerarmos um Universo composto somente por poeira, teremos
a pressão pm = 0, que na equação do fluido (2.18)

ρ̇m + 3
ȧ

a
ρm = 0 ⇒ 1

a3
d

dt
(ρma

3) = 0 ⇒ d

dt
(ρma

3) = 0, (2.25)

que, a partir da integração do último termo da equação, retorna

ρm ∝ 1

a3
, (2.26)

o que representa o decaimento da pressão da componente material com o volume.

Como é possível reescalar a(t) da seguinte forma a(t0) = a0 = 1, e levando em consi-
deração d

dt
(ρma

3) = 0, então obtém-se

ρm =
ρm0

a3
, (2.27)
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que, ao substituir na equação de Friedmann (2.17), com κ = 0, obtemos

aȧ2 =
8πGρm0

3
. (2.28)

Integrando a expressão anterior, o resultado expressa uma relação de proporcionalidade
do fator de escala com o tempo cósmico da forma a ∝ t2/3, tal que com a(t0) = 1,
podemos escrever

a(t) =

(
t

t0

)2/3

; ρm(t) =
ρm0

a3
=

ρm0t
2
0

t2
. (2.29)

Esse cenário é conhecido como Universo de Einstein de-Sitter, um modelo que con-
siste exclusivamente de matéria. Este Universo é caracterizado por uma geometria plana
(κ = 0) e uma expansão que perdura infinitamente ao longo do tempo, porém tende a
zero conforme se vê na expressão do parâmetro de Hubble, (H(t)) no Universo predomi-
nantemente dominado por essa componente

H(t) ≡ ȧ

a
=

2

3t
. (2.30)

2.3.2 Radiação

O conceito de radiação transcende não apenas a radiação em si, mas abrange toda a
matéria ultra-relativística, incluindo os constituintes materiais presentes nos estágios
iniciais do Universo. Sua equação de estado é expressa como w = 1/3, resultando em
uma relação entre pressão (pr) e densidade de energia (ρr), representada pela fórmula
pr = ρrc

2/3, sendo o subscrito r associado à radiação. Essa configuração é então apli-
cada à equação de estado (2.18), proporcionando uma descrição refinada das interações
fundamentais no contexto cósmico

ρ̇r + 3
ȧ

a

(
ρr +

ρr
3

)
= 0 ⇒ ρ̇r + 4

ȧ

a
ρr = 0 ⇒ d

dt

(
ρra

4
)
= 0 . (2.31)

De maneira análoga ao caso da matéria, o resultado da integral da última expressão
da equação anterior nos dá

ρr ∝
1

a4
, (2.32)

e usando a mesma parametrização do fator de escala, temos

a(t) =

(
t

t0

)1/2

; ρr(t) =
ρr0

a4
=

ρr0t
2
0

t2
. (2.33)

Dessa maneira, o parâmetro de Hubble pode ser escrito da seguinte forma

H(t) ≡ ȧ

a
=

1

2t
, (2.34)
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para um Universo dominado predominantemente pela radiação. Observe-se que um Uni-
verso completamente dominado pela radiação exibe uma taxa de expansão mais lenta
em comparação com um Universo totalmente dominado pela matéria. Essa disparidade
resulta da influência da pressão exercida pela radiação na equação de aceleração, con-
forme expresso pela equação da aceleração (2.19). Importante notar que tal componente
está ausente no caso da matéria, uma vez que a pressão de matéria (pm) é nula. Esse
fenômeno ilustra uma intrincada interação entre as diferentes formas de energia presentes
no cosmos, conduzindo a distintos comportamentos dinâmicos na expansão do Universo
(BAZEIA et al., 2008).

2.3.3 Matéria e Radiação

Podemos também tratar de uma situação física mais próxima da realidade, cujo o
Universo é dominado por mais de um elemento, isto é, um fluido feito por matéria e
radiação simultaneamente, de tal forma que

ρ = ρm + ρr , (2.35)

e onde as densidades evoluem na seguinte forma

ρm ∝ 1

a3
; ρr ∝ 1

a4
, (2.36)

ou equivalentemente
ρm = ρm0a

−3; ρr = ρr0a
−4 . (2.37)

A complexidade inerente à descrição de a(t) é agravada pela disparidade nas taxas
de evolução entre diferentes componentes energéticas. Em situações iniciais, quando a
radiação exerce domínio, emerge um intervalo temporal no qual as densidades de matéria
e radiação são comparáveis, ou seja, ρm = ρr. Este intervalo específico é denominado
como a época da equivalência matéria-radiação, uma fase crucial que será associada ao
subscrito eq. Este período não apenas representa uma transição marcante nas condições
do Universo, mas também tem implicações significativas na evolução dinâmica do cosmos,
exigindo uma análise cuidadosa das interações entre matéria e radiação.

Nesse contexto, desenham-se distintamente dois períodos cruciais na evolução cósmica:
o primeiro caracteriza-se como uma fase dominada pela radiação, na qual a dinâmica
evolutiva é regida pela relação descrita pelo modelo de radiação. Por sua vez, o segundo
período configura-se como uma era dominada pela presença de matéria, introduzindo uma
transformação substantiva na evolução cósmica, cujas nuances são delineadas pela relação
característica desse regime material.

Conhecidas as principais componentes do Universo, e sua relação com a evolução
temporal, é possível analisarmos a figura 2.3 que ilustra cada componente dominante em
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cada fase da evolução cósmica.

Figura 2.3: Evolução das componentes do Universo. Fonte: o autor.

2.4 Densidade Crítica

Um parâmetro importante para determinar a densidade de matéria no Universo é a
chamada densidade crítica (ρc), que pode ser obtida a partir da equação de Friedmann
(2.17). Para tanto, é conveniente reescrevê-la da seguinte forma

8πGρ(t)

3
= H(t)2 +

κ c2

R2
0 a(t)

2
. (2.38)

Multiplicando ambos os membros de (2.38) por H−2, obtemos

κ c2

H2a2R2
0

=
8πGρ

3H2
− 1 . (2.39)

Quando o Universo é Euclideano, ou seja, k = 0, o parâmetro de densidade assume o
seguinte valor

ρc =
3H2

8πG
. (2.40)

Podemos escrever a equação anterior tomando, para ela, o tempo presente, retornando-nos
o parâmetro de densidade crítica hoje, ρc0,

ρc0 =
3H2

0

8πG
= 1, 878× 10−29h2 g

cm3
, (2.41)
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em que h é a constante de Hubble em unidades de 100 km/s/Mpc.

A constatação de que o valor do parâmetro de densidade crítica ρc está notavelmente
próximo da densidade total atual ρ0 do Universo introduz uma intrigante "coincidência",
conhecida como o problema da planicidade. Este fenômeno levanta questões sobre a
razão pela qual esses valores são tão próximos, o que tem sido um desafio para a cosmo-
logia. A solução mais amplamente aceita entre os cosmólogos é abordada pela teoria da
Inflação Cósmica, que postula um período de expansão exponencial do Universo em
seus estágios iniciais. Esse conceito não apenas oferece uma explicação coerente para a
coincidência observada, mas também resolve várias outras questões fundamentais, pro-
porcionando uma estrutura robusta para a compreensão da evolução cósmica primordial.

Por conseguinte, a partir da equação (2.41) e conhecendo a densidade de matéria do
Universo, é possível inferir se sua geometria é hiperbólica, esférica ou Euclideana.

2.5 Parâmetro de Densidade

Os resultados provenientes de projetos de pesquisa observacional frequentemente não
são expressos diretamente em termos de densidade de energia (ρ), mas sim através do pa-
râmetro de densidade (Ω). Esta abordagem representa uma reparametrização que utiliza
um valor particular de densidade, concebido para garantir que a geometria do Universo
seja plana (k = 0). A transição para o parâmetro Ω é uma estratégia que simplifica a
análise, permitindo uma compreensão mais clara e concisa da dinâmica cósmica. Essa
reparametrização é fundamental para conciliar observações empíricas com os princípios
teóricos subjacentes, facilitando a interpretação e comparação dos resultados com as pre-
visões da equação de Friedmann

H(t)2 =
8πG

3
ρ(t)− c2 k

R2
0 a(t)

2
. (2.42)

O parâmetro de densidade Ωi: trata-se de uma quantidade adimensional que define a
taxa de contribuição de uma dada componente i na composição do Universo, e sua relação
é dada pela razão entre a densidade de energia ρi e a densidade crítica ρc

Ωi ≡
ρi
ρc

. (2.43)

A partir das definições apresentadas, é possível reescrever a equação de Friedmann (2.17)
da seguinte forma

H(t)2 = H2
0

[
Ωm0

(
a0
a(t)

)3

+ Ωr0

(
a0
a(t)

)4

+ ΩΛ + Ωκ0

(
a0
a(t)

)2
]
, (2.44)
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em que o termo Ωκ0 ≡ − c2 κ
R2

0 a
2
0 H

2
0

é o parâmetro de curvatura para o tempo hoje. As
observações atuais (PLANCK COLLABORATION et al., 2020) indicam que o Universo é
plano, o que nos permite fixar Ωk ≃ 0. Com isso, a equação (2.44) para o tempo presente,
isto é, H0 = H(t = t0) e a0 = a(t = t0), é dada por

Ωm0 + Ωr0 + ΩΛ = 1. (2.45)

É perceptível, ao observarmos os diferentes estágios da evolução do Universo, que diversos
parâmetros assumem o controle do processo de expansão. Em fases iniciais, quando o
fator de escala é diminuto, é a radiação que predomina, dirigindo a expansão cósmica.
Posteriormente, à medida que a influência da radiação diminui, a matéria passa a ser
a força dominante, seguida pela constante cosmológica. Essa sucessão de influências
destaca a complexidade dinâmica do Universo ao longo do tempo cósmico, evidenciando
a transição entre diferentes regimes de expansão regidos por parâmetros distintos.

No contexto do modelo padrão ΛCDM plano, a equação de Friedmann, utilizado os
parâmetros de densidade normalizados para os valores das observações atuais, é escrita
como

H(a)2

H2
0

= Ωr0a
−4 + Ωm0a

−3 + ΩΛ . (2.46)

Temos também que a contribuição da radiação no Universo atual não é significativa
quando comparada com a contribuição de matéria e energia escura hoje. Portanto, para
um Universo homogêneo, isotrópico e plano, a equação de Friedmann é dada pela seguinte
forma

H(a) = H0

√
Ωm0a−3 + ΩΛ . (2.47)

2.6 Parâmetro de Desaceleração

A investigação da variação temporal do fator de escala é uma questão primordial na
cosmologia. Contudo, essa análise demanda um conhecimento abrangente de todas as
componentes do Universo, bem como de suas densidades individuais, visto que o fator de
escala não é uma quantidade diretamente observável. Através das equações de Friedmann,
teríamos a capacidade de determinar com exatidão a forma funcional de a(t). No entanto,
a tarefa de obter informações precisas e acuradas sobre a contribuição de cada componente
do Universo se revela extremamente desafiadora (TORIBIO, 2007).

Através do fator de escala hoje, medido empiricamente, é possível obter importantes
informações sobre esta quantidade. Assim sendo, expandindo em série de potências em
torno do tempo atual, temos

a(t) = a(t0) +
da

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

(t− t0) +
1

2

d2a

dt2

∣∣∣∣∣
t=t0

(t− t0)
2 + ... (2.48)
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A representação em série de Taylor mencionada anteriormente é capaz de reproduzir
de forma exata o valor de a(t), desde que todos os infinitos termos sejam levados em
consideração. No entanto, é impraticável listar todos os termos da série, uma vez que
uma forma aproximada já fornece valores bastante próximos da realidade. Isso se deve
ao fato de que, ao adicionar mais termos conforme indicado em (2.48), esses termos
adicionais tornam-se progressivamente menores. Dessa maneira, podemos desprezá-los,
simplificando a representação sem perder significativamente a precisão.

Boa parte dos modelos cosmológicos preveem que o fator de escala não muda de forma
abrupta com o tempo. Dessa forma, podemos considerar apenas os dois primeiros termos
da série

a(t) ≈ a(t0) +
da

dt

∣∣∣∣∣
t=t0

(t− t0) +
1

2

d2a

dt2

∣∣∣∣∣
t=t0

(t− t0)
2. (2.49)

Utilizando-se da normalização a(t0) = 1 e a definição do parâmetro H para o tempo
atual, temos

a(t) ≈ 1 +H0(t− t0)−
1

2
q0H

2
0 (t− t0)

2, (2.50)

em que o termo q0 representa o parâmetro de desaceleração medido atualmente, cuja
definição para um tempo qualquer t é

q(t) ≡ − ä(t) a(t)

ȧ(t)2
. (2.51)

Observamos, a partir da equação fornecida, que a expansão do Universo pode
manifestar-se como constante, acelerada ou desacelerada, dependendo dos valores as-
sociados a ä. É possível visualizar na figura 2.4 que o parâmetro q admite diferentes
comportamentos para distintos valores de a, para os quais se adota o comportamento
para ä = 0, ä > 0 e ä < 0.

Figura 2.4: Parâmetro q para (a) ä = 0; (b) ä > 0 e (c) ä < 0. Fonte: o autor.

Vale ressaltar na figura 2.4 que: (a) representa um comportamento constante de q, (b)
indica uma aceleração, e (c) denota uma desaceleração.

Podemos usar (2.19) para expressar q(t) em temos dos constituintes materiais do
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Universo. Para isso, vamos escrever essa equação da seguinte maneira

ä(t)

a(t)
= −4πG

3
ρ(t) (1 + 3w). (2.52)

De forma análoga, para um Universo tomado por diversas componentes, tem-se

ä(t)

a(t)
= −4πG

3

∑
i

ρi(t) (1 + 3wi) , (2.53)

onde o subíndice i representa as possíveis diferentes componentes do Universo.

Dividindo (2.53) por H2, temos

ä

aH2
= −1

2

8πG

3H2

∑
i

ρi(1 + 3wi) = −1

2

∑
i

Ωi(t)(1 + 3wi) , (2.54)

em que Ωi(t) é dado por (2.43). Usando a definição do parâmetro de Hubble H(t) ≡
ȧ(t)/a(t), temos

äa

ȧ2
= −1

2

8πG

3H2

∑
i

ρi(1 + 3wi) = −1

2

∑
i

Ωi(1 + 3wi). (2.55)

Finalmente, da relação (2.51), obtemos

q(t) =
1

2

∑
i

Ωi(t) (1 + 3wi). (2.56)

Quando tomamos o tempo atual, a equação (2.56) resulta

q0 =
1

2

∑
i

Ω0,i(1 + 3w0,i). (2.57)

2.7 O Desvio para o Vermelho

Em suas observações na década de 20 (mencionadas na seção 2.1) E. Hubble, em cola-
boração com Vesto Slipher e Milton Humason, fez uma descoberta notável relacionada ao
comprimento de onda, λ0, das linhas de emissão de galáxias distantes. Eles observaram
que esse comprimento de onda era maior do que o esperado para os elementos constitu-
intes dessas galáxias, quando medidos em um referencial inercial. Essa discrepância pode
ser explicada ao considerarmos a hipótese de que o Universo está em expansão, causando
um esticamento proporcional ao fator de escala no comprimento de onda da radiação à
medida que ela se desloca do ponto de emissão para o ponto de observação.

Esse fenômeno intrigante ficou conhecido como desvio para o vermelho cosmológico, ou
redshift em inglês. Esse desvio para o vermelho ocorre devido à expansão do espaço entre
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a fonte emissora e o observador, resultando em um aumento do comprimento de onda
da luz. O redshift cosmológico, denotado por z, representa não apenas uma ferramenta
observacional valiosa, mas também um indicativo crucial da dinâmica de expansão do
Universo. Esse parâmetro é definido como

1 + z(t) ≡ λ0 − λ(t)

λ(t)
=

a0
a(t)

, (2.58)

onde z = 0 se refere ao redshift correspondente ao tempo presente. Para um Universo
em expansão, tem-se a(t0) > a(t) e z > 0, que representa um desvio para o vermelho,
como mostra a figura 2.5. Em contrapartida, para um Universo em contração, tem-se
a(t0) < a(t) e z < 0 ou seja, um desvio para o azul (AMENDOLA e TSUJIKAWA, 2010).

Figura 2.5: Representação do feito do alongamento do comprimento de onda da radiação ao
se propagar através de um espaço em expansão. Fonte: http://www2.astro.psu.edu/users/
cpalma/astro1h/class28.html.

Considerando o ajuste do fator de escala no presente, representado pela escala
a(t0) = 1, a equação (2.58) pode ser reescrita de maneira a destacar a relação intrínseca
entre o fator de escala e o redshift

a(t) =
1

1 + z(t)
. (2.59)

Diante desse contexto, a reconfiguração da equação de Friedmann em relação aos parâ-
metros de densidade (2.47) abre espaço para uma reformulação que se articula em torno
do redshift. Essa reformulação proporciona uma descrição da expansão do Universo por
meio de uma parametrização temporal que é amplamente empregada na cosmologia ob-
servacional. Segundo ela, a equação (2.47) poderá ser reescrita como

H(z) = H0

√
Ωm0(1 + z)3 + ΩΛ . (2.60)

http://www2.astro.psu.edu/ users/cpalma/astro1h/class28.html.
http://www2.astro.psu.edu/ users/cpalma/astro1h/class28.html.
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Capítulo 3

Teoria das Perturbações Cosmológicas

O Universo observável exibe uma rica variedade de estruturas desde pequenas galáxias
até vastas redes cósmicas que não podem ser descritas apenas pelo modelo homogêneo e
isotrópico de FLRW. Segundo o Modelo Cosmológico Padrão, essas estruturas evoluíram
a partir de pequenas flutuações primordiais que se amplificam ao longo do tempo, e
compreender sua evolução é essencial para utilizar observáveis cosmológicos capazes de
discriminar entre diferentes modelos teóricos (BAUMANN, 2022; COLES, 1996; NOVAES
et al., 2016; SALES et al., 2022, 2023).

As aglomerações observadas na distribuição de matéria em larga escala, assim como
as flutuações de temperatura na RCF refletem as perturbações sobre o espaço-tempo
de FLRW, chamado de espaço-tempo de background (MUKHANOV, 2005; WEINBERG,
2008). Quando estudadas no contexto da RG, essas perturbações fornecem predições
observacionais como o espectro de potência linear, a flutuação de densidade de matéria,
o crescimento de estruturas, o efeito de lenteamento gravitacional fraco, e parâmetros
derivados de oscilações acústicas, que servem como ferramentas importantes para testar a
validade de um modelo cosmológico (BAUMANN, 2022; MA e BERTSCHINGER, 1995a).

Para descrever o Universo observado com aglomerações e vazios (AVILA et al., 2018;
DIAS et al., 2023; FRANCO et al., 2024), partimos da métrica de FLRW e consideremos
o Universo preenchido por um fluido perfeito que representa o conteúdo médio do Uni-
verso (COLES, 1996). Em seguida, introduzimos pequenas perturbações na métrica e no
tensor energia-momento. A análise é organizada de modo a construir variáveis invarian-
tes por calibre, pois essas são diretamente interpretáveis fisicamente e se ligam de forma
objetiva aos observáveis mencionados.

Grande parte da formalização mostrada segue as referências clássicas (BAUMANN,
2022; DODELSON, 2003; MUKHANOV, 2005; PADMANABHAN, 1993; PUGNO, 2017),
mas aqui direcionamos o enfoque para a conexão entre teoria linear e inferência cosmoló-
gica.

23
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3.1 Perturbações Relativísticas

Iniciamos com a métrica FLRW com assinatura (−,+,+,+)

gµνdx
µdxν = −c2dt2 + a2(t) γijdx

idxj, (3.1)

onde γij é a métrica 3-dimensional que caracteriza a geometria espacial de curvatura
constante. Assumindo homogeneidade e isotropia em larga escala, a métrica espacial γij
é diagonal (MUKHANOV, 2005; WEINBERG, 2008).

A formulação torna-se mais prática ao utilizar o tempo conforme, definido por dη =

a−1dt, o que transforma a métrica em1

gµνdx
µdxν = a2(η)

[
−dη2 + γijdx

idxj
]
. (3.2)

O conteúdo material médio do Universo é modelado como um fluido perfeito, homo-
gêneo e isotrópico em volumes (ou áreas) suficientemente grandes (AVILA et al., 2019,
2018; DIAS et al., 2023; FRANCO et al., 2025a; MARQUES et al., 2018), caracterizado
por uma densidade e uma pressão médias de fundo. O tensor energia-momento assume
então a forma

Tµν(x
α) = [ρ̄(η) + p̄(η)]uµuν + p̄(η) gµν(x

α), (3.3)

onde xα ≡ (η, xi), com i = 1, 2, 3, uµ é o quadrivetor velocidade do fluido, e ρ̄(η) e p̄(η)

representam, respectivamente, a densidade média e a pressão média do espaço-tempo de
fundo (DODELSON, 2003; PEEBLES, 1980).

Introduzimos então perturbações lineares

gµν = ḡµν + hµν , |hµν/ḡµν | ≪ 1, (3.4)

Tµν = T̄µν + θµν , |θµν/ρ̄| ≪ 1, (3.5)

permitindo decompor as perturbações segundo o formalismo escalar-vetor-tensor (EVT).
Esse procedimento separa os modos dinamicamente independentes.

No espaço de Fourier, cada modo k se comporta como um grau de liberdade autônomo.
As funções próprias do Laplaciano satisfazem a seguinte relação

∆Q(s,v,t) = −k2Q(s,v,t), (3.6)

em que o superíndice (s,v,t) denota perturbações escalares, vetoriais e tensoriais, respec-
tivamente.

Para realizar a decomposição das perturbações em seus diferentes setores dinâmicos,
começamos separando cada quantidade perturbada em componentes escalares, vetoriais e

1De agora em diante adotamos c = 1.
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tensoriais, de acordo com suas propriedades geométricas no espaço tridimensional maxi-
mamente simétrico associado à métrica de fundo FLRW. Em particular, é útil reescrever
vetores e tensores simétricos de nível 2 em termos de quantidades derivadas de escalares,
uma vez que, no regime linear, os três setores não se misturam e podem ser tratados
independentemente. Daqui em diante, utilizaremos o superíndice (0) para denotar o setor
escalar, em completa analogia aos setores vetorial (1) e tensorial (2).

Um vetor arbitrário Qi pode sempre ser decomposto em uma parte sem divergência
(vetorial pura) e uma parte que é o gradiente de um escalar. Assim, a componente escalar
do vetor deve ser proporcional à derivada covariante de um escalar Q(0). Trabalhando no
espaço de Fourier, em que derivadas espaciais introduzem fatores proporcionais ao número
de onda k, a normalização natural leva à definição

Q
(0)
i = −k−1Q

(0)
|i . (3.7)

De forma análoga, um tensor simétrico de posto 2 pode ser decomposto em uma
contribuição escalar construída a partir de segundas derivadas de um escalar, somada a
um termo proporcional à métrica espacial γij, que ajusta corretamente o traço do tensor.
Esse procedimento produz a forma geral da parte escalar

Q
(0)
ij = k−2Q

(0)
|ij +

1

3
γijQ

(0). (3.8)

Essas definições estabelecem a decomposição escalar que será utilizada nas perturba-
ções cosmológicas.

Com isso, a métrica perturbada assume

g00 = −a2(η)
[
1 + A(η)Q(0)

]
, (3.9)

g0i = −a2(η)B(η)Q
(0)
i , (3.10)

gij = a2(η)
[
(1 + 2HLQ

(0))γij + 2HTQ
(0)
ij

]
. (3.11)

A normalização uµuµ = −1 implica

u0 =
1

a

(
1− AQ(0)

)
, ui =

1

a
vQ(0)i. (3.12)

O tensor energia-momento perturbado torna-se

T 0
0 = −ρ̄(1 + δQ(0)), (3.13)

T i
j = p̄

[
(1 + πLQ

(0))δij + πTQ
(0)i
j

]
, (3.14)

T 0
i = −(ρ̄+ p̄)(v −B)Q

(0)
i , (3.15)

T i
0 = −(ρ̄+ p̄)vQi(0). (3.16)
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Os parâmetros πL e πT possuem uma interpretação física bastante intuitiva: eles
descrevem, respectivamente, as amplitudes das perturbações isotrópicas e anisotrópicas
do fluido. Em termos mais precisos, πL está associado às deformações que preservam a
simetria esférica local, correspondendo às perturbações isotrópicas de pressão, enquanto
πT caracteriza distorções que quebram essa simetria, representando a parte anisotrópica
do tensor de pressão (ou, equivalentemente, tensões de cisalhamento).

Essa interpretação torna-se particularmente clara quando consideramos o caso limite
em que ambos os parâmetros se anulam, πL = πT = 0. Nessa situação, o tensor energia-
momento perturbado reduz-se exatamente ao tensor energia-momento do background. A
única contribuição perturbada remanescente é a densidade, descrita pela função δρ(η), a
qual representa a flutuação escalar da densidade em torno de seu valor médio cosmológico.

Além das componentes escalares, o tensor energia-momento apresenta termos que se
transformam como vetor (associados às perturbações da velocidade) e como o co-vetor
correspondente. Esses componentes surgem ao traduzirmos a descrição física no referen-
cial de repouso do fluido –inicialmente caracterizado por sua velocidade peculiar vi– para
o sistema de coordenadas adotado na métrica de fundo. É essa mudança de referencial que
introduz as perturbações vetoriais no tensor energia-momento, completando sua decom-
posição nos setores escalar, vetorial e tensorial (BAUMANN, 2022; PADMANABHAN,
1993).

3.2 Perturbações Invariantes no Calibre Conforme

A covariância da RG implica que diferentes escolhas de coordenadas podem representar
a mesma situação física. A escolha de um calibre fixa essa liberdade. Entretanto, combi-
nações apropriadas das funções perturbadas podem ser construídas de modo a permanecer
invariantes sob transformações de calibre, o que garante interpretação física direta.

A construção dos potenciais invariantes de Bardeen é um passo fundamental na teoria
de perturbações cosmológicas, pois permite separar os efeitos físicos reais daqueles que
surgem apenas de escolhas de coordenadas (BARDEEN, 1980). Para obter tais quantida-
des, combinações específicas das perturbações escalares da métrica são formadas de modo
a permanecerem inalteradas sob transformações de calibre escalar (KODAMA e SASAKI,
1984). Considerando a decomposição usual da métrica em termos das variáveis escalares
A, B, HL e HT , as combinações invariantes conhecidas como potenciais de Bardeen são
definidas por

Ψ = A+
1

k
Ḃ +

H
k
B − 1

k2

(
ḦT +HḢT

)
, (3.17)

Φ = HL +
1

3
HT +

H
k
B − H

k2
ḢT . (3.18)
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Aqui, H ≡ a′/a denota o parâmetro de Hubble conforme, definido em termos do tempo
conforme η, estando relacionado ao parâmetro de Hubble usual por H = aH. Essas
combinações são obtidas impondo-se que os termos que mudam sob uma transformação
infinitesimal de coordenadas se cancelam mutuamente. O resultado são variáveis que
capturam os efeitos físicos das perturbações gravitacionais: Ψ atua como potencial New-
toniano generalizado, enquanto Φ está ligada à curvatura espacial perturbada. Esses
potenciais são diretamente observáveis, aparecendo em fenômenos como lenteamento gra-
vitacional, deslocamento gravitacional de frequências e no crescimento das perturbações
de matéria.

De forma análoga à métrica, as perturbações da matéria também podem ser combi-
nadas de modo a formar quantidades invariantes. Em particular, a velocidade peculiar
do fluido v e a perturbação da densidade δ podem ser ajustadas com termos apropriados
que compensam a mudança de calibre associada a HT . Isso leva às variáveis invariantes

V = v − 1

k
ḢT , (3.19)

Dg = δ − 3(1 + w)Φ, (3.20)

onde V representa a velocidade peculiar livre de efeitos de calibre e Dg é a perturbação
de densidade na chamada gauge comóvel generalizada. Essas grandezas são úteis porque
permitem expressar as equações dinâmicas do fluido e da geometria em termos exclusiva-
mente físicos.

No calibre Newtoniano (ou longitudinal), definido pela escolha B = HT = 0, a métrica
perturbada adquire a forma diagonal

gµν(x
α) = a2(η)

[
−(1 + 2Ψ)dη2 + (1− 2Φ)γijdx

idxj
]
, (3.21)

de modo que os potenciais de Bardeen passam a coincidir diretamente com as perturbações
escalares da métrica. Essa forma simplificada permite derivar as equações lineares de
Einstein de maneira transparente.

A partir das equações de Einstein linearizadas, relacionando as perturbações da mé-
trica às do conteúdo material, obtemos três equações independentes. A primeira provém
da componente (00) de Einstein, que liga a perturbação da densidade ao potencial Φ

4πGa2ρ̄

[
Dg + 3(1 + w)

(
Φ +

H
k
V

)]
= (k2 − 3κ)Φ. (3.22)

A segunda, derivada da componente mista (0i), relaciona o potencial Ψ com a velocidade
peculiar

4πGa2(ρ̄+ p̄)V = k(Ψ̇ +HΦ). (3.23)

Já a diferença das componentes espaciais fornece a equação que mede a anisotropia do
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estresse
k2(Φ−Ψ) = 8πGa2Π(s). (3.24)

Em ausência de tensões anisotrópicas, Π(s) = 0, os dois potenciais coincidem: Φ = Ψ.
As equações de conservação ∇µT

µν = 0, que são independentes das equações de Eins-
tein, fornecem as equações de evolução para as perturbações da matéria. A conservação
da componente temporal gera a equação de continuidade

Ḋg + (3c2s − w)HDg + (1 + w)kV + 3wHΓ = 0, (3.25)

enquanto a conservação das componentes espaciais leva à equação de Euler

V̇ + (1− 3c2s)HV = k(Ψ + c2sΦ) +
c2sk

1 + w
Dg +

wk

1 + w
Γ

(
1− 3κ

k2

)
Π(s). (3.26)

No caso espacialmente plano, i.e., κ = 0, a equação (3.22) se reduz a uma relação de
Poisson relativística para Φ

Φ =
4πG ρ̄ a2

k2

(
δ +

H
k
V

)
. (3.27)

Finalmente, no regime sub-horizonte (k ≫ H), os termos dependentes de H/k tornam-se
desprezíveis e recupera-se a forma Newtoniana clássica

Φ =
4πG ρ̄ a2δ

k2
. (3.28)

Essa aproximação é particularmente importante para o estudo da evolução de estruturas,
pois conecta diretamente a dinâmica relativística das perturbações à formulação New-
toniana usada em simulações cosmológicas e na construção do espectro de potência da
matéria.

3.3 Descrição Newtoniana das Perturbações

O comportamento temporal do contraste de densidade δ é fundamental para descrever
a formação de estruturas no regime linear. Quando o comprimento de onda das per-
turbações é muito menor do que o tamanho do horizonte, a dinâmica prevista pela RG
pode ser tratada, com excelente precisão, por meio do limite Newtoniano aplicado a um
Universo em expansão. Esse resultado é discutido de forma detalhada em (DODELSON,
2003), onde se mostra que, no regime sub-horizonte, os potenciais gravitacionais variam
lentamente e a equação de Poisson recupera sua forma usual.

Nesse contexto, torna-se conveniente reescrever as equações de evolução das perturba-
ções em termos das variáveis gauge-invariantes D e V , que representam, respectivamente,
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a perturbação de densidade e o campo de velocidade no espaço de Fourier. Essa aborda-
gem segue o formalismo relativístico padrão apresentado em (MUKHANOV, 2005).

Considerando um fluido geral caracterizado pela equação de estado w, velocidade do
som cs e possíveis contribuições entrópicas e anisotrópicas dadas pelas equações (3.25) e
(3.26), obtém-se o seguinte sistema de equações de evolução para D e V

Ḋ − 3wHD = −
(
1− 3K

k2

)
[(1 + w)kV + 2HwΠ] , (3.29a)

V̇ +HV = k

[
Ψ+

c2s
1 + w

D +
w

1 + w
Γ− 2

3

(
1− 3κ

k2

)
w

1 + w
Π

]
. (3.29b)

Essas equações descrevem a evolução linear das perturbações em densidade e velocidade
em um cenário cosmológico homogêneo e isotrópico com curvatura espacial κ e fundo em
expansão caracterizado por H.

A variável D é definida por D = Dg+3(1+w)
[
Φ + HV

k

]
. Após substituir essa definição

nas equações perturbadas (3.29) e realizar as manipulações algébricas apropriadas, obtém-
se a seguinte equação de evolução para D

D̈ +
(
1 + 3c2s − 6w

)
HḊ +

[(
9

2
w2 − 12w + 9c2s −

3

2

)
H2 +

3

2
(3w2 − 1)κ+ (k2 − 3κ)c2s

]
D

= −(k2 − 3κ)w Γ− 2

(
1− 3κ

k2

)
Hw Π̇

+ 2
(
3w2 + 3c2s − 2w

)
H2Π+ w(3w + 2)K Π+

(
k2 − 3κ

3

)
w

(
1− 3κ

k2

)
Π.

(3.30)

As equações hidrodinâmicas Newtonianas constituem a base da descrição de fluidos
autogravitantes no regime não relativístico. Elas fornecem uma descrição efetiva da evo-
lução da matéria em escalas muito menores que o horizonte cosmológico, onde os efeitos
relativísticos podem ser desprezados (BUCHERT, 1992; PEEBLES, 1980). Nesse regime,
a densidade, o campo de velocidades, a pressão e o potencial gravitacional obedecem a
um conjunto de relações que expressam a conservação da massa e do momento, além da
relação gravitacional entre densidade e potencial. Para um fluido ideal sem dissipação,
a entropia segue a corrente do fluido (BERNARDEAU et al., 2002). Esse conjunto de
relações forma um sistema de equações composto pela equação da continuidade, Euler,
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Poisson e conservação da entropia, que são, respectivamente

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0, (3.31)

∂v

∂t
+ (v · ∇)v +

1

ρ
∇p+∇ϕ = 0, (3.32)

∇2ϕ− 4πGρ = 0, (3.33)
∂s

∂t
+ v · ∇s = 0. (3.34)

Para estudar a estabilidade do fluido e a evolução de perturbações gravitacionais, in-
troduzimos pequenas variações de primeira ordem nas grandezas acima e substituímos
no sistema. Esse procedimento, detalhado em referências como (MUKHANOV, 2005) e
(DODELSON, 2003), permite isolar apenas os termos lineares em cada variável pertur-
bada. Em seguida, aplicamos a transformada de Fourier, o que diagonaliza espacialmente
o problema e leva a um conjunto de equações independentes para cada número de onda
k. O resultado obtido é

Ḋ + 3
ȧ

a
D + iρkV = 0, (3.35)

V̇ +
ȧ

a
V + i

k

ρ

(
v2sD +

∂p

∂s
Σ

)
+ ikΦ = 0 . (3.36)

O ponto central da descrição do crescimento das estruturas no Universo é o contraste
de densidade, grandeza que mede o desvio relativo da densidade local em relação ao valor
médio cosmológico. Ele permite quantificar a presença de regiões de sobredensidade e
subdensidade no fluido cósmico; o contraste de densidade da matéria é definido por

δ(r, a) ≡ ρ(r, a)− ρ̄(a)

ρ̄(a)
, (3.37)

onde ρ(r, a) é a densidade na posição espacial r para um dado tempo cósmico t (e portanto
um fator de escala a(t)), enquanto ρ̄(a) representa a densidade média do Universo na
mesma época. Essa definição é fundamental na teoria de perturbações, pois δ é a variável
que efetivamente controla a evolução linear das flutuações de matéria, embora o contraste
de densidade não seja um observável cosmológico.

Ao restringirmos a análise ao regime adiabático, isto é, à situação em que não há va-
riação de entropia (Σ = 0), as equações de perturbação se simplificam significativamente.
Nesse caso, o sistema pode ser reduzido a uma única equação dinâmica para o próprio
contraste δ, que governará toda a evolução linear das flutuações de densidade.

Nesse contexto, as equações lineares (3.35) e (3.36) podem ser escritas, no espaço de
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Fourier, como

Ḋ + 3
ȧ

a
D + iρ k V = 0, (3.38a)

V̇ +
ȧ

a
V + ik

(
v2sk − 4πGρ

k2

)
D

ρ
= 0. (3.38b)

Utilizando a relação D = ρδ, a equação de continuidade (3.38a) assume a forma

ρδ̇ + 3
ȧ

a
ρδ + iρkV = δ̇ + ikV = 0, (3.39)

na qual simplificamos por ρ e destacamos a combinação δ̇+ ikV , que será útil para obter
a equação final para δ.

Derivando (3.39) em relação ao tempo, e levando em conta que o número de onda
físico satisfaz k = k0a0/a, obtemos

δ̈ + ik

(
V̇ − ȧ

a
V

)
= 0. (3.40)

Substituindo V̇ e V a partir de (3.38b) e eliminando a velocidade peculiar, chega-se
a uma equação diferencial de segunda ordem apenas em δ. Reorganizando os termos,
encontramos

δ̈ + 2
ȧ

a
δ̇ +

(
v2sk

2 − 4πGρ
)
δ = 0 (3.41)

A equação (3.41) corresponde à equação de Jeans e resume a dinâmica fundamental do
crescimento das perturbações no regime linear. O termo proporcional a v2sk

2 representa o
suporte devido à pressão, responsável por inibir a amplificação das flutuações em pequenas
escalas, enquanto o termo gravitacional −4πGρ atua no sentido de amplificá-las. Por fim,
o fator 2(ȧ/a)δ̇ reflete o efeito dissipativo da expansão cósmica, que tende a amortecer
a evolução das perturbações. Em conjunto, esses termos descrevem a competição entre
pressão, gravidade e expansão na evolução do contraste de densidade em um Universo em
expansão.

Essa equação aparece de forma bastante semelhante em tratamentos clássicos como
(LIDDLE e LYTH, 2000). Retomemos agora a equação (3.25). Dentro da aproximação
Newtoniana adotada até aqui, as quantidades adicionais da formulação relativística, como
w, K, Γ e Π, são todas nulas. Isso corresponde fisicamente a um fluido de poeira fria,
sem pressão, sem curvatura espacial, sem derivada entrópica e sem tensões anisotrópicas.
Ao impor essas condições, a equação 3.25 simplifica-se substancialmente, reduzindo-se a

D̈ +
(
1 + 3c2s

)
H Ḋ +

[(
9c2s −

3

2

)
H2 + k2c2s

]
D = 0. (3.42)
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Para relacionar essa expressão ao contraste de densidade δ, substituímos cs = vs e
utilizamos o resultado

4πGa2ρ(1 + w) = H2 − Ḣ + κ , (3.43)

obtido a partir das equações de Friedmann (WEINBERG, 2008). Além disso, usamos a
decomposição

D = δ(η) +
3H

k
V , (3.44)

que expressa a relação entre a variável de perturbação usada nas equações relativísticas e
o contraste usual de densidade. Após essas substituições, obtemos

δ̈ +
(
1 + 3v2s

)
H δ̇ +

[
v2sk

2 +

(
9v2s −

3

2

)
4πGa2ρ

]
δ = 0 , (3.45)

que mantém a mesma estrutura geral da equação (3.41). Diferenças aparecem nos coefici-
entes, mas para escalas muito menores que o horizonte (k ≫ aH) os termos relativísticos
adicionais se tornam subdominantes.

As soluções de (3.41) ou (3.45) podem ser decompostas em um modo crescente δ+ e
um modo decrescente δ−. O modo crescente é o fisicamente importante, pois ele domina
a evolução tardia , que é correspondente a fase de aceleração cósmica atual, e governa a
formação das estruturas cósmicas.

A partir da solução crescente, definimos o fator de crescimento f(z), quantidade fun-
damental na cosmologia observacional,

f(z) ≡ d ln δ+
d ln a

,

onde a = 1/(1 + z). Em modelos além da Relatividade Geral, o fator de crescimento
das perturbações de matéria pode adquirir dependência explícita na escala comóvel k,
refletindo modificações na dinâmica gravitacional em regimes lineares e quase-lineares.
Tal característica constitui um importante diagnóstico observacional para testar teorias
alternativas da gravidade e cenários cosmológicos além do ΛCDM, uma vez que pode ser
diretamente confrontada com dados de distorções no espaço de redshift e estrutura em
larga escala (veja, e.g., BATISTA et al. (2012); BESSA et al. (2022); BRONNIKOV et al.
(2017); CARAMÊS et al. (2014); HIPÓLITO-RICALDI et al. (2025); KOYAMA (2016);
OLIVEIRA e ET AL. (2026); OLIVEIRA et al. (2024, 2025b); RIBEIRO et al. (2024)).

3.3.1 Perturbações Relativísticas em F (R)

Para que possamos utilizar corretamente os observáveis cosmológicos baseados na teoria
de perturbações ao comparar distintos cenários de gravitação, é necessário esclarecer de
que modo as equações perturbadas se modificam quando abandonamos a RG em favor
de um modelo do tipo F (R). Conforme discutido anteriormente, diversos observáveis
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dependem exclusivamente da dinâmica de fundo descrita pela métrica FLRW e, por essa
razão, apresentam comportamento praticamente idêntico tanto na RG quanto nas teorias
modificadas consideradas (DE FELICE e TSUJIKAWA, 2010).

Entretanto, ao analisarmos a evolução das perturbações, surgem diferenças substan-
ciais. Em particular, as relações que acoplam o potencial gravitacional à distribuição de
matéria sofrem alterações devido à presença dos termos adicionais oriundos da modifica-
ção das equações de campo. Esses acréscimos efetivamente modificam a intensidade da
interação gravitacional, de modo que a constante de Newton deixa de ser tratada como
um parâmetro fixo e passa a se comportar como uma quantidade dependente do tempo e
da escala. Essa nova quantidade é usualmente identificada como a constante gravitacional
efetiva Geff (TSUJIKAWA, 2007).

Nosso objetivo, neste ponto, é justamente estabelecer a forma explícita de Geff , pois
ela é crucial para resolver o conjunto de equações perturbadas das quais derivamos os ob-
serváveis cosmológicos relevantes. O entendimento claro dessa constante efetiva permitirá
conectar diretamente o modelo F (R) às quantidades observacionais utilizadas para testar
gravitação em larga escala.

No que diz respeito ao procedimento perturbativo, grande parte da construção for-
mal segue de perto o tratamento padrão empregado na Relatividade Geral (RG), porém
com adaptações cruciais para a teoria F (R). Adotamos o Frame de Jordan, uma escolha
que permite manter o acoplamento mínimo padrão entre o setor de matéria e a métrica,
preservando a forma usual das equações de conservação. Em consonância com essa abor-
dagem, empregamos o calibre Newtoniano Conformal (ou longitudinal), trabalhando com
a métrica expandida linearmente e sua forma diagonal perturbada, seguindo a formulação
clássica apresentada em (MA e BERTSCHINGER, 1995b). Esta seleção de calibre é par-
ticularmente vantajosa para o estudo do limite Newtoniano, pois facilita a interpretação
física dos potenciais gravitacionais como generalizações do potencial de Newton, onde as
perturbações do campo escalar extra (o escalaron) introduzem uma diferença entre os
potenciais Φ e Ψ.

Devido à similaridade metodológica com a RG, não repetiremos toda a dedução, mas
apresentaremos as equações de campo modificadas no regime linear, conforme fornecidas
em (TSUJIKAWA, 2007). A partir dessas expressões, e considerando o limite de sub-
horizonte (k/a ≫ H), onde as flutuações de pequena escala dominam a dinâmica, será
possível extrair a forma final de Geff . Neste contexto, o limite não-relativístico é recu-
perado quando as velocidades das partículas são desprezíveis e o campo gravitacional é
fraco, e o comportamento de Geff é governado pela massa do escalaron. A análise revelará
como Geff varia em grandes e pequenas escalas, refletindo a influência da quinta força
mediada pelo grau de liberdade escalar da teoria F (R).

Iniciamos nossa análise tomando como ponto de partida o conjunto de equações de
campo linearizadas da teoria F (R). Essas relações governam o comportamento das per-
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turbações métricas e de matéria no regime escalar, e podem ser expressas por

3H(Ψ̇ +HΦ) +
k2

a2
Ψ+

1

2F

[
− 3HδḞ + (3H2 + 3Ḣ − k2

a2
)δF

+3Ḟ (Ψ̇ +HΦ) + 3HḞΦ + δρ
]
= 0 ,

(3.46)

além da relação entre os potenciais

Ψ = Φ+
δF

F
, (3.47)

e das equações de conservação perturbadas

δ̇ρm + 3Hδρm = ρ

(
3Ψ̇− k2

a2
v

)
, (3.48)

v̇ +Hv =
1

a
Φ. (3.49)

Para avançarmos de forma mais conveniente, introduzimos a variável perturbativa

δ ≡ δρ

ρ
+ 3Havm , (3.50)

que é invariante por calibre e coincide com a definição apresentada na equação (3.20).
Utilizando essa grandeza, podemos reescrever o conjunto de equações anteriores na forma
mais apropriada ao estudo da evolução das perturbações, a qual apresentaremos a seguir.

A partir das expressões já obtidas (3.48, 3.49 e 3.50), podemos reorganizar as quanti-
dades perturbadas de modo a escrever

δ̇ = −k2

a2
v + 3(Ψ̇ + 3Hav), (3.51)

(avm)
· = Φ , (3.52)

as quais possuem a mesma estrutura formal encontrada em (3.29a) e (3.29b). Aplicando
o mesmo procedimento algébrico que foi usado para chegar à equação (3.41), podemos
reorganizar o sistema de forma que

δ̈ + 2Hδ̇ +
k2

a2
Φ = 3Ḃ + 6HB , (3.53)

onde introduzimos a combinação B ≡ Ψ+Hav.

Na aproximação de sub-horizonte, empregada ao longo de toda a análise, os termos
proporcionais a k2 e δ são dominantes. Assim, torna-se possível ignorar as contribuições
menores presentes em B, como discutido em (TSUJIKAWA, 2008). Sob essa suposição,
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a equação (3.53) assume a forma simplificada

δ̈ + 2Hδ̇ +
k2

a2
Φ = 0 . (3.54)

Tomando agora as expressões (3.46) e (3.47) e aplicando a chamada aproximação
quase-estática, na qual Ḟ ≈ 0 e Ḣ ≈ 0, podemos escrever

k2

a2
Φ = − k2

2a2
δF

F
− 1

2F
δρm. (3.55)

Além disso, expandindo as perturbações da função gravitacional em termos da curva-
tura escalar, tem-se

δF = F,R δR, (3.56)

onde F,R ≡ dF/dR. Seguindo a construção apresentada em (TSUJIKAWA, 2008) no
regime sub-horizonte, obtemos finalmente a forma desejada

Φ = −a2

k2

ρ

2F

1 +
4k2

a2
F,R

F

1 +
3k2

a2
F,R

F

, (3.57)

e substituindo esse resultado na equação (3.54), chega-se à forma modificada da equação
de evolução das perturbações no contexto de teorias F (R)

δ̈ + 2Hδ̇ − 4πGeff ρ δ = 0 . (3.58)

Dessa forma, fica evidente como a dinâmica do potencial gravitacional se afasta da
RG padrão devido aos termos associados a F e à sua derivada, os quais se manifestam
por meio de uma constante gravitacional efetiva, Geff . Esta é definida, no regime linear,
sub-horizonte e quase-estático, por

Geff(k, a) ≡
GN

F,R

1 +
4k2

a2
F,R

F

1 +
3k2

a2
F,R

F

, (3.59)

onde GN representa a constante gravitacional de Newton empregada ao longo de toda a
análise e F,R ≡ ∂F/∂R a derivada de F em relação ao escalar de Ricci, R.

Ao introduzirmos o parâmetro

m ≡ RF,R

F
, (3.60)

passamos a dispor de uma medida prática do quanto a teoria F (R) se afasta do compor-
tamento do modelo ΛCDM.
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Observe que, no limite da RG (RIBEIRO et al., 2024),

F (R) = R− 2Λ, (3.61)

tem-se
F,R = 1 e m =

R

R− 2Λ
, (3.62)

de modo que a recuperação do comportamento da RG ocorre quando as correções di-
nâmicas associadas à razão F,R/F tornam-se desprezíveis. Nesse regime, a constante
gravitacional efetiva reduz-se à constante de Newton,

Geff ≃ GN , (3.63)

e as equações de perturbação coincidem com aquelas da RG padrão, garantindo a consis-
tência com o modelo ΛCDM no nível linear (Geff = GN).

Com a nova variável m, a expressão anteriormente dada na equação (3.59) pode ser
reescrita de maneira mais compacta como

Geff =
GN

F,R

1 +
4k2

a2R
m

1 +
3k2

a2R
m

, (3.64)

o que facilita a análise dos regimes em que nossa teoria passa a diferir significativamente
do modelo padrão ΛCDM.

Uma vez estabelecida a forma explícita de Geff e seu papel na dinâmica das perturba-
ções de matéria, é natural introduzir observáveis diretamente associados ao crescimento
dessas perturbações. No regime linear, a variável fundamental utilizada para caracterizar
esse crescimento é o contraste de densidade δ(a), o qual depende apenas do tempo. A
partir dessa quantidade, define-se a taxa de crescimento das estruturas cósmicas como

f(a) ≡ d ln δ(a)

d ln a
. (3.65)

Essa função mede a velocidade com que as flutuações de matéria evoluem e desempenha
papel central na comparação entre modelos de gravitação modificada e o cenário padrão
ΛCDM.

Uma forma amplamente empregada de parametrizar f(a) é dada por (LINDER, 2005)

f(a) = Ω γ
m(a), (3.66)

onde γ é o índice de crescimento. No modelo ΛCDM, esse parâmetro assume valor pra-
ticamente constante, γ = 6/11 ≃ 0.55. Em teorias modificadas de gravitação, tal como
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nos modelos F (R) considerados nesta análise, o valor de γ pode apresentar dependência
temporal ou desvio significativo em relação ao limite padrão (LINDER e CAHN, 2007),
tornando-se um importante discriminante observacional.

Convém notar que a parametrização acima é rigorosamente válida apenas em um
Universo euclidiano. Em cenários com curvatura espacial não nula, a expressão correta é
(YUNGUI et al.)

f(a) = Ω γ
m(a) +

(
γ − 4

7

)
Ωk(a) , (3.67)

onde Ωk(a) é o parâmetro de densidade associado à curvatura espacial.

Outro observável essencial é a amplitude das flutuações de matéria na escala de
8Mpc/h, denotada por σ8(a) e definida por (RIBEIRO et al., 2024)

σ8(a) ≡ σ8,0

[
δ(a)

δ̄(1)

]
, (3.68)

em que σ8,0 representa o valor presente da amplitude das perturbações e δ̄m(1) atua como
fator de normalização compatível com as medidas de Planck.

Uma forma complementar de caracterizar possíveis desvios da RG na evolução das
perturbações é por meio do acoplamento gravitacional efetivo adimensional

µ(a) ≡ Geff(a)

GN

. (3.69)

Como Geff modifica diretamente o termo fonte na equação de evolução de δ, torna-se
possível reescrever a equação para a taxa de crescimento de estruturas a partir da relação

f(z) = −(1 + z)
d lnσ8(z)

dz
, (3.70)

e da definição dada na equação (3.65). Dessa forma, obtém-se a equação diferencial

df

d ln a
+ f 2 +

(
2 +

d lnH

d ln a

)
f =

3

2
Ωm(a)µ(a) , (3.71)

a qual permite relacionar diretamente f(a) às quantidades dinâmicas do modelo.

Por fim, resolvendo a equação (3.71) em termos de µ(a), chegamos à expressão

µ(a) =
2

3Ωm(a)

[
f 2 +

(
2 +

d lnH

d ln a

)
f +

df

d ln a

]
, (3.72)

que relaciona os observáveis do crescimento de estruturas –como f(z) e σ8(z)– a possí-
veis modificações na interação gravitacional. Assim, a partir de dados observacionais da
evolução das perturbações, torna-se possível testar de forma quantitativa a validade do
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modelo F (R) em estudo frente ao cenário padrão da RG.



Capítulo 4

Revisão dos Modelos Alternativos

É notável o sucesso do modelo cosmológico padrão, o ΛCDM plano, em descrever ade-
quadamente uma vasta gama de observáveis cosmológicos, como a expansão acelerada do
Universo e as anisotropias da radiação cósmica de fundo (PERLMUTTER et al., 1999;
PLANCK COLLABORATION et al., 2020). No entanto, a natureza física da energia
escura, representada nas equações de Friedmann pela constante cosmológica Λ, levanta
questões conceituais profundas que motivam a exploração de modelos cosmológicos al-
ternativos, nos quais a energia escura emerge como um efeito gravitacional ou dinâmico,
consequência de uma gravidade modificada ou de novos campos fundamentais (BATISTA
et al., 2012; CARAMÊS et al., 2014; PADMANABHAN, 2003; SILVA et al., 2013).

Estes modelos alternativos são cruciais para testar a robustez da teoria da Relatividade
Geral em escalas cosmológicas e para investigar a dinâmica da expansão acelerada do
Universo, fornecendo previsões distintas para a evolução das perturbações e do crescimento
de estruturas (BATISTA et al., 2012; FABRIS et al., 2012b; ISHAK, 2019; JOYCE et al.,
2015). Tais cenários são primariamente confrontados com observações da aglomeração de
matéria e do crescimento de estruturas em grande escala, uma vez que modificações na
gravidade afetam diretamente o fator de crescimento e sua possível dependência em escala
(BESSA et al., 2022; BRONNIKOV et al., 2016, 2017; KOYAMA, 2016).

De forma geral, os modelos cosmológicos alternativos ao modelo padrão se enquadram
em duas categorias principais: (i) extensões ou variações de modelos baseados na Re-
latividade Geral, incluindo campos escalares e fluidos efetivos (HERRERA et al., 2016;
OLIVEIRA et al., 2025a; ZUÑIGA et al., 2012), e (ii) teorias de Gravitação Modificada,
que alteram explicitamente a dinâmica gravitacional em escalas cosmológicas (BATISTA
et al., 2001; CARAMÊS et al., 2014; NOJIRI e ODINTSOV, 2011).
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4.1 Modelos Cosmológicos Alternativos Baseados na

Relatividade Geral

Estes modelos preservam a estrutura central da Relatividade Geral (RG), mas intro-
duzem modificações na equação de estado da energia escura ou na geometria espacial do
Universo (COPELAND et al., 2006; PEEBLES e RATRA, 2003). A fase de expansão
acelerada é ainda atribuída à presença de um componente de energia escura, mas com
propriedades dinâmicas ou geométricas mais complexas do que a constante cosmológica
Λ (CALDWELL et al., 1998; PADMANABHAN, 2003).

4.1.1 Modelo ωCDM

O modelo ωCDM representa a extensão mais direta do ΛCDM (TURNER e WHITE,
1997). Nele, a energia escura é tratada como um fluido perfeito com uma equação de
estado constante, p = ω c2ρ, onde ω é o parâmetro da equação de estado (CALDWELL
et al., 1998). Ao contrário do ΛCDM, onde ω = −1 (o caso da constante cosmológica), o
ωCDM permite que ω seja um parâmetro livre, com ω ̸= −1 (COPELAND et al., 2006).

Neste cenário, a densidade de energia escura (ρDE) evolui com o fator de escala (a)
como ρDE ∝ a−3(1+ω). A taxa de expansão de Hubble, H(a), é modificada para incluir
esta evolução dinâmica, sendo dada por:

H(a) = H0

√
Ωm0a−3 + ΩDE0a−3(1+ω) , (4.1)

onde H0 é a constante de Hubble, Ωm0 e ΩDE0 são os parâmetros de densidade de matéria
e energia escura no tempo presente, respectivamente. A restrição observacional ω < −1/3

é necessária para que a energia escura cause a aceleração cósmica.

4.1.2 Parametrização CPL (Chevallier-Polarski-Linder)

A parametrização CPL, proposta por Chevallier, Polarski e Linder, oferece uma abor-
dagem mais flexível ao permitir que o parâmetro da equação de estado da energia escura
varie com o fator de escala a (CHEVALLIER e POLARSKI, 2001; LINDER, 2003). Esta
variação é modelada linearmente como

ω(a) = ω0 + ωa(1− a). (4.2)

Aqui, ω0 representa o valor da equação de estado no presente (a = 1), e ωa quantifica
a taxa de variação. O caso ΛCDM é recuperado quando ω0 = −1 e ωa = 0. Esta
parametrização é essencial para testar desvios do caso da constante cosmológica e para
impor restrições na dinâmica da energia escura.
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A densidade de energia escura neste modelo é dada por

ρDE(a) = ρDE0a
−3(1+ω0+ωa)e3ωa(a−1) , (4.3)

consequentemente, a taxa de expansão de Hubble é expressa como

H(a) = H0

√
Ωm0a−3 + ΩDE0a−3(1+ω0+ωa)e3ωa(a−1). (4.4)

A parametrização CPL é amplamente utilizada devido à sua simplicidade e capacidade
de capturar a maior parte da dinâmica da energia escura em um intervalo de redshift
relevante para as observações atuais.

4.1.3 Modelo ΩkCDM (Universo Não-Plano)

O modelo ΩkCDM relaxa a suposição de um Universo espacialmente plano (Euclidiano),
que é uma das premissas do ΛCDM padrão (CLARKSON et al., 2011; WEINBERG, 2008).
A curvatura espacial é introduzida através do parâmetro de densidade de curvatura Ωk0

(PLANCK COLLABORATION et al., 2020).
A inclusão da curvatura modifica a primeira equação de Friedmann, adicionando um

termo que escala com o fator de escala como a−2. A taxa de expansão de Hubble é então
dada por

H(a) = H0

√
Ωm0a−3 + Ωk0a−2 + ΩΛ0 , (4.5)

onde ΩΛ0 é o parâmetro de densidade da constante cosmológica. Os parâmetros de den-
sidade satisfazem o vínculo

Ωm0 + Ωk0 + ΩΛ0 = 1. (4.6)

Um valor de Ωk0 > 0 indica um Universo com geometria hiperbólica, enquanto Ωk0 < 0

indica um Universo com geometria esférica. A determinação precisa de Ωk0 é um objetivo
fundamental da cosmologia observacional; dados recentes sugerem uma curvatura muito
próxima de zero (PLANCK COLLABORATION et al., 2020).

4.2 Modelos de Gravidade Modificada: Teorias F (R)

As teorias de GM buscam explicar a aceleração cósmica alterando a lei da gravitação em
grandes escalas, potencialmente eliminando a necessidade de um componente exótico de
energia escura. A gravidade F (R) é uma das extensões mais proeminentes da RG, onde o
Lagrangiano de Einstein–Hilbert, L ∝ R (com R sendo o escalar de Ricci), é substituído
por uma função arbitrária de R, L ∝ F (R) (CAPOZZIELLO e DE LAURENTIS, 2011;
COLISTETE JR et al., 2007; KOYAMA, 2016). Modelos F (R) viáveis devem satisfazer
restrições rigorosas, como a recuperação da RG em ambientes de alta curvatura (para
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passar nos testes do Sistema Solar) e a garantia da estabilidade do vácuo de de Sitter,
além de apresentarem uma evolução cosmológica consistente com a formação de estruturas
e a expansão acelerada observada (BRONNIKOV et al., 2011; FABRIS et al., 2012a).

4.2.1 Modelo de Hu-Sawicki

O modelo de Hu-Sawicki (HS) (HU e SAWICKI, 2007) é um dos modelos F (R) mais
estudados, especificamente concebido para satisfazer as restrições de viabilidade e imitar
o comportamento do ΛCDM na história de expansão. Sua forma funcional é dada por

FHS(R) = R−m2 c1(R/m2)n

c2(R/m2)n + 1
, (4.7)

onde m2 ≡ H2
0Ωm0 é uma escala de curvatura de referência. Os parâmetros do modelo

são c1, c2 e n.
O limite da RG é recuperado quando c1/c2 → 0, mantendo a razão c1/c2 fixa. Neste

limite, o modelo efetivamente introduz uma constante cosmológica Λeff dada por

Λeff =
m2c1
2c2

. (4.8)

Ao impor que esta constante cosmológica efetiva reproduza a densidade de energia escura
do ΛCDM, Λ = 3H2

0 (1− Ωm0), os parâmetros c1 e c2 são relacionados por

c1 = 6 c2
1− Ωm0

Ωm0

. (4.9)

Desta forma, o modelo HS é reduzido a apenas dois parâmetros livres: o expoente n e o
parâmetro de escala c2. O expoente n controla o desvio da RG, sendo os casos n = 1 e
n = 2 frequentemente investigados por representarem as modificações de lei de potência
não-triviais mais simples, oferecendo previsões distintas para o crescimento de estruturas
cósmicas (BESSA et al., 2022; NUNES et al., 2017).

FHS(R) = R− 2Λeff (4.10)

4.2.2 Modelo de Starobinsky

O modelo de Starobinsky (STAROBINSKY, 2007) é uma forma generalizada e viável
do modelo original R + R2, que foi inicialmente proposto para a inflação cósmica. Sua
forma funcional é

FS(R) = R + λsRs

[(
1 +

R2

R2
s

)−n

− 1

]
, (4.11)

onde Rs, λs e n > 0 são os parâmetros do modelo.



4.2. MODELOS DE GRAVIDADE MODIFICADA: TEORIAS F (R) 43

No limite de alta curvatura, R ≫ Rs, o modelo se aproxima de uma constante cosmo-
lógica efetiva Λeff dada por

Λeff ≡ λsRs/2. (4.12)

A escala de curvatura atual Rs está conectada ao parâmetro λs através da relação

Rs =
6H2

0 (1− Ωm0)

λs

. (4.13)

O parâmetro n está relacionado à estabilidade da solução de de Sitter, e valores específicos
de n (como n = 1 e n = 2) são frequentemente estudados, deixando λs como o único
parâmetro livre adicional em relação ao ΛCDM (BESSA et al., 2022; FABRIS et al.,
2023).

4.2.3 Modelo R2-Corrigido de Appleby-Battye

O modelo R2-corrigido de Appleby-Battye (R2-AB) (APPLEBY e BATTYE, 2007;
APPLEBY et al., 2010) foi construído para reproduzir a história de expansão do ΛCDM e,
simultaneamente, satisfazer as restrições de gravidade local. A forma funcional é complexa
e governada por dois parâmetros livres, ϵAB e b

FAB(R) =
R

2
+

ϵAB

2
ln

[
cosh((R/ϵAB)− b)

cosh b
+

R2

6M2

]
, (4.14)

onde M é uma escala de massa.
Os parâmetros ϵAB e b estão relacionados através da condição de vácuo de de Sitter

ϵAB =
Rvac

b+ ln(2 cosh b)
, (4.15)

sendo Rvac ≡ 12H2
0 o escalar de Ricci no vácuo. Para que o modelo descreva a aceleração

cósmica atual, é imposta a condição b ≥ 1.6 (APPLEBY et al., 2010). Após a aplicação
das restrições de vácuo, esta estrutura se destaca por introduzir apenas um parâmetro
livre adicional em comparação com o modelo ΛCDM plano padrão (RUIZ et al., 2020).
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Capítulo 5

Métodos Estatísticos e Inferência
Cosmológica

A confrontação entre modelos cosmológicos e dados observacionais exige o uso de méto-
dos estatísticos robustos, capazes de lidar com incertezas observacionais, correlações entre
observáveis cosmológicos e espaços de parâmetros de alta dimensionalidade (TEGMARK
et al., 1997; TROTTA, 2008). Em particular, a cosmologia moderna baseia-se fortemente
em técnicas de inferência estatística para a estimação dos parâmetros dos modelos em
estudo, e para a avaliação da viabilidade de diferentes cenários teóricos à luz de dados
provenientes de múltiplos observáveis cosmológicos (VERDE, 2010).

Neste contexto, a inferência bayesiana fornece um arcabouço matemático natural para
a análise estatística em cosmologia, permitindo a incorporação sistemática de informa-
ções a priori e a obtenção de distribuições posteriores completas para os parâmetros de
interesse (JAYNES, 2003; TROTTA, 2007). No entanto, a complexidade das funções de
verossimilhança e a dimensionalidade típica dos espaços de parâmetros tornam inviável a
avaliação analítica direta dessas distribuições, tornando necessária a utilização de métodos
numéricos eficientes (LEWIS e BRIDLE, 2002).

Este capítulo é dedicado à descrição das ferramentas estatísticas empregadas para
a inferência cosmológica. Em particular, são apresentados os métodos de Cadeias de
Markov Monte Carlo (MCMC), amplamente utilizados para a amostragem de distribuições
posteriores e estimação de parâmetros cosmológicos (HASTINGS, 1970; METROPOLIS
et al., 1953; NEAL, 1993), bem como a técnica de Processos Gaussianos (GP), que permite
a reconstrução não paramétrica e independente de modelo de funções cosmológicas a partir
de dados observacionais discretos (AVILA et al., 2025b,c; RASMUSSEN e WILLIAMS,
2006; SEIKEL et al., 2012).
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5.1 Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC)

A técnica de Cadeias de Markov Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo – MCMC)
é amplamente empregada em análises estatísticas de modelos físicos e cosmológicos, so-
bretudo em problemas de inferência de parâmetros e comparação de modelos à luz de
dados observacionais (PADILLA et al., 2019). O objetivo fundamental desse método é
gerar uma sequência de amostras no espaço de parâmetros de tal forma que a distribuição
dessas amostras reproduza a distribuição de probabilidade posterior desejada, construída
a partir de dados observacionais e informações a priori (GELMAN et al.; GILKS et al.).

O método MCMC combina dois conceitos centrais: (i) cadeias de Markov, que descre-
vem processos estocásticos nos quais o estado futuro depende apenas do estado presente,
sendo independente do histórico anterior, e (ii) técnicas de amostragem Monte Carlo,
baseadas em processos aleatórios para explorar distribuições de probabilidade comple-
xas. Essa combinação torna o MCMC particularmente eficiente para investigar espaços
de parâmetros de alta dimensionalidade, nos quais métodos determinísticos tradicionais
se tornam computacionalmente inviáveis.

Na literatura contemporânea, o MCMC é extensivamente utilizado tanto para a esti-
mação de parâmetros cosmológicos quanto para a comparação estatística entre diferentes
modelos teóricos (GELMAN et al.; GILKS et al.). Uma de suas principais vantagens
reside no fato de que o número de amostras necessárias para atingir a convergência da
cadeia cresce aproximadamente de forma linear com o número de parâmetros livres do
modelo, o que o torna adequado para análises multidimensionais complexas (OLIVEIRA
et al., 2025b).

De acordo com o teorema de Bayes, dado um conjunto de dados observacionais D e
informações a priori α, a distribuição posterior dos parâmetros do modelo, representados
pelo vetor ϑ, pode ser expressa como

P (ϑ|D,α) ∝ L(D|ϑ, α) p(ϑ, α) , (5.1)

onde L(D|ϑ, α) denota a função de verossimilhança (likelihood em inglês) e p(ϑ, α) repre-
senta a distribuição a priori associada aos parâmetros do modelo.

Assume-se uma distribuição a priori uniforme (i.e., flat prior) para todos os parâmetros
livres, de modo que toda a informação estatística relevante seja codificada na função de
verossimilhança. Sob a hipótese de erros gaussianos, a verossimilhança é definida em
termos da estatística chi-quadrado,

L ∝ exp

(
−χ2

2

)
, (5.2)



5.1. CADEIAS DE MARKOV MONTE CARLO (MCMC) 47

em que
χ2 =

∑
ij

∆Ei C
−1
ij ∆Ej, (5.3)

e
∆Ei = Ei(ϑ|α)−Di . (5.4)

Aqui, Ei(ϑ|α) corresponde à predição teórica do i-ésimo observável cosmológico, Di repre-
senta o valor observado, e Cij é a matriz de covariância associada ao conjunto de dados,
incorporando tanto incertezas estatísticas quanto sistemáticas.

Com o intuito de obter vínculos mais restritivos sobre os parâmetros do modelo,
realiza-se uma análise de verossimilhança conjunta combinando diferentes observáveis cos-
mológicos. Em particular, consideram-se a taxa de crescimento das estruturas, f(z), e a
amplitude das flutuações da densidade de matéria na escala de 8Mpc/h, denotada por
σ8(z). Nesse caso, o qui-quadrado total é dado por

χ2
total = χ2

f + χ2
σ8
. (5.5)

Essa abordagem conjunta permite uma estimativa consistente dos parâmetros cosmoló-
gicos e fornece um teste robusto da compatibilidade entre diferentes conjuntos de dados
observacionais.

Na prática, o processo de amostragem MCMC tem como objetivo explorar o espaço
de parâmetros de maneira eficiente, identificando as regiões que maximizam a verossimi-
lhança total, ou, de forma equivalente, minimizam o valor do qui-quadrado total. Dessa
forma, é possível determinar os valores mais prováveis dos parâmetros cosmológicos, bem
como suas respectivas incertezas estatísticas.

Por fim, a verossimilhança total associada à análise combinada pode ser expressa como

Ltotal = Lf × Lσ8 , (5.6)

formulação que permite o tratamento estatístico unificado de diferentes observáveis cos-
mológicos dentro de um mesmo arcabouço bayesiano.

Além da inferência de parâmetros, a metodologia adotada possibilita a comparação
quantitativa entre os modelos cosmológicos considerados por meio de critérios de infor-
mação, como o Critério de Informação de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974) e o Critério
de Informação Bayesiano (BIC) (SCHWARZ, 1978), os quais penalizam modelos exces-
sivamente complexos (i.e., com muitos parâmetros) e auxiliam na avaliação do equilíbrio
entre qualidade de ajuste e número de parâmetros livres.
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5.2 Critérios de Informação: AIC e BIC

Além da estimação dos parâmetros cosmológicos, a análise estatística de modelos requer
ferramentas que permitam comparar quantitativamente diferentes cenários teóricos à luz
dos dados observacionais disponíveis. Em particular, modelos com maior número de
parâmetros tendem a apresentar melhor ajuste aos dados, ainda que esse ganho possa não
ser estatisticamente significativo. Nesse contexto, os critérios de informação fornecem
uma maneira objetiva de balancear a qualidade do ajuste com a complexidade do modelo.

No presente trabalho, empregam-se o Critério de Informação de Akaike (Akaike Infor-
mation Criterion – AIC) (AKAIKE, 1974) e o Critério de Informação Bayesiano (Bayesian
Information Criterion – BIC) (SCHWARZ, 1978), amplamente utilizados em análises cos-
mológicas para a comparação entre modelos concorrentes.

O critério AIC é definido como

AIC = χ2
min + 2k, (5.7)

onde χ2
min é o valor mínimo da estatística qui-quadrado obtido no ajuste aos dados, e

k representa o número de parâmetros livres do modelo. O termo 2k atua como uma
penalização para modelos excessivamente complexos, favorecendo aqueles que oferecem
um bom ajuste com um número reduzido de parâmetros.

Por sua vez, o critério BIC é dado por

BIC = χ2
min + k lnN, (5.8)

em que N denota o número total de pontos de dados utilizados na análise. Em comparação
com o AIC, o BIC impõe uma penalização mais severa a modelos com maior número de
parâmetros, especialmente quando o conjunto de dados é grande, sendo frequentemente
interpretado como uma aproximação ao fator de evidência bayesiana em determinadas
condições.

Na prática, a comparação entre dois modelos é realizada por meio das diferenças

∆AIC = AICmodelo − AICref , (5.9)

∆BIC = BICmodelo − BICref , (5.10)

onde o modelo de referência é, em geral, aquele com menor valor do critério conside-
rado. Valores de ∆AIC ou ∆BIC positivos indicam preferência estatística pelo modelo de
referência, enquanto valores negativos favorecem o modelo em análise.

De forma qualitativa, diferenças ∆AIC ≳ 2 já sugerem evidência moderada contra o
modelo com maior valor de AIC, enquanto ∆AIC ≳ 6 indicam forte evidência. Para o
BIC, valores de ∆BIC ≳ 2 e ≳ 6 são usualmente interpretados como evidência positiva e
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forte, respectivamente, contra o modelo penalizado.

No contexto deste trabalho, os critérios AIC e BIC são utilizados de maneira com-
plementar à análise MCMC. Enquanto o MCMC fornece as distribuições posteriores dos
parâmetros cosmológicos e permite a estimação de seus valores mais prováveis, os critérios
de informação possibilitam uma avaliação quantitativa da performance relativa dos mo-
delos cosmológicos considerados, levando em conta tanto a qualidade do ajuste aos dados
quanto a complexidade de cada cenário teórico.

5.3 Processos Gaussianos

Com o objetivo de obter reconstruções independentes de modelo para funções cosmoló-
gicas, emprega-se neste trabalho o método de Processos Gaussianos (Gaussian Processes
– GP), conforme desenvolvido em (SEIKEL et al., 2012). Trata-se de uma abordagem
totalmente bayesiana e não paramétrica, que permite reconstruir funções contínuas a par-
tir de conjuntos discretos de dados observacionais sem a necessidade de assumir uma
parametrização específica para sua evolução no tempo.(SEIKEL e CLARKSON, 2013).

Na presente análise, essa técnica é aplicada à reconstrução da dependência em redshift
da taxa de crescimento das estruturas, f(z), e da amplitude das flutuações da densidade
de matéria, σ8(z), diretamente a partir de dados observacionais (AVILA et al., 2022b).
Tal procedimento permite uma comparação direta e livre de vieses paramétricos entre os
dados e as previsões teóricas dos modelos cosmológicos considerados.

Os Processos Gaussianos generalizam a distribuição de probabilidade gaussiana usual
para o espaço de funções (VANHATALO et al., 2012). Em particular, o valor de uma
função q avaliada em um ponto x é tratado como uma variável aleatória gaussiana, carac-
terizada por uma função média ϕ(x). Os valores da função em pontos distintos, x e x̃, são,
em geral, correlacionados, sendo essa correlação descrita por uma função de covariância
k(x, x̃), definida como

ϕ(x) = E[q(x)], (5.11)

k(x, x̃) = E[(q(x)− ϕ(x))(q(x̃)− ϕ(x̃))], (5.12)

onde E denota o valor esperado.

Dessa forma, um Processo Gaussiano pode ser representado simbolicamente por

q(x) ∼ GP(ϕ(x), k(x, x̃)) , (5.13)

em que ϕ(x) define a função média do processo e k(x, x̃) codifica a estrutura de correlação
entre os valores da função em diferentes pontos do domínio.

Adota-se a função de covariância do tipo exponencial quadrática (squared exponen-
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tial), que garante suavidade e diferenciabilidade das funções reconstruídas,

k(x, x̃) = σ2
f exp

[
−(x− x̃)2

2 ℓ2

]
, (5.14)

onde σ2
f representa a amplitude típica das flutuações do processo, enquanto ℓ define o

comprimento da correlação, associado à escala de suavidade da reconstrução. Esses pa-
râmetros, conhecidos como hiperparâmetros do GP, são determinados por meio da maxi-
mização da verossimilhança marginal.

Estudos recentes indicam que a escolha específica da função de covariância não afeta de
maneira significativa os resultados das reconstruções, desde que funções razoáveis sejam
consideradas (HWANG et al., 2023). Isso reforça a robustez do método e sua adequação
para análises cosmológicas independentes de modelo.

Seguindo o procedimento descrito em (SEIKEL et al., 2012), aplica-se a técnica de
Processos Gaussianos aos conjuntos de dados {f(z)} e {σ8(z)}, obtendo-se reconstruções
suaves e independentes de modelo para a evolução dessas grandezas com o redshift, junta-
mente com suas respectivas regiões de confiança. Essas reconstruções são então utilizadas
para a comparação direta com as previsões teóricas dos modelos cosmológicos analisados
neste trabalho.



Capítulo 6

Resultados e Discussões

Neste capítulo são apresentados e discutidos os principais resultados obtidos nesta dis-
sertação para a taxa de crescimento das estruturas, f(z), e para a amplitude de aglomera-
ção da matéria, σ8(z). Essas grandezas foram reconstruídas de forma não paramétrica por
meio da técnica de Processos Gaussianos (GP), aplicada aos dados observacionais atuais,
e comparadas com as previsões teóricas de modelos de Gravitação Modificada (MG) e de
cosmologias baseadas na RG.

A reconstrução por GP fornece uma descrição contínua e independente de modelo
para a evolução dessas funções, permitindo avaliar de maneira direta a capacidade dos
diferentes cenários cosmológicos em reproduzir o crescimento das estruturas ao longo da
história do Universo.

6.1 Reconstrução da taxa de crescimento f (z)

A Figura 6.1 apresenta a reconstrução por GP da função f(z), representada pela li-
nha azul tracejada, juntamente com as previsões dos modelos de Gravitação Modificada
analisados, incluindo os cenários de Starobinsky, R2-AB e Hu–Sawicki. Observa-se que a
reconstrução não paramétrica captura de forma adequada a tendência observacional em
baixos e médios redshifts, fornecendo uma descrição suave e estatisticamente consistente
da evolução da taxa de crescimento.

De modo geral, a maioria dos modelos de MG permanece dentro da banda de incerteza
do GP, indicando compatibilidade com os dados. Em particular, o modelo de Hu–Sawicki
com n = 1 apresenta excelente concordância com a reconstrução, reproduzindo com pre-
cisão a evolução de f(z) em todo o intervalo de redshift considerado. Este resultado
indica um padrão de crescimento de estruturas condizente com as previsões do modelo
padrão. Contudo, torna-se necessária a realização de um estudo estatístico rigoroso para
fundamentar uma comparação mais detalhada entre os cenários.
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Figura 6.1: Comparação entre a reconstrução por Processos Gaussianos da taxa de cres-
cimento f(z) e modelos de Gravitação Modificada.

6.2 Reconstrução da amplitude de aglomeração σ8(z)
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Figura 6.2: Comparação entre a reconstrução por Processos Gaussianos da amplitude de
aglomeração σ8(z) e modelos de Gravitação Modificada.

A Figura 6.2 mostra a reconstrução por GP da função σ8(z) e sua comparação com
os modelos de GM. O comportamento observado é consistente com aquele encontrado
para f(z). Os modelos de MG acompanham adequadamente a reconstrução por GP e
permanecem, em sua maioria, dentro das regiões de incerteza ao longo de todo o intervalo
de redshift analisado.
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Por outro lado, o modelo ΛCDM apresenta discrepâncias mais pronunciadas. Em par-
ticular, observa-se que esse cenário prevê uma amplitude de flutuações menor no intervalo
0.5 ≲ z ≲ 1.5 e uma superestimação da amplitude para z ≳ 2, aproximando-se da ri.
Essas diferenças indicam uma discrepância tanto no momento quanto na intensidade da
formação de estruturas quando comparado aos cenários alternativos, sugerindo limitações
do modelo padrão na descrição detalhada da evolução da aglomeração da matéria.

6.3 Modelos baseados na Relatividade Geral

A Figura 6.3 apresenta a comparação entre a reconstrução por GP da taxa de cresci-
mento f(z) e as previsões dos modelos baseados em RG: ΛCDM, ωCDM, ω0ωaCDM e
ΩkCDM. Em baixos redshifts, observa-se excelente concordância entre todos os modelos
e a reconstrução por GP.
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Figura 6.3: Comparação entre a reconstrução por Processos Gaussianos de f(z) e modelos
do tipo ΛCDM.

Entretanto, em redshifts intermediários, o modelo ΩkCDM tende a superestimar leve-
mente a taxa de crescimento. De forma consistente com as análises anteriores, o modelo
padrão ΛCDM apresenta a maior taxa de crescimento em altos redshifts, reforçando sua
tendência de superestimar a formação de estruturas nesse regime.

A reconstrução de σ8(z) para os modelos baseados em RG, apresentada na Figura 6.4,
indica que o modelo ΛCDM está em bom acordo com o GP até z ∼ 1, sendo ligeiramente
superior para z < 0.4. Os modelos ωCDM e ω0ωaCDM exibem apenas variações suaves,
permanecendo confortavelmente dentro da banda de incerteza de 1σ do GP. Em contraste,
o modelo ΩkCDM apresenta desvios mais significativos em altos redshifts.
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Figura 6.4: Comparação entre a reconstrução por Processos Gaussianos de σ8(z) e modelos
do tipo ΛCDM.

Esses resultados evidenciam a sensibilidade das previsões de crescimento de estruturas
a variações nos parâmetros associados à energia escura e à curvatura espacial.

6.4 Análise estatística e comparação entre modelos

De forma geral, a reconstrução por Processos Gaussianos demonstra ser uma ferra-
menta robusta para capturar as tendências dos dados observacionais e avaliar modelos
cosmológicos concorrentes. Tanto os cenários de Gravitação Modificada quanto os base-
ados em RG reproduzem, em grande parte, o comportamento reconstruído pelo GP. No
entanto, o modelo padrão ΛCDM apresenta desvios mais pronunciados em f(z) e σ8(z),
especialmente em altos redshifts, o que reforça a motivação para investigar extensões do
modelo padrão.

As curvas teóricas apresentadas nas Figuras 6.1–6.4 correspondem às previsões obtidas
a partir dos melhores ajustes determinados pela análise MCMC descrita na Seção 5.1. Os
valores dos parâmetros cosmológicos estimados, bem como suas incertezas assimétricas,
estão resumidos na Tabela 6.4, juntamente com os critérios de informação AIC e BIC,
cuja definição e interpretação foram apresentadas na seção metodológica anterior.

A análise dos critérios de informação indica que o modelo de Starobinsky com n = 1

apresenta o melhor desempenho estatístico. No entanto, esse cenário é fortemente tensio-
nado por testes locais de gravidade, como restrições do Sistema Solar, o que compromete
sua viabilidade física. Ao excluir esse modelo por razões teóricas, o cenário R2-AB surge
como a alternativa estatisticamente mais competitiva, exibindo boa concordância com a
reconstrução por GP.
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Modelo H0 Ωm0 σ8 S8 Parâmetro do modelo χ2
min χ2

ν AIC BIC

ΛCDM 69.98+6.91
−6.81 0.2767+0.0330

−0.0304 0.7716+0.0220
−0.0218 0.741+0.065

−0.062 – 11.64 0.50 17.64 21.53

ωCDM 70.02+6.76
−6.85 0.3133+0.1058

−0.1059 0.7708+0.0218
−0.0214 0.788+0.149

−0.165 −0.885+0.265
−0.341 11.67 0.53 19.67 24.85

ω0ωaCDM 70.02+6.79
−6.87 0.2949+0.0944

−0.0967 0.7712+0.0216
−0.0218 0.765+0.139

−0.155 −0.891+0.388
−0.510; −0.212+1.243

−1.063 11.83 0.56 21.83 28.31

ΩkCDM 70.28+6.68
−6.98 0.3569+0.0499

−0.0477 0.7689+0.0218
−0.0217 0.839+0.082

−0.080 0.347+0.112
−0.212 16.55 0.75 24.55 29.74

Starobinsky (n = 1) 70.34+6.62
−6.91 0.3379+0.0994

−0.0997 0.7802+0.0288
−0.0317 0.828+0.149

−0.161 0.802+0.474
−0.482 9.25 0.42 17.25 22.43

Starobinsky (n = 2) 70.1+6.82
−6.71 0.3044+0.1342

−0.1387 0.7711+0.0206
−0.0206 0.777+0.181

−0.219 1.295+0.506
−0.512 11.36 0.52 19.36 24.54

Hu–Sawicki (n = 1) 70.00+6.82
−6.77 0.2709+0.0373

−0.0336 0.7719+0.0221
−0.0221 0.734+0.071

−0.067 109.94+57.91
−64.31 11.21 0.51 19.21 24.40

Hu–Sawicki (n = 2) 69.77+6.87
−6.69 0.3007+0.0502

−0.0405 0.7706+0.0223
−0.0215 0.771+0.086

−0.074 120.03+56.33
−71.44 11.44 0.52 19.44 24.63

R2–AB 67.47+5.13
−5.14 0.2051+0.0285

−0.0240 0.7723+0.0218
−0.0219 0.638+0.062

−0.056 1.626+1.268
−0.870 10.84 0.49 18.84 24.02

Tabela 6.1: Resultados da análise MCMC com incertezas assimétricas (incluindo S8). As
incertezas em S8 foram propagadas de forma assimétrica, avaliando-se a expressão nos
limites superior e inferior de Ωm0 e σ8. Os critérios de informação AIC e BIC também
são apresentados.

Ainda assim, as diferenças estatísticas entre os demais modelos são pequenas, não
sendo suficientes para estabelecer uma preferência inequívoca apenas com base em AIC e
BIC. Dessa forma, torna-se essencial complementar a análise estatística com considerações
físicas adicionais, em particular relacionadas ao comportamento da constante gravitacional
efetiva e ao impacto dessas modificações na formação das estruturas cósmicas, conforme
será discutido na próxima subseção.

6.5 Comportamento dinâmico da gravidade e acopla-

mento gravitacional efetivo

Além dos diagnósticos estatísticos baseados nos critérios de informação, é igualmente
relevante investigar o comportamento dinâmico da gravidade previsto por cada modelo
cosmológico analisado. Em cenários de GM, a formação e a evolução das estruturas cósmi-
cas não dependem apenas do conteúdo energético do Universo, mas também de possíveis
variações efetivas na intensidade da interação gravitacional em escalas cosmológicas.

Nesse contexto, o acoplamento gravitacional efetivo, denotado por Geff , descreve como
a gravidade se propaga e atua no crescimento das perturbações de matéria. O seu valor
atual, Geff,0, constitui uma ferramenta complementar fundamental para distinguir entre
modelos baseados na RG com energia escura padrão e cenários de GM, nos quais a dinâ-
mica gravitacional pode sofrer alterações em regimes de baixa curvatura.

A Figura 6.5 apresenta a evolução do acoplamento gravitacional efetivo normalizado,
µ(z), para todos os modelos considerados. Observa-se que, para extensões baseadas na
RG, como ΛCDM, ωCDM, ω0ωaCDM e ΩkCDM, o parâmetro µ(z) permanece essen-
cialmente constante e igual à unidade ao longo de todo o intervalo de redshift. Esse
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Figura 6.5: Evolução com o redshift do acoplamento gravitacional efetivo normalizado,
µ(z) = Geff(z)/GN , para os modelos cosmológicos analisados.

comportamento é exatamente o esperado para modelos que não introduzem modificações
na dinâmica gravitacional subjacente.

Em contraste, os modelos de GM exibem pequenas, porém não desprezíveis, variações
em µ(z) em baixos redshifts, particularmente em z ≈ 0. Essas variações refletem desvios
tardios na intensidade efetiva da gravidade e são características de cenários de MG ca-
pazes de explicar a aceleração cósmica sem a necessidade de uma constante cosmológica
explícita (POGOSIAN e SILVESTRI, 2017). Importante ressaltar que tais desvios perma-
necem controlados e compatíveis com observações cosmológicas, desde que suficientemente
pequenos.

Modelo µ(z = 0) Geff,0 [m3 kg−1 s−2]
ΛCDM 1.00 6.6743× 10−11

ωCDM 1.00 6.6743× 10−11

ω0ωaCDM 1.00 6.6743× 10−11

ΩkCDM 1.00 6.6743× 10−11

Starobinsky (n = 1) 1.13 7.5679× 10−11

Starobinsky (n = 2) 1.04 6.9551× 10−11

Hu–Sawicki (n = 1) 1.13 7.5190× 10−11

Hu–Sawicki (n = 2) 1.09 7.2720× 10−11

R2–AB 3.54 2.36534× 10−10

Tabela 6.2: Valores atuais do acoplamento gravitacional efetivo, Geff,0, para os diferentes
modelos cosmológicos analisados. Adota-se GN = 6.67430 × 10−11 m3 kg−1 s−2 como o
valor da constante gravitacional de Newton.

A Tabela 6.5 complementa a análise ao apresentar os valores atuais de µ(z = 0) e do
correspondente Geff,0. Conforme indicado pelas curvas da Figura 6.5, todos os modelos
baseados na RG preservam µ(z = 0) = 1, implicando Geff,0 = GN , o que confirma a
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ausência de qualquer modificação gravitacional em tempos tardios.

Por outro lado, os cenários de GM apresentam apenas desvios moderados em z = 0.
Para os modelos de Starobinsky (n = 2) e Hu–Sawicki (n = 1, 2), os valores de µ(z = 0)

situam-se no intervalo 1.04 ≲ µ(z = 0) ≲ 1.13, correspondendo a um aumento de apenas
alguns por cento na intensidade efetiva da gravidade. Esse comportamento é típico de
modelos viáveis de F (R), nos quais Geff cresce levemente em regimes de baixa curvatura,
permanecendo próximo a GN em redshifts elevados.

A principal exceção é o modelo R2–AB, que apresenta µ(z = 0) ≃ 3.54, resultando
em um valor de Geff,0 mais de três vezes superior ao valor newtoniano. Tal amplificação
gravitacional é fortemente incompatível tanto com testes locais da gravidade quanto com
a história observada do crescimento das estruturas, tornando esse cenário fisicamente
desfavorável, apesar de seu desempenho estatístico relativamente competitivo.

Ao combinar essa caracterização física com os resultados estatísticos discutidos ante-
riormente, emerge um quadro coerente: após o modelo ΛCDM, o cenário de Hu–Sawicki
com n = 1 destaca-se como a alternativa mais equilibrada do ponto de vista físico e esta-
tístico. Seu pequeno desvio em Geff,0, aliado à boa concordância com a reconstrução não
paramétrica do crescimento das estruturas, indica que um modelo de gravidade levemente
modificada pode reproduzir o agrupamento da matéria observado sem recorrer a uma am-
plificação gravitacional excessiva, configurando-se como uma alternativa consistente ao
paradigma padrão.

Com o objetivo de aprofundar essa análise e avaliar de forma quantitativa a relação
entre o crescimento das estruturas e a densidade total de matéria, realiza-se a seguir uma
comparação complementar baseada no parâmetro S8. Esse parâmetro fornece um teste
direto da compatibilidade de cada modelo com o valor de referência obtido pelo Planck
2018 (PLANCK COLLABORATION et al., 2020), permitindo investigar se extensões do
modelo padrão podem aliviar as tensões observacionais existentes.

6.6 Análise comparativa do parâmetro S8

Os valores iniciais do parâmetro S8 estimados para cada um dos modelos cosmológicos
analisados são apresentados na Tabela 6.3. Com base nesses resultados, foi realizada uma
avaliação sistemática da tensão entre as previsões de cada modelo e o valor de referência
obtido pela colaboração Planck 2018, S8 = 0.832±0.013 (PLANCK COLLABORATION
et al., 2020). Essa análise permite investigar de forma quantitativa a capacidade de dife-
rentes extensões do modelo padrão em reproduzir o crescimento observado das estruturas
cósmicas.

Para cada modelo, a incerteza associada ao parâmetro S8 foi caracterizada por meio
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da média aritmética entre os limites superior e inferior do intervalo de confiança estimado,

σmodel =
σ+ + σ−

2
. (6.1)

Essa definição fornece uma estimativa efetiva da incerteza típica associada ao valor central
de S8 para cada cenário cosmológico considerado.

Em seguida, a incerteza combinada foi obtida pela soma em quadratura da incerteza
do modelo com a incerteza da medida do Planck,

σcomb =
√
σ2
model + σ2

Planck, (6.2)

onde σPlanck corresponde à incerteza reportada pela colaboração Planck 2018. Esse pro-
cedimento permite uma comparação estatística consistente entre as previsões teóricas e o
valor observacional de referência.

A tensão estatística T foi então definida como a diferença absoluta entre o valor de S8

previsto por cada modelo e o valor do Planck, normalizada pela incerteza combinada,

T =
|Smodel

8 − SPlanck
8 |

σcomb

. (6.3)

Essa quantidade fornece uma medida direta do nível de discrepância, expressa em unidades
de σ, entre as previsões dos modelos cosmológicos e as restrições observacionais. Valores
de T ≲ 1σ indicam boa concordância com os resultados do Planck, enquanto valores mais
elevados sugerem possíveis tensões ou inadequações do modelo em descrever o crescimento
das estruturas.

Os valores obtidos de S8 e as correspondentes tensões estatísticas T estão sumarizados
na Tabela 6.3. Observa-se que alguns modelos estendidos, como o ΩkCDM e o modelo de
Starobinsky com n = 1, apresentam excelente concordância com o valor de referência, com
tensões inferiores a 0.1σ. Outros cenários, como o ωCDM, o ω0ωaCDM e o Starobinsky
com n = 2, exibem tensões moderadas, mas ainda compatíveis com os dados do Planck
dentro de 1σ.

Por outro lado, o modelo ΛCDM e o Hu–Sawicki com n = 1 apresentam tensões da
ordem de 1.4σ, refletindo a conhecida discrepância associada ao parâmetro S8 no contexto
do modelo padrão. O caso extremo é o modelo R2-AB (APPLEBY et al., 2010), que
exibe uma tensão superior a 3σ, indicando forte incompatibilidade com as observações
do crescimento das estruturas e reforçando as conclusões obtidas a partir da análise do
acoplamento gravitacional efetivo.

Em conjunto, essa análise baseada no parâmetro S8 complementa de maneira consis-
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Modelo S8 T [σ]
ΛCDM 0.741 1.41
ωCDM 0.788 0.28
ω0ωaCDM 0.765 0.45
ΩkCDM 0.839 0.04
Starobinsky (n = 1) 0.828 0.03
Starobinsky (n = 2) 0.777 0.28
Hu–Sawicki (n = 1) 0.734 1.41
Hu–Sawicki (n = 2) 0.771 0.76
R2-AB 0.638 3.20

Tabela 6.3: Valores do parâmetro S8 para cada modelo cosmológico analisado e a
correspondente tensão estatística T em relação ao valor de referência do Planck 2018
(S8 = 0.832± 0.013).

tente os resultados estatísticos e físicos apresentados anteriormente, fornecendo um critério
adicional para discriminar entre os modelos cosmológicos investigados e reforçando a vi-
abilidade apenas daqueles cenários capazes de reproduzir simultaneamente a expansão
cósmica e o crescimento observado das estruturas.
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Capítulo 7

Conclusões

Foi realizada uma análise abrangente do crescimento das estruturas cósmicas por meio
da reconstrução não paramétrica, baseada em Processos Gaussianos (GP), das funções
taxa de crescimento f(z) e amplitude de aglomeração σ8(z) a partir de dados observacio-
nais atuais. Essa abordagem permitiu estabelecer um arcabouço robusto e independente
de modelo para a avaliação comparativa de diferentes cenários cosmológicos, contemplando
tanto o modelo padrão quanto extensões e teorias de gravitação modificada.

A análise concentrou-se na comparação entre o modelo cosmológico padrão ΛCDM,
suas extensões dinâmicas e geométricas, tais como ωCDM, ω0ωaCDM e ΩkCDM, e mo-
delos de gravitação modificada do tipo F (R), incluindo os modelos de Starobinsky, Hu–
Sawicki e R2–AB. Essa diversidade de cenários possibilitou investigar, de forma sistemá-
tica, os impactos de modificações na dinâmica do Universo e na lei gravitacional sobre o
crescimento das estruturas em larga escala.

Os resultados obtidos a partir da reconstrução via GP indicam que o modelo ΛCDM
apresenta desvios relevantes em relação à tendência observacional, particularmente em
altos redshifts. Nesse regime, o modelo padrão tende a prever valores maiores tanto em
f(z) como em σ8(z) quando comparado tanto com a reconstrução não paramétrica dos
dados quanto com alguns dos modelos alternativos estudados. Essas diferenças evidenciam
a importância de se explorar cenários cosmológicos alternativos capazes de fornecer uma
descrição mais acurada do processo de formação de estruturas cósmicas.

A avaliação dos modelos foi conduzida por meio de uma análise combinada que levou
em conta critérios estatísticos de informação (AIC e BIC), a viabilidade física frente a
testes locais da RG, a consistência dinâmica associada à constante gravitacional efetiva
e o nível de tensão estatística do parâmetro S8 em relação ao valor de referência obtido
pela Colaboração Planck (PLANCK COLLABORATION et al., 2020). Essa abordagem
integrada permitiu não apenas comparar o ajuste estatístico dos modelos, mas também
avaliar sua plausibilidade física e compatibilidade com observações independentes.

O modelo ΛCDM permanece como o referencial cosmológico padrão, apresentando
elevada coerência física e um ajuste estatístico sólido (χ2

min = 11.64, AIC = 17.64, BIC
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= 21.53). Ainda assim, ele exibe uma tensão moderada no parâmetro S8 (S8 ≃ 0.741),
o que reforça o interesse em investigar extensões ou alternativas que possam aliviar essas
discrepâncias observacionais.

Entre os modelos alternativos, o modelo de Starobinsky com n = 1 apresentou o
melhor desempenho estatístico global (χ2

min = 9.25, AIC = 17.25, BIC = 22.43), além
de um valor de S8 praticamente coincidente com o de referência do Planck, resultando
em uma tensão desprezível (T ≃ 0.03 σ). No entanto, a incapacidade desse modelo em
satisfazer testes locais da RG compromete sua viabilidade física, inviabilizando-o como
uma alternativa realista ao modelo padrão. De forma semelhante, o modelo ΩkCDM
também reduz significativamente a tensão em S8 (T ≃ 0.04 σ), mas é estatisticamente
desfavorecido devido ao seu ajuste global insatisfatório (χ2

min = 16.55, AIC = 24.55, BIC
= 29.74).

Ao restringir a análise aos modelos que satisfazem simultaneamente critérios esta-
tísticos e testes locais de gravitação, o modelo Hu–Sawicki (n = 1) destaca-se como o
cenário mais bem testado. Esse modelo apresenta um mecanismo camaleão eficiente, ga-
rantindo compatibilidade com experimentos locais, além de um ajuste estatístico aceitável
(χ2

min = 11.21, AIC = 19.21, BIC = 24.40). O modelo de Starobinsky com n = 2 também
emerge como um cenário estatisticamente competitivo, exibindo critérios de informação
favoráveis (χ2

min = 11.36, AIC = 19.36, BIC = 24.54) e uma redução significativa da
tensão em S8 (T ≃ 0.28 σ), o que fortalece sua viabilidade física e observacional.

Por outro lado, o modelo R2–AB, apesar de apresentar um bom ajuste estatístico
global (χ2

min = 10.84, AIC = 18.84, BIC = 24.02), é fortemente desfavorecido do ponto
de vista cosmológico. Seu valor muito baixo de S8 (S8 ≃ 0.638) implica uma tensão
elevada (T ≃ 3.2 σ) em relação ao Planck 2018, indicando uma inconsistência significativa
com as observações do crescimento das estruturas e com restrições independentes sobre a
aglomeração de matéria.

Em síntese, os resultados obtidos reforçam a robustez do modelo ΛCDM como o ce-
nário cosmológico mais consistente à luz dos dados atuais. Entretanto, entre os modelos
de gravitação modificada fisicamente viáveis, o modelo Hu–Sawicki (n = 1) se apresenta
como a alternativa mais promissora, oferecendo um equilíbrio favorável entre viabilidade
física e compatibilidade observacional. Em conjunto, o modelo de Starobinsky (n = 2)
também se destaca, principalmente por sua capacidade de aliviar moderadamente a tensão
em S8 sem comprometer a dinâmica gravitacional reconstruída. Esses resultados ressal-
tam a importância de investigações futuras, tanto observacionais quanto teóricas, com o
objetivo de refinar as restrições sobre modelos alternativos e aprofundar a compreensão
das possíveis extensões do paradigma cosmológico padrão.

Os resultados das análises formam parte de um manuscrito que está sendo redigido
como artigo científico para submissão à revista EPJC (VICENTE e ET AL., 2026).
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