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Manoel Vicente de Souza Filho

ESTUDO DE MODELOS DE GRAVIDADE MODIFICADA USANDO DADOS
COSMOLOGICOS DE AGLOMERACAO DE MATERIA

RESUMO

Estudamos o crescimento das estruturas céosmicas por meio dos observaveis cosmolo-
gicos f(z) e og(z). Utilizamos reconstrugoes nao paramétricas, via Processos Gaussianos,
combinadas com andlises estatisticas MCMC para analisar os conjuntos de dados {f(z)}
e {os(2)}. Comparamos o modelo plano-ACDM, extensoes bascadas na Relatividade Ge-
ral e modelos de gravitacao modificada do tipo F(R), avaliando desempenho estatistico,
consisténcia fisica e a tensao associada ao parametro Sg em relacao aos resultados da
colaboragao Planck-2018. Os nossos resultados indicam que, embora o modelo ACDM
permaneca consistente com dados atuais, apresenta desvios no regime de altos redshifts.
Entre os modelos fisicamente viaveis, o Hu-Sawicki (n = 1) destaca-se como a alternativa
mais robusta, conciliando boa concordancia com os dados observacionais e compatibili-
dade com testes locais de gravidade, enquanto o modelo de Starobinsky (n = 2) surge

como um cendrio competitivo ao aliviar moderadamente a tensao em Sg.
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Manoel Vicente de Souza Filho

STUDY OF MODIFIED GRAVITY MODELS USING COSMOLOGICAL MATTER
CLUSTERING DATA

ABSTRACT

The growth of cosmic structures is investigated through the analyses of f(z) and og(z)
cosmic observables data, using non-parametric Gaussian Process reconstructions com-
bined with MCMC statistical analyses. The standard flat-ACDM model, General Rela-
tivity—based extensions, and F'(R) modified gravity scenarios are systematically compared
in terms of statistical performance, physical consistency, and the level of tension in the Sg
parameter relative to the Planck-2018 benchmark. Our results show that, while ACDM
remains consistent with current data, it exhibits deviations at high redshifts. Among
physically viable alternatives, the Hu-Sawicki (n = 1) model emerges as the most robust
scenario, providing good agreement with observational data and compatibility with local
gravity tests, while the Starobinsky (n = 2) model appears as a competitive alternative

by moderately alleviating the Sg tension.
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Capitulo 1
Introducao

O modelo padrao da cosmologia, o ACDM (Lambda Cold Dark Matter) plano, tem se
revelado bem sucedido na tarefa de descrever o Universo observado. Esse modelo nao
apenas oferece uma descricao satisfatoria da atual fase de aceleragao cosmica que nosso
Universo atravessa, como também explica corretamente a dindmica da formagao das estru-
turas em grande escala reveladas pelos dados observacionais (DODELSON et al., 1996).
Apesar de suas virtudes, o cenario ACDM pressupoe a existéncia de duas componentes
materiais exOticas cuja natureza permanece desconhecida: a energia escura e a matéria
escura. Ambas desempenham papéis fundamentais dentro do modelo: enquanto a ener-
gia escura é responsavel pela aceleragao césmica, a matéria escura governa o processo de

formacgao de estruturas no Universo.

Para entendermos o significado da sigla ACDM, lembremos que, nesse cenério, a ener-
gia escura é representada por um termo presente nas equagoes de campo da Relatividade
Geral (RG) (EINSTEIN, 1915), a constante cosmologica Lambda, denotada por A. Além
disso, para que seja eficiente na tarefa de conduzir o processo de formacao de estrutu-
ras, a matéria escura deve ser nao relativistica, aproximadamente sem pressao, as vezes
apelidada de fria, de onde deriva o termo Cold Dark Matter (CDM).

A natureza fisica desses dois constituintes escuros é ainda desconhecida, o que tem mo-
tivado tentativas de reformular o paradigma padrao por meio de extensoes simples, como
os modelos tipo-ACDM,incluindo, por exemplo, o modelo wCDM e suas generalizagoes,
bem como propostas mais profundas envolvendo a modificagao da teoria da gravidade,

nas quais a RG ¢é interpretada como limite de uma teoria gravitacional mais geral.

Nos ultimos anos, a robustez do modelo padrao tem sido fortemente testada por levan-
tamentos observacionais de alta precisao. Em particular, analises recentes das medidas
de oscilagoes actsticas de barions (OAB) obtidas pelo DESI, combinadas com dados de
radiacao cosmica de fundo (RCF) e catélogos de supernovas do Tipo la, indicam que o

modelo cosmologico de concordancia, o ACDM plano, é menos favorecido que um modelo
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com energia escura evolutiva, o wow,CDM (LODHA et al., 2025). Esses resultados tém
motivado uma série de estudos dedicados a investigacao de modelos alternativos, desde
extensoes simples do ACDM até cenarios envolvendo gravidade modificada (GM), por
meio de comparagoes estatisticas com dados cosmologicos atuais (KOYAMA, 2016; LA-
ZARIN e ET ALL., 2026a; LOPES e ET AL., 2026a,b; NUNES e BERNUI, 2020; NUNES
et al., 2020; OLIVEIRA et al., 2025a; SABOGAL et al., 2025).

O objetivo central deste trabalho é comparar modelos cosmolégicos alternativos com o
modelo de concordancia ACDM plano. Para tanto, analisaremos a evolugao temporal das
perturbagoes de matéria e a confrontaremos com os dados cosmolégicos mais recentes, que
abrangem uma ampla faixa de redshifts. Em particular, o estudo da taxa de crescimento
das estruturas, f(z), e da amplitude das flutuagoes de densidade de matéria na escala
de 8h~' Mpc, o0g(z), constitui uma ferramenta poderosa para testar a consisténcia do
modelo padrao e suas extensdes. A utilizacao simultanea de f(z) e og(z) permite ainda
quebrar a degenerescéncia presente no parametro combinado [fog](z), oferecendo uma
avaliacao mais detalhada dos mecanismos que impulsionam a formacao das estruturas
cosmicas (BAUMANN, 2022; COLES, 1996; DODELSON, 2003; FRANCO et al., 2025¢).

Segundo a teoria linear de perturbacoes, esses observéiveis dependem tanto da his-
toria de expansao do Universo quanto da teoria gravitacional subjacente (LINDER,
2005). Assim, diferentes modelos cosmologicos, desde extensdes simples, como o mo-
delo wCDM (PLANCK COLLABORATION et al., 2020), até cenarios mais complexos
de GM, como os modelos F(R) das classes de Starobinsky (STAROBINSKY, 2007) e
Hu-Sawicki (HU e SAWICKI, 2007), preveem evolugoes distintas para f(z) e og(z). Tais
diferencas podem ser confrontadas com dados astronémicos atuais, com o intuito de in-
vestigar se a tensao entre resultados da RCF e observagoes de estruturas em larga escala

pode ser interpretada como uma possivel assinatura de nova fisica (MACAULAY et al.,
2013).

Neste contexto, conduziremos uma analise comparativa entre o modelo padrao ACDM
e diversas propostas alternativas, utilizando medidas recentes do fator de crescimento
f(2) e da amplitude das flutuagdes de matéria og(z) obtidas por diferentes tragadores
cosmologicos, como distor¢oes no espaco de redshift e levantamentos espectroscopicos de
grande escala (ALAM et al., 2017; AVILA et al., 2022a; BEUTLER et al., 2014; BLAKE
e ET AL., 2011; FRANCO et al., 2025c). Para isso, resolveremos numericamente as
equacgoes de evolucao das perturbagoes lineares para cada modelo cosmologico conside-
rado, confrontando suas previsoes com conjuntos de dados observacionais compilados na
literatura, incluindo medigoes de fog e resultados do satélite Planck (KOYAMA, 2016;
NESSERIS e GARCIA-BELLIDO, 2018; PLANCK COLLABORATION et al., 2020).

Nosso proposito é identificar possiveis desvios em relagao ao modelo padrao e contribuir



para o debate em curso sobre a robustez do paradigma cosmologico vigente, investigando
se determinadas classes de teorias de Gravitacao Modificada (GM) podem descrever ade-
quadamente o Universo observado (ISHAK, 2019; JOYCE et al., 2015; RIBEIRO et al.,
2024).

Por fim, buscamos determinar quais modelos de GM, ou ainda quais extensoes do tipo
ACDM, podem ser considerados competidores sérios ao modelo ACDM plano na tarefa de
descrever o Universo observavel (BAUMANN, 2022; COLES, 1996; DODELSON, 2003;
PLANCK COLLABORATION et al., 2020).

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 sao apresentados os
fundamentos da cosmologia contemporanea. O Capitulo 3 aborda a formagao e a evolugao
das estruturas em grande escala. No Capitulo 4, discutem-se extensdes ao modelo padrao,
com énfase em cenéarios de gravidade modificada. O Capitulo 5 descreve os procedimentos
metodologicos e estatisticos utilizados neste estudo. Os resultados e suas discussoes sao

apresentados no Capitulo 6, enquanto as conclusoes finais sao reunidas no Capitulo 7.
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Capitulo 2
Modelo Padrao da Cosmologia

A Cosmologia Moderna teve sua origem no cenério cientifico apos a publicacao da Te-
oria da RG por Albert Einstein em 1915 (EINSTEIN, 1915). Este marco revolucionario
na fisica foi o estopim para o desenvolvimento do modelo do Big Bang, que é o cenario
que melhor descreve a dinamica cosmologica em larga escala. Em conjunto com a hipo-
tese inflacionéria, essas ideias permitiram a consolidagao do Modelo Cosmologico Padrao,
o ACDM plano, o qual apresenta excelente concordancia com observacoes da radiagao
coésmica de fundo, das oscilagoes actsticas de bérions, da estrutura em larga escala e
da expansao acelerada do Universo (ALBRECHT e STEINHARDT, 1982; AVILA et al.,
2025b; GAMOW, 1948; GUTH, 1981; LINDE, 1982; PEEBLES, 1984; PLANCK COLLA-
BORATION et al., 2020; RIBEIRO et al., 2025). Este modelo, por sua vez, é sustentado
por alicerces teoricos ancorados no Principio Cosmolédgico e na teoria da RG, cujo ar-
cabougo cientifico esta observacionalmente respaldado na expansao do Universo (AVILA
et al., 2023; HUBBLE, 1929; LOPES et al., 2024), nucleossintese primordial, RCF (AVILA
et al., 2025c; BERNUI e REBOUCAS, 2009, 2010; BERNUI et al., 2007a; MOKEDDEM
et al., 2026; NOVAES et al., 2015, 2016), e formagao de grandes estruturas no Universo,
tal como galaxias e aglomerados (AVILA et al., 2022a,b; AVILA et al., 2024, 2025a; CO-
LES, 1996; DE CARVALHO et al., 2021; FRANCO et al., 2025a,b,c; KAISER, 1987,
MARQUES e BERNUI, 2020; MARQUES et al., 2019; PEEBLES, 1980).

O Principio Cosmolégico, um dos fundamentos da cosmologia contempora-
nea (ABRAMO et al., 2006; AKRAMI et al., 2020; AVILA et al., 2019, 2021, 2018;
BERNUI e HIPOLITO-RICALDI, 2008; BERNUI et al., 2006, 2007b, 2014; BERNUI,
2008, 2009; BERNUI et al., 2018; DIAS et al., 2023; FRANCO et al., 2024; KESTER
et al., 2024; LOPES et al., 2025; MAARTENS, 2011; MARQUES et al., 2018; MOKED-
DEM et al., 2023, 2026), assume que em uma escala suficientemente ampla (tipicamente,
para escalas acima de 100 Mpc (DIAS et al., 2023)') o Universo exibe caracteristicas

uniformes independentemente de sua localizagao. Essa concepcao de auséncia de direcoes

'A unidade de distancia Mpc é uma medida de distancias astronémicas que vale, aproximadamente,
3,26 milhoes de anos-luz.



6 CAPITULO 2. MODELO PADRAO DA COSMOLOGIA

privilegiadas e pontos centrais foi pioneiramente introduzida por Nicolau Copérnico, um
heliocentrista que desafiou a teoria predominante da época, o geocentrismo. Com base em
suas observagoes, Copérnico argumentou que a Terra nao ocupava uma posicao central
no sistema solar e, portanto, nao desfrutava de um status privilegiado no espaco.

No contexto do Principio Cosmolégico, a isotropia e a homogeneidade emergem como
caracteristicas fundamentais do espaco-tempo. A isotropia implica a auséncia de dire¢oes
preferenciais no espago césmico, ou seja, todas as direcoes sao igualmente significantes e
estao regidas pelas mesmas leis fisicas e propriedades do Universo. Ja a homogeneidade
diz respeito & auséncia de posigoes preferenciais no espago. Assim, desde qualquer ponto
de observagao, o Universo apresenta carateristicas similares as observacoes desde outros

pontos.

2.1 Teoria da Relatividade Geral

Cerca de uma década apos a publicacao da Teoria da Relatividade Especial (RE) em
1905, que consolidou os conceitos de espaco e tempo em uma entidade unificada conhecida
como continuo espago-tempo, assim como os conceitos de massa e energia, Finstein desen-
volveu uma extensao de sua teoria. Essa expansao incorporou de maneira mais abrangente
os efeitos gravitacionais, aprimorando assim a compreensao da interagao entre a geometria
do espago-tempo e a presenga de matéria e energia (EINSTEIN, 1915).

Quando foi postulada, a teoria da gravitagao de Einstein era uma teoria totalmente
nova, na qual a gravidade é um efeito geométrico do espago-tempo ocasionado pela dis-
tribuicao de matéria e energia presentes nele. A motivacao de Einstein para desenvolver
a RG é dada pelo fato de haver um desacordo entre a interacao instantanea descrita pela
gravitacao Newtoniana e a RE, pois, até o momento, a teoria classica da gravitacao nao
havia apresentado conflitos entre as predigdes e as observagdes (CATTANI, 1998), exceto
o fato de ter falhado ao explicar as irregularidades na 6rbita do planeta Merctrio 2.

Em contrapartida, a RG alcancou sucesso notéavel ao abordar nao apenas a érbita de
Merctrio (ARTHURY et al., 2012), mas também em enfrentar com éxito outros testes
classicos. Esse desempenho consolidou a RG como a teoria fisica mais consistente em
comparagao com a teoria Newtoniana da gravitacao.

A teoria da RE de Einstein possui elemento de linha descrito pela métrica de Min-

kowski para o espago-tempo plano:
ds? = —c2dt* + da® + dy? + d2?, (2.1)

em que pode ser, compactamente, reescrita como (BUSTI (2009)):

20 planeta Merciirio avanca cerca de 43" de arco por século, nunca completando totalmente a elipse
da sua orbita.
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ds® = n,,dxtdx”, (2.2)

em que 1), = diag(—c,1,1,1) é a métrica do espago-tempo plano, 2* sao as coordenadas
espaco-temporais e ¢ representa a velocidade de luz, e a quantidade ds? ¢ um invariante
para qualquer sistema de coordenadas.

Para incorporar os efeitos gravitacionais a métrica, é imprescindivel utilizar uma mé-
trica que revele as propriedades intrinsecas do espago-tempo. Esse foi o ponto de partida
de Einstein, que postulou que, ao considerar esses efeitos gravitacionais, o espago-tempo
¢ intrinsecamente curvo em quatro dimensoes de acordo com a geometria riemanniana.

Dessa forma, o elemento de linha para o espaco-tempo pode ser expresso da seguinte
maneira (CATTANI, 1998):

ds® = g, datdx”, (2.3)

sendo o elemento de linha, neste caso, também chamado de métrica de Riemann, g,
o tensor métrico e pu,v = 0,1,2,3 (correspondendo, nessa ordem, a uma coordenada
temporal e trés espaciais). Além disso, a equagao (2.2) é um caso particular da (2.3).
Deve-se notar que, quando considerado o espago-tempo plano, o tensor métrico assume
valores diagonais do tipo goo = —g11 = —geo = —g33 = 1. Considerando casos mais gerais
de espagos-tempos, o tensor métrico vai ter uma forma mais geral (por exemplo, nao

necessariamente sera diagonal).

A partir de g,,, é possivel escrever os simbolos de Christoffel® denotados como

1 (0%
ry, = Egﬂ (OuGow + OvGop — Oau) - (2.4)

Assim, o tensor de Riemann ou tensor de curvatura pode ser expresso em termos dos

simbolos de Christoffel da seguinte maneira

@ = 0%, — 9,0 + T2 I, — T2 T7,. (2.5)

Por outro lado, o tensor de Ricci, empregado nas equacoes de campo da RG, é obtido

por meio da contragao do tensor de Riemann, conforme expresso por
RW’ - gaﬁRﬂaﬁy - Rzazﬂ (26)
que resulta na seguinte expressao

Ry, = 0,15, — 0T, + T2 T}, —T2.T, (2.7)

pv

30s simbolos de Christoffel ndo possuem caréter tensorial.
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com o escalar de Ricci dado por
R=¢""R,,. (2.8)

Através das consideragoes citadas e do principio da covaridncia, que estabelece que
as leis fisicas devem ter a mesma forma em todos os sistemas de referéncia possiveis
(HENNEAUX e TEITELBOIM, 1989), Einstein chegou a equagao de campo que descreve

a relagao entre a geometria espago-temporal com o contetido de matéria-energia
1
G;w = R;uz - éguuR = gTum (29)

onde G, € tensor de Einstein, R, ¢ o tensor de Riemann, g,, € o tensor métrico, R é o

escalar de Ricci e £ = Sg—f ¢ a constante de Einstein e T}, é o tensor energia-momento.

Temos também que a lei de conservacao do tensor energia-momento dada segundo a
identidade de Bianchi é
vV, " = 0. (2.10)

Na equagao (2.9), o lado esquerdo esta relacionado a geometria do espago-tempo,
enquanto que o direito ao conteudo de matéria e energia. Portanto, pode-se inferir que a

presenca de matéria e energia modifica a geometria espago-temporal.

Com base nas suas equacoes de campo e considerando as consequéncias do Princi-
pio Cosmolégico, Einstein obteve um modelo cosmologico cujo o Universo nao poderia
ser estatico, ou seja, haveria de ter um colapso gravitacional ou uma expansao. Dessa
forma, a teoria da RG mostrava que modelos contendo matéria nao poderiam ser esta-
ticos. Por nao haver, até entao, evidéncias observacionais que sugerissem um Universo
nao-estatico, ele adicionou em suas equagoes de campo um termo que teria agao oposta
a gravidade, denominada de constante cosmologica, A, o que possibilita a anulacao dos

efeitos gravitacionais que afetam a instabilidade do Universo (DELBEM, 2010).

Se esta constante fosse diferente de zero, o Universo estatico contendo matéria nao
colapsaria sob sua propria gravidade, fornecendo solugoes cosmologicas estaticas mais
estaveis (DELBEM, 2010). Contudo, em 1929, as observagoes conduzidas por E. Hubble
indicaram que o Universo estava, na verdade, em expansao. Este resultado foi antecipado
de forma independente por Friedmann em 1922, quando aplicou as equagoes da RG &
cosmologia, prevendo um Universo em expansao (FRIEDMANN, 1924). Portanto, as
observagoes de Hubble forneceram uma confirmacgao empirica crucial para a ideia de um
Universo dindmico, marcando um momento significativo na compreensao da cosmologia,
que introduziu a hoje conhecida da Lei de Hubble-Lemaitre, que sera discutida mas a

frente.

A partir de 1998, com a observagao de supernovas do tipo Ia (SN Ia) pelos grupos
liderados por A. Riess (RIESS et al., 1998) e S. Perlmutter (SUPERNOVA COSMOLOGY
PROJECT COLLABORATION, 1999), a constante cosmologica passou a ser referenciada



2.1. TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL 9

como o parametro que quantifica a presenca de uma componente misteriosa no Universo,
denominada FEnergia Escura. Esta entidade é reconhecida como responsével por essa
expansao acelerada do Universo, redefinindo nossa compreensao fundamental da dindmica

cosmica. Com o emprego dessa constante cosmologica, a equagao (2.9) fica:

G+ ANgu = €T, (2.11)

Um desafio ainda nao solucionado na cosmologia refere-se a constante cosmologica
A, que é conceptualizada como a energia do vacuo (BOUSSO, 2008). Contudo, uma
discrepancia substancial surge ao confrontarmos os valores derivados da Teoria Quantica
de Campos com aqueles deduzidos a partir de dados cosmologicos. Neste contexto, uma
disparidade de ordens de magnitude se manifesta, caracterizando o dilema amplamente
conhecido como o problema da constante cosmoldgica (WEINBERG, 1989). Este enigma
representa um desafio significativo na compreensao da natureza fundamental da energia
do vacuo e destaca a necessidade premente de uma reconciliacao mais profunda entre a
teoria quantica e a cosmologia observacional.

Entretanto, desde o final da década de 1920, é reconhecido que o Universo estd em
expansao, com as propriedades de homogeneidade e isotropia estatisticas (DUPRE, 2000).

Com base no que ja foi exposto, para desenvolver um modelo cosmologico coerente,
é essencial adotar a premissa de que o Universo é espacialmente homogéneo, isotrépico e
em expansao. Isso nos permite fazer o uso de outro sistema de coordenadas chamado de
coordenadas comoveis. Essas coordenadas, por sua vez, sao mantidas durante o processo
de expansao. Assim, como a expansao do Universo é uniforme, podemos relacionar uma

distancia real 7" com a distancia comovel & pela relagao
F=alt) T, (2.12)

onde a homogeneidade foi empregada para assegurar que a(t) seja exclusivamente uma
fungao do tempo t. O termo a(t) é designado como fator de escala e descreve o modo como
as distancias fisicas se aumentam com o tempo, considerando que o valor de ¥ permanece,
por definicdo, constante . Pode-se observar, por exemplo na figura 2.1 as distancias na
grade comoével permanecem as mesmas, sendo reguladas pelo fator de escala, enquanto
que se percebe o aumento na grade das coordenadas fisicas.

Dessa forma, ao aplicar a Equacao de Campo em uma escala césmica, ou seja, ao
descrever o Universo como um todo, é necessario empregar a métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), que atende a esses principios. Essa métrica define
a geometria de um Universo com tais caracteristicas, caracterizando-se por uma expansao

continua. Consequentemente, para descrever adequadamente a evolucao do Universo,
a métrica FLRW é utilizada, conforme destacado por (FABRIS e VELTEN, 2013). O

4|Z| tem unidades de distancia, enquanto a(t) é uma funcio adimensional
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=1, ———— () =R(1,)r

S, G T - | N

Figura 2.1: Imagem que descreve o comportamento do fator de escala. Fonte: http:
//people.virginia.edu/~dmw8f/astr5630/Topicl16/t16_scale_factor.html

elemento de linha dessa métrica é expresso por

dr? 2 192 2 .2 2
—— +r%df* + r*sin“ 0 do”| . (2.13)
1—51’%—8

ds* = — 2dt* + a(t)?

em que 7, 0, ¢ sao coordenadas esféricas coméveis, k/R3 é a curvatura Gaussiana 3D, e
a constante k é o escalar de curvatura normalizado, que pode assumir os valores kK = +1
(geometria esférica), kK = —1 (geometria hiperbdlica) e k = 0 (geometria Euclideana),

como ilustra a figura 2.2 para o caso 2D.

fechado

aberto

plano

Figura 2.2: Tipos de curvatura do 3-espago. O Universo pode ser fechado (acima), aberto

(meio), ou plano (abaixo). Fonte: NASA/WMAP

Por outro lado,
dz® = dt; dx' = dr; do* = df; da® = do. (2.14)

Comparando a equagao (2.2) com a (2.13), e adotando g, = 0 para p # v e g,, # 0, é

possivel determinar a matriz g,,, que é dada pela seguinte forma:


 http://people.virginia.edu/~dmw8f/astr5630/Topic16/t16_scale_factor.html
 http://people.virginia.edu/~dmw8f/astr5630/Topic16/t16_scale_factor.html
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—c 0 0 0
a2
0 — 0 0
G = 1=K (2.15)
0 0 a’r? 0
0 0 0 a’r?sin®0

Nota-se que a parte espacial da métrica varia temporalmente seguindo a variagao do
fator de escala a = a(t). Além disso, o Principio Cosmolégico recomenda considerarmos
que, em grande escala, todo o contetdo de matéria do Universo possa ser descrito em

termos de um fluido perfeito °, cujo tensor energia-momento ¢ dado por:
™ = (p+ Lyura” — pg (2.16)
2 ’ '

em que p , p e u’ sao a pressao, a densidade de energia e a quadri-velocidade adimensional
do fluido, respectivamente (WEINBERG, 2008).

Para elucidar a dinamica do Universo, é imperativo compreender a variagao tempo-
ral do fator de escala a(t) e outras grandezas associadas. A equagao de Friedmann
deriva-se das Equagoes de Einstein (2.11), aplicada & FLRW (esta também justificada
pelo Principio Cosmologico), tendo em vista um fluido perfeito para o tensor de energia-

momento T,

uvs COMO mostra a seguir

+—, (2.17)

g 281G B K 2 A
a’R2 3

onde " representa a derivada com relagdo ao tempo cosmico. Substituindo (2.16) em (2.10)

obtemos a equacao da continuidade, escrita como

p+3g(p+§2> —0. (2.18)

Combinando (2.17) e (2.18) obtemos a equa¢do da aceleragao dada por

(2.19)

Ao analisarmos a equagao (2.19), é possivel perceber que a acelera¢ao s6 é positiva e
nao-nula (i.e., @ > 0) para p < —c?p/3. Observa-se também que, na presenca de uma
pressao positiva (p > 0) no material em avaliagdo, a magnitude do termo a direita da
equacao aumenta em rela¢do ao caso em que a pressao ¢ nula (p = 0), resultando em um

valor mais negativo. Isso, por sua vez, implica na desaceleracao do processo de expansao.

5Considera-se que este fluido pode ser completamente descrito pela densidade relativista de matéria-
energia, p, e pressao, p, ambos compartilhando as propriedades de homogeneidade e isotropia do espago
3D.
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2.2 O Parametro de Hubble

A Lei de Hubble - Lemaitre descreve uma relagao proporcional entre a velocidade de
recessdo (v = dr/dt) de objetos celestes, como galaxias, e sua distancia em relagdo ao
observador. Essa lei é fundamental para compreender a expansao do Universo. Ao apli-
carmos a distancia comovel, conforme expressa a equagao (2.1), a esse conceito, estamos
considerando as coordenadas cosmoldgicas da distancia que levam em conta o fator de
escala do Universo. Isso proporciona uma compreensao mais abrangente e precisa da
relacao entre a velocidade de afastamento dos objetos cosmicos e sua distancia em um

contexto cosmologico mais amplo, dando-nos a seguinte expressao

A
_): _— = — _»: —_r 220
CTa T e (2.20)
cuja forma mais conhecida é
v=Hr, (2.21)

em que H = H(t) é conhecido como Parametro de Hubble, relacionado com a taxa de

expansao do Universo, e definido como

a(t)
H(t) = —=. 2.22
=0 (222)

Nota-se que, ao usarmos o resultado da equacao do parametro de Hubble (2.22) na
equagao de Friedmann (2.17), é possivel obter uma notagao mais compacta que fornece a

evolugao de H (t)

H(t)? = ?mt) - %. (2.23)

2.3 A Evolucao do Universo

A equagao de estado constitui um alicerce fundamental na cosmologia, delineando a in-
terdependéncia entre a densidade p e a pressao p das componentes especificas do Universo
que estamos investigando em sua evolucao temporal. Assim, a compreensao da dinamica
evolutiva dessas componentes cosmicas requer nao apenas a familiarizacao com a equacao
de estado, mas também uma apreciacao mais ampla das propriedades fisicas e compor-
tamentais associadas a essas entidades no contexto da cosmologia. Assim, a equacao de

estado é caracterizada pelo parametro w conforme a equagao
w=—". (2.24)

Nas subsecgoes a seguir, iremos melhor compreender o que consiste cada componente do

Universo e seu respectivo comportamento evolutivo. Para cada caso desses, serd consi-
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derado um Universo de curvatura dada por x = 0, isto é, plano, conforme indicam as

observagoes.

2.3.1 DMatéria

Na cosmologia, o termo matéria refere-se & matéria nao-relativistica, cuja pressao exer-
cida no fluido é desprezivel. Tal substancia é responsavel por compor o Universo em suas
diversas formas, incluindo particulas subatomicas, &tomos, moléculas, e estruturas maio-
res, como estrelas, galdxias e aglomerados de galdxias, desempenhando um papel crucial
na evolugao e estrutura do cosmos. Para tanto, ao analisarmos a equagao (2.24), temos,
para esse caso, w = 0 implica que p,, = 0, em que o subscrito m indica a componente
material.

A equacao de estado onde o parametro w ~ 0, carateriza a matéria nao-relativista,
comumente chamada de poeira. Essa terminologia é geralmente aplicada para simplificar
a dindmica da matéria em larga escala no contexto cosmolégico, poucas particulas num
dado volume e que nao exercem pressao. Este grupo é primariamente composto por duas
entidades distintas: a matéria escura fria e a matéria barionica.

A Matéria Escura Fria, ou no inglés Cold Dark Matter refere-se a uma forma de
matéria hipotética que nao interage diretamente com a luz e outras formas de radiagao
eletromagnética, tornando-se virtualmente invisivel aos métodos observacionais tradicio-
nais. Sua presenca é inferida a partir dos efeitos gravitacionais que exerce sobre a matéria
visivel, como galaxias e aglomerados de galéxias.

Por outro lado, a matéria baridnica constitui a matéria convencional, ou seja, composta
por barions, incluindo prétons, elétrons e néutrons, que formam atomos e, por conseguinte,
estruturas mais complexas no Universo observavel, como estrelas, planetas e galaxias.

Dessa maneira, ao considerarmos um Universo composto somente por poeira, teremos
a pressao p,, = 0, que na equagao do fluido (2.18)
1d d

Ea(pma?’) =0= —(pma®) =0, (2.25)

a
o+ 3= P = 0 =
P+ ap dt

que, a partir da integracao do tltimo termo da equacao, retorna

1
Pm X — (2.26)
a
o que representa o decaimento da pressao da componente material com o volume.

Como é possivel reescalar a(t) da seguinte forma a(ty) = ap = 1, e levando em consi-

deracdo £ (p,a®) = 0, entdo obtém-se

- Pmo
Pm = "3 (2.27)
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que, ao substituir na equagao de Friedmann (2.17), com x = 0, obtemos

i — 871G o '
3

(2.28)
Integrando a expressao anterior, o resultado expressa uma relacao de proporcionalidade
do fator de escala com o tempo césmico da forma a oc t2/3) tal que com a(ty) = 1,

podemos escrever

t 2/3 pmo met%
A=) @)= P , 2.29
a(t) (to) 5 pm(t) po 2 (2.29)

Esse cenério é conhecido como Universo de Einstein de-Sitter, um modelo que con-
siste exclusivamente de matéria. Este Universo é caracterizado por uma geometria plana
(k = 0) e uma expansao que perdura infinitamente ao longo do tempo, porém tende a
zero conforme se vé na expressao do parametro de Hubble, (H(¢)) no Universo predomi-

nantemente dominado por essa componente

Hi="=2. (2.30)

2.3.2 Radiacao

O conceito de radiagao transcende nao apenas a radiacao em si, mas abrange toda a
matéria ultra-relativistica, incluindo os constituintes materiais presentes nos estagios
iniciais do Universo. Sua equagdo de estado é expressa como w = 1/3, resultando em
uma relagdo entre pressao (p.) e densidade de energia (p,), representada pela formula
pr = pyc?/3, sendo o subscrito r associado a radiacdo. Essa configuracao é entdo apli-
cada a equagao de estado (2.18), proporcionando uma descrigao refinada das interagoes

fundamentais no contexto césmico

. T o .
pr+3§<pr+%):o = pr+4ng:o = = (pna’) =0. (2.31)

De maneira andloga ao caso da matéria, o resultado da integral da ultima expressao
da equacao anterior nos da

1
proc . (2.32)

e usando a mesma parametrizacao do fator de escala, temos

pro _ Protg

alt) = (})/ ety = 20 = 5l (2.33)

Dessa maneira, o parametro de Hubble pode ser escrito da seguinte forma

H(t) = g 1 (2.34)
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para um Universo dominado predominantemente pela radiacao. Observe-se que um Uni-
verso completamente dominado pela radiacao exibe uma taxa de expansao mais lenta
em comparacao com um Universo totalmente dominado pela matéria. Essa disparidade
resulta da influéncia da pressao exercida pela radiacao na equagao de aceleracao, con-
forme expresso pela equacao da aceleragao (2.19). Importante notar que tal componente
estd ausente no caso da matéria, uma vez que a pressao de matéria (p,,) ¢ nula. Esse
fenémeno ilustra uma intrincada interagao entre as diferentes formas de energia presentes

no cosmos, conduzindo a distintos comportamentos dindmicos na expansao do Universo

(BAZEIA et al., 2008).

2.3.3 Matéria e Radiagao

Podemos também tratar de uma situagao fisica mais proxima da realidade, cujo o
Universo é dominado por mais de um elemento, isto é, um fluido feito por matéria e

radiacao simultaneamente, de tal forma que

P = pm+pr, (2.35)

e onde as densidades evoluem na seguinte forma

I 1
Pm X 55 Pr O —, (2.36)
ou equivalentemente
Pm = Pmo@” "5 pr = proa . (2.37)

A complexidade inerente a descri¢do de a(t) é agravada pela disparidade nas taxas
de evolucao entre diferentes componentes energéticas. Em situagoes iniciais, quando a
radiacao exerce dominio, emerge um intervalo temporal no qual as densidades de matéria
e radiagao sao comparaveis, ou seja, p,, = p.. Este intervalo especifico é denominado
como a €época da equivaléncia matéria-radia¢ao, uma fase crucial que serd associada ao
subscrito eq. Este periodo nao apenas representa uma transigao marcante nas condigoes
do Universo, mas também tem implicagoes significativas na evolugao dinamica do cosmos,
exigindo uma anélise cuidadosa das interagoes entre matéria e radiacao.

Nesse contexto, desenham-se distintamente dois periodos cruciais na evolugao coésmica:
o primeiro caracteriza-se como uma fase dominada pela radiacdao, na qual a dindmica
evolutiva é regida pela relagao descrita pelo modelo de radiacao. Por sua vez, o segundo
periodo configura-se como uma era dominada pela presenca de matéria, introduzindo uma
transformacao substantiva na evolugao cosmica, cujas nuances sao delineadas pela relagao
caracteristica desse regime material.

Conhecidas as principais componentes do Universo, e sua relacao com a evolugao

temporal, é possivel analisarmos a figura 2.3 que ilustra cada componente dominante em
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cada fase da evolugao cosmica.

1L
Densidade
da radiagao
107° |-
-10 Ponto de igualdade
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£ matéria—radiagéo DOMINADO
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Figura 2.3: Evolucao das componentes do Universo. Fonte: o autor.

2.4 Densidade Critica

Um parametro importante para determinar a densidade de matéria no Universo € a
chamada densidade critica (p.), que pode ser obtida a partir da equagao de Friedmann
(2.17). Para tanto, é conveniente reescrevé-la da seguinte forma

8rGp(t) e

= H(t)* + o) (2.38)

Multiplicando ambos os membros de (2.38) por H 2, obtemos

K c? 8tGp

H2a?R?  3H?

1. (2.39)

Quando o Universo é Euclideano, ou seja, k = 0, o parametro de densidade assume o

seguinte valor
_ 3H?
- 8rG

Podemos escrever a equacgao anterior tomando, para ela, o tempo presente, retornando-nos

Pe (2.40)

o parametro de densidade critica hoje, p.o,

— 3H§ — 20,2 9
Pco — % = 1,878 x 10 h %, (241)
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em que h é a constante de Hubble em unidades de 100 km/s/Mpc.

A constatacao de que o valor do parametro de densidade critica p. estd notavelmente
proximo da densidade total atual py do Universo introduz uma intrigante "coincidéncia",
conhecida como o problema da planicidade. Este fendmeno levanta questoes sobre a
razao pela qual esses valores sao tao proximos, o que tem sido um desafio para a cosmo-
logia. A solucao mais amplamente aceita entre os cosmologos é abordada pela teoria da
Inflagao Coésmica, que postula um periodo de expansao exponencial do Universo em
seus estagios iniciais. Esse conceito nao apenas oferece uma explicacao coerente para a
coincidéncia observada, mas também resolve varias outras questoes fundamentais, pro-

porcionando uma estrutura robusta para a compreensao da evolugao coésmica primordial.

Por conseguinte, a partir da equagao (2.41) e conhecendo a densidade de matéria do

Universo, é possivel inferir se sua geometria é hiperbolica, esférica ou Euclideana.

2.5 Parametro de Densidade

Os resultados provenientes de projetos de pesquisa observacional frequentemente nao
sao expressos diretamente em termos de densidade de energia (p), mas sim através do pa-
rametro de densidade (§2). Esta abordagem representa uma reparametrizagao que utiliza
um valor particular de densidade, concebido para garantir que a geometria do Universo
seja plana (k = 0). A transigao para o parametro {) é uma estratégia que simplifica a
analise, permitindo uma compreensao mais clara e concisa da dinamica césmica. Essa
reparametrizacao é fundamental para conciliar observagoes empiricas com os principios
tedricos subjacentes, facilitando a interpretacao e comparacao dos resultados com as pre-
visoes da equagao de Friedmann

2
H(t)? = ?,)(t) - R(%CTZ)?' (2.42)
O parametro de densidade ();: trata-se de uma quantidade adimensional que define a
taxa de contribuicao de uma dada componente 2 na composicao do Universo, e sua relacao

¢ dada pela razao entre a densidade de energia p; e a densidade critica p,.

Pi
—. 2.43
Pe ( )

Q;

A partir das defini¢oes apresentadas, é possivel reescrever a equagao de Friedmann (2.17)

da seguinte forma

H(t)* = H} [Qmo (%)3 + Q0 (%)4 + Qp + Qo (%)2] , (2.44)
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—% ¢ o parametro de curvatura para o tempo hoje. As
observagoes atuais (PLANCK COLLABORATION et al., 2020) indicam que o Universo é
plano, o que nos permite fixar (; ~ 0. Com isso, a equagao (2.44) para o tempo presente,
isto é, Hy = H(t =to) e ap = a(t = ty), é dada por

em que o termo (.9 =

QmO + QT‘O + QA = 1. (245)

E perceptivel, ao observarmos os diferentes estagios da evolucao do Universo, que diversos
parametros assumem o controle do processo de expansao. Em fases iniciais, quando o
fator de escala é diminuto, é a radiacao que predomina, dirigindo a expansao cdsmica.
Posteriormente, & medida que a influéncia da radiacao diminui, a matéria passa a ser
a forca dominante, seguida pela constante cosmolodgica. Essa sucessao de influéncias
destaca a complexidade dindmica do Universo ao longo do tempo coésmico, evidenciando
a transi¢ao entre diferentes regimes de expansao regidos por parametros distintos.

No contexto do modelo padrao ACDM plano, a equacao de Friedmann, utilizado os
parametros de densidade normalizados para os valores das observagoes atuais, é escrita

como
H(a)?

Hg

= QTOCL74 + ngaig + QA . (246)

Temos também que a contribuicao da radiagao no Universo atual nao é significativa
quando comparada com a contribuicao de matéria e energia escura hoje. Portanto, para

um Universo homogéneo, isotropico e plano, a equagao de Friedmann é dada pela seguinte

H(CL) = Ho\/ Qmoa_3 + QA . (247)

forma

2.6 Parametro de Desaceleracao

A investigacao da variagao temporal do fator de escala é uma questao primordial na
cosmologia. Contudo, essa analise demanda um conhecimento abrangente de todas as
componentes do Universo, bem como de suas densidades individuais, visto que o fator de
escala nao é uma quantidade diretamente observavel. Através das equacoes de Friedmann,
terfamos a capacidade de determinar com exatidao a forma funcional de a(t). No entanto,
a tarefa de obter informacoes precisas e acuradas sobre a contribuigao de cada componente
do Universo se revela extremamente desafiadora (TORIBIO, 2007).

Através do fator de escala hoje, medido empiricamente, é possivel obter importantes
informagoes sobre esta quantidade. Assim sendo, expandindo em série de poténcias em
torno do tempo atual, temos
1d%a

(t—to)+ 575

a(t) = a(ty) + — 5 P

b7 (t—to)* + ... (2.48)

t=to t=to
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A representacao em série de Taylor mencionada anteriormente é capaz de reproduzir
de forma exata o valor de a(t), desde que todos os infinitos termos sejam levados em
consideracao. No entanto, é impraticavel listar todos os termos da série, uma vez que
uma forma aproximada ja fornece valores bastante préoximos da realidade. Isso se deve
ao fato de que, ao adicionar mais termos conforme indicado em (2.48), esses termos
adicionais tornam-se progressivamente menores. Dessa maneira, podemos despreza-los,

simplificando a representagao sem perder significativamente a precisao.

Boa parte dos modelos cosmologicos preveem que o fator de escala nao muda de forma
abrupta com o tempo. Dessa forma, podemos considerar apenas os dois primeiros termos

da série
1d?a

(t—to) + 573

da
a(t) ~ a(to) + — 9 2
t=to

yy (t —t)*. (2.49)

t=to

Utilizando-se da normalizac¢do a(ty) = 1 e a definicdo do parametro H para o tempo
atual, temos
1
a(t) =1+ Ho(t —tg) — 5qug(t —t0)?, (2.50)

em que o termo ¢ representa o parametro de desaceleracao medido atualmente, cuja

definicao para um tempo qualquer t é
a(t) a(t)

t) = ———2—=. 2.51

alt) = =5 (2:51)

Observamos, a partir da equacao fornecida, que a expansao do Universo pode

manifestar-se como constante, acelerada ou desacelerada, dependendo dos valores as-

sociados a d. E possivel visualizar na figura 2.4 que o pardametro ¢ admite diferentes

comportamentos para distintos valores de a, para os quais se adota o comportamento

parad=0,a>0ea <0.

3(t) alt) agn

)
/ j )
| . |
) ; (o) g B

Figura 2.4: Parametro ¢ para (a) @ = 0; (b) @ > 0 ¢ (c¢) @ < 0. Fonte: o autor.

I

Vale ressaltar na figura 2.4 que: (a) representa um comportamento constante de ¢, (b)

indica uma aceleragao, e (c¢) denota uma desaceleragao.

Podemos usar (2.19) para expressar ¢(t) em temos dos constituintes materiais do



20 CAPITULO 2. MODELO PADRAO DA COSMOLOGIA

Universo. Para isso, vamos escrever essa equacao da seguinte maneira

T = =T (14 3w, 2:52)

Z% =TS ) (14 3w, (2.53)

)

onde o subindice i representa as possiveis diferentes componentes do Universo.

Dividindo (2.53) por H?, temos

a 187G 1
—5 =53 Zi:pi(l +3w) = — Zijﬂi(t)(l + 3w;) (2.54)

em que §2;(t) é dado por (2.43). Usando a defini¢do do pardmetro de Hubble H(t) =
a(t)/a(t), temos

aa 187G 1
= = T332 ;pi(l + 3w;) = b ; Qi(1 + 3w;). (2.55)

Finalmente, da relagao (2.51), obtemos
1
alt) = 5 Z Qi(t) (1 + 3w,). (2.56)
Quando tomamos o tempo atual, a equagao (2.56) resulta

1
D=3 Z Q0,:(1 4 3wo). (2.57)

2.7 O Desvio para o Vermelho

Em suas observagoes na década de 20 (mencionadas na sec¢ao 2.1) E. Hubble, em cola-
boragao com Vesto Slipher e Milton Humason, fez uma descoberta notavel relacionada ao
comprimento de onda, Ay, das linhas de emissao de galaxias distantes. Eles observaram
que esse comprimento de onda era maior do que o esperado para os elementos constitu-
intes dessas galaxias, quando medidos em um referencial inercial. Essa discrepancia pode
ser explicada ao considerarmos a hipétese de que o Universo esta em expansao, causando
um esticamento proporcional ao fator de escala no comprimento de onda da radiagao a
medida que ela se desloca do ponto de emissao para o ponto de observagao.

Esse fenomeno intrigante ficou conhecido como desvio para o vermelho cosmologico, ou

redshift em inglés. Esse desvio para o vermelho ocorre devido & expansao do espago entre
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a fonte emissora e o observador, resultando em um aumento do comprimento de onda
da luz. O redshift cosmologico, denotado por z, representa nao apenas uma ferramenta
observacional valiosa, mas também um indicativo crucial da dindmica de expansao do
Universo. Esse parametro é definido como

)\0 — )\(t) Qg

1+ 2(t) = NG = 1) (2.58)

onde z = 0 se refere ao redshift correspondente ao tempo presente. Para um Universo
em expansao, tem-se a(ty) > a(t) e z > 0, que representa um desvio para o vermelho,
como mostra a figura 2.5. Em contrapartida, para um Universo em contracao, tem-se
a(ty) < a(t) e z < 0 ou seja, um desvio para o azul (AMENDOLA e TSUJIKAWA, 2010).

Figura 2.5: Representacao do feito do alongamento do comprimento de onda da radiagao ao
se propagar através de um espaco em expansao. Fonte: http://www2.astro.psu.edu/users/
cpalma/astrolh/class28.html.

Considerando o ajuste do fator de escala no presente, representado pela escala
a(ty) = 1, a equagdo (2.58) pode ser reescrita de maneira a destacar a relac¢do intrinseca

entre o fator de escala e o redshift

1

a(t) = 720

(2.59)
Diante desse contexto, a reconfiguracao da equacao de Friedmann em relagao aos para-
metros de densidade (2.47) abre espago para uma reformulagao que se articula em torno
do redshift. Essa reformulagao proporciona uma descri¢ao da expansao do Universo por
meio de uma parametrizacao temporal que é amplamente empregada na cosmologia ob-

servacional. Segundo ela, a equagao (2.47) podera ser reescrita como

H(2) = Hor/Qmo(1+ 2)3 +Qy . (2.60)


http://www2.astro.psu.edu/ users/cpalma/astro1h/class28.html.
http://www2.astro.psu.edu/ users/cpalma/astro1h/class28.html.
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Capitulo 3
Teoria das Perturbacoes Cosmolobgicas

O Universo observével exibe uma rica variedade de estruturas desde pequenas galaxias
até vastas redes cosmicas que nao podem ser descritas apenas pelo modelo homogéneo e
isotropico de FLRW. Segundo o Modelo Cosmolégico Padrao, essas estruturas evoluiram
a partir de pequenas flutuagoes primordiais que se amplificam ao longo do tempo, e
compreender sua evolucao é essencial para utilizar observaveis cosmolbgicos capazes de
discriminar entre diferentes modelos tedricos (BAUMANN;, 2022; COLES, 1996; NOVAES
et al., 2016; SALES et al., 2022, 2023).

As aglomeracoes observadas na distribuicao de matéria em larga escala, assim como
as flutuagoes de temperatura na RCF refletem as perturbagoes sobre o espago-tempo
de FLRW, chamado de espago-tempo de background (MUKHANOV, 2005; WEINBERG,
2008). Quando estudadas no contexto da RG, essas perturbagoes fornecem predigoes
observacionais como o espectro de poténcia linear, a flutuacao de densidade de matéria,
o crescimento de estruturas, o efeito de lenteamento gravitacional fraco, e parametros

derivados de oscilagoes actusticas, que servem como ferramentas importantes para testar a

validade de um modelo cosmologico (BAUMANN, 2022; MA e BERTSCHINGER, 1995a).

Para descrever o Universo observado com aglomeragoes e vazios (AVILA et al., 2018;
DIAS et al., 2023; FRANCO et al., 2024), partimos da métrica de FLRW e consideremos
o Universo preenchido por um fluido perfeito que representa o contetido médio do Uni-
verso (COLES, 1996). Em seguida, introduzimos pequenas perturbagoes na métrica e no
tensor energia-momento. A anélise é organizada de modo a construir varidveis invarian-
tes por calibre, pois essas sao diretamente interpretaveis fisicamente e se ligam de forma

objetiva aos observaveis mencionados.

Grande parte da formalizagdo mostrada segue as referéncias classicas (BAUMANN,
2022; DODELSON;, 2003; MUKHANOV, 2005; PADMANABHAN, 1993; PUGNO, 2017),
mas aqui direcionamos o enfoque para a conexao entre teoria linear e inferéncia cosmolo-

gica.

23
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3.1 Perturbacoes Relativisticas

Iniciamos com a métrica FLRW com assinatura (—, +, +, +)
Gudatds” = —2dt* + a*(t) vi;da'da?, (3.1)

onde 7v;; ¢ a métrica 3-dimensional que caracteriza a geometria espacial de curvatura
constante. Assumindo homogeneidade e isotropia em larga escala, a métrica espacial 7;;
é diagonal (MUKHANOV, 2005; WEINBERG, 2008).

A formulagao torna-se mais pratica ao utilizar o tempo conforme, definido por dn =

a~'dt, o que transforma a métrica em?

Gudztdz” = a*(n) [—dn® + vida'da’] . (3.2)

O contetido material médio do Universo ¢ modelado como um fluido perfeito, homo-
géneo e isotropico em volumes (ou areas) suficientemente grandes (AVILA et al., 2019,
2018; DIAS et al., 2023; FRANCO et al., 2025a; MARQUES et al., 2018), caracterizado
por uma densidade e uma pressao médias de fundo. O tensor energia-momento assume

entao a forma
T (z*) = [p(n) + p(0)] wutty + B(0) g (%), (3.3)

onde z% = (n,2), com i = 1,2,3, u* ¢ o quadrivetor velocidade do fluido, e p(n) e p(n)
representam, respectivamente, a densidade média e a pressao média do espaco-tempo de
fundo (DODELSON;, 2003; PEEBLES, 1980).

Introduzimos entao perturbagoes lineares

g,uu = gw/ + h‘/,LI/) |hlu,1//£_]luz/’ << 1, (34)
T,uz/ = 7,uz/ + ‘9,LL1/7 ‘e,uz//ﬁ‘ < 1, (35)

permitindo decompor as perturbagdes segundo o formalismo escalar-vetor-tensor (EVT).
Esse procedimento separa os modos dinamicamente independentes.
No espaco de Fourier, cada modo k se comporta como um grau de liberdade auténomo.

As fungoes proprias do Laplaciano satisfazem a seguinte relagao
AQ(s,v,t) _ —k2Q(S’V’t)7 (36)

em que o superindice (s,v,t) denota perturbacoes escalares, vetoriais e tensoriais, respec-
tivamente.
Para realizar a decomposicao das perturbacgoes em seus diferentes setores dindmicos,

comegamos separando cada quantidade perturbada em componentes escalares, vetoriais e

'De agora em diante adotamos ¢ = 1.
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tensoriais, de acordo com suas propriedades geométricas no espacgo tridimensional maxi-
mamente simétrico associado a métrica de fundo FLRW. Em particular, é ttil reescrever
vetores e tensores simétricos de nivel 2 em termos de quantidades derivadas de escalares,
uma vez que, no regime linear, os trés setores nao se misturam e podem ser tratados
independentemente. Daqui em diante, utilizaremos o superindice (0) para denotar o setor
escalar, em completa analogia aos setores vetorial (1) e tensorial (2).

Um vetor arbitrario ); pode sempre ser decomposto em uma parte sem divergéncia
(vetorial pura) e uma parte que ¢ o gradiente de um escalar. Assim, a componente escalar
do vetor deve ser proporcional & derivada covariante de um escalar Q. Trabalhando no
espago de Fourier, em que derivadas espaciais introduzem fatores proporcionais ao ntimero

de onda k, a normalizagao natural leva a definicao
QY =-k1Q. (3.7)

De forma andloga, um tensor simétrico de posto 2 pode ser decomposto em uma
contribuicao escalar construida a partir de segundas derivadas de um escalar, somada a
um termo proporcional & métrica espacial v;;, que ajusta corretamente o trago do tensor.

Esse procedimento produz a forma geral da parte escalar
_ 1
Q' = k2Q + g%'jQ(O)- (3.8)

Essas definigoes estabelecem a decomposicao escalar que sera utilizada nas perturba-
¢oes cosmologicas.

Com isso, a métrica perturbada assume

goo = —a*(n) [1+ Am)Q"], (3.9)
goi = —a*() B()Q\", (3.10)
g5 = a*(n) [(1+ 20,0y + 207Q) | (3.11)
A normalizacao u*u, = —1 implica
o_1 (0) i1 (0)
u:a(l—AQ ), ut = —vQ" (3.12)

O tensor energia-momento perturbado torna-se

19 = —p(1 4 6Q™), (3.13)
Ti=p [(1 + 7.Q0)5 + WTQg-O)i] , (3.14)
T’ =—(p+p)v—B)Q". (3.15)
Ty = —(p+ pvQ"”. (3.16)



26 CAPITULO 3. TEORIA DAS PERTURBACOES COSMOLOGICAS

Os parametros 7y, e mp possuem uma interpretagao fisica bastante intuitiva: eles
descrevem, respectivamente, as amplitudes das perturbacoes isotrdpicas e anisotropicas
do fluido. Em termos mais precisos, m;, esta associado as deformagoes que preservam a
simetria esférica local, correspondendo as perturbagoes isotrépicas de pressao, enquanto
mr caracteriza distor¢oes que quebram essa simetria, representando a parte anisotrépica
do tensor de pressao (ou, equivalentemente, tensoes de cisalhamento).

Essa interpretagao torna-se particularmente clara quando consideramos o caso limite
em que ambos os parametros se anulam, 7;, = 7y = 0. Nessa situacao, o tensor energia-
momento perturbado reduz-se exatamente ao tensor energia-momento do background. A
tinica contribuigao perturbada remanescente é a densidade, descrita pela fungao dp(n), a
qual representa a flutuagao escalar da densidade em torno de seu valor médio cosmolégico.

Além das componentes escalares, o tensor energia-momento apresenta termos que se
transformam como vetor (associados as perturbagdes da velocidade) e como o co-vetor
correspondente. Esses componentes surgem ao traduzirmos a descrigao fisica no referen-
cial de repouso do fluido —inicialmente caracterizado por sua velocidade peculiar v;,— para
o sistema de coordenadas adotado na métrica de fundo. E essa mudanca de referencial que
introduz as perturbagoes vetoriais no tensor energia-momento, completando sua decom-
posi¢ao nos setores escalar, vetorial e tensorial (BAUMANN, 2022; PADMANABHAN,
1993).

3.2 Perturbacoes Invariantes no Calibre Conforme

A covariancia da RG implica que diferentes escolhas de coordenadas podem representar
a mesma situagao fisica. A escolha de um calibre fixa essa liberdade. Entretanto, combi-
nacoes apropriadas das fungoes perturbadas podem ser construidas de modo a permanecer
invariantes sob transformacoes de calibre, o que garante interpretacao fisica direta.

A construcao dos potenciais invariantes de Bardeen é um passo fundamental na teoria
de perturbagoes cosmologicas, pois permite separar os efeitos fisicos reais daqueles que
surgem apenas de escolhas de coordenadas (BARDEEN, 1980). Para obter tais quantida-
des, combinagoes especificas das perturbacoes escalares da métrica sao formadas de modo
a permanecerem inalteradas sob transformagoes de calibre escalar (KODAMA e SASAKI,
1984). Considerando a decomposigao usual da métrica em termos das variaveis escalares
A, B, H;, e Hy, as combinagbes invariantes conhecidas como potenciais de Bardeen sao

definidas por

. " 1. .
U=At B+ B (HT+HHT>, (3.17)
d=Hp+ 1HT+ Tp_ EHT. (3.18)

3 k k2
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Aqui, H = d'/a denota o pardmetro de Hubble conforme, definido em termos do tempo
conforme 7, estando relacionado ao parametro de Hubble usual por H = aH. Essas
combinagoes sao obtidas impondo-se que os termos que mudam sob uma transformagao
infinitesimal de coordenadas se cancelam mutuamente. O resultado sao variaveis que
capturam os efeitos fisicos das perturbacgoes gravitacionais: ¥ atua como potencial New-
toniano generalizado, enquanto ® esta ligada a curvatura espacial perturbada. FEsses
potenciais sao diretamente observaveis, aparecendo em fenémenos como lenteamento gra-
vitacional, deslocamento gravitacional de frequéncias e no crescimento das perturbagoes
de matéria.

De forma anéloga a métrica, as perturbagoes da matéria também podem ser combi-
nadas de modo a formar quantidades invariantes. Em particular, a velocidade peculiar
do fluido v e a perturbacao da densidade  podem ser ajustadas com termos apropriados

que compensam a mudanca de calibre associada a Hr. Isso leva as variaveis invariantes

V =v— —Hy, (3.19)
D, =6 —3(1+w)d, (3.20)

onde V representa a velocidade peculiar livre de efeitos de calibre e D, é a perturbagao
de densidade na chamada gauge comovel generalizada. Essas grandezas sao tteis porque
permitem expressar as equacoes dinamicas do fluido e da geometria em termos exclusiva-
mente fisicos.

No calibre Newtoniano (ou longitudinal), definido pela escolha B = Hy = 0, a métrica

perturbada adquire a forma diagonal
G (2®) = a*(n) [=(1 4+ 2¥)dn* + (1 — 2®)y;;da’da’] , (3.21)

de modo que os potenciais de Bardeen passam a coincidir diretamente com as perturbacoes
escalares da métrica. Essa forma simplificada permite derivar as equacoes lineares de
Einstein de maneira transparente.

A partir das equagoes de Einstein linearizadas, relacionando as perturbagoes da mé-
trica as do contetido material, obtemos trés equagoes independentes. A primeira provém
da componente (00) de Einstein, que liga a perturbacao da densidade ao potencial ®

477Ga2ﬁ{Dg +3(1 4+ w) (@ + %Vﬂ = (k* — 3k)®. (3.22)
A segunda, derivada da componente mista (07), relaciona o potencial ¥ com a velocidade
peculiar

4nGa*(p+ p)V = k(U + HD). (3.23)

J& a diferenga das componentes espaciais fornece a equa¢ao que mede a anisotropia do
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estresse
k(& — ) = 87Ga’I, (3.24)

Em auséncia de tensdes anisotropicas, II¢*) = 0, os dois potenciais coincidem: ® = W.
As equagoes de conservagao V, 7" = 0, que sao independentes das equacoes de Eins-
tein, fornecem as equagdes de evolucao para as perturbagoes da matéria. A conservacao

da componente temporal gera a equagao de continuidade
Dy + (32 —w)HDy + (1 4+ w)kV 4 3wHT = 0, (3.25)

enquanto a conservacao das componentes espaciais leva a equagao de Euler

: 2k wk
1 = 3AHV = k(T + 2P) + —~D r(1-22) 0o, 2
V+(1-3c)HV = k(¥ +c; )+1+w g+1+w ( ) (3.26)
No caso espacialmente plano, i.e., K = 0, a equacao (3.22) se reduz a uma relagao de

Poisson relativistica para ®

4G pa® H
o= T (5 + Ev) . (3.27)

Finalmente, no regime sub-horizonte (k > H), os termos dependentes de H/k tornam-se
despreziveis e recupera-se a forma Newtoniana classica

_ A4AnG pa*s

b= (3.28)

Essa aproximacao é particularmente importante para o estudo da evolugao de estruturas,
pois conecta diretamente a dindmica relativistica das perturbagoes a formulagao New-
toniana usada em simulagoes cosmologicas e na construcao do espectro de poténcia da

matéria.

3.3 Descricao Newtoniana das Perturbacoes

O comportamento temporal do contraste de densidade ¢ é fundamental para descrever
a formacao de estruturas no regime linear. Quando o comprimento de onda das per-
turbagoes é muito menor do que o tamanho do horizonte, a dinamica prevista pela RG
pode ser tratada, com excelente precisao, por meio do limite Newtoniano aplicado a um
Universo em expansao. Esse resultado ¢ discutido de forma detalhada em (DODELSON,
2003), onde se mostra que, no regime sub-horizonte, os potenciais gravitacionais variam
lentamente e a equacao de Poisson recupera sua forma usual.
Nesse contexto, torna-se conveniente reescrever as equacoes de evolugao das perturba-

¢oes em termos das variaveis gauge-invariantes D e V', que representam, respectivamente,
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a perturbacao de densidade e o campo de velocidade no espago de Fourier. Essa aborda-

gem segue o formalismo relativistico padrao apresentado em (MUKHANOV, 2005).

Considerando um fluido geral caracterizado pela equacgao de estado w, velocidade do
som c¢g e possiveis contribui¢oes entropicas e anisotropicas dadas pelas equagoes (3.25) e

(3.26), obtém-se o seguinte sistema de equagoes de evolucao para D e V

: 3K
D —3wHD = — <1— ?>[(1+w)kv+2HwH], (3.29a)
. 2 w 2 3K w
=k|WU =D r—-(1-—=|——II]. .29b
VHY [ +1—I—w +1—|—w 3( k2)1+w } (3:29D)

Essas equagoes descrevem a evolucao linear das perturbacoes em densidade e velocidade
em um cenario cosmologico homogéneo e isotrépico com curvatura espacial k£ e fundo em

expansao caracterizado por H.

A variavel D é definida por D = Dy+3(14w) [® + 2], Apos substituir essa defini¢ao
nas equagoes perturbadas (3.29) e realizar as manipulagoes algébricas apropriadas, obtém-

se a seguinte equacgao de evolucao para D

D+ (1432 —6w)HD + [(ng — 12w + 9¢? — %) H + ;(3w2 — 1)k + (kK — 3;1)0?] D

2
9 3K .
=—(k*—=3k)wl —2 1_ﬁ Hw 11
k2 —
+2(3w2+3c§—zw)H2H+w(3w+2)KH+( 33R)w(1—?€—’;)ﬂ.

(3.30)

As equagdes hidrodindmicas Newtonianas constituem a base da descri¢ao de fluidos
autogravitantes no regime nao relativistico. Elas fornecem uma descrigao efetiva da evo-
lugao da matéria em escalas muito menores que o horizonte cosmoldgico, onde os efeitos
relativisticos podem ser desprezados (BUCHERT, 1992; PEEBLES, 1980). Nesse regime,
a densidade, o campo de velocidades, a pressao e o potencial gravitacional obedecem a
um conjunto de relagoes que expressam a conservacao da massa e do momento, além da
relacao gravitacional entre densidade e potencial. Para um fluido ideal sem dissipacao,
a entropia segue a corrente do fluildo (BERNARDEAU et al., 2002). Esse conjunto de

relagoes forma um sistema de equagoes composto pela equagao da continuidade, Euler,
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Poisson e conservacao da entropia, que sao, respectivamente

dp

- . = 31
5 TV (pv) =0, (3.31)

ov 1
En + (v-V)v+ ;Vp + Vo =0, (3.32)
V3¢ — 4nGp = 0, (3.33)

0s
— . p— . . 4
5 +v-Vs=0 (3.34)

Para estudar a estabilidade do fluido e a evolugao de perturbagoes gravitacionais, in-
troduzimos pequenas variacoes de primeira ordem nas grandezas acima e substituimos
no sistema. Esse procedimento, detalhado em referéncias como (MUKHANOV, 2005) e
(DODELSON, 2003), permite isolar apenas os termos lineares em cada variavel pertur-
bada. Em seguida, aplicamos a transformada de Fourier, o que diagonaliza espacialmente
o problema e leva a um conjunto de equagoes independentes para cada ntimero de onda
k. O resultado obtido é

D+ 321) +ipkV =0, (3.35)
o k )
V4 lv i (ng + —pz) ikd =0. (3.36)
a p Os

O ponto central da descricao do crescimento das estruturas no Universo é o contraste
de densidade, grandeza que mede o desvio relativo da densidade local em relagao ao valor
médio cosmolégico. Ele permite quantificar a presenca de regioes de sobredensidade e

subdensidade no fluido césmico; o contraste de densidade da matéria é definido por
—_— (3.37)

onde p(r, a) é a densidade na posi¢ao espacial r para um dado tempo cosmico ¢ (e portanto
um fator de escala a(t)), enquanto p(a) representa a densidade média do Universo na
mesma época. Essa defini¢ao é fundamental na teoria de perturbacoes, pois ¢ é a variavel
que efetivamente controla a evolugao linear das flutuagoes de matéria, embora o contraste

de densidade nao seja um observavel cosmologico.

Ao restringirmos a anélise ao regime adiabatico, isto é, a situacao em que nao hé va-
riagao de entropia (X = 0), as equagoes de perturbagao se simplificam significativamente.
Nesse caso, o sistema pode ser reduzido a uma tnica equagao dindmica para o proprio

contraste 9, que governara toda a evolucao linear das flutuacoes de densidade.

Nesse contexto, as equagoes lineares (3.35) e (3.36) podem ser escritas, no espago de
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Fourier, como

D+ 3%0 +ipkV =0, (3.382)
L 4nGp\ D
Vit k(o - 22 2 2o, (3.38b)
a k? p

Utilizando a relagao D = pd, a equacado de continuidade (3.38a) assume a forma
06+ 328 +ipkV = 6 +ikV =0, (3.39)
a

na qual simplificamos por p e destacamos a combinagao 4 ikV, que seré ttil para obter

a equagao final para 9.

Derivando (3.39) em relagao ao tempo, e levando em conta que o nimero de onda

fisico satisfaz k = koag/a, obtemos
S
0+ 1k (V — —V) =0. (3.40)
a
Substituindo V e V a partir de (3.38b) e eliminando a velocidade peculiar, chega-se

a uma equacgao diferencial de segunda ordem apenas em ¢. Reorganizando os termos,

encontramos

54225+ (VK — 4nGp) 6 =0 (3.41)
a

A equacao (3.41) corresponde a equacao de Jeans e resume a dinamica fundamental do
crescimento das perturbagoes no regime linear. O termo proporcional a v2k? representa o
suporte devido a pressao, responsével por inibir a amplificacao das flutuagdes em pequenas
escalas, enquanto o termo gravitacional —47Gp atua no sentido de amplificéd-las. Por fim,
o fator 2(a/ a)5 reflete o efeito dissipativo da expansao cosmica, que tende a amortecer
a evolucao das perturbacoes. Em conjunto, esses termos descrevem a competicao entre
pressao, gravidade e expansao na evolucao do contraste de densidade em um Universo em

expansao.

Essa equacao aparece de forma bastante semelhante em tratamentos classicos como
(LIDDLE e LYTH, 2000). Retomemos agora a equagao (3.25). Dentro da aproximagao
Newtoniana adotada até aqui, as quantidades adicionais da formulacao relativistica, como
w, K, T' e II, sao todas nulas. Isso corresponde fisicamente a um fluido de poeira fria,
sem pressao, sem curvatura espacial, sem derivada entropica e sem tensoes anisotropicas.

Ao impor essas condigoes, a equacao 3.25 simplifica-se substancialmente, reduzindo-se a

D+ (1+3c2)HD+ {(903 — ;) H? + k%g] D =0. (3.42)
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Para relacionar essa expressao ao contraste de densidade 4, substituimos ¢, = v, e

utilizamos o resultado

4nGa’p(1 4+ w) = H> — H + K, (3.43)

obtido a partir das equagoes de Friedmann (WEINBERG, 2008). Além disso, usamos a
decomposi¢ao

3H
que expressa a relacao entre a variavel de perturbacao usada nas equacoes relativisticas e

o contraste usual de densidade. Apos essas substituigoes, obtemos

O+ (1+302) Hé+ {vgkﬂ + <9v§ — ;) 47rGa2p} §=0, (3.45)

que mantém a mesma estrutura geral da equagao (3.41). Diferengas aparecem nos coefici-
entes, mas para escalas muito menores que o horizonte (k > aH) os termos relativisticos
adicionais se tornam subdominantes.

As solugoes de (3.41) ou (3.45) podem ser decompostas em um modo crescente ;. e
um modo decrescente d_. O modo crescente é o fisicamente importante, pois ele domina
a evolucao tardia , que é correspondente a fase de aceleracao cosmica atual, e governa a
formacao das estruturas cosmicas.

A partir da solugao crescente, definimos o fator de crescimento f(z), quantidade fun-

damental na cosmologia observacional,

. d1n5+
f2) = ——

onde a = 1/(1 + z). Em modelos além da Relatividade Geral, o fator de crescimento
das perturbacoes de matéria pode adquirir dependéncia explicita na escala comoével k,
refletindo modificagoes na dindmica gravitacional em regimes lineares e quase-lineares.
Tal caracteristica constitui um importante diagnostico observacional para testar teorias
alternativas da gravidade e cenarios cosmoldgicos além do ACDM, uma vez que pode ser
diretamente confrontada com dados de distor¢oes no espaco de redshift e estrutura em
larga escala (veja, e.g., BATISTA et al. (2012); BESSA et al. (2022); BRONNIKOV et al.
(2017); CARAMES et al. (2014); HIPOLITO-RICALDI et al. (2025); KOYAMA (2016);
OLIVEIRA e ET AL. (2026); OLIVEIRA et al. (2024, 2025b); RIBEIRO et al. (2024)).

3.3.1 Perturbacoes Relativisticas em F(R)

Para que possamos utilizar corretamente os observéaveis cosmolégicos baseados na teoria
de perturbacoes ao comparar distintos cenarios de gravitacao, é necessario esclarecer de
que modo as equagoes perturbadas se modificam quando abandonamos a RG em favor

de um modelo do tipo F(R). Conforme discutido anteriormente, diversos observéveis
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dependem exclusivamente da dindmica de fundo descrita pela métrica FLRW e, por essa
razao, apresentam comportamento praticamente idéntico tanto na RG quanto nas teorias
modificadas consideradas (DE FELICE e TSUJIKAWA, 2010).

Entretanto, ao analisarmos a evolugao das perturbagoes, surgem diferengas substan-
ciais. Em particular, as relacdes que acoplam o potencial gravitacional & distribuicao de
matéria sofrem alteracoes devido & presenca dos termos adicionais oriundos da modifica-
¢ao das equagoes de campo. Esses acréscimos efetivamente modificam a intensidade da
interagao gravitacional, de modo que a constante de Newton deixa de ser tratada como
um parametro fixo e passa a se comportar como uma quantidade dependente do tempo e
da escala. Essa nova quantidade é usualmente identificada como a constante gravitacional
efetiva Geg (TSUJIKAWA, 2007).

Nosso objetivo, neste ponto, é justamente estabelecer a forma explicita de Gog, pois
ela é crucial para resolver o conjunto de equacoes perturbadas das quais derivamos os ob-
servaveis cosmologicos relevantes. O entendimento claro dessa constante efetiva permitira
conectar diretamente o modelo F'(R) as quantidades observacionais utilizadas para testar
gravitacao em larga escala.

No que diz respeito ao procedimento perturbativo, grande parte da construcao for-
mal segue de perto o tratamento padrao empregado na Relatividade Geral (RG), porém
com adaptagdes cruciais para a teoria F'(R). Adotamos o Frame de Jordan, uma escolha
que permite manter o acoplamento minimo padrao entre o setor de matéria e a métrica,
preservando a forma usual das equagoes de conservacao. Em consonancia com essa abor-
dagem, empregamos o calibre Newtoniano Conformal (ou longitudinal), trabalhando com
a métrica expandida linearmente e sua forma diagonal perturbada, seguindo a formulacao
classica apresentada em (MA e BERTSCHINGER, 1995b). Esta selegao de calibre é par-
ticularmente vantajosa para o estudo do limite Newtoniano, pois facilita a interpretacao
fisica dos potenciais gravitacionais como generalizacoes do potencial de Newton, onde as
perturbagdes do campo escalar extra (o escalaron) introduzem uma diferenga entre os
potenciais ¢ e W.

Devido a similaridade metodolégica com a RG, nao repetiremos toda a dedugao, mas
apresentaremos as equagoes de campo modificadas no regime linear, conforme fornecidas
em (TSUJIKAWA, 2007). A partir dessas expressoes, e considerando o limite de sub-
horizonte (k/a > H), onde as flutuagoes de pequena escala dominam a dinémica, sera
possivel extrair a forma final de G.g. Neste contexto, o limite nao-relativistico é recu-
perado quando as velocidades das particulas sao despreziveis e o campo gravitacional é
fraco, e o comportamento de Gog ¢ governado pela massa do escalaron. A anélise revelara
como Geg varia em grandes e pequenas escalas, refletindo a influéncia da quinta forca
mediada pelo grau de liberdade escalar da teoria F'(R).

Iniciamos nossa analise tomando como ponto de partida o conjunto de equagoes de

campo linearizadas da teoria F'(R). Essas relagoes governam o comportamento das per-
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turbacoes métricas e de matéria no regime escalar, e podem ser expressas por

: k2 1 : k2
BH(Y + H®) + 30+ [ = 3HSF + (302 + 31 — ;)oF
a a

2FL _ (3.46)
+3F (U + H®) +3HF® +0p| =0,
além da relagao entre os potenciais
OF
UV=0q4+ — 3.47
7 (3.47)
e das equacoes de conservagao perturbadas
. . k2
0pm +3Hbpy = p (3\11 — —21;> , (3.48)
a
. 1
v+ Hv=-9. (3.49)
a

Para avancarmos de forma mais conveniente, introduzimos a variavel perturbativa

)
5= 1 3Haw,, (3.50)
P

que é invariante por calibre e coincide com a defini¢do apresentada na equagao (3.20).
Utilizando essa grandeza, podemos reescrever o conjunto de equacoes anteriores na forma

mais apropriada ao estudo da evolugao das perturbagoes, a qual apresentaremos a seguir.

A partir das expressoes ja obtidas (3.48, 3.49 e 3.50), podemos reorganizar as quanti-
dades perturbadas de modo a escrever
. L2 .
§= —$v+3(\I’+3Hav), (3.51)
(avy,) =@, (3.52)

as quais possuem a mesma estrutura formal encontrada em (3.29a) e (3.29b). Aplicando
o mesmo procedimento algébrico que foi usado para chegar a equagao (3.41), podemos

reorganizar o sistema de forma que

. R .
5+2H6—|——2<I>:3B+6HB, (3.53)
a
onde introduzimos a combinacao B = V¥ + Hav.

Na aproximacao de sub-horizonte, empregada ao longo de toda a analise, os termos
proporcionais a k? e § sdo dominantes. Assim, torna-se possivel ignorar as contribuicoes

menores presentes em B, como discutido em (TSUJIKAWA, 2008). Sob essa suposigao,
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a equagao (3.53) assume a forma simplificada

. . 2
§+2HS + %Cb =0. (3.54)

Tomando agora as expressoes (3.46) e (3.47) e aplicando a chamada aprozimagdo
quase-estatica, na qual Fr~0eHr~ 0, podemos escrever
k2 k* 0F 1
—h=—— — —§p,. 3.55
a2 2:2 F  2r " (3:55)
Além disso, expandindo as perturbagoes da funcao gravitacional em termos da curva-

tura escalar, tem-se

§F = FroR, (3.56)

onde Fp = dF/dR. Seguindo a construgao apresentada em (TSUJIKAWA, 2008) no

regime sub-horizonte, obtemos finalmente a forma desejada

a p 2 F
O=—— — —5—— .
14:2211714_3/{:2}7’37 (3:57)

e substituindo esse resultado na equagao (3.54), chega-se a forma modificada da equagao

de evolugao das perturbagoes no contexto de teorias F'(R)

0+ 2H06 —4nGeg pd = 0. (3.58)

Dessa forma, fica evidente como a dinamica do potencial gravitacional se afasta da
RG padrao devido aos termos associados a F' e a sua derivada, os quais se manifestam
por meio de uma constante gravitacional efetiva, G.g. Esta é definida, no regime linear,

sub-horizonte e quase-estatico, por

4k2FR
1_|___7
GN 2
Gen(k,0) = 7 312 ]53’
a2 F

(3.59)
1+

onde Gy representa a constante gravitacional de Newton empregada ao longo de toda a

analise e F'p = 0F/OR a derivada de F' em relagao ao escalar de Ricci, R.

Ao introduzirmos o parametro
RFpg
= : 3.60
m=1n (360

passamos a dispor de uma medida pratica do quanto a teoria F'(R) se afasta do compor-

tamento do modelo ACDM.
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Observe que, no limite da RG (RIBEIRO et al., 2024),
F(R) = R — 2A, (3.61)

tem-se

_R
R—2M’

de modo que a recuperacao do comportamento da RG ocorre quando as corregoes di-

Fr=1em= (3.62)

namicas associadas a razao Fp/F tornam-se despreziveis. Nesse regime, a constante

gravitacional efetiva reduz-se a constante de Newton,
Geﬂ‘ ~ GN s (363)

e as equagoes de perturbacao coincidem com aquelas da RG padrao, garantindo a consis-

téncia com o modelo ACDM no nivel linear (Geg = G ).

Com a nova variavel m, a expressao anteriormente dada na equagao (3.59) pode ser

reescrita de maneira mais compacta como

1+ A
Gy~ " @R™
= — " .64
Geff ER 3k'2 3 (3 6 )
1 ﬁm

o que facilita a analise dos regimes em que nossa teoria passa a diferir significativamente
do modelo padrao ACDM.

Uma vez estabelecida a forma explicita de Geg e seu papel na dinamica das perturba-
¢oes de matéria, é natural introduzir observaveis diretamente associados ao crescimento
dessas perturbagoes. No regime linear, a variavel fundamental utilizada para caracterizar
esse crescimento é o contraste de densidade d(a), o qual depende apenas do tempo. A

partir dessa quantidade, define-se a taxa de crescimento das estruturas coésmicas como

dInd(a)

fla) = e (3.65)

Essa fungao mede a velocidade com que as flutuagoes de matéria evoluem e desempenha

papel central na comparacao entre modelos de gravitacao modificada e o cenario padrao
ACDM.

Uma forma amplamente empregada de parametrizar f(a) ¢ dada por (LINDER, 2005)

fla) =927 (a), (3.66)

onde v é o indice de crescimento. No modelo ACDM, esse parametro assume valor pra-

ticamente constante, v = 6/11 ~ 0.55. Em teorias modificadas de gravitagao, tal como
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nos modelos F'(R) considerados nesta analise, o valor de v pode apresentar dependéncia
temporal ou desvio significativo em rela¢do ao limite padrao (LINDER e CAHN, 2007),

tornando-se um importante discriminante observacional.

Convém notar que a parametrizagdo acima ¢ rigorosamente valida apenas em um

Universo euclidiano. Em cenérios com curvatura espacial nao nula, a expressao correta é

(YUNGUI et al.)

F@ =030+ (1= 1) (e (3.67

onde € (a) é o parametro de densidade associado a curvatura espacial.

Outro observavel essencial é a amplitude das flutuagoes de matéria na escala de
8 Mpc/h, denotada por og(a) e definida por (RIBEIRO et al., 2024)

os(a) = o5 {%} : (3.68)

em que oy representa o valor presente da amplitude das perturbacoes e dm(1) atua como

fator de normalizagao compativel com as medidas de Planck.

Uma forma complementar de caracterizar possiveis desvios da RG na evolucao das

perturbagoes é por meio do acoplamento gravitacional efetivo adimensional

p(a) = G‘g}ffa} : (3.69)

Como G modifica diretamente o termo fonte na equacgao de evolugao de ¢, torna-se

possivel reescrever a equacao para a taxa de crescimento de estruturas a partir da relagao

dlnog(z)

flz)=—(1+2) FE (3.70)

e da defini¢do dada na equagao (3.65). Dessa forma, obtém-se a equagao diferencial

i+f2+(2+

dlna f =35 Qm(a) p(a), (3.71)

a qual permite relacionar diretamente f(a) as quantidades dinadmicas do modelo.

Por fim, resolvendo a equagdo (3.71) em termos de u(a), chegamos a expressao

o2 T, dln H af
pla) = 3 (a) [f i (2+ dlna ) U dlna] ’ (8:72)

que relaciona os observaveis do crescimento de estruturas —como f(z) e og(z)— a possi-
veis modifica¢Oes na interacao gravitacional. Assim, a partir de dados observacionais da

evolucao das perturbagoes, torna-se possivel testar de forma quantitativa a validade do
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modelo F(R) em estudo frente ao cenario padrao da RG.



Capitulo 4

Revisao dos Modelos Alternativos

E notével o sucesso do modelo cosmologico padrao, o ACDM plano, em descrever ade-
quadamente uma vasta gama de observaveis cosmologicos, como a expansao acelerada do
Universo e as anisotropias da radiagdo cosmica de fundo (PERLMUTTER et al., 1999;
PLANCK COLLABORATION et al., 2020). No entanto, a natureza fisica da energia
escura, representada nas equacoes de Friedmann pela constante cosmoldgica A, levanta
questoes conceituais profundas que motivam a exploracao de modelos cosmologicos al-
ternativos, nos quais a energia escura emerge como um efeito gravitacional ou dinamico,

consequéncia de uma gravidade modificada ou de novos campos fundamentais (BATISTA
et al., 2012; CARAMES et al., 2014; PADMANABHAN, 2003; SILVA et al., 2013).

Estes modelos alternativos sao cruciais para testar a robustez da teoria da Relatividade
Geral em escalas cosmologicas e para investigar a dindmica da expansao acelerada do
Universo, fornecendo previsoes distintas para a evolucao das perturbacoes e do crescimento
de estruturas (BATISTA et al., 2012; FABRIS et al., 2012b; ISHAK, 2019; JOYCE et al.,
2015). Tais cendrios sdo primariamente confrontados com observagoes da aglomeragao de
matéria e do crescimento de estruturas em grande escala, uma vez que modificacoes na

gravidade afetam diretamente o fator de crescimento e sua possivel dependéncia em escala

(BESSA et al., 2022; BRONNIKOV et al., 2016, 2017; KOYAMA, 2016).

De forma geral, os modelos cosmoldgicos alternativos ao modelo padrao se enquadram
em duas categorias principais: (i) extensdes ou variagoes de modelos baseados na Re-
latividade Geral, incluindo campos escalares e fluidos efetivos (HERRERA et al., 2016;
OLIVEIRA et al., 2025a; ZUNIGA et al., 2012), e (i) teorias de Gravitacido Modificada,
que alteram explicitamente a dindmica gravitacional em escalas cosmologicas (BATISTA

et al., 2001; CARAMES et al., 2014; NOJIRI e ODINTSOV, 2011).

39
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4.1 Modelos Cosmolobgicos Alternativos Baseados na
Relatividade Geral

Estes modelos preservam a estrutura central da Relatividade Geral (RG), mas intro-
duzem modificacoes na equacao de estado da energia escura ou na geometria espacial do
Universo (COPELAND et al., 2006; PEEBLES e RATRA, 2003). A fase de expansao
acelerada é ainda atribuida a presenca de um componente de energia escura, mas com

propriedades dindmicas ou geométricas mais complexas do que a constante cosmologica

A (CALDWELL et al., 1998; PADMANABHAN;, 2003).

4.1.1 Modelo wCDM

O modelo wCDM representa a extensao mais direta do ACDM (TURNER e WHITE,
1997). Nele, a energia escura é tratada como um fluido perfeito com uma equacao de
estado constante, p = wc?p, onde w ¢ o parametro da equagao de estado (CALDWELL
et al., 1998). Ao contrario do ACDM, onde w = —1 (o caso da constante cosmologica), o
wCDM permite que w seja um parametro livre, com w # —1 (COPELAND et al., 2006).

Neste cenario, a densidade de energia escura (ppg) evolui com o fator de escala (a)
como ppg x a 30+ A taxa de expansdao de Hubble, H (a), ¢ modificada para incluir

esta evolugao dinamica, sendo dada por:

H(a) = Hyv/Qmoa—3 + Qpgoa—30+9) | (4.1)

onde Hy é a constante de Hubble, €2,,0 € 2pgg sao os parametros de densidade de matéria
e energia escura no tempo presente, respectivamente. A restri¢ao observacional w < —1/3

¢ necessaria para que a energia escura cause a aceleracao cosmica.

4.1.2 Parametrizagao CPL (Chevallier-Polarski-Linder)

A parametrizagao CPL, proposta por Chevallier, Polarski e Linder, oferece uma abor-
dagem mais flexivel ao permitir que o parametro da equagao de estado da energia escura
varie com o fator de escala a (CHEVALLIER e POLARSKI, 2001; LINDER, 2003). Esta

variagao é modelada linearmente como
w(a) = wy + we(1 —a). (4.2)

Aqui, wy representa o valor da equagao de estado no presente (a = 1), e w, quantifica
a taxa de variacao. O caso ACDM é recuperado quando wyg = —1 e w, = 0. Esta
parametrizacao é essencial para testar desvios do caso da constante cosmologica e para

impor restricoes na dinamica da energia escura.
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A densidade de energia escura neste modelo é dada por
pop(a) = pppoadHeotwn) gdua(a=l) (4.3)

consequentemente, a taxa de expansao de Hubble é expressa como

H(a) = H, \/Qmo(l_3 + QDEQCL_?’(I""”O'H’JG)63wa(a—1). (44)

A parametrizagao CPL é amplamente utilizada devido a sua simplicidade e capacidade
de capturar a maior parte da dinamica da energia escura em um intervalo de redshift

relevante para as observagoes atuais.

4.1.3 Modelo Q;CDM (Universo Nao-Plano)

O modelo Q,CDM relaxa a suposigao de um Universo espacialmente plano (Euclidiano),
que é uma das premissas do ACDM padrao (CLARKSON et al., 2011; WEINBERG, 2008).
A curvatura espacial é introduzida através do parametro de densidade de curvatura (2
(PLANCK COLLABORATION et al., 2020).

A inclusao da curvatura modifica a primeira equacao de Friedmann, adicionando um
termo que escala com o fator de escala como a~2. A taxa de expansao de Hubble é entao

dada por

H(CZ) = Ho\/Qmoafg + QkOCLiQ + QAO s (45)

onde Q) é o parametro de densidade da constante cosmolédgica. Os parametros de den-
sidade satisfazem o vinculo
Qmo + QkO + QAO =1. (46)

Um valor de €29 > 0 indica um Universo com geometria hiperbélica, enquanto €2y < 0
indica um Universo com geometria esférica. A determinagao precisa de €2y é um objetivo

fundamental da cosmologia observacional; dados recentes sugerem uma curvatura muito

proxima de zero (PLANCK COLLABORATION et al., 2020).

4.2 Modelos de Gravidade Modificada: Teorias F(R)

As teorias de GM buscam explicar a aceleragao coésmica alterando a lei da gravitagao em
grandes escalas, potencialmente eliminando a necessidade de um componente exé6tico de
energia escura. A gravidade F'(R) é uma das extensoes mais proeminentes da RG, onde o
Lagrangiano de Einstein-Hilbert, £ o< R (com R sendo o escalar de Ricci), ¢ substituido
por uma fungao arbitraria de R, £ o F(R) (CAPOZZIELLO e DE LAURENTIS, 2011;
COLISTETE JR et al., 2007; KOYAMA, 2016). Modelos F(R) viaveis devem satisfazer

restrigoes rigorosas, como a recuperagao da RG em ambientes de alta curvatura (para
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passar nos testes do Sistema Solar) e a garantia da estabilidade do vacuo de de Sitter,

além de apresentarem uma evolugao cosmologica consistente com a formacao de estruturas
e a expansao acelerada observada (BRONNIKOV et al., 2011; FABRIS et al., 2012a).

4.2.1 Modelo de Hu-Sawicki

O modelo de Hu-Sawicki (HS) (HU e SAWICKI, 2007) é um dos modelos F'(R) mais
estudados, especificamente concebido para satisfazer as restricoes de viabilidade e imitar

o comportamento do ACDM na historia de expansao. Sua forma funcional é dada por

2 CI(R/mQ)n
co(R/m2)" +1°

Fus(R)=R—m (4.7)
onde m? = HZQ,,0 ¢ uma escala de curvatura de referéncia. Os pardmetros do modelo
Sao 1, Co € M.

O limite da RG é recuperado quando ¢;/cy — 0, mantendo a razao c;/c, fixa. Neste

limite, o modelo efetivamente introduz uma constante cosmologica A.g dada por

Aot = (4.8)

202 ’

Ao impor que esta constante cosmologica efetiva reproduza a densidade de energia escura

do ACDM, A = 3HZ(1 — Qyu0), 0s parametros ¢; e ¢y sao relacionados por

1-Q,
C1 = 602 Q—O . (49)
m0

Desta forma, o modelo HS é reduzido a apenas dois parametros livres: o expoente n e o
parametro de escala cy. O expoente n controla o desvio da RG, sendo os casos n = 1 e
n = 2 frequentemente investigados por representarem as modificagoes de lei de poténcia
nao-triviais mais simples, oferecendo previsoes distintas para o crescimento de estruturas
cosmicas (BESSA et al., 2022; NUNES et al., 2017).

Fus(R) = R — 2 Ag (4.10)

4.2.2 Modelo de Starobinsky

O modelo de Starobinsky (STAROBINSKY, 2007) é uma forma generalizada e viavel

do modelo original R + R?, que foi inicialmente proposto para a inflacio césmica. Sua

<1 + %) o 1] : (4.11)

onde Ry, A\ e n > 0 sao os parametros do modelo.

forma funcional é

Fs(R) = R+ \,R,
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No limite de alta curvatura, R > R, o modelo se aproxima de uma constante cosmo-
logica efetiva A.g dada por
Aot = MRy /2. (4.12)

A escala de curvatura atual R, esta conectada ao parametro A\, através da relacao

~ GHG(1 — Qo)

R, "

(4.13)
O parametro n esta relacionado a estabilidade da solu¢ao de de Sitter, e valores especificos
de n (como n =1 e n = 2) sdo frequentemente estudados, deixando \; como o tnico
parametro livre adicional em relacdo ao ACDM (BESSA et al., 2022; FABRIS et al.,
2023).

4.2.3 Modelo R?>-Corrigido de Appleby-Battye

O modelo R*-corrigido de Appleby-Battye (R?>-AB) (APPLEBY e BATTYE, 2007;
APPLEBY et al., 2010) foi construido para reproduzir a historia de expansao do ACDM e,
simultaneamente, satisfazer as restri¢oes de gravidade local. A forma funcional é complexa
e governada por dois parametros livres, eap e b

R  eaB 1 cosh((R/esp) —b)  R?

Fap(R) ==+

2 2 n cosh b +6M2 ’ (4.14)

onde M é uma escala de massa.

Os parametros €45 e b estao relacionados através da condicao de vacuo de de Sitter

_ RVaC
~ b+In(2coshb)’

€AB (4.15)
sendo Ry, = 12HZ o escalar de Ricci no vicuo. Para que o modelo descreva a aceleragio
cosmica atual, é imposta a condi¢ao b > 1.6 (APPLEBY et al., 2010). Apos a aplicagao
das restricoes de vécuo, esta estrutura se destaca por introduzir apenas um parametro

livre adicional em comparagao com o modelo ACDM plano padrao (RUIZ et al., 2020).
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Capitulo 5

Métodos Estatisticos e Inferéncia

Cosmologica

A confrontagao entre modelos cosmologicos e dados observacionais exige o uso de méto-
dos estatisticos robustos, capazes de lidar com incertezas observacionais, correlacoes entre
observaveis cosmologicos e espagos de pardmetros de alta dimensionalidade (TEGMARK
et al., 1997; TROTTA, 2008). Em particular, a cosmologia moderna baseia-se fortemente
em técnicas de inferéncia estatistica para a estimacao dos parametros dos modelos em
estudo, e para a avaliagao da viabilidade de diferentes cenarios teédricos a luz de dados

provenientes de multiplos observaveis cosmoléogicos (VERDE, 2010).

Neste contexto, a inferéncia bayesiana fornece um arcabouc¢o mateméatico natural para
a analise estatistica em cosmologia, permitindo a incorporacao sistematica de informa-
¢oes a priori e a obtencao de distribuigoes posteriores completas para os parametros de
interesse (JAYNES, 2003; TROTTA, 2007). No entanto, a complexidade das fungoes de
verossimilhanca e a dimensionalidade tipica dos espagos de parametros tornam inviavel a
avaliacao analitica direta dessas distribui¢oes, tornando necessaria a utilizagao de métodos
numéricos eficientes (LEWIS e BRIDLE, 2002).

Este capitulo é dedicado a descrigao das ferramentas estatisticas empregadas para
a inferéncia cosmologica. Em particular, sao apresentados os métodos de Cadeias de
Markov Monte Carlo (MCMC), amplamente utilizados para a amostragem de distribuigoes
posteriores e estimagao de parametros cosmologicos (HASTINGS, 1970; METROPOLIS
et al., 1953; NEAL, 1993), bem como a técnica de Processos Gaussianos (GP), que permite
a reconstrugao nao paramétrica e independente de modelo de fungoes cosmoldgicas a partir
de dados observacionais discretos (AVILA et al., 2025b,c; RASMUSSEN e WILLIAMS,
2006; SEIKEL et al., 2012).
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5.1 Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC)

A técnica de Cadeias de Markov Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo — MCMC)
é amplamente empregada em anélises estatisticas de modelos fisicos e cosmologicos, so-
bretudo em problemas de inferéncia de parametros e comparacao de modelos a luz de
dados observacionais (PADILLA et al., 2019). O objetivo fundamental desse método é
gerar uma sequéncia de amostras no espaco de parametros de tal forma que a distribuicao
dessas amostras reproduza a distribuicao de probabilidade posterior desejada, construida

a partir de dados observacionais e informacoes a priori (GELMAN et al.; GILKS et al.).

O método MCMC combina dois conceitos centrais: (i) cadeias de Markov, que descre-
vem processos estocasticos nos quais o estado futuro depende apenas do estado presente,
sendo independente do histoérico anterior, e (ii) técnicas de amostragem Monte Carlo,
baseadas em processos aleatorios para explorar distribuicoes de probabilidade comple-
xas. Essa combinagao torna o MCMC particularmente eficiente para investigar espagos
de parametros de alta dimensionalidade, nos quais métodos deterministicos tradicionais

se tornam computacionalmente inviaveis.

Na literatura contemporanea, o MCMC ¢é extensivamente utilizado tanto para a esti-
macao de parametros cosmologicos quanto para a comparacao estatistica entre diferentes
modelos teoricos (GELMAN et al.; GILKS et al.). Uma de suas principais vantagens
reside no fato de que o niimero de amostras necesséarias para atingir a convergéncia da
cadeia cresce aproximadamente de forma linear com o ntmero de parametros livres do
modelo, o que o torna adequado para analises multidimensionais complexas (OLIVEIRA
et al., 2025D).

De acordo com o teorema de Bayes, dado um conjunto de dados observacionais D e
informagoes a priori «, a distribuigao posterior dos parametros do modelo, representados

pelo vetor ¥, pode ser expressa como

PW|D,a) oc LD, o) p(d, ), (5.1)
onde L£(D|9, ) denota a funcao de verossimilhanca (likelihood em inglés) e p(1J, a) repre-
senta a distribuicao a priori associada aos parametros do modelo.

Assume-se uma distribuic@o a priori uniforme (i.e., flat prior) para todos os parametros
livres, de modo que toda a informacao estatistica relevante seja codificada na funcao de
verossimilhanga. Sob a hipétese de erros gaussianos, a verossimilhanca ¢ definida em

termos da estatistica chi-quadrado,

L o exp (-X;) , (5.2)
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em que
X>=> AE;C;' AE;, (5.3)

ij

Aqui, E;(Y|«) corresponde a predigao tedrica do i-ésimo observével cosmologico, D; repre-
senta o valor observado, e Cj; ¢ a matriz de covariancia associada ao conjunto de dados,

incorporando tanto incertezas estatisticas quanto sistematicas.

Com o intuito de obter vinculos mais restritivos sobre os parametros do modelo,
realiza-se uma analise de verossimilhanca conjunta combinando diferentes observaveis cos-
mologicos. Em particular, consideram-se a taxa de crescimento das estruturas, f(z), e a
amplitude das flutuagoes da densidade de matéria na escala de 8 Mpc/h, denotada por

os(z). Nesse caso, o qui-quadrado total é dado por

X?otal = X?‘ + X¢278' (55)

Essa abordagem conjunta permite uma estimativa consistente dos parametros cosmolo-
gicos e fornece um teste robusto da compatibilidade entre diferentes conjuntos de dados

observacionais.

Na pratica, o processo de amostragem MCMC tem como objetivo explorar o espago
de parametros de maneira eficiente, identificando as regioes que maximizam a verossimi-
lhanca total, ou, de forma equivalente, minimizam o valor do qui-quadrado total. Dessa
forma, é possivel determinar os valores mais provaveis dos pardmetros cosmologicos, bem

como suas respectivas incertezas estatisticas.

Por fim, a verossimilhanca total associada & analise combinada pode ser expressa como
Etotal = ‘Cf X Eag ’ (56)

formulagao que permite o tratamento estatistico unificado de diferentes observéveis cos-

mologicos dentro de um mesmo arcabougo bayesiano.

Além da inferéncia de parametros, a metodologia adotada possibilita a comparacao
quantitativa entre os modelos cosmologicos considerados por meio de critérios de infor-
magao, como o Critério de Informacao de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974) e o Critério
de Informacao Bayesiano (BIC) (SCHWARZ, 1978), os quais penalizam modelos exces-
sivamente complexos (i.e., com muitos parametros) e auxiliam na avaliagdo do equilibrio

entre qualidade de ajuste e ntimero de parametros livres.
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5.2 Critérios de Informacao: AIC e BIC

Além da estimagao dos parametros cosmologicos, a anélise estatistica de modelos requer
ferramentas que permitam comparar quantitativamente diferentes cenarios teodricos a luz
dos dados observacionais disponiveis. Em particular, modelos com maior ntimero de
parametros tendem a apresentar melhor ajuste aos dados, ainda que esse ganho possa nao
ser estatisticamente significativo. Nesse contexto, os critérios de informacao fornecem
uma maneira objetiva de balancear a qualidade do ajuste com a complexidade do modelo.

No presente trabalho, empregam-se o Critério de Informagao de Akaike (Akaike Infor-
mation Criterion — AIC) (AKAIKE, 1974) e o Critério de Informagao Bayesiano (Bayesian
Information Criterion — BIC) (SCHWARZ, 1978), amplamente utilizados em analises cos-

mologicas para a comparacao entre modelos concorrentes.

O critério AIC é definido como
AIC =\, + 2k, (5.7)

onde x2. & o valor minimo da estatistica qui-quadrado obtido no ajuste aos dados, e
k representa o nimero de parametros livres do modelo. O termo 2k atua como uma
penalizacao para modelos excessivamente complexos, favorecendo aqueles que oferecem
um bom ajuste com um ntmero reduzido de parametros.

Por sua vez, o critério BIC ¢ dado por
BIC =\, +kIn N, (5.8)

em que /N denota o niimero total de pontos de dados utilizados na analise. Em comparacao
com o AIC, o BIC imp6e uma penalizagao mais severa a modelos com maior nimero de
parametros, especialmente quando o conjunto de dados é grande, sendo frequentemente
interpretado como uma aproximagao ao fator de evidéncia bayesiana em determinadas
condigoes.

Na préatica, a comparacao entre dois modelos é realizada por meio das diferencas

AAIC = AICuode10 — AlCke (5.9)
ABIC = BICuoqelo — BICk (5.10)

onde o modelo de referéncia é, em geral, aquele com menor valor do critério conside-
rado. Valores de AAIC ou ABIC positivos indicam preferéncia estatistica pelo modelo de
referéncia, enquanto valores negativos favorecem o modelo em analise.

De forma qualitativa, diferencas AAIC 2 2 ja sugerem evidéncia moderada contra o
modelo com maior valor de AIC, enquanto AAIC 2 6 indicam forte evidéncia. Para o

BIC, valores de ABIC 2 2 e 2 6 s@o usualmente interpretados como evidéncia positiva e
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forte, respectivamente, contra o modelo penalizado.

No contexto deste trabalho, os critérios AIC e BIC sao utilizados de maneira com-
plementar & analise MCMC. Enquanto o MCMC fornece as distribuicoes posteriores dos
parametros cosmoldgicos e permite a estimacgao de seus valores mais provaveis, os critérios
de informagao possibilitam uma avaliacao quantitativa da performance relativa dos mo-
delos cosmologicos considerados, levando em conta tanto a qualidade do ajuste aos dados

quanto a complexidade de cada cenario tedrico.

5.3 Processos Gaussianos

Com o objetivo de obter reconstrugoes independentes de modelo para fungoes cosmolo-
gicas, emprega-se neste trabalho o método de Processos Gaussianos (Gaussian Processes
— GP), conforme desenvolvido em (SEIKEL et al., 2012). Trata-se de uma abordagem
totalmente bayesiana e nao paramétrica, que permite reconstruir fungoes continuas a par-
tir de conjuntos discretos de dados observacionais sem a necessidade de assumir uma
parametrizacao especifica para sua evolugao no tempo.(SEIKEL e CLARKSON, 2013).

Na presente anélise, essa técnica é aplicada a reconstrucao da dependéncia em redshift
da taxa de crescimento das estruturas, f(z), e da amplitude das flutuagoes da densidade
de matéria, og(z), diretamente a partir de dados observacionais (AVILA et al., 2022b).
Tal procedimento permite uma comparacgao direta e livre de vieses paramétricos entre os
dados e as previsoes teoéricas dos modelos cosmologicos considerados.

Os Processos Gaussianos generalizam a distribui¢ao de probabilidade gaussiana usual
para o espago de fungdes (VANHATALO et al., 2012). Em particular, o valor de uma
funcao ¢ avaliada em um ponto x é tratado como uma variavel aleatéria gaussiana, carac-
terizada por uma fun¢ao média ¢(x). Os valores da fungao em pontos distintos, x e , sao,
em geral, correlacionados, sendo essa correlagao descrita por uma fungao de covariancia

k(z, ), definida como

onde [E denota o valor esperado.

Dessa forma, um Processo Gaussiano pode ser representado simbolicamente por
q(z) ~ GP(d(2), k(z, 1)), (5.13)

em que ¢(z) define a fungao média do processo e k(z, &) codifica a estrutura de correlagao
entre os valores da fungao em diferentes pontos do dominio.

Adota-se a fungao de covariancia do tipo exponencial quadratica (squared exponen-
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tial), que garante suavidade e diferenciabilidade das fungdes reconstruidas,

k(z,&) = of exp {—%} , (5.14)
onde 012[ representa a amplitude tipica das flutuagoes do processo, enquanto ¢ define o
comprimento da correlacao, associado a escala de suavidade da reconstrucao. Esses pa-
rametros, conhecidos como hiperparametros do GP, sao determinados por meio da maxi-
mizacao da verossimilhanca marginal.

Estudos recentes indicam que a escolha especifica da funcao de covariancia nao afeta de
maneira significativa os resultados das reconstrucoes, desde que fungoes razoaveis sejam
consideradas (HWANG et al., 2023). Isso refor¢a a robustez do método e sua adequagao
para analises cosmologicas independentes de modelo.

Seguindo o procedimento descrito em (SEIKEL et al., 2012), aplica-se a técnica de
Processos Gaussianos aos conjuntos de dados {f(z)} e {os(2)}, obtendo-se reconstrugoes
suaves e independentes de modelo para a evolucao dessas grandezas com o redshift, junta-
mente com suas respectivas regioes de confianca. Essas reconstrucoes sao entao utilizadas
para a comparacao direta com as previsoes teéricas dos modelos cosmologicos analisados

neste trabalho.



Capitulo 6
Resultados e Discussoes

Neste capitulo sao apresentados e discutidos os principais resultados obtidos nesta dis-
sertagao para a taxa de crescimento das estruturas, f(z), e para a amplitude de aglomera-
¢ao da matéria, og(z). Essas grandezas foram reconstruidas de forma nao paramétrica por
meio da técnica de Processos Gaussianos (GP), aplicada aos dados observacionais atuais,
e comparadas com as previsoes teoricas de modelos de Gravitagao Modificada (MG) e de

cosmologias baseadas na RG.

A reconstrugao por GP fornece uma descrigao continua e independente de modelo
para a evolugao dessas funcgoes, permitindo avaliar de maneira direta a capacidade dos
diferentes cenarios cosmolédgicos em reproduzir o crescimento das estruturas ao longo da

histéria do Universo.

6.1 Reconstrucao da taxa de crescimento f(z)

A Figura 6.1 apresenta a reconstrugdo por GP da fungdo f(z), representada pela li-
nha azul tracejada, juntamente com as previsoes dos modelos de Gravitagao Modificada
analisados, incluindo os cenérios de Starobinsky, R*-AB e Hu-Sawicki. Observa-se que a
reconstrucao nao paramétrica captura de forma adequada a tendéncia observacional em
baixos e médios redshifts, fornecendo uma descricao suave e estatisticamente consistente

da evolugao da taxa de crescimento.

De modo geral, a maioria dos modelos de MG permanece dentro da banda de incerteza
do GP, indicando compatibilidade com os dados. Em particular, o modelo de Hu—Sawicki
com n = 1 apresenta excelente concordancia com a reconstrugao, reproduzindo com pre-
cisao a evolucao de f(z) em todo o intervalo de redshift considerado. Este resultado
indica um padrao de crescimento de estruturas condizente com as previsoes do modelo
padrao. Contudo, torna-se necesséria a realizacao de um estudo estatistico rigoroso para

fundamentar uma comparacao mais detalhada entre os cenérios.
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Figura 6.1: Comparagao entre a reconstrugao por Processos Gaussianos da taxa de cres-

cimento f(z) e modelos de Gravitagao Modificada.

6.2 Reconstrucao da amplitude de aglomeragao og(z)
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Figura 6.2: Comparacao entre a reconstrugao por Processos Gaussianos da amplitude de

aglomeracao og(z) e modelos de Gravitagao Modificada.

os modelos de GM. O comportamento observado

para f(z).

A Figura 6.2 mostra a reconstru¢ao por GP da fungao og(z) e sua comparagao com

consistente com aquele encontrado

Os modelos de MG acompanham adequadamente a reconstrugao por GP e

permanecem, em sua maioria, dentro das regides de incerteza ao longo de todo o intervalo

de redshift analisado.
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Por outro lado, o modelo ACDM apresenta discrepancias mais pronunciadas. Em par-
ticular, observa-se que esse cenério prevé uma amplitude de flutuagoes menor no intervalo

2> 2, aproximando-se da ri.

~Y

0.5 < z < 1.5 e uma superestimagao da amplitude para z
Essas diferencas indicam uma discrepancia tanto no momento quanto na intensidade da
formacao de estruturas quando comparado aos cenarios alternativos, sugerindo limitacoes

do modelo padrao na descricao detalhada da evolucao da aglomeragao da matéria.

6.3 Modelos baseados na Relatividade Geral

A Figura 6.3 apresenta a comparacao entre a reconstrucao por GP da taxa de cresci-
mento f(z) e as previsoes dos modelos baseados em RG: ACDM, wCDM, wyw,CDM e
Q,CDM. Em baixos redshifts, observa-se excelente concordancia entre todos os modelos

e a reconstrugao por GP.

1.0

—— ACDM
-=-- wCDM
09{ == wow.CDM [ ]
Q,CDM

Figura 6.3: Comparagao entre a reconstru¢ao por Processos Gaussianos de f(z) e modelos
do tipo ACDM.

Entretanto, em redshifts intermediarios, o modelo 2,CDM tende a superestimar leve-
mente a taxa de crescimento. De forma consistente com as anélises anteriores, o modelo
padrao ACDM apresenta a maior taxa de crescimento em altos redshifts, reforcando sua
tendéncia de superestimar a formagao de estruturas nesse regime.

A reconstrugao de og(z) para os modelos baseados em RG, apresentada na Figura 6.4,
indica que o modelo ACDM esta em bom acordo com o GP até z ~ 1, sendo ligeiramente
superior para z < 0.4. Os modelos wCDM e wow,CDM exibem apenas variagoes suaves,
permanecendo confortavelmente dentro da banda de incerteza de 10 do GP. Em contraste,

o modelo 2;,CDM apresenta desvios mais significativos em altos redshifts.
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Figura 6.4: Comparagao entre a reconstrugao por Processos Gaussianos de og(z) e modelos
do tipo ACDM.

Esses resultados evidenciam a sensibilidade das previsoes de crescimento de estruturas

a variacoes nos parametros associados & energia escura e a curvatura espacial.

6.4 Analise estatistica e comparacao entre modelos

De forma geral, a reconstrugao por Processos Gaussianos demonstra ser uma ferra-
menta robusta para capturar as tendéncias dos dados observacionais e avaliar modelos
cosmoldgicos concorrentes. Tanto os cenérios de Gravitagao Modificada quanto os base-
ados em RG reproduzem, em grande parte, o comportamento reconstruido pelo GP. No
entanto, o modelo padrao ACDM apresenta desvios mais pronunciados em f(z) e og(2),
especialmente em altos redshifts, o que reforga a motivacao para investigar extensoes do
modelo padrao.

As curvas tedricas apresentadas nas Figuras 6.1-6.4 correspondem as previsoes obtidas
a partir dos melhores ajustes determinados pela analise MCMC descrita na Segao 5.1. Os
valores dos parametros cosmologicos estimados, bem como suas incertezas assimétricas,
estao resumidos na Tabela 6.4, juntamente com os critérios de informacao AIC e BIC,
cuja definicao e interpretacao foram apresentadas na se¢ao metodologica anterior.

A anélise dos critérios de informagcao indica que o modelo de Starobinsky com n = 1
apresenta o melhor desempenho estatistico. No entanto, esse cenario é fortemente tensio-
nado por testes locais de gravidade, como restri¢goes do Sistema Solar, o que compromete
sua viabilidade fisica. Ao excluir esse modelo por razoes teodricas, o cenario R?-AB surge
como a alternativa estatisticamente mais competitiva, exibindo boa concordancia com a

reconstrugao por GP.
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Modelo Hy Qumo o Sg Parametro do modelo . X2 AIC BIC
ACDM 69.987851  0.2767100530 07716109228 0.74175.9% - 11.64 0.50 17.64 21.53
wCDM 70.027579 0.31331019%8  0.7708+0:588  0.788+0149 —0.885+0:2% 11.67 0.53 19.67 24.85
wowaCDM 70.027570 0.294970:5541 0.7712100218  0.76519182  —0.89110388. —0.2127] 28 11.83 0.56 21.83 28.31
Q.CDM 70287558 0.356970:0190  0.768910021%  0.83910082 0.34710312 16.55 0.75 24.55 29.74
Starobinsky (n =1) 70.347552  0.337910:9%%%  0.7802+0:528  (.828+0149 0.802+54% 9.25 042 17.25 22.43
Starobinsky (n =2) 70.17982  0.304410:1342 0.771170:0206 (77740181 1.295%0:2% 11.36 0.52 19.36 24.54
Hu-Sawicki (n = 1)  70.007552  0.270970:05%  0.7719700221  0.73410002 109.94+5751 11.21 051 19.21 24.40
Hu-Sawicki (n = 2) 69.777587  0.300710:9392  0.770610:0228  0.771+0:58 1200373532 1144 052 19.44 24.63
R2>-AB 67.477513 0.20517002% 07723709218 0.638709%2 1.6261 5258 10.84 0.49 18.84 24.02

Tabela 6.1: Resultados da anélise MCMC com incertezas assimétricas (incluindo Sg). As
incertezas em Sg foram propagadas de forma assimétrica, avaliando-se a expressao nos
limites superior e inferior de €2,,0 € 0g. Os critérios de informacao AIC e BIC também
sao apresentados.

Ainda assim, as diferencas estatisticas entre os demais modelos sdo pequenas, nao
sendo suficientes para estabelecer uma preferéncia inequivoca apenas com base em AIC e
BIC. Dessa forma, torna-se essencial complementar a analise estatistica com consideracoes
fisicas adicionais, em particular relacionadas ao comportamento da constante gravitacional
efetiva e ao impacto dessas modificacoes na formagao das estruturas coésmicas, conforme

seré discutido na proxima subsegao.

6.5 Comportamento dinamico da gravidade e acopla-

mento gravitacional efetivo

Além dos diagnoésticos estatisticos baseados nos critérios de informacao, é igualmente
relevante investigar o comportamento dinamico da gravidade previsto por cada modelo
cosmologico analisado. Em cenérios de GM, a formacao e a evolugao das estruturas cosmi-
cas nao dependem apenas do contetdo energético do Universo, mas também de possiveis
variacoes efetivas na intensidade da interacao gravitacional em escalas cosmologicas.

Nesse contexto, o acoplamento gravitacional efetivo, denotado por Geg, descreve como
a gravidade se propaga e atua no crescimento das perturbacoes de matéria. O seu valor
atual, Geg o, constitui uma ferramenta complementar fundamental para distinguir entre
modelos baseados na RG com energia escura padrao e cenarios de GM, nos quais a dina-
mica gravitacional pode sofrer altera¢oes em regimes de baixa curvatura.

A Figura 6.5 apresenta a evolugao do acoplamento gravitacional efetivo normalizado,
1(2), para todos os modelos considerados. Observa-se que, para extensoes baseadas na
RG, como ACDM, wCDM, wyw,CDM e ,CDM, o parametro u(z) permanece essen-

cialmente constante e igual a unidade ao longo de todo o intervalo de redshift. Esse
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Figura 6.5: Evolucao com o redshift do acoplamento gravitacional efetivo normalizado,
1(2) = Ger(2) /Gy, para os modelos cosmologicos analisados.

comportamento é exatamente o esperado para modelos que nao introduzem modificacoes
na dinadmica gravitacional subjacente.

Em contraste, os modelos de GM exibem pequenas, porém nao despreziveis, variagoes
em p(z) em baixos redshifts, particularmente em z ~ 0. Essas variagoes refletem desvios
tardios na intensidade efetiva da gravidade e sao caracteristicas de cenarios de MG ca-
pazes de explicar a aceleragao coésmica sem a necessidade de uma constante cosmologica
explicita (POGOSIAN e SILVESTRI, 2017). Importante ressaltar que tais desvios perma-

necem controlados e compativeis com observagoes cosmologicas, desde que suficientemente

pequenos.
Modelo w(z=0) Gego [m* kg™t s7?
ACDM 1.00 6.6743 x 10711
wCDM 1.00 6.6743 x 10711
wow,CDM 1.00 6.6743 x 10711
Q,CDM 1.00 6.6743 x 10711
Starobinsky (n = 1) 1.13 7.5679 x 10711
Starobinsky (n = 2) 1.04 6.9551 x 10~1¢
Hu-Sawicki (n = 1) 1.13 7.5190 x 101
Hu-Sawicki (n = 2) 1.09 7.2720 x 10711
R?>-AB 3.54 2.36534 x 10710

Tabela 6.2: Valores atuais do acoplamento gravitacional efetivo, Geg o, para os diferentes
modelos cosmologicos analisados. Adota-se Gy = 6.67430 x 107! m?® kg=! s72 como o
valor da constante gravitacional de Newton.

A Tabela 6.5 complementa a analise ao apresentar os valores atuais de p(z = 0) e do
correspondente Geg . Conforme indicado pelas curvas da Figura 6.5, todos os modelos

baseados na RG preservam p(z = 0) = 1, implicando Gego = Gy, 0 que confirma a
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auséncia de qualquer modificagao gravitacional em tempos tardios.

Por outro lado, os cenérios de GM apresentam apenas desvios moderados em z = 0.
Para os modelos de Starobinsky (n = 2) e Hu-Sawicki (n = 1,2), os valores de p(z = 0)
situam-se no intervalo 1.04 < p(z = 0) < 1.13, correspondendo a um aumento de apenas
alguns por cento na intensidade efetiva da gravidade. Esse comportamento é tipico de
modelos viaveis de F'(R), nos quais Geg cresce levemente em regimes de baixa curvatura,

permanecendo proximo a Gy em redshifts elevados.

A principal excegao é o modelo R*~AB, que apresenta u(z = 0) ~ 3.54, resultando
em um valor de Geg mais de trés vezes superior ao valor newtoniano. Tal amplificacao
gravitacional é fortemente incompativel tanto com testes locais da gravidade quanto com
a historia observada do crescimento das estruturas, tornando esse cenario fisicamente

desfavoravel, apesar de seu desempenho estatistico relativamente competitivo.

Ao combinar essa caracterizagao fisica com os resultados estatisticos discutidos ante-
riormente, emerge um quadro coerente: apos o modelo ACDM, o cenario de Hu—Sawicki
com n = 1 destaca-se como a alternativa mais equilibrada do ponto de vista fisico e esta-
tistico. Seu pequeno desvio em Geg o, aliado a boa concordancia com a reconstru¢ao nao
paramétrica do crescimento das estruturas, indica que um modelo de gravidade levemente
modificada pode reproduzir o agrupamento da matéria observado sem recorrer a uma am-
plificagao gravitacional excessiva, configurando-se como uma alternativa consistente ao

paradigma padrao.

Com o objetivo de aprofundar essa anélise e avaliar de forma quantitativa a relacao
entre o crescimento das estruturas e a densidade total de matéria, realiza-se a seguir uma
comparacao complementar baseada no parametro Sg. Esse parametro fornece um teste
direto da compatibilidade de cada modelo com o valor de referéncia obtido pelo Planck
2018 (PLANCK COLLABORATION et al., 2020), permitindo investigar se extensoes do

modelo padrao podem aliviar as tensoes observacionais existentes.

6.6 Andalise comparativa do parametro Sy

Os valores iniciais do parametro Sg estimados para cada um dos modelos cosmologicos
analisados sao apresentados na Tabela 6.3. Com base nesses resultados, foi realizada uma
avaliacao sistematica da tensao entre as previsoes de cada modelo e o valor de referéncia
obtido pela colaboragao Planck 2018, Sg = 0.832+0.013 (PLANCK COLLABORATION
et al., 2020). Essa anélise permite investigar de forma quantitativa a capacidade de dife-
rentes extensoes do modelo padrao em reproduzir o crescimento observado das estruturas

cosmicas.

Para cada modelo, a incerteza associada ao parametro Sy foi caracterizada por meio
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da média aritmética entre os limites superior e inferior do intervalo de confianca estimado,

oy t+o_

. (6.1)

Omodel =

Essa defini¢ao fornece uma estimativa efetiva da incerteza tipica associada ao valor central

de Sg para cada cenario cosmologico considerado.

Em seguida, a incerteza combinada foi obtida pela soma em quadratura da incerteza

do modelo com a incerteza da medida do Planck,

_ 2 2
Ocomb = \/Umodel + OPIanck’ (62)

onde oppnck corresponde a incerteza reportada pela colaboracao Planck 2018. Esse pro-
cedimento permite uma comparacao estatistica consistente entre as previsoes teoricas e o

valor observacional de referéncia.

A tensao estatistica T foi entao definida como a diferenga absoluta entre o valor de Sg

previsto por cada modelo e o valor do Planck, normalizada pela incerteza combinada,

’Sénodel . Sglanck|
T = )

(6.3)

O comb

Essa quantidade fornece uma medida direta do nivel de discrepancia, expressa em unidades
de o, entre as previsoes dos modelos cosmoldgicos e as restrigoes observacionais. Valores
de T < 1o indicam boa concordéancia com os resultados do Planck, enquanto valores mais
elevados sugerem possiveis tensoes ou inadequagoes do modelo em descrever o crescimento

das estruturas.

Os valores obtidos de Sy e as correspondentes tensoes estatisticas T' estao sumarizados
na Tabela 6.3. Observa-se que alguns modelos estendidos, como o ,CDM e o modelo de
Starobinsky com n = 1, apresentam excelente concordancia com o valor de referéncia, com
tensoes inferiores a 0.1¢. Outros cenarios, como o wCDM, o wyw,CDM e o Starobinsky
com n = 2, exibem tensoes moderadas, mas ainda compativeis com os dados do Planck

dentro de lo.

Por outro lado, o modelo ACDM e o Hu-Sawicki com n = 1 apresentam tensoes da
ordem de 1.40, refletindo a conhecida discrepancia associada ao parametro Sg no contexto
do modelo padrdao. O caso extremo é o modelo R>-AB (APPLEBY et al., 2010), que
exibe uma tensao superior a 3o, indicando forte incompatibilidade com as observacoes
do crescimento das estruturas e refor¢cando as conclusoes obtidas a partir da analise do

acoplamento gravitacional efetivo.

Em conjunto, essa analise baseada no parametro Sg complementa de maneira consis-
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Modelo Ss T o]
ACDM 0.741 141
wCDM 0.788 0.28
wow, CDM 0.765 0.45
Q,CDM 0.839 0.04
Starobinsky (n =1) 0.828 0.03
Starobinsky (n =2) 0.777 0.28
Hu-Sawicki (n =1) 0.734 1.41
Hu-Sawicki (n =2) 0.771 0.76
R?*-AB 0.638 3.20

Tabela 6.3: Valores do parametro Sy para cada modelo cosmolégico analisado e a
correspondente tensao estatistica T em relagao ao valor de referéncia do Planck 2018
(S =0.832+0.013).

tente os resultados estatisticos e fisicos apresentados anteriormente, fornecendo um critério
adicional para discriminar entre os modelos cosmolégicos investigados e reforcando a vi-
abilidade apenas daqueles cenarios capazes de reproduzir simultaneamente a expansao

cHsmica e o crescimento observado das estruturas.
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Capitulo 7

Conclusoes

Foi realizada uma anélise abrangente do crescimento das estruturas césmicas por meio
da reconstru¢do nao paramétrica, baseada em Processos Gaussianos (GP), das fungoes
taxa de crescimento f(z) e amplitude de aglomeracao og(z) a partir de dados observacio-
nais atuais. Essa abordagem permitiu estabelecer um arcabougo robusto e independente
de modelo para a avaliagao comparativa de diferentes cenérios cosmolégicos, contemplando
tanto o modelo padrao quanto extensoes e teorias de gravitagao modificada.

A analise concentrou-se na comparagao entre o modelo cosmolégico padrao ACDM,
suas extensoes dinamicas e geométricas, tais como wCDM, wyw,CDM e ,CDM, e mo-
delos de gravitagao modificada do tipo F'(R), incluindo os modelos de Starobinsky, Hu—
Sawicki e R?>~AB. Essa diversidade de cenérios possibilitou investigar, de forma sistema-
tica, os impactos de modificagoes na dindmica do Universo e na lei gravitacional sobre o
crescimento das estruturas em larga escala.

Os resultados obtidos a partir da reconstrucao via GP indicam que o modelo ACDM
apresenta desvios relevantes em relagao a tendéncia observacional, particularmente em
altos redshifts. Nesse regime, o modelo padrao tende a prever valores maiores tanto em
f(2) como em og(z) quando comparado tanto com a reconstrugdo ndo paramétrica dos
dados quanto com alguns dos modelos alternativos estudados. Essas diferencas evidenciam
a importancia de se explorar cenérios cosmologicos alternativos capazes de fornecer uma
descrigao mais acurada do processo de formagao de estruturas cosmicas.

A avaliacao dos modelos foi conduzida por meio de uma analise combinada que levou
em conta critérios estatisticos de informagao (AIC e BIC), a viabilidade fisica frente a
testes locais da RG, a consisténcia dindmica associada a constante gravitacional efetiva
e o nivel de tensao estatistica do parametro Sg em relagao ao valor de referéncia obtido
pela Colaboracao Planck (PLANCK COLLABORATION et al., 2020). Essa abordagem
integrada permitiu nao apenas comparar o ajuste estatistico dos modelos, mas também
avaliar sua plausibilidade fisica e compatibilidade com observagoes independentes.

O modelo ACDM permanece como o referencial cosmologico padrao, apresentando

elevada coeréncia fisica e um ajuste estatistico solido (x2;, = 11.64, AIC = 17.64, BIC
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= 21.53). Ainda assim, ele exibe uma tensao moderada no parametro Sg (Sg ~ 0.741),
o que reforca o interesse em investigar extensoes ou alternativas que possam aliviar essas
discrepancias observacionais.

Entre os modelos alternativos, o modelo de Starobinsky com n = 1 apresentou o
melhor desempenho estatistico global (x2;, = 9.25, AIC = 17.25, BIC = 22.43), além
de um valor de Sy praticamente coincidente com o de referéncia do Planck, resultando
em uma tensao desprezivel (7' ~ 0.030). No entanto, a incapacidade desse modelo em
satisfazer testes locais da RG compromete sua viabilidade fisica, inviabilizando-o como
uma alternativa realista ao modelo padrao. De forma semelhante, o modelo €2,CDM
também reduz significativamente a tensao em Sy (7" ~ 0.040), mas é estatisticamente
desfavorecido devido ao seu ajuste global insatisfatorio (y2,;, = 16.55, AIC = 24.55, BIC
= 20.74).

Ao restringir a anélise aos modelos que satisfazem simultaneamente critérios esta-
tisticos e testes locais de gravitagdo, o modelo Hu-Sawicki (n = 1) destaca-se como o
cenario mais bem testado. Esse modelo apresenta um mecanismo camaleao eficiente, ga-
rantindo compatibilidade com experimentos locais, além de um ajuste estatistico aceitavel
(X%, = 11.21, AIC = 19.21, BIC = 24.40). O modelo de Starobinsky com n = 2 também
emerge como um cenario estatisticamente competitivo, exibindo critérios de informacao
favoraveis (x2;, = 11.36, AIC = 19.36, BIC = 24.54) e uma reducio significativa da
tensdo em Sg (T' ~ 0.28 ¢), o que fortalece sua viabilidade fisica e observacional.

Por outro lado, o modelo R?>-AB, apesar de apresentar um bom ajuste estatistico
global (x2,, = 10.84, AIC = 18.84, BIC = 24.02), é fortemente desfavorecido do ponto
de vista cosmolégico. Seu valor muito baixo de Sg (Sg ~ 0.638) implica uma tensao
elevada (T ~ 3.2 0) em relagao ao Planck 2018, indicando uma inconsisténcia significativa
com as observagoes do crescimento das estruturas e com restri¢coes independentes sobre a
aglomeracao de matéria.

Em sintese, os resultados obtidos reforcam a robustez do modelo ACDM como o ce-
nario cosmolégico mais consistente a luz dos dados atuais. Entretanto, entre os modelos
de gravita¢ao modificada fisicamente viaveis, o modelo Hu-Sawicki (n = 1) se apresenta
como a alternativa mais promissora, oferecendo um equilibrio favoravel entre viabilidade
fisica e compatibilidade observacional. Em conjunto, o modelo de Starobinsky (n = 2)
também se destaca, principalmente por sua capacidade de aliviar moderadamente a tensao
em Sg sem comprometer a dindmica gravitacional reconstruida. Esses resultados ressal-
tam a importancia de investigacoes futuras, tanto observacionais quanto tedricas, com o
objetivo de refinar as restrigoes sobre modelos alternativos e aprofundar a compreensao

das possiveis extensoes do paradigma cosmoldgico padrao.

Os resultados das anélises formam parte de um manuscrito que esta sendo redigido
como artigo cientifico para submissao a revista EPJC (VICENTE e ET AL., 2026).



Referéncias Bibliograficas

ABRAMO, L. R., BERNUI, A., FERREIRA, I. S., et al., 2006, “Alignment tests for
low CMB multipoles”, Phys. Rev. D, 74(6):063506. doi: 10.1103/PhysRevD.74.
063506.

AKAIKE, H., 1974, “A New Look at the Statistical Model Identification”, IEEE Tran-
sactions on Automatic Control, v. 19 (jan.), pp. 716-723. doi: 10.1109/TAC.
1974.1100705.

AKRAMI, Y., OTHERS, 2020, “Planck 2018 results. VII. Isotropy and Statistics of the
CMB”, Astron. Astrophys., v. 641, pp. A7. doi: 10.1051,/0004-6361/201935201.

ALAM, S., OTHERS, 2017, “The clustering of galaxies in the completed SDSS-IIT Baryon
Oscillation Spectroscopic Survey”, Monthly Notices of the Royal Astronomical
Society, v. 470, pp. 2617-2652.

ALBRECHT, A., STEINHARDT, P. J., 1982, “Cosmology for Grand Unified Theories
with Radiatively Induced Symmetry Breaking”, Physical Review Letters, v. 48,
pp. 1220-1223.

AMENDOLA, L., TSUJIKAWA, S., 2010, Dark energy: theory and observations. Cam-
bridge University Press.

APPLEBY, S., BATTYE, R., 2007, “Do consistent F'(R) models mimic general relativity
plus A?" Physics Letters B, v. 654, n. 1-2, pp. 7-12. doi: 10.1016/j.physletb.
2007.08.037.

APPLEBY, S. A., BATTYE, R. A., STAROBINSKY, A. A., 2010, “Curing singularities
in cosmological evolution of F(R) gravity”, J. Cosmology Astropart. Phys., 2010
(6):005. doi: 10.1088/1475-7516,/2010/06,/005.

ARTHURY, L. H. M., OTHERS, 2012, “A cosmologia moderna a luz dos elementos da

epistemologia de Lakatos”, .

AVILA, F., NOVAES, C. P., BERNUI, A., et al., 2019, “The angular scale of homogeneity
in the local Universe with the SDSS blue galaxies”, Mon. Not, Roy. Astron. Soc.,
v. 488, n. 1 (set.), pp. 1481-1487. doi: 10.1093/mnras/stz1765.

63



64 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

AVILA, F., BERNUI, A., DE CARVALHO, E., et al., 2021, “The growth rate of cosmic
structures in the local Universe with the ALFALFA survey”, Mon. Not, Roy.
Astron. Soc., v. 505, n. 3 (ago.), pp. 3404-3413. doi: 10.1093 /mnras/stab1488.

AVILA, F., NOVAES, C. P., BERNUI, A., et al., 2018, “The scale of homogeneity in the
local Universe with the ALFALFA catalogue”, J. Cosmology Astropart. Phys.,
12(12):041. doi: 10.1088,/1475-7516,/2018,/12/041.

AVILA, F., BERNUI, A., BONILLA, A., et al., 2022a, “Inferring S 8 (z) and ~ (z)
with cosmic growth rate measurements using machine learning”, The European
Physical Journal C, v. 82, n. 7, pp. 594.

AVILA, F., BERNUI, A., NUNES, R. C., et al., 2022b, “The homogeneity scale and the
growth rate of cosmic structures”, Monthly Notices of the Royal Astronomical

Society, v. 509, n. 2, pp. 2994-3003.

AVILA, F., OLIVEIRA, J., DIAS, M. L. S., et al., 2023, “The bulk flow motion and
the Hubble-Lemaitre law in the Local Universe with the ALFALFA survey”,
Brazilian Journal of Physics, 53:49. doi: 10.1007/s13538-023-01259-z.

AVILA, F., DE CARVALHO, E., BERNUI, A., et al., 2024, “Baryon acoustic scale at
Zesr — 0.166 with the SDSS blue galaxies”, Mon. Not, Roy. Astron. Soc., v. 529,
n. 4 (abr.), pp. 4980-4992. doi: 10.1093/mnras/stae867.

AVILA, F., BERNUI, A., SABOGAL, M. A, et al., 2025a, “Transverse BAO scale
measurement at z.s = 1.725 with the SDSS quasars catalog”, arXiv e-prints,

art. arXiv:2510.15650. doi: 10.48550/arXiv.2510.15650.

AVILA, F., OLIVEIRA, F., FRANCO, C., et al., 2025b, “Probing the Cosmic Distance
Duality Relation via Non-Parametric Reconstruction for High Redshifts”, Uni-
verse, 11(9):307. doi: 10.3390/universe11090307.

AVILA, F., RIVERA, A. B., NUNES, R. C., et al., 2025c, “Revisiting the temperature
evolution law of the CMB with Gaussian processes”, Physics Letters B, 867:
139606. doi: 10.1016/j.physletb.2025.139606.

BARDEEN, J. M., 1980, “Gauge-invariant cosmological perturbations”, Physical Review
D, v. 22, n. 8, pp. 1882-1905. doi: 10.1103/PhysRevD.22.1882.

BATISTA, A., FABRIS, J., DE SA RIBEIRO, R., 2001, “A remark on Brans-Dicke Cos-
mological dust solutions with negative w”, General Relativity and Gravitation,
v. 33, pp. 1237-1244.

BATISTA, C. E., DAOUDA, M. H., FABRIS, J. C., et al., 2012, “Rastall cosmology and
the A CDM model”, Physical review D, v. 85, n. 8, pp. 084008.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 65

BAUMANN, D., 2022, Cosmology. doi: 10.1017/9781108937092.

BAZEIA, D., LOSANO, L., RODRIGUES, J., et al., 2008, “First-order formalism for
dark energy and dust”, The Furopean Physical Journal C; v. 55, pp. 113-117.

BERNARDEAU, F., COLOMBL, S., GAZTANAGA, E., et al., 2002, “Large-scale struc-
ture of the Universe and cosmological perturbation theory”, Physics Reports,

v. 367, n. 1, pp. 1-248. doi: 10.1016/S0370-1573(02)00135-7.

BERNUI, A., HIPOLITO-RICALDI, W. S., 2008, “Can a primordial magnetic field
originate large-scale anomalies in WMAP data?” Mon. Not, Roy. Astron. Soc.,
v. 389, n. 3 (set.), pp. 1453-1460. doi: 10.1111/;.1365-2966.2008.13683.x.

BERNUI, A., REBOUCAS, M. J., 2009, “Searching for non-Gaussianity in the WMAP
data”, Phys. Rev. D, 79(6):063528. doi: 10.1103/PhysRevD.79.063528.

BERNUI, A., REBOUCAS, M. J., 2010, “Non-Gaussianity in the foreground-reduced
CMB maps”, Phys. Rev. D, 81(6):063533. doi: 10.1103/PhysRevD.81.063533.

BERNUI, A., VILLELA, T., WUENSCHE, C. A., et al., 2006, “On the cosmic microwave
background large-scale angular correlations”, Astron. Astrophys., v. 454, n. 2

(ago.), pp. 409-414. doi: 10.1051/0004-6361:20054243.

BERNUI, A., MOTA, B., REBOUCAS, M. J., et al., 2007a, “a Note on the Large-Angle
Anisotropies in the Wmap Cut-Sky Maps”, International Journal of Modern
Physics D, v. 16, n. 2-03 (jan.), pp. 411-420. doi: 10.1142/S0218271807010195.

BERNUI, A., MOTA, B., REBOUCAS, M. J., et al., 2007b, “Mapping the large-scale
anisotropy in the WMAP data”, Astron. Astrophys., v. 464, n. 2 (mar.), pp. 479—
485. doi: 10.1051/0004-6361:20065585.

BERNUI, A., OLIVEIRA, A. F., PEREIRA, T. S.; 2014, “North-South non-Gaussian
asymmetry in Planck CMB maps”, J. Cosmology Astropart. Phys., v. 10, n. 10
(out.), pp. 041-041. doi: 10.1088,/1475-7516,/2014,/10/041.

BERNUI, A., 2008, “Anomalous CMB north-south asymmetry”, Phys. Rev. D, 78(6):
063531. doi: 10.1103/PhysRevD.78.063531.

BERNUI, A., 2009, “Is the cold spot responsible for the CMB North-South asymmetry?”
Phys. Rev. D, 80(12):123010. doi: 10.1103/PhysRevD.80.123010.

BERNUI, A., NOVAES, C. P., PEREIRA, T. S., et al., 2018, “Topology and the suppres-
sion of CMB large-angle correlations”, arXiv e-prints, art. arXiv:1809.05924.
doi: 10.48550/arXiv.1809.05924.



66 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BESSA, P., CAMPISTA, M., BERNUI, A., 2022, “Observational constraints on Staro-
binsky f(R) cosmology from cosmic expansion and structure growth data”, Eu-
ropean Physical Journal C, 82(6):506. doi: 10.1140/epjc/s10052-022-10457-z.

BEUTLER, F., OTHERS, 2014, “The clustering of galaxies in the SDSS-III Baryon
Oscillation Spectroscopic Survey”, Monthly Notices of the Royal Astronomical
Society, v. 443, pp. 1065-1089.

BLAKE, C., ET AL., 2011, “The WiggleZ Dark Energy Survey: the growth rate of cos-
mic structure since redshift z=0.9", Monthly Notices of the Royal Astronomical

Society, v. 415, n. 3, pp. 2876-2891. doi: 10.1111/j.1365-2966.2011.18903.x.

BOUSSO, R., 2008, “The cosmological constant”, General Relativity and Gravitation,
v. 40, pp. 607-637.

BRONNIKOV, K. A., FABRIS, J. C., PIATTELLA, O. F., et al., 2016, “Static, spheri-
cally symmetric solutions with a scalar field in Rastall gravity”, General Rela-

tivity and Gravitation, v. 48, pp. 1-15.

BRONNIKOV, K. A., FABRIS, J. C., ZHIDENKO, A., 2011, “On the stability of scalar-
vacuum space-times”, The Furopean Physical Journal C| v. 71, n. 11, pp. 1791.

BRONNIKOV, K. A., FABRIS, J. C., PIATTELLA, O. F., et al., 2017, “Duality between
k-essence and Rastall gravity”, Furopean Physical Journal C, v. 77, pp. 1-9.

BUCHERT, T., 1992, “Lagrangian theory of gravitational instability of Friedman-—
Lemaitre cosmologies”, Monthly Notices of the Royal Astronomical Society,
v. 254, pp. 729-737.

BUSTI, V. C., 2009, Quantificando as inomogeneidades da matéria com Supernovas e

Gamma-Ray Bursts. Tese de Mestrado, Universidade de Sao Paulo.

CALDWELL, R. R., DAVE, R., STEINHARDT, P. J., 1998, “Cosmological Imprint of an
Energy Component with General Equation of State”, Physical Review Letters,
v. 80, pp. 1582-1585. doi: 10.1103/PhysRevLett.80.1582.

CAPOZZIELLO, S., DE LAURENTIS, M., 2011, “Extended Theories of Gravity”, Phy-
sics Reports, v. 509, n. 4, pp. 167-321. doi: 10.1016/j.physrep.2011.09.003.

CARAMES, T. R., DAOUDA, M. H., FABRIS, J. C., et al., 2014, “The Brans-Dicke-
Rastall Theory”, The European Physical Journal C, v. 74, n. 11, pp. 3145.

CATTANI, M., 1998, “Dedugao das Equagoes da Teoria de Gravitacao de Einstein em

um Curso de Graduacao”, Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 20, n. 1.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 67

CHEVALLIER, M., POLARSKI, D., 2001, “Accelerating Universes with Scaling Dark
Matter”, International Journal of Modern Physics D, v. 10, pp. 213-224. doi:
10.1142/S0218271801000822.

CLARKSON, C.,; ELLIS, G. F. R., LARENA, J., et al., 2011, “Does the Growth of
Structure Affect Our Dynamical Models of the Universe? The Averaging, Bac-
kreaction and Fitting Problems in Cosmology”, Reports on Progress in Physics,
v. 74, pp. 112901. doi: 10.1088,/0034-4885/74/11/112901.

COLES, P., 1996, “The large-scale structure of the Universe.” Contemporary Physics,
v. 37, n. 6 (dez.), pp. 429-440. doi: 10.1080/00107519608217534.

COLISTETE JR, R., FABRIS, J. C., TOSSA, J., et al., 2007, “Bulk viscous cosmology”,
Physical Review D, v. 76, n. 10, pp. 103516.

COPELAND, E. J., SAMI, M., TSUJIKAWA, S., 2006, “Dynamics of Dark Energy”,
International Journal of Modern Physics D, v. 15, pp. 1753-1936. doi: 10.
1142/5021827180600942X.

DE CARVALHO, E., BERNUI, A., AVILA, F., et al., 2021, “BAO angular scale at
zesr — 0.11 with the SDSS blue galaxies”, Astron. Astrophys., 649:A20. doi:
10.1051,/0004-6361/202039936.

DE FELICE, A., TSUJIKAWA, S.; 2010, “f(R) theories”, Living Reviews in Relativity,
v. 13, n. 3.

DELBEM, N. F., 2010, “Introdugao matematica aos modelos cosmologicos”, .

DIAS, B. L., AVILA, F., BERNUI, A., 2023, “Probing cosmic homogeneity in the Local
Universe”, Mon. Not, Roy. Astron. Soc., v. 526, n. 3 (dez.), pp. 3219-3229. doi:
10.1093/mnras/stad2980.

DODELSON, S., 2003, Modern Cosmology. San Diego, Academic Press.

DODELSON, S., GATES, E. I., TURNER, M. S., 1996, “Cold dark matter”, Science,
v. 274, n. 5284, pp. 69-75.

DUPRE, D., 2000, “Expansion of the Universe”, Ephemeris, the Undergraduate Journal
of Philosophy, v. 1, n. 1, pp. 3.

EINSTEIN, A., 1915, “Die Feldgleichungen der Gravitation”, Sitzungsberichte der Preus-
sischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, pp. 844-847.

FABRIS, J. C., VELTEN, H., ZIMDAHL, W., 2012a, “Matter density perturbations in
modified gravity models”, Physical Review D, v. 85, pp. 123522.



68 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

FABRIS, J., VELTEN, H., 2013, “Cosmologia neo-newtoniana: um passo intermediario
em diregao a relatividade geral”, Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 34,
pp- 4302.

FABRIS, J. C., PIATTELLA, O. F., RODRIGUES, D. C., et al., 2012b, “Rastall cosmo-
logy”. In: International Journal of Modern Physics: Conference Series, v. 18,

pp. 67-76. World Scientific, b.

FABRIS, J. C., ALVARENGA, M. H., VELTEN, H., 2023, “Using Cosmological Pertur-
bation Theory to Distinguish between GR and Unimodular Gravity”, Symmetry,
v. 15, n. 7, pp. 1392.

FRANCO, C., AVILA, F., BERNUI, A., 2024, “Probing cosmic isotropy in the Local
Universe”, Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, v. 527, n. 3,
pp. 7400-7413. doi: 10.1093/mnras/stad3616.

FRANCO, C., AVILA, F., BERNUI, A., 2025a, “Probing Large-scale Structures with the
Two-point Function and the Power Spectrum: Insights into Cosmic Clustering

Evolution”, Astrophys. J., 993(1):133. doi: 10.3847/1538-4357 /ae0a32.

FRANCO, C., AVILA, F., BERNUI, A., et al., 2025b, “The homogeneity scale in the
Local Universe: model-independent estimate from S-PLUS DR4 blue galaxies”,
arXiv e-prints, art. arXiv:2511.12532. doi: 10.48550/arXiv.2511.12532.

FRANCO, C., OLIVEIRA, J., LOPES, M., et al., 2025c, “Measuring the matter fluc-
tuations in the Local Universe with the ALFALFA catalogue”, Mon. Not, Roy.
Astron. Soc., v. 537, n. 2 (fev.), pp. 897-908. doi: 10.1093/mnras/staf088.

FRIEDMANN, A., 1924, “Uber die Moglichkeit einer Welt mit konstanter negativer
Krimmung des Raumes”, Zeitschrift fiir Physik, v. 21, n. 1, pp. 326-332.

GAMOW, G., 1948, “The Origin of Elements and the Separation of Galaxies”, Physical
Review, v. 74, pp. 505-506.

GELMAN, A., CARLIN, J. B., STERN, H. S., et al., Bayesian Data Analysis.
Chapman and Hall/CRC.

GILKS, W. R., RICHARDSON, S., SPIEGELHALTER, D., Markov Chain Monte
Carlo in Practice. Chapman and Hall/CRC.

GUTH, A. H., 1981, “Inflationary universe: A possible solution to the horizon and
flatness problems”, Physical Review D, v. 23, pp. 347-356.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 69

HASTINGS, W. K., 1970, “Monte Carlo Sampling Methods Using Markov Chains and
Their Applications”, Biometrika, v. 57, pp. 97-109. doi: 10.1093/biomet/57.1.
97.

HENNEAUX, M., TEITELBOIM, C., 1989, “The cosmological constant and general
covariance”, Physics Letters B, v. 222, n. 2, pp. 195-199.

HERRERA, R., HIPOLITO-RICALDI, W. S., VIDELA, N., 2016, “Instability in inte-
racting dark sector: an appropriate holographic Ricci dark energy model”, J.
Cosmology Astropart. Phys., 08(8):065. doi: 10.1088/1475-7516/2016/08,/065.

HIPOLITO-RICALDI, W. S., VON MARTTENS, R., DE MELO-SANTOS, F., et al.,
2025, “Scale-dependent and background-preserving gravity from an action: cos-
mological tests”, Furopean Physical Journal C; 85(5):599. doi: 10.1140/epjc/
s10052-025-14208-8.

HU, W., SAWICKI, 1., 2007, “Models of f(R) cosmic acceleration that evade solar system
tests”, Physical Review D, v. 76, n. 6, pp. 064004. doi: 10.1103/PhysRevD.76.
064004.

HUBBLE, E.; 1929, “A relation between distance and radial velocity among extra-
galactic nebulae”, Proceedings of the national academy of sciences, v. 15, n. 3,
pp. 168-173.

HWANG, S.-G., L’HUILLIER, B., KEELEY, R. E., et al., 2023, “How to use GP: effects
of the mean function and hyperparameter selection on Gaussian process regres-

sion”, Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, v. 2023, n. 02, pp. 014.
doi: 10.1088/1475-7516,/2023/02/014.

ISHAK, M., 2019, “Testing General Relativity in cosmology”, Living Reviews in Relati-
vity, v. 22, pp. 1.

JAYNES, E. T., 2003, Probability Theory: The Logic of Science. Cambridge, Cambridge
University Press. ISBN: 9780521592710.

JOYCE, A., JAIN, B., KHOURY, J., et al., 2015, “Beyond the Cosmological Standard
Model”, Physics Reports, v. 568, pp. 1-98. doi: 10.1016/j.physrep.2014.12.002.

KAISER, N., 1987, “Clustering in real space and in redshift space”, Mon. Not, Roy.
Astron. Soc., v. 227 (jul.), pp. 1-21. doi: 10.1093/mnras/227.1.1.

KESTER, C. E., BERNUI, A., HIPOLITO-RICALDI, W. S., 2024, “Probing the statis-
tical isotropy of the universe with Planck data of the cosmic microwave back-

ground”, Astron. Astrophys., 683:A176. doi: 10.1051/0004-6361/202348160.



70 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

KODAMA, H., SASAKI, M., 1984, “Cosmological Perturbation Theory”, Progress of
Theoretical Physics Supplement, v. 78, pp. 1-166.

KOYAMA, K., 2016, “Cosmological tests of modified gravity”, Reports on Progress in
Physics, 79(4):046902. doi: 10.1088,/0034-4885/79/4/046902.

LAZARIN, M., ET AL., 2026a, in preparation.

LEWIS, A., BRIDLE, S., 2002, “Cosmological Parameters from CMB and Other Data:
A Monte Carlo Approach”, Physical Review D, v. 66, pp. 103511. doi: 10.1103/
PhysRevD.66.103511.

LIDDLE, A. R., LYTH, D. H., 2000, Cosmological Inflation and Large-Scale Structure.
Cambridge, Cambridge University Press. ISBN: 9780521660228.

LINDE, A. D., 1982, “A New Inflationary Universe Scenario”, Physics Letters B, v. 108,
pp. 389-393.

LINDER, E. V., 2003, “Exploring the Expansion History of the Universe”, Physical Re-
view Letters, v. 90, pp. 091301. doi: 10.1103/PhysRevLett.90.091301.

LINDER, E. V., 2005, “Cosmic growth history and expansion history”, Physical Review
D, v. 72, n. 4, pp. 043529. doi: 10.1103/PhysRevD.72.043529.

LINDER, E. V., CAHN, R. N., 2007, “Parameterized beyond-Einstein growth”, Astro-
particle Physics, v. 28, n. 4-5, pp. 481-488.

LODHA, K., CALDERON, R., MATTHEWSON, W., et al., 2025, “Extended Dark
Energy analysis using DESI DR2 BAO measurements”, Physical Review D,
v. 112, n. 8, pp. 083511.

LOPES, M., ET AL., 2026a, “"Baryon Acoustic Oscillations detection in the angular

power spectrum analyses of the S-PLUS Quasar catalog"”, in preparation.

LOPES, M., ET AL., 2026b, “"Transverse BAO measurement in the S-PLUS Quasars

with the 2-point angular correlation function"”, in preparation.

LOPES, M., BERNUI, A., FRANCO, C., et al., 2024, “Bulk Flow Motion Detection in
the Local Universe with Pantheon+ Type Ia Supernovae”, Astrophys. J., 967
(1):47. doi: 10.3847/1538-4357 /ad3735.

LOPES, M., BERNUI, A., HIPOLITO-RICALDI, W. S., et al., 2025, “Dipolar fluence
distribution of statistically isotropic FERMI gamma-ray bursts”, Astron. As-
trophys., 694:A77. doi: 10.1051/0004-6361/20245218]1.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 71

MA, C.-P., BERTSCHINGER, E., 1995a, “Cosmological Perturbation Theory in the
Synchronous and Conformal Newtonian Gauges”, The Astrophysical Journal,
v. 455, pp. 7-25.

MA, C.-P., BERTSCHINGER, E., 1995b, “Cosmological perturbation theory in the syn-

chronous and conformal Newtonian gauges”, Astrophysical Journal, v. 455,

pp- 7.

MAARTENS, R., 2011, “Is the Universe homogeneous?” Philosophical Transactions of
the Royal Society of London Series A, v. 369, n. 1957 (dez.), pp. 5115-5137.
doi: 10.1098 /rsta.2011.0289.

MACAULAY, E., WEHUS, 1. K., ERIKSEN, H. K., 2013, “Lower Growth Rate from
Recent Redshift Space Distortion Measurements than Expected from Planck”,
Phys. Rev. Lett., 111(16):161301. doi: 10.1103/PhysRevLett.111.161301.

MARQUES, G. A., NOVAES, C. P., BERNUI, A., et al., 2018, “Isotropy analyses of
the Planck convergence map”, Mon. Not, Roy. Astron. Soc., v. 473, n. 1 (jan.),
pp. 165-172. doi: 10.1093/mnras/stx2240.

MARQUES, G. A., BERNUI, A., 2020, “Tomographic analyses of the CMB lensing and
galaxy clustering to probe the linear structure growth”, J. Cosmology Astropart.

Phys., 05(5):052. doi: 10.1088,/1475-7516,/2020,/05,/052.

MARQUES, G. A., LIU, J., ZORRILLA MATILLA, J. M., et al., 2019, “Constraining
neutrino mass with weak lensing Minkowski Functionals”, J. Cosmology Astro-
part. Phys., 06(6):019. doi: 10.1088/1475-7516,/2019/06,/019.

METROPOLIS, N., ROSENBLUTH, A. W., ROSENBLUTH, M. N., et al., 1953, “Equa-
tion of State Calculations by Fast Computing Machines”, Journal of Chemical
Physics, v. 21, pp. 1087-1092. doi: 10.1063/1.1699114.

MOKEDDEM, R., HIPOLITO-RICALDI, W. S., BERNUI, A., 2023, “Excess of lensing
amplitude in the Planck CMB power spectrum”, J. Cosmology Astropart. Phys.,
01(1):017. doi: 10.1088/1475-7516/2023/01/017.

MOKEDDEM, R., LOPES, M., AVILA, F., et al., 2026, “Probing cosmic iso-
tropy: Hubble constant and matter density large-angle variations with the
Pantheon+SHOES data”, Physics of the Dark Universe, 51:102185. doi:
10.1016/j.dark.2025.102185.

MUKHANOV, V., 2005, Physical Foundations of Cosmology. Cambridge, Cambridge

University Press.



72 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

NEAL, R. M., 1993, Probabilistic Inference Using Markov Chain Monte Carlo Methods.

Tese de Mestrado, University of Toronto.

NESSERIS, S., GARCIA-BELLIDO, J., 2018, “Growth of matter perturbations in mo-
dified gravity”, Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, v. 2018, n. 08,
pp. 036.

NOJIRI, S., ODINTSOV, S. D., 2011, “Unified Cosmic History in Modified Gravity:
from F'(R) Theory to Lorentz Non-Invariant Models”, Physics Reports, v. 505,
pp. 59-144. doi: 10.1016/j.physrep.2011.04.001.

NOVAES, C. P., BERNUI, A., FERREIRA, I. S., et al., 2015, “A neural-network based
estimator to search for primordial non-Gaussianity in Planck CMB maps”; J.
Cosmology Astropart. Phys., v. 09, n. 9 (set.), pp. 064-064. doi: 10.1088/
1475-7516,/2015/09,/064.

NOVAES, C. P., BERNUI, A., MARQUES, G. A., et al., 2016, “Local analyses of Planck
maps with Minkowski functionals”, Mon. Not, Roy. Astron. Soc., v. 461, n. 2
(set.), pp. 1363-1373. doi: 10.1093/mnras/stw1427.

NUNES, R. C., BERNUI, A., 2020, “BAO signatures in the 2-point angular correlations
and the Hubble tension”, European Physical Journal C, 80(11):1025. doi: 10.
1140/epjc/s10052-020-08601-8.

NUNES, R. C., PAN, S., SARIDAKIS, E. N., et al., 2017, “New observational constraints
on f(R) gravity from cosmic chronometers”, Journal of Cosmology and Astro-
particle Physics, v. 2017, n. 01, pp. 005. doi: 10.1088/1475-7516,/2017/01/005.

NUNES, R. C., YADAV, S. K., JESUS, J. F., et al., 2020, “Cosmological parameter
analyses using transversal BAO data”, Mon. Not, Roy. Astron. Soc., v. 497,
n. 2 (set.), pp. 2133-2141. doi: 10.1093 /mnras/staa2036.

OLIVEIRA, F., ET AL., 2026, in preparation.

OLIVEIRA, F., AVILA, F., BERNUI, A., et al., 2024, “Reconstructing the growth
index v with Gaussian processes”, European Physical Journal C, 84(6):636. doi:
10.1140/epjc/s10052-024-12953-w.

OLIVEIRA, F., AVILA, F., FRANCO, C., et al., 2025a, “Is wow,CDM a good model for
the clumpy Universe?” Physics of the Dark Universe, 49:101996. doi: 10.1016/
j.dark.2025.101996.

OLIVEIRA, F., RIBEIRO, B., HIPOLITO-RICALDI, W. S., et al., 2025b, “Viability of

general relativity and modified gravity cosmologies using high-redshift cosmic



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 73

probes”; J. Cosmology Astropart. Phys., 12(12):007. doi: 10.1088/1475-7516/
2025/12,/007.

PADILLA, L. E., TELLEZ, L. O., ESCAMILLA, L. A., et al., 2019, “Cosmological para-
meter inference with Bayesian statistics”, arXiv e-prints, art. arXiv:1903.11127.
doi: 10.48550/arXiv.1903.11127.

PADMANABHAN, T., 1993, Structure Formation in the Universe.

PADMANABHAN, T., 2003, “Cosmological Constant — the Weight of the Vacuum”,
Physics Reports, v. 380, pp. 235-320. doi: 10.1016/S0370-1573(03)00120-0.

PEEBLES, P. J. E., 1980, The Large-Scale Structure of the Universe. Princeton, NJ,
Princeton University Press. ISBN: 9780691082400.

PEEBLES, P. J. E.; 1984, “Dark matter and the origin of galaxies and globular star
clusters”, Astrophysical Journal, v. 284, pp. 439-444.

PEEBLES, P. J. E., RATRA, B., 2003, “The Cosmological Constant and Dark Energy”,
Reviews of Modern Physics, v. 75, pp. 559-606. doi: 10.1103/RevModPhys.75.
559.

PERLMUTTER, S., OTHERS, 1999, “Measurements of €2 and A from 42 High-Redshift
Supernovae”, Astrophysical Journal, v. 517, pp. 565-586. doi: 10.1086/307221.

PLANCK COLLABORATION, AGHANIM, N., AKRAMI, Y., et al., 2020, “Planck
2018 results. VI. Cosmological parameters”, Astron. Astrophys., 641:A6. doi:
10.1051/0004-6361/201833910.

POGOSIAN, L., SILVESTRI, A., 2017, “What can cosmology tell us about gravity?
Constraining modified gravity with cosmological data”, Physics Letters B,
v. 772, pp. 192-203. doi: 10.1016/j.physletb.2017.06.048.

PUGNO, A., 2017, Gauge transformations and gauge-invariant cosmological perturbati-
ons. Phd thesis, Universita degli Studi di Padova.

RASMUSSEN, C. E., WILLIAMS, C. K. 1., 2006, Gaussian Processes for Machine Le-
arning. Cambridge, MA, MIT Press. ISBN: 9780262182539.

RIBEIRO, B., BERNUI, A., CAMPISTA, M., 2024, “Cosmological constraints on the
R2-corrected Appleby—Battye model”, European Physical Journal C,v. 84, n. 2,
pp. 114. doi: 10.1140/epjc/s10052-024-12437-x.



74 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

RIBEIRO, U., AVILA, F., BOM, C. R., et al., 2025, “A cosmology weakly dependent
measurement of 2D Baryon Acoustic Oscillations scale from the Southern Pho-
tometric Local Universe Survey”, arXiv e-prints, art. arXiv:2506.08288. doi:
10.48550/arXiv.2506.08288.

RIESS, A. G., FILIPPENKO, A. V., CHALLIS, P., et al., 1998, “Observational evidence
from supernovae for an accelerating universe and a cosmological constant”, The

astronomical journal, v. 116, n. 3, pp. 1009.

RUIZ, J. A. A., FABRIS, J. C., VELASQUEZ-TORIBIO, A. M., et al., 2020, “Cons-
traints from observational data for a running cosmological constant and warm
dark matter with curvature”, Gravitation and Cosmology, v. 26, n. 4, pp. 316—
325.

SABOGAL, M. A., NUNES, R. C., AVILA, F., et al., 2025, “Updated Cosmological
Constraints from 2D BAO Measurements: A New Compilation and Comparison
with DESI DR2”, arXiv e-prints, art. arXiv:2510.16141. doi: 10.48550/arXiv.
2510.16141.

SALES, L. L., CARVALHO, F. C., BENTO, E. P.; et al., 2022, “Non-Gaussian effects
of the Saha’s ionization in the early universe”, Furopean Physical Journal C, 82
(1):54. doi: 10.1140/epjc/s10052-022-10003-x.

SALES, L. L., CARVALHO, F. C., SOUZA, H. T. C. M., 2023, “Constraint on the che-
mical potentials of hydrogen and proton in recombination”, Furopean Physical
Journal C, 83(6):466. doi: 10.1140/epjc/s10052-023-11671-z.

SCHWARZ, G., 1978, “Estimating the Dimension of a Model”, The Annals of
Statistics, v. 6, n. 2, pp. 461 — 464. doi: 10.1214/a0s/1176344136.

SEIKEL, M., CLARKSON, C., 2013, “Optimising Gaussian processes for reconstructing

dark energy dynamics from supernovae”, arXiv preprint arXiw:1311.6678.

SEIKEL, M., CLARKSON, C., SMITH, M., 2012, “Reconstruction of dark energy and

expansion dynamics using Gaussian processes”, Journal of Cosmology and As-
troparticle Physics, v. 2012, n. 06, pp. 036.

SILVA, G. F., PIATTELLA, O. F., FABRIS, J. C., et al., 2013, “Bouncing solutions in
Rastall’s theory with a barotropic fluid”, Gravitation and Cosmology, v. 19,
pp. 156-162.

STAROBINSKY, A. A., 2007, “Disappearing cosmological constant in f(R) gravity”,
Soviet Journal of Ezxperimental and Theoretical Physics Letters, v. 86, n. 3,
pp. 157-163. doi: 10.1134/S0021364007150027.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 75

SUPERNOVA COSMOLOGY PROJECT COLLABORATION, S. P. E. A., 1999, “Me-
asurements of €2 and A from 42 high redshift supernovae”, Astrophys. J., v. 517,
n. 2, pp. 565.

TEGMARK, M., TAYLOR, A. N., HEAVENS, A. F., 1997, “Karhunen—Loéve Eigenvalue
Problems in Cosmology: How Should We Tackle Large Data Sets?” Astrophy-
sical Journal, v. 480, pp. 22-35. doi: 10.1086/303939.

TORIBIO, A. M. V., 2007, Andlise de Modelos Cosmoldgicos de Unificacao da Matéria e
Energia Escuras no Universo. Tese de Mestrado, tese de Doutorado, 33, UFRJ.

TROTTA, R., 2007, “Applications of Bayesian Model Selection to Cosmological Para-
meters’, Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, v. 378, pp. 72-82.
doi: 10.1111/j.1365-2966.2007.11752.x.

TROTTA, R., 2008, “Bayes in the Sky: Bayesian Inference and Model Selection
in Cosmology”, Contemporary Physics, v. 49, pp. 71-104. doi: 10.1080/
00107510802066753.

TSUJIKAWA, S., 2008, “Observational signatures of f(R) dark energy models that satisfy
cosmological and local gravity constraints”, Physical Review D, v. 77, n. 2,
pp. 023507. doi: 10.1103/PhysRevD.77.023507.

TSUJIKAWA, S., 2007, “Matter density perturbations and effective gravitational cons-
tant in modified gravity models<? format?> of dark energy”, Physical Review
D—Particles, Fields, Gravitation, and Cosmology, v. 76, n. 2, pp. 023514.

TURNER, M. S., WHITE, M., 1997, “CDM Models with a Smooth Component”, Physical
Review D, v. 56, pp. 4439-4449. doi: 10.1103/PhysRevD.56.4439.

VANHATALO, J., RITHIMAKI, J., HARTIKAINEN, J., et al., 2012, “Bayesian Mode-
ling with Gaussian Processes using the GPstuff Toolbox”, arXw preprint ar-

Xw:1206.5754.

VERDE, L., 2010, “Statistical Methods in Cosmology”, Lectures at the Physics of the

FEarly Universe.
VICENTE, M., ET AL., 2026, in preparation.
WEINBERG, S., 2008, Cosmology. Oxford, Oxford University Press.

WEINBERG, S., 1989, “The cosmological constant problem”, Reviews of modern physics,
v. 61, n. 1, pp. 1.



76 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

YUNGUI, G., MUSTAPHA, 1., ANZHONG, W., “Growth factor parametrization
in curved space”’, PRD, 80(2):023002. doi: 10.1103/PhysRevD.80.023002.

ZUNIGA, C., HIPOLITO-RICALDI, W. S., ZIMDAHL, W., 2012, “Perturbations for
transient acceleration”, J. Cosmology Astropart. Phys., 04(4):032. doi: 10.1088/

1475-7516/2012,/04,/032.



	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Introdução
	Modelo Padrão da Cosmologia
	Teoria da Relatividade Geral
	O Parâmetro de Hubble
	A Evolução do Universo
	Matéria
	Radiação
	Matéria e Radiação

	Densidade Crítica
	Parâmetro de Densidade
	Parâmetro de Desaceleração
	O Desvio para o Vermelho

	Teoria das Perturbações Cosmológicas
	Perturbações Relativísticas
	 Perturbações Invariantes no Calibre Conforme
	Descrição Newtoniana das Perturbações
	Perturbações Relativísticas em F(R)


	Revisão dos Modelos Alternativos
	Modelos Cosmológicos Alternativos Baseados na Relatividade Geral
	Modelo CDM
	Parametrização CPL (Chevallier-Polarski-Linder)
	Modelo kCDM (Universo Não-Plano)

	Modelos de Gravidade Modificada: Teorias F(R)
	Modelo de Hu-Sawicki
	Modelo de Starobinsky
	Modelo R2-Corrigido de Appleby-Battye


	Métodos Estatísticos e Inferência Cosmológica
	Cadeias de Markov Monte Carlo (MCMC)
	Critérios de Informação: AIC e BIC
	Processos Gaussianos

	Resultados e Discussões
	Reconstrução da taxa de crescimento f(z)
	Reconstrução da amplitude de aglomeração 8(z)
	Modelos baseados na Relatividade Geral
	Análise estatística e comparação entre modelos
	Comportamento dinâmico da gravidade e acoplamento gravitacional efetivo
	Análise comparativa do parâmetro S8

	Conclusões
	Referências Bibliográficas

