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Resumo

O maior avanço da Astrometria moderna no óptico foi o catálogo Gaia. Ele
solucionou problemas que há muito desafiavam os esforços na construção de catálogos
de referência com posições precisas, livres do acúmulo de erros sistemáticos. Isso
permite que telescópios de médio e pequeno porte sejam usados de maneira mais
eficiente para a determinação de posições de pequenos corpos do Sistema Solar.
Essas posições necessitam de constante monitoramento e as observações são feitas,
na maior parte das vezes, por esse tipo de telescópio. A obtenção de posições precisas
desse tipo de objeto astronômico permite que suas efemérides sejam mais acuradas, o
que tem como consequência a melhor predição de eventos relacionados a seu estudo,
tais como as ocultações estelares.

A solução na parte do catálogo de referência das posições lança responsabilidade
sobre a redução astrométrica. O melhoramento deste quesito envolve melhor conhe-
cimento dos efeitos instrumentais e atmosféricos que influenciam na determinação
das posições dos objetos celestes. Com esse intuito, uma boa alternativa é o uso de
simulações ópticas da instrumentação astronômica para reprodução, manipulação e
medição desses efeitos.

Neste trabalho, usamos o simulador óptico KrakenOS para reproduzir dois ins-
trumentos largamente usados para a observação e obtenção de medidas de posição
de pequenos corpos do Sistema Solar. São dois telescópios do Observatório do Pico
dos Dias (OPD/LNA): o Perkin-Elmer de 1.6-m (PE1.6-m) e o Boller-Chivens de
0.6-m (BC0.6-m). O objetivo é criar uma ferramenta que reproduza uma imagem
astronômica baseada totalmente na simulação, que leve em consideração a óptica dos
instrumentos. A imagem astronômica simulada deve conter todas as caracteŕısticas
de uma imagem astronômica real, inclusive a reprodução do fluxo das fontes as-
tronômicas, efeitos atmosféricos e das contagens relacionadas com os rúıdos presen-
tes nesta imagem. Além disso, o texto aborda a importância de considerar efeitos
como desalinhamentos dos componentes do instrumento e a refração atmosférica,
que podem afetar as posições das estrelas nas imagens. A ferramenta desenvol-
vida visa melhorar a precisão das reduções astrométricas, caracterizando melhor os
sistemas ópticos e monitorando seu comportamento ao longo do tempo.

Por fim, apresentamos os resultados desta ferramenta, comparando-os com uma
imagem astronômica real. As fontes reproduzidas na imagem apresentam um fluxo
baseado em uma PSF gaussiana e têm distribuição visual no campo do CCD (do
inglês, Charge-coupled device) equivalente às da imagem real. Também foram repro-
duzidos os efeitos da turbulência atmosférica, baseados em modelos de turbulência
de Kolmogorov, mas esse quesito necessita de aperfeiçoamentos.



Abstract

The greatest advancement in modern optical Astrometry has been the Gaia cat-
alog. It solved long-standing challenges in the construction of reference catalogs
with precise positions, free from the accumulation of systematic errors. This allows
medium and small telescopes to be used more efficiently for determining the posi-
tions of small Solar System bodies. These positions require constant monitoring,
and observations are mostly made using this type of telescope. Obtaining precise
positions for these astronomical objects enables more accurate ephemerides, which
in turn improves the prediction of events related to their study, such as stellar oc-
cultations.

The solution provided by the reference catalog for positions places responsibility
on astrometric reduction. Improving this aspect involves a better understanding of
instrumental and atmospheric effects that influence the determination of celestial
object positions. To this end, a good alternative is the use of optical simulations of
astronomical instrumentation to reproduce, manipulate, and measure these effects.

In this work, we used the KrakenOS optical simulator to reproduce two in-
struments widely used for observing and obtaining position measurements of small
Solar System bodies. These are two telescopes from the Pico dos Dias Observa-
tory (OPD/LNA): the 1.6-m Perkin-Elmer (PE1.6-m) and the 0.6-m Boller-Chivens
(BC0.6-m). The goal is to create a tool that generates an astronomical image en-
tirely based on simulation, taking into account the optics of the instruments. The
simulated astronomical image should include all the characteristics of a real astro-
nomical image, including the reproduction of the flux from astronomical sources,
atmospheric effects, and counts related to the noise present in the image. Addition-
ally, the text addresses the importance of considering effects such as misalignments
of instrument components and atmospheric refraction, which can affect the posi-
tions of stars in the images. The developed tool aims to improve the accuracy of
astrometric reductions by better characterizing optical systems and monitoring their
behavior over time.

Finally, we present the results of this tool, comparing them with a real astronom-
ical image. The sources reproduced in the image have a flux based on a Gaussian
PSF and a visual distribution in the CCD (Charge-coupled device) field equivalent
to that of the real image. The effects of atmospheric turbulence, based on Kol-
mogorov turbulence models, were also reproduced, although this aspect requires
further refinement.
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3.11.1 Telescópios refratores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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6.2.2 Caracteŕısticas da imagem de campo . . . . . . . . . . . . . . 122
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2.7 Ilustração esquemática da metodologia de ponderamento usada no
método do fotogravicentro. Percebemos que um pixel mais brilhante,
porém afastado do centro da fonte (maior agrupamento de ṕıxeis),
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3.9 Refração em uma superf́ıcie esférica. O sistema na figura mostra como
são definidos a orientação e o sentidos dos sinais para a explicação
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Figura: Schroeder (1999). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.10 Ilustração sobre os tipos de raios definidos para um sistema óptico
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do eixo óptico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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do traçado dos raios, simulado com o KrakenOS. . . . . . . . . . . . . 91
4.8 Na figura da esquerda, vemos o diagrama de pontos do telescópio
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Sérgio Santos-Filho e Jonatã Arcas Silva. . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.3 Distribuição de pontos no plano imagem do telescópio BC0.6-m. . . . 106
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5.1 Medidas das separações das superf́ıcies do telescópio PE1.6-m. . . . . 100
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Astrometria tem avançado significativamente, proporcionando posições cada
vez mais precisas de objetos celestes. Os métodos de centragem são bem estabe-
lecidos, mas, apesar dos grandes esforços, os catálogos de referência enfrentavam
limitações que comprometiam a eficácia da técnica. Um desses desafios envolvia
erros sistemáticos nos sistemas de posição.

Com o lançamento do catálogo Gaia (Brown, 2021), esse problema foi solucio-
nado, graças à determinação precisa das posições estelares, à consistência interna
dessas posições, à inercialidade do referencial baseado nelas, além da ampla cober-
tura (i.e., sempre haverá estrelas Gaia em campos com FOVs - do inglês Field of
View, ou campo de visada - de, por exemplo, 10

′ × 10
′
, em qualquer região do céu).

Isso possibilita o uso mais eficiente de telescópios de médio porte para a determinação
de posições. Portanto, o catálogo Gaia se tornou uma referência astrométrica de alta
acurácia e precisão, essencial para quaisquer medidas que dele dependam.

As observações de pequenos corpos do Sistema Solar ainda são realizadas ma-
joritariamente a partir de telescópios terrestres. A astrometria desses objetos, em
grande parte, é feita com telescópios de pequeno e médio porte. Utilizando as estrelas
de referência do catálogo Gaia, a precisão na determinação das posições desses cor-
pos celestes melhorou substancialmente. Contudo, a manutenção de órbitas precisas,
especialmente para os objetos mais distantes do Sol, exige observações cont́ınuas.
Um exemplo disso, e tema de atuação de nosso grupo, é o estudo de pequenos corpos
através de ocultações estelares. A previsão precisa de quando e onde esses eventos
ocorrerão, seja da Terra ou em órbitas próximas (telescópios espaciais), depende do
conhecimento detalhado da órbita do corpo (Assafin, M. et al., 2010).

Vale ressaltar que a astrometria de alt́ıssima precisão da missão Gaia impulsiona
e permite melhorias significativas na metrologia espacial baseada em observações
terrestres. Este trabalho busca explorar isso de maneira inovadora, através da si-
mulação de imagens CCD, ou seja, uma imagem do céu obtida com esse tipo de
dispositivo, que se aproxima ao máximo das imagens reais, utilizando um simu-
lador óptico que considera todas as influências do sistema instrumental usado na
observação.

Suponhamos, então, que tenhamos uma imagem CCD de uma região espećıfica
do céu obtida por observação. Com as estrelas Gaia dessa mesma região como
ponto de referência, e dispondo dos dados tanto do telescópio quanto do detector
utilizados — como o Pelkin-Elmer de 1.6-m do Observatório do Pico dos Dias,
equipado com a câmera Ixon4335 —, além de informações sobre magnitude, cor e
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parâmetros astrométricos das estrelas Gaia, e dados atmosféricos (pressão, umidade,
temperatura), é posśıvel gerar uma imagem sintética muito próxima daquela que
seria obtida em uma observação real. Os dados instrumentais (telescópio + detector)
são inseridos no simulador óptico KrakenOS (Herrera et al., 2022a), onde o catálogo
Gaia serve como um ‘céu teórico’, sem efeitos atmosféricos. As posições das estrelas
Gaia são ajustadas por modelos rigorosos para compensar a diferença entre a época
do catálogo e a época da observação.

A partir desse ponto, temos dois cenários posśıveis: (i) a imagem simulada cor-
responde à observada em todos os aspectos, ou (ii) existem discrepâncias entre as
imagens simulada e observada. No segundo e mais provável cenário, ajustes serão
feitos nos parâmetros do KrakenOS para aproximar o máximo posśıvel a imagem
simulada da observada. Essas diferenças, no contexto da astrometria, refletem dis-
torções nas medidas de distância entre estrelas na imagem observada em comparação
com as distâncias ideais da imagem simulada.

O que diferencia esta abordagem é que, ao invés de usar polinômios genéricos
para corrigir essas distorções, modificamos a posição f́ısica dos elementos ópticos,
ajustando modelos numéricos que representam caracteŕısticas espećıficas do sistema
óptico, como coma, astigmatismo, distorções e curvatura de campo (Herrera et al.,
2022a). Essa abordagem permite uma caracterização mais precisa do sistema ins-
trumental, aplicando correções apenas onde são necessárias e possibilitando o mo-
nitoramento cont́ınuo do comportamento do instrumento ao longo do tempo.

Também é importante mencionar efeitos que podem se sobrepor nesta análise.
Um exemplo simples é a correção do tilt do CCD e os efeitos residuais da refração
atmosférica. No entanto, com parâmetros fotométricos e atmosféricos adequados, é
posśıvel estimar o deslocamento da posição estelar na vertical em relação ao hori-
zonte do observador. A comparação com a imagem observada nos permitirá deter-
minar se a correção pela refração é suficiente ou se o ajuste do tilt pelo KrakenOS
é também necessário. Neste caso, estamos falando da refração geral, não especifica-
mente da refração cromática diferencial (Kovalevsky, 2002).

Nesta dissertação, apresentaremos a construção desta ferramenta que busca con-
tribuir para as reduções astrométricas. No Caṕıtulo 2, discutiremos detalhes fun-
damentais da astrometria aplicada às posições de objetos astronômicos em imagens
CCD. A influência dos instrumentos na formação de uma imagem astronômica será
abordada no Caṕıtulo 3. Como a ferramenta desenvolvida se baseia em uma si-
mulação óptica, o funcionamento do software utilizado será explorado no Caṕıtulo 4.
O processo de criação da imagem simulada será descrito passo a passo no Caṕıtulo 5,
e a análise dos resultados obtidos será analisada no Caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 2

Astrometria

Astrometria pode ser definida como sendo a aplicação de um conjunto de técnicas
para se determinar propriedades dinâmicas, cinemáticas e geométricas dos corpos
celestes (Kovalevsky, 2002). Determinação das posições desses objetos, bem como
das variações dessas posições, é parte das tarefas astrométricas. Nela estão inclúıdas
técnicas observacionais, instrumentação, processamento e análise de dados e referen-
ciais celestes. Apesar de ser um ramo da Astronomia fundamentalmente técnico e
prático, é complementado por uma base f́ısico-teórica importante. Os conhecimen-
tos de óptica e o comportamento da luz, mecânica celeste, relatividade, sistemas de
referência, astrof́ısica e estat́ıstica são alguns dos quais podemos nos basear para o
bom manejo da técnica. Todo esse domı́nio cient́ıfico contribui para o processo de
redução de dados adquiridos por instrumentos astronômicos, traduzindo esses dados
em quantidades f́ısicas usadas na interpretação de diversos fenômenos. Na óptica,
por exemplo, a compreensão do comportamento da luz ao atravessar a atmosfera
terrestre e os instrumentos astronômicos permite corrigir aberrações e garantir a
precisão nas medições de posição de objetos celestes. Já a mecânica celeste ofe-
rece as equações que descrevem o movimento dos corpos celestes, sendo essencial
para prever órbitas e fenômenos como ocultações estelares. A relatividade, por sua
vez, corrige as medições de posição, levando em conta a aberração e a deflexão da
luz causada por objetos massivos. Na astrof́ısica, o conhecimento da f́ısica estelar,
combinado com as medições astrométricas de distância e movimento próprio, per-
mite calcular luminosidades e compreender a evolução estelar. Além disso, técnicas
estat́ısticas avançadas são empregadas para processar grandes volumes de dados as-
trométricos, eliminando rúıdos e aumentando a precisão das medições, o que é crucial
em projetos como o da missão Gaia. Assim, todas essas áreas contribuem para a
confiabilidade e a interpretação correta dos resultados astrométricos, possibilitando
um entendimento profundo dos fenômenos astronômicos.

Como base da metrologia astronômica, a Astrometria é essencial para todos os
campos da Astronomia. Ela é aplicada em estudos como a dinâmica do Sistema Solar
(Tanga et al., 2023, Arlot, 2007), o movimento estelar — seja em estrelas binárias
(Penoyre et al., 2022a,b) ou em grupos, como aglomerados (Hunt and Reffert, 2023)
— e a dinâmica da própria Galáxia. Um exemplo é a missão Gaia (Brown, 2021),
cujos dados revelaram estruturas galácticas antes inimagináveis (Helmi et al., 2018).
Além disso, a astrometria é crucial para determinar distâncias na vizinhança solar
e para métodos de detecção de exoplanetas (Feng, 2024).

Medidas, como é comum em ciência, devem vir acompanhadas das respecti-
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vas incertezas. Nesse ponto, é importante distinguirmos os conceitos de precisão
e acurácia. A precisão descreve a capacidade de um instrumento reproduzir, sob
as mesmas condições, as quantidades observadas e a acurácia representa o quanto
essas medidas desviam dos valores esperados como verdadeiros. Desse modo, a pre-
cisão pode ser aumentada pelo melhoramento da resolução e da sensitividade dos
instrumentos. A acurácia é melhorada a partir da modelagem de todos os efeitos
sistemáticos que possam enviesar a medida e isso é feito a partir do processo de
redução que pode envolver presciência adicional, como conhecimento de tempera-
tura e umidade do local de observação, distorções ópticas no instrumento, além da
acurácia do referencial que admitimos não ser um problema com o uso de dados
astrométricos recentes da missão Gaia (Kovalevsky and Seidelmann, 2011).

Os parâmetros astrométricos são as posições α e δ, os movimentos próprios µα

e µδ e a paralaxe π. Para quantificá-los, um referencial é estabelecido e realizado
através de observações de objetos tão distantes que não são detectados seus movi-
mentos próprios, tais como rádio-fontes extragalácticas compactas (Charlot et al.,
2020). Com a astrometria oriunda da missão Gaia, podemos usar as posições relati-
vas entre esses objetos com aquelas de interesse para obter uma astrometria relativa.
Nesse tipo de astrometria, a astrometria Gaia é usada para traduzir coordenadas
sobre o CCD em coordenadas celestes ascensão reta e declinação.

Hoje em dia, o imageamento direto (imagem CCD de uma região do céu que
contém estrelas Gaia e o objeto de interesse) é um dos principais métodos para
determinação das posições astronômicas de observações feitas a partir de telescópios
no solo. Os dispositivos de carga acoplada (CCD, do inglês Charge-coupled device)
são a “régua”astrométrica usada para fazermos as medições. Por isso, na primeira
seção deste caṕıtulo, falaremos sobre eles. Depois, apresentaremos alguns conceitos
sobre sistemas de coordenadas, seguidos de metodologias usadas para determinação
dos centróides nos objetos de uma imagem astronômica. Por fim, destacaremos
correções relevantes no processo de redução astrométrica.

2.1 Dispositivos de carga acoplada

A invenção do CCD revolucionou a Astronomia moderna. A invenção de 1969
dos pesquisadores Willard S. Boyle e George E. Smith, do laboratório Bell, logo
encontrou uma aplicação cient́ıfica, quando o Instituto do Telescópio Espacial (hoje,
Space Telescope Science Institute) e do JPL/NASA (Jet Propulsion Lab), introdu-
ziram nos projetos do telescópio Hubble e para a sonda da missão Galileo (McLean
et al., 2008). Hoje em dia, são empregados nas diversas áreas e são uma impor-
tante ferramenta para os parâmetros metrológicos da Astronomia na banda óptica:
astrometria, fotometria e espectroscopia. Com o advento dessa tecnologia, impor-
tantes passos foram cumpridos, como, por exemplo, a possibilidade da missão Gaia
(Brown, 2021).

O mecanismo que gera a carga a partir de fótons é descrito pelo efeito fotoelétrico.
Cada pixel é composto por siĺıcio, que tem um intervalo de energia. Os fótons que
caem em um CCD estimulam o siĺıcio de cada pixel. Cada fóton absorvido libera
um elétron da camada de valência do siĺıcio, movendo-o para a banda de condução.
Na camada de condução, os elétrons podem ser coletados para o processo de leitura.
Na Figura 2.1 podemos ver que os elétrons livres são lidos na direção das linhas
do esquema do CCD. Todo o processo é controlado por um circuito de controle em
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Figura 2.1. Arranjo esquemático que demonstra a operação de CCD. A carga é transferida
pelas linhas de pixel até uma coluna que os registra. Depois é tranferida para um leitor
horizontal que converte a carga em ADU (analog-to-digital units). Figura: Keim (2020).

série com as colunas, aplicando uma diferença de potencial. Enquanto tomamos
uma imagem, há acumulação de cargas em cada pixel e o circuito faz com que elas
permaneçam nele. Após o término do tempo de exposição, o circuito abre e temos a
leitura das cargas, onde cada coluna de pixel é lida sucessivamente. Nessa etapa, as
cargas são convertidas em um número digital e depois convertidas em contagens em
unidades de ADU (analog-to-digital units). A quantidade de cargas para produzir
1 ADU é determinada pelo ganho do dispositivo. O processo do tempo de leitura
pode levar alguns minutos, a depender do tipo de dispositivo.

Alguns parâmetros importantes que caracterizam um dispositivo CCD são seu
rúıdo de leitura, o ganho, sua corrente de escuro e sua eficiência quântica, além
do tamanho do pixel. Um resumo conciso de cada um dos parâmetros, com suas
correções para imagens de ciência, quando as houver, será dado nos parágrafos a
seguir.

O rúıdo de leitura está relacionado com o número de elétrons introduzidos na
imagem final depois da leitura do dispositivo. Consiste em dois componentes in-
separáveis. O primeiro está relacionado com a conversão de cargas para ADU. O
circuito que é responsável por essa conversão produz uma distribuição estat́ıstica de
posśıveis respostas centradas em torno de uma média. Então, considerando a leitura
de um mesmo pixel duas vezes, cada uma delas com a mesma carga, haverá uma res-
posta levemente diferente entre elas. O outro componente é aquele devido à própria
eletrônica do instrumento, que introduz elétrons em todo o processo, gerando flu-
tuações aleatórias. O ńıvel médio do rúıdo introduzido por esses dois componentes é
o rúıdo de leitura e está limitado às propriedades eletrônicas do dispositivo (Howell,
2006).

Por causa de todo o processo, são introduzidos alguns efeitos sistemáticos rela-
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cionados a esse rúıdo. Seu significado em uma imagem astronômica são contagens
espúrias. As imagens de calibrações usadas para o conhecimento deste tipo de rúıdo
são os bias. Seu objetivo é permitir a determinação do ńıvel das contagens relaciona-
das a esse tipo de rúıdo, caracterizar os efeitos sistemáticos e seu ńıvel no conjunto
de dados que representam a imagem. As imagens de bias são tomadas com tempo
de exposição mı́nimo permitido pelo dispositivo, com o shutter da câmera mantido
fechado. Esperamos com isso obter somente as contagens devidas à leitura do CCD.
Tomamos a média das contagens do conjunto de imagens de bias e subtráımos da
imagem crua (Howell, 2006). Um exemplo desse tipo de imagem está na Figura 2.2.
A câmera usada foi a Ikon-10127, com contagens médias de 1300.

Figura 2.2. Imagens de bias tomada no contexto das observações do dia 13 de junho de
2020, no telescópio BC 0.6-m (IAG) do Observatório do Pico dos Dias. A câmera usada
foi a Ikon-10127. Os observadores da noite foram o Dr. Marcelo Assafin, o Dr. Sérgio
Santos Filho e Jonatã Arcas Silva. Abaixo, a distribuição de contagens na linha central
da imagem.

O ganho é uma propriedade do CCD que determina como as cargas (e−) serão

convertidas em contagens (ADU). É uma constante até valores elevados de cargas e
é dado em unidades de elétrons/ADU. Uma das grandes vantagens dos CCDs é que
sua resposta é linear para um grande intervalo de valores. Linearidade significa que
temos uma simples relação linear entre os valores de entrada (as cargas) e os valores
de sáıda (as contagens ADU). Nesse intervalo de linearidade, podemos descrever a
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relação com a seguinte expressão:

I =
q

G
, (2.1)

onde I é o valor das contagens (em ADU), G é o ganho e q são os valores das
cargas. A Figura 2.3 mostra o intervalo de linearidade de um CCD. Percebemos que
o intervalo vai de 500 até 26000 ADU. O ńıvel de saturação está em 32767 ADU
(Howell, 2006). O intervalo de não-linearidade em dispositivos CCDs é cerca de
1% de todo o range dinâmico. Isso significa que o brilho absoluto de uma estrela
desconhecida será preciso dentro desta marca (Janesick, 2001).

Figura 2.3. Relação entre os fótons e as contagens. É posśıvel perceber que somente para
contagens próximas a 26000 ADU a não-linearidade aparece. Figura: Howell (2006).

Todo material com temperatura acima do zero absoluto produzirá algum rúıdo
térmico. Nos CCDs, esse tipo de rúıdo está associado a efeitos sistemáticos caracteri-
zados pela corrente de escuro. Ela acontece neles porque, quando a agitação térmica
é suficientemente alta, os elétrons ficam livres na camada de valência e também são
coletados pelo potencial que conduz as cargas no dispositivo. Desse modo, quando
há a leitura, os elétrons da corrente de escuro tornam-se parte das contagens da
imagem. A depender do equipamento, um tempo de exposição de 15 minutos de
uma fonte fraca pode incluir até 1800 elétrons adicionais em cada pixel do CCD
(Howell, 2006). Durante a leitura da imagem, essa carga não é separada daquela de
interesse cient́ıfico.

Uma primeira maneira de minimizar os efeitos sistemáticos relacionados com a
corrente de escuro é acoplar ao CCD um sistema de resfriamento para manter o
dispositivo em temperatura entre −100 e −70°C. Mesmo assim, algumas contagens
relacionadas com este tipo de rúıdo são introduzidas na imagem de interesse e seus
efeitos sistemáticos não podem ser negligenciados. Imagens de corrente de escuro
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permitem conhecermos o rúıdo térmico introduzido nas contagens de uma imagem
CCD. Um exemplo desse tipo de imagem está na Figura 2.4. As imagens são tomadas
com o shutter da câmera fechado com o mesmo tempo de exposição das imagens
cruas. Uma maneira de atenuarmos os efeitos sistemáticos ainda resultantes deste
tipo de rúıdo é subtrairmos da imagem crua uma média das imagens de corrente
de escuro. Como os efeitos sistemáticos devido ao rúıdo de leitura também estão
inclúıdos nas contagens de corrente de escuro, quando estas imagens são obtidas, as
imagens de bias não são necessárias (Howell, 2006).

Figura 2.4. Imagem de corrente de escuro tomada a partir de um dispositivo com sistema
de resfriamento. Figura: Howell (2006).

A resposta de cada pixel de um CCD não é igual, ou seja, caso dois ṕıxeis sejam
atingidos pelo mesmo sinal, sua leitura não será a mesma. Essa diferença é causada
por pequenas variações nas dimensões entre os ṕıxeis. Em escalas maiores, a falta
de uniformidade é causada por pequenas variações na espessura do siĺıcio através
do chip (Howell, 2006). Também pode ser necessário corrigir qualquer iluminação
não uniforme no detector, tal como a vinhetagem. Essas variações podem ser de
até 10% sobre todo o CCD. Para atenuar esses problemas, fazemos a normalização
das imagens cruas pela imagem de flat-field. Para tomarmos esse tipo de imagem,
iluminamos o CCD de maneira uniforme. O flat-field pode ser tomado de diferentes
formas, tais como os flat-field de crepúsculo, flat-field de céu, flat-field de domo.
Nesse último, uma lâmpada ilumina um anteparo branco dentro do domo para que
sejam tomadas algumas imagens. É necessário fazermos uma análise das imagens
tomadas para escolhermos o tempo de exposição dos flat-field. Uma imagem assim
deve ter a melhor uniformidade posśıvel. Por isso, evitamos contagens muito altas
para não sairmos do regime de linearidade do CCD. Contagens muito baixas também
não nos ajudam, pois elas também não serão representativas. Escolhemos um tempo
de exposição no qual as contagens no centro da imagem representem pelo menos a
metade da saturação do CCD e verificamos alguma uniformidade nas contagens
sobre ele todo. No caso dos flat-fields tomamos a moda das contagens de todas as
imagens para termos uma imagem representativa (Howell, 2006). A Figura 2.5 é um
exemplo desse tipo de imagem de calibração.
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Figura 2.5. Imagens de flat-field tomada no contexto das observações do dia 13 de junho
de 2020, no telescópio BC 0.6-m (IAG) do Observatório do Pico dos Dias. O tempo de
exposição da imagem é de 70 s, usando o filtro I. A câmera usada foi a Ikon-10127. Os
observadores da noite foram o Dr. Marcelo Assafin, o Dr. Sérgio Santos Filho e Jonatã
Arcas Silva. Abaixo, está inclúıdo o perfil da linha central da imagem.

Considerando ni o número de fótons incidentes em um detector e n0 o número
de fótons realmente detectados, a eficiência quântica é a relação entre estas duas
quantidades, ou seja (Schroeder, 1999):

Q =
n0

ni

. (2.2)

O resultado da Equação 2.2 é, em geral, expresso em termos percentuais (multiplicando-
se o valor por 100%). Na Figura 2.6, vemos a caracterização da eficiência quântica
do instrumento em uso no Observatório do Pico dos Dias (OPD), a SPARC4, da
sigla em inglês para Simutaneous Polarimeter and Rapid Camera in 4 bands (Ro-
drigues et al., 2012). Perceba que, para os equipamentos mais recentes, a eficiência
quântica atinge cerca de 80% nos comprimentos de onda de 400 a 700 nm.

O tamanho do pixel de um equipamento CCD também é um limitador da quan-
tidade de luz captada por ele. A regra geral é que, quanto maior um pixel (tanto
em área, como em altura), maior será a capacidade dele de coletar e armazenar luz
(Howell, 2006). Portanto, uma das caracteŕısticas de um detector é a função de
modulação de transferência (MTF, do inglês modular transfer function), caracteri-
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Figura 2.6. Eficiência quântica em cada um dos quatro canais do instrumento em uso
no Observatório do Pico dos Dias (OPD), a SPARC4 (Rodrigues et al., 2012). Em azul,
a eficiência quântica medida pela equipe, em verde, a mesma quantidade fornecida pelo
fabricante e em vermelho, a estimativa de incerteza devido a desalinhamentos mecânicos
e estabilização da luz. O instrumento é composto por quatro câmeras CCD, com canais
em quatro bandas: g, r, i e z (próximas às bandas do SDSS). Figura: (Bernardes et al.,
2018).

zada pelo tamanho do pixel. Essa função é basicamente a medida da mudança de
contraste entre um objeto e um ńıvel médio de contagens na imagem (como, por
exemplo, as contagens de fundo de céu) (Schroeder, 1999).

Em coordenadas retangulares, a MTF é dada por:

T (νx, νy) = A

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
i(x, y)e−2πi(νxx+νyy)dxdy, (2.3)

onde νx = ν sin γ, νy = ν cos γ, com ν representando a frequência normalizada da
frente de onda e γ pode receber qualquer valor conveniente para um caso espe-
cial, desde que a PSF seja simétrica, i(x, y) representa a altura e A é um fator de
normalização (Schroeder, 1999).

Considerando um pixel retangular de lados a e b nas direções x e y, respectiva-
mente, podemos determinar a MTF por definir uma abertura retangular, do seguinte
modo:

i(x, y) = 1, |x| ≤ a/2, e |y| ≤ b/2, (2.4)

= 0, |x| ≥ a/2, ou |y| ≥ b/2, (2.5)

onde o centro do pixel é dado para x = y = 0. Substituindo as condições nas
Equações 2.4 e 2.5 na Equação 2.3, a MTF normalizada para esse caso será dada
por (Schroeder, 1999):

Ta(ν) = sinc(πνxa)sinc(πνyb), (2.6)
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onde é definida a função sinc = sin(z)/z, e ν é a frequência da luz.
O desempenho de todo o sistema pode ser obtido em termos de uma quantidade

chamada razão sinal/rúıdo (SNR). O sinal é equivalente a quantidade de fótons
detectados por um pixel e vamos denotá-la como ns. Considerando que o sinal é
armazenado um grande número de vezes sob condições idênticas, a média do sinal é
⟨ns⟩ com flutuações estat́ısticas no número de elétrons detectados. Como se trata de
uma distribuição poissônica, a variância também é dada por ⟨ns⟩ e o desvio padrão

é
√

⟨ns⟩. Considerando condições reais de detecção, contendo detecção de fundo de
céu, contagens de corrente de escuro, o SNR é dado pela seguinte relação (Schroeder,
1999):

SNR =
⟨ns⟩√

⟨ns⟩+ ⟨nb⟩+ ⟨nd⟩
, (2.7)

onde ⟨ns⟩ é relativo à fonte, ⟨nb⟩ ao fundo de céu e ⟨nd⟩ são contagens introduzidas
devido ao detector, tais como contagens de corrente de escuro e rúıdo de leitura. A
precisão da medida de SNR é dada por (Schroeder, 1999):

σSNR =
1

SNR
. (2.8)

Portanto, para observações com precisão de 1% no SNR, é preciso que se alcance
SNR=100.

Consideremos dois casos limites, o primeiro de um detector ideal, ou seja, sem
considerar contangens de fundo de céu e corrente de escuro, e outro em que o sinal
do fundo de céu é predominante em relação ao sinal da fonte (fonte fraca). Seja S e
B os sinais incidentes da fonte e do fundo de céu, respectivamente. Se o tempo de
exposição for t e a eficiência quântica for Q, para cada caso, o SNR será dado como:

SNR =
√
SQt, B << S, (2.9)

SNR =
√
SQt

√
S/B, B >> S. (2.10)

2.2 Catálogos astrométricos

Os catálogos astrométricos realizam os três eixos coordenados, como preconizado
por um dado sistema de referência. O sistema de referência correntemente adotado é
o ICRS (International Celestial Reference System) (Arias et al., 1995). A realização
corrente e mais relevante do ICRS em comprimentos de onda rádio é o ICRF3
(Charlot et al., 2020). A realização corrente e mais relevante em comprimentos
de onda ópticos é o Gaia-CRF3 (Klioner et al., 2022). Ambos ICRF3 e Gaia-CRF3
devem, segundo a resolução B3 da XXXI Assembleia Geral da IAU (AGO/2021), ser
usados como o padrão fundamental para astrometria em seus respectivos domı́nios
de comprimentos de onda.

A tŕıade de eixos não deve possuir rotação em relação à matéria distante do
Universo, como determinado pelo ICRS. Todo referencial, e por consequência o
catálogo astrométrico, deve ter três qualidades principais: inercialidade, coerência e
acessibilidade.

Inercialidade significa que os eixos coordenados não possuem rotação com relação
à matéria distante do Universo. Nos catálogos astrométricos antigos, os eixos eram
fixados baseando-se na dinâmica da Terra e na dinâmica de corpos do Sistema Solar
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(Feissel and Mignard, 1998). A mudança mais relevante imposta pelo ICRS diz
respeito ao conceito usado para a materialização dos eixos coordenados, que agora
não mais dependem de modelos precisos de movimentos de corpos do Sistema Solar
e da definição do equinócio por meio do equador celeste e da ecĺıptica (Feissel and
Mignard, 1998).

A coerência de um catálogo astrométrico refere-se à propriedade na qual um
subconjunto qualquer de objetos em um catálogo materializa no céu os mesmos
eixos coordenados que o conjunto completo de dados do catálogo. A ausência de
coerência leva à presença de erros sistemáticos no catálogo.

Em termos de acessibilidade, um catálogo astrométrico precisa que suas posições
sejam distribúıdas por toda a esfera celeste, com uma grande quantidade de objetos
e cujas magnitudes sejam acesśıveis para a maioria dos instrumentos em solo ou no
espaço. A partir desse quesito, a densidade de objetos no catálogo aumenta, permi-
tindo que haja maior possibilidade de que sejam usados como objetos de referência
para astrometria relativa. Essa foi uma das maiores dificuldades dos catálogos as-
trométricos. Somente com o Gaia-CRF3 uma quantidade expressiva de objetos de
referência teve suas posições determinadas (Klioner et al., 2022). Para efeitos de
comparação, uma das materializações do ICRS foi o catálogo HIPPARCOS, que
contava com cerca de 118 218 fontes astronômicas de referência espalhadas por
toda a esfera celeste (Perryman et al., 1997). Admitindo que a área total da es-
fera celeste seja aproximadamente 41 253 graus quadrados (Aesfera = 4π(180/π)2 =
41252.96), a densidade de objetos é de aproximadamente 3 objetos por grau qua-
drado (118218/41253 = 2.87). Desse modo, se levarmos em conta uma região da
esfera celeste que tenha 6 minutos de arco de lado (6′ = 0.1◦), sua área será cerca
de 0.01 grau quadrado, e baseando-se numa distribuição poissoniana das fontes pela
esfera celeste, a probabilidade de encontrarmos uma fonte deste catálogo é de apro-
ximadamente 3% (P = 1 − e−0.0287 = 0.0283 × 100% = 2.83%, onde 0.0287 é o
número esperado de estrelas em um campo de 0.01 grau quadrado). Considerando
o catálogo astrométrico Gaia com 1.8 bilhões de objetos (Lindegren et al., 2021),
abordando pelo mesmo cálculo e considerando uma distribuição uniforme de estre-
las por toda a esfera celeste, a densidade de objetos é de cerca de 40 mil fontes
astrométricas de referência por grau quadrado. Tomando a região da esfera celeste
com 6 minutos de arco, temos uma média de 436.3 estrelas de referência nessa área.
Portanto, a probabilidade de encontrarmos uma estrela de referência nessa região é
muito próxima de 100% (P = 1− e−436.6 ≈ 1× 100% ≈ 100%).

2.3 Algoritmo de centragem

No contexto de imagens astronômicas, parte importante das medidas astrométricas
nos dias de hoje é feita com os CCDs. O passo inicial para as medidas é a deter-
minação precisa do centróide da fonte em uma imagem. Para alcançar a precisão
necessária, um algoritmo de centragem é aplicado para a determinação da posição
do objeto astronômico de interesse a partir da distribuição de luz.

Os algoritmos de centragem desempenham um papel crucial na astrometria. Na
construção de grandes levantamentos, cada medida conta para a boa determinação
da posição dos objetos catalogados. Nos catálogos de referência, a medida precisa das
coordenadas equatoriais vai definir a qualidade e a coerência de toda uma classe de
estudos astronômicos dependentes deles. No contexto da astrometria de pequenos
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corpos do Sistema Solar, a precisão da medição é a causa do bom modelamento
dinâmico do movimento do corpo, tal como a boa determinação de sua órbita, além
de ser essencial para estudos que dependam do conhecimento de suas efemérides,
tais como as ocultações estelares.

A escolha de um algoritmo de centragem depende do cenário a que estamos
envolvidos. Fatores como qualidade da imagem, tipo de fonte e recursos computa-
cionais envolvidos são importantes para essa escolha. Métodos simplificados, tais
como os algoritmos de momento e momento modificado, podem ser usados a de-
pender dos recursos computacionais. Para cenários mais complexos, uma função de
espalhamento de pontos (PSF, do inglês Point Spread Function) garante uma maior
precisão (Stone, 1989).

Exploraremos de maneira sucinta, alguns desses algoritmos mais utilizados na
astrometria a partir do solo, tendo como objetivo principal saber qual a melhor
precisão que podemos obter uma vez adotada a PSF. Isso nos ajuda a saber quão
próximos, ou não, estamos de obter o melhor que o instrumento pode oferecer e,
como consequência, refinar nossos modelos de redução de dados.

2.3.1 Fotocentro

A determinação do fotocentro é o primeiro dos algoritmos de centragem a ser
apresentado. Após a identificação de um objeto astronômico de interesse em uma
imagem, é determinada uma abertura ao redor dele. A partir daqui, é calculado o
centro da distribuição da luz, de modo análogo ao cálculo do centro de massa, com
cada posição de pixel ponderada pelo número de contagens. Consideremos (x, y)
a posição do pixel e I(x, y) o número de contagens nele. A posição do centróide
(xc, yc) será determinada como:

xc =

∑
xI(x, y)∑
I(x, y)

, (2.11)

yc =

∑
yI(x, y)∑
I(x, y)

. (2.12)

A principal vantagem desse método de centragem é o pouco dispêndio computaci-
onal envolvido na determinação do centróide. A desvantagem envolve a sensibilidade
a posśıveis fontes contaminantes. Uma segunda desvantagem é a sensibilidade ao
ńıvel do fundo de céu (Stone, 1989).

2.3.2 Momento modificado

Baseado no método de determinação de fotocentro (também chamado de mo-
mento), o método de momento modificado faz um corte no ńıvel de fundo de céu
em toda a imagem para depois fazer a determinação do centróide. Seja T o ńıvel de
corte de fundo de céu que determinamos e b o ńıvel de fundo de céu. As contagens
em cada pixel I(x, y) passam pela seguinte regra:

I(x, y) = I(x, y)− b, se I(x, y) ≥ T, (2.13)

I(x, y) = 0, se I(x, y) < T. (2.14)
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Por esse método, elimina-se o maior problema do algoritmo anterior, que é o ńıvel
do fundo de céu. Porém, ainda permanece a sensibilidade a fontes que invadem a
abertura escolhida (Stone, 1989).

2.3.3 Método do fotogravicentro

O método de centragem do fotogravicentro é baseado no algoritmo de momento
modificado. Nele, além de levar em consideração o valor das contagens em cada
pixel, o agrupamento de ṕıxeis também é usado na ponderação. Isso diminui a
sensibilidade à luz de fontes relativamente próximas ou quando a parte do fluxo se
sobrepõe à abertura do alvo de interesse. Esse método é inovador e está dispońıvel na
task de astrometria do PRAIA (do inglês Package for the Reduction of Astronomical
Image - Assafin, 2023).

Consideremos como (j, i) o pixel associado a posição (x, y) dentro de uma aber-
tura contida em quadrado de tamanho (Nx, Ny). Seja C(j, i) as contagens em ADU
acima do ńıvel de corte de fundo de céu T . Nesse método, o critério usado para o
corte no ńıvel de fundo de céu segue uma estat́ıstica de quartis, usando o primeiro
quartil dos ṕıxeis mais brilhantes. Sob esse critério, ainda é feito um pondera-
mento nos ṕıxeis baseado na distância entre eles, ou seja, os ṕıxeis mais agrupados
serão privilegiados na determinação do centróide. Um exemplo ilustrativo está na
Figura 2.7. O ponderamento de distância dos ṕıxeis w(j, i) segue a seguinte regra:

w(j, i) =
1∑Nx

m=1

∑Ny

n=1[x(j, i)− x(m, k)]2 + [y(j, i)− y(m, k)]2
. (2.15)

O centróide (xc, yc) é determinado da seguinte forma:

xc =

∑Nx

j=1

∑Ny

i=1w(j, i)C(j, i)x(j, i)∑Nx

j=1

∑Ny

i=1w(j, i)C(j, i)
, (2.16)

yc =

∑Nx

j=1

∑Ny

i=1w(j, i)C(j, i)y(j, i)∑Nx

j=1

∑Ny

i=1w(j, i)C(j, i)
. (2.17)

2.3.4 Funções cont́ınuas - PSF: limites de precisão para a centragem

Em observações a partir do solo, é natural a limitação dada pelo seeing no que diz
respeito à resolução angular. Ainda, o espalhamento causado por esse efeito (seeing),
faz com que a luz de uma fonte puntiforme espalhe-se sobre vários ṕıxies do CCD,
permitindo que nos seja posśıvel expressar, através de uma função cont́ınua, aquilo
que aparece de forma discreta sobre o detector: a distribuição do fluxo.

Como a leitura do CCD ocorre de maneira discreta, cada pixel armazena um
número inteiro de contagens. Em outras palavras, as contagens registradas por cada
pixel refletem a quantidade de fótons que ali incidiram: quanto maior o número de
fótons recebidos, maior a contagem ADU. Dado que o espalhamento da luz de uma
fonte pontual resulta em uma distribuição cont́ınua sobre o detector, nosso objetivo
é ajustar uma função matemática cont́ınua a esse fenômeno f́ısico, aproximando o
comportamento discreto registrado pelo CCD à natureza cont́ınua da distribuição
do fluxo.
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Figura 2.7. Ilustração esquemática da metodologia de ponderamento usada no método do
fotogravicentro. Percebemos que um pixel mais brilhante, porém afastado do centro da
fonte (maior agrupamento de ṕıxeis), pode desviar o centróide. Por isso, ao ser considerada
também a distância entre os ṕıxeis, evita-se esse desvio. Figura: Assafin (2023).

O ajuste de uma tal função, chamada de PSF (do inglês, Point Spread Function)
nos dá, ao mesmo tempo, tanto o fluxo do objeto como o seu centróide. A precisão
com a qual esse centróide é determinado sobre o CCD representa o limite inferior
(numericamente falando) da precisão com a qual a posição de um objeto poderá ser
determinada. Expressar matematicamente essa precisão para algumas PSFs mais
comuns é importante, tanto para realizarmos observações que nos permitam atingir
objetivos pré-determinados (por exemplo, posição de um dado objeto com precisão
melhor que 20 milissegundos de arco), além de entendermos o que é necessário fazer
a fim de extrair o máximo de informações que a imagem pode oferecer.

Ajuste gaussiano

O ajuste gaussiano é o primeiro dos algoritmos elencados neste caṕıtulo que faz
uso de uma PSF. O caso circular deste ajuste é representado como na ilustração na
Figura 2.8. À esquerda, temos a representação da discretização das contagens no
CCD e, à direita, a função cont́ınua.

A função cont́ınua que representa esse caso está na Equação 2.18:

G(x, y) = B + he−
(x−x0)

2+(y−y0)
2

2σ2 , (2.18)

onde B são as contagens de fundo de céu, h é a altura, (x0, y0) é seu centro e σ
representa a dispersão da função em torno do centro.
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Figura 2.8. Ilustração que mostra o caso cont́ınuo de uma distribuição de valores, tal como
acontece em um CCD. Na esquerda, vemos o caso real em um CCD, em que o número
de contagens ADU representa a altura do pixel. Na direita, temos um exemplo de uma
função cont́ınua gaussiana, representando o ajuste que fazemos.

(a) Imagem de uma estrela real. (b) Ajuste gaussiano em duas dimensões.

Figura 2.9. Vizualização de uma fonte astronômica em uma imagem (Figura 2.9a) e o
ajuste gaussiano (Figura 2.9b) ajustado nela.

Um breve exemplo do ajuste gaussiano circular é apresentado nas Figuras 2.9 e
2.10. Nele, vemos a imagem real de uma estrela (Figura 2.9a) e um ajuste gaussiano
(Figura 2.9b). Os parâmetros da gaussiana foram ajustados na estrela da imagem
real. O reśıduo do ajuste está na Figura 2.10a. Por fim, comparamos as contagens
da linha que passa pelo centro de cada uma das imagens.

No caso de objetos celestes que não têm, necessariamente, simetria circular,
temos uma alternativa no que diz respeito à gaussiana circular. A gaussiana eĺıptica
(Figura 2.11) pode descrever melhor a distribuição de fluxo destas fontes.

Sua equação leva em conta a diferença no comprimento dos eixos, caracteŕıstica
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(a) Reśıduo imagem - ajuste. (b) Comparação das contagens na linha central
das imagens da estrela, real e ajuste.

Figura 2.10. Na esquerda, vemos o reśıduo entre as imagens na Figura 2.9a no sentido
imagem menos ajuste. Na direita, temos a comparação de uma linha central entre o ajuste,
a imagem e o reśıduo.

da base eĺıptica (Assafin, 2023):

G(x, y) = B + he−
A(x−x0)

2+B(x−x0)(y−y0)+C(y−y0)
2

2 . (2.19)

Na Equação 2.19, os termos A, B e C são (Assafin, 2023):

A =

(
cos(θ)

a

)2

+

(
sin(θ)

b

)2

, (2.20)

B = −2 cos(θ) sin(θ)

(
1

b2
− 1

a2

)2

, (2.21)

C =

(
cos(θ)

b

)2

+

(
sin(θ)

a

)2

, (2.22)

onde os valores a, b e θ vêm do ajuste dos coeficientes A, B e C, estando a e b
relacionados aos semi-eixos maior e menor da elipse (portanto, à dispersão da PSF)
e θ à orientação do semi-eixo maior em relação ao eixo x do CCD, de acordo com o
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Figura 2.11. Ilustração da gaussiana eĺıptica em três dimensões.

seguinte (Assafin, 2023):

a = −

√
2(B2 − 4AC)(A+ C +

√
(A− C)2 +B2)

B2 − 4AC
, (2.23)

b = −

√
2(B2 − 4AC)(A− C +

√
(A− C)2 +B2)

B2 − 4AC
, (2.24)

θ =


arctan

(
(C−A−

√
(A−C)2+B2)

B

)
se B ̸= 0,

0 se B = 0, A < C,

90◦ se B = 0, A > C.

(2.25)

Ajuste lorentziano

Uma possibilidade para PSF são os ajustes lorentzianos. A lorentziana circular
pode ser vista na Equação 2.26, onde B são as contagens de fundo de céu, h a altura
da PSF, (x0, y0) é a posição do centro, α e β são coeficientes caracteŕısticos desse
ajuste e γ é a sua dispersão (Figura 2.13) (Assafin, 2023).

L(x, y) = B +
h(

[(x−x0)2+(y−y0)2]
α
2

γα + 1
)β . (2.26)
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(a) Variação do coeficiente α, com β e γ fixos. (b) Variação do coeficiente β, com α e γ fixos.

Figura 2.12. Análise gráfica para entendimento da influência dos coeficientes α e β na
função lorentziana.

Figura 2.13. Análise gráfica para entendimento do parâmetro de dispersão da PSF lorent-
ziana, com α e β fixos e γ variando.

Sobre os coeficientes caracteŕısticos da lorentziana, temos a Figura 2.12 que ajuda
a exemplificar a sua influência no ajuste. Na Figura 2.12a, fixamos os valores de γ
e β, e variamos o valor de α. É posśıvel perceber como a função é senśıvel a esse
coeficiente na parte próxima ao cume do gráfico. Quando aumentamos o valor de α,
há uma maior abertura da função neste local. Por sua vez, quando fixamos γ e α, e
variamos β, temos o resultado na Figura 2.12b. Conseguimos perceber como agora
há uma maior influência na parte de baixo da função, nas caudas (‘asas’) da PSF.

A lorentziana eĺıptica é escrita como na Equação 2.27. Nela, valem as mesmas
relações das Equações em 2.22 e 2.25, da gaussiana eĺıptica.

L(x, y) = B +
h

([A(x− x0)2 +B(x− x0)(y − y0) + C(y − y0)2]
α
2 + 1)β

. (2.27)

Ajuste Moffat

Apesar de ser larga e eficientemente usada, em muitos casos um perfil gaussiano
pode não ser a melhor escolha para a descrição de uma PSF. Essa distribuição tem,
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Figura 2.14. Perfil da PSF Moffat.

mesmo que pouca, algumas dificuldades em descrever perfis de distribuição de fluxo
que levem em consideração a turbulência atmosférica e a presença de aberrações
instrumentais, além de perfis variáveis nas contagens de fundo de céu por toda ima-
gem (Moffat, 1969). Por isso, uma distribuição alternativa que leva em consideração
esses parâmetros foi desenvolvida, conhecida como ajuste ou PSF Moffat.

A expressão matemática que descreve essa distribuição é (Trujillo et al., 2001):

Φ(x, y) =
β − 1

πα2

[
1 +

(x− x0)
2 + (y − y0)

2

α2

]−β

, (2.28)

onde β é um parâmetro ajustado e α é o parâmetro de largura da PSF. Seu perfil
pode ser visto na Figura 2.14.

O parâmetro α está diretamente relacionado à largura da PSF. Podemos ver isso
na Figura 2.15. Perceba a sensibilidade do ajuste quando fixamos o valor de β e
variamos o parâmetro α (Figura 2.15a). Na figura da direita (Figura 2.15b) desta-
camos o aumento da largura da PSF com o aumento do parâmetro α. Logicamente,
isso acontece porque esse parâmetro tem proporcionalidade direta com a largura à
meia altura do ajuste (FWHM, do inglês Full Width at Half Maximum), como será
demonstrado a seguir (Seção 2.3.5).

O modelo de PSF Moffat é utilizado para descrever de forma mais adequada as
variações no fundo do céu, especialmente para objetos mais fracos. Na Figura 2.16,
observamos a sensibilidade do ajuste em relação ao parâmetro β. As Figuras em 2.16
ilustram como o perfil da PSF se adapta tanto ao fluxo de objetos brilhantes quanto
ao de objetos mais fracos. Além disso, ao examinarmos a Figura 2.16b, notamos
que a sensibilidade ao fundo de céu é aprimorada, pois o ajuste proporciona uma
transição mais precisa entre o fluxo do alvo e o fluxo do fundo de céu.
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(a) Perfil da PSF Moffat para diferentes
parâmetros α.

(b) Figura aumentada na região da cauda da
PSF Moffat para diferentes parâmetros α.

Figura 2.15. Análise gráfica para entendimento da influência do coeficiente α na PSF
Moffat.

(a) Perfil da PSF Moffat para diferentes
parâmetros β.

(b) Figura aumentada na região da cauda da
PSF Moffat para diferentes parâmetros β.

Figura 2.16. Análise gráfica para entendimento da influência do coeficiente β na PSF
Moffat.

2.3.5 Precisão dos ajustes

A determinação das posições de objetos celestes tem limitações ligadas à instru-
mentação astronômica, à natureza eletrônica do CCD e ao fato, caso consideremos
observações feitas do solo, devido à atmosfera. As limitações interferem na pre-
cisão obtida nas medidas de centróide (x, y) e são propagadas para o cálculo das
coordenadas (α, δ).

Para iniciarmos a discussão sobre a determinação da incerteza no centróide de
uma fonte sobre o CCD, consideremos a equação que determina as contagens de um
objeto sobre um pixel (King, 1983):

cfi + ab = ηi, (2.29)

onde temos que c é o número de contagens esperado para um objeto, o fundo de
céu por unidade de área é dado por b, f é a fração de contagens sobre o pixel
i considerado, onde

∑
fi = 1, e ηi é o total de contagens contido nesse pixel.
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Considerando que a representa a área total do pixel, observamos que o valor total
do fundo de céu já está inclúıdo na equação, o que nos permite simplificá-la da
seguinte forma:

cfi +B = ηi, (2.30)

considerando que B = ab, com unidade de contagens. No decorrer dessa seção, nosso
trabalho envolverá o desenvolvimento da Equação 2.30. Levando em conta que os
fótons em um CCD têm uma distribuição poissônica, a variância das contagens será
dada seguindo as regras dessa distribuição, ou seja:

Var(ηi) = E(ηi)
= cfi +B,

(2.31)

portanto, podemos escrever que σ2
ηi
= Var(ηi) e devemos levar em consideração que

cada termo relevante na observação será ponderado pela raiz quadrada de σηi , como
veremos a seguir.

Para encontrarmos a precisão nos termos da Equação 2.29, consideremos a forma
diferencial dela, escrita do seguinte modo:

δηi = δcfi + c
∂fi
∂x

δx+ c
∂fi
∂y

δy. (2.32)

Considerando a ponderação pelo termo da raiz quadrada da variância σ2
ηi

(ou
seja, o desvio padrão σηi), escrevemos na forma matricial da seguinte maneira:


f1
ση1

c
∂f1
∂x

ση1
c

∂f1
∂y

ση1

f2
ση2

c
∂f2
∂x

ση2
c

∂f2
∂y

ση2
...

...
...

fN
σηN

c
∂fN
∂x

σηN
c

∂fN
∂y

σηN


︸ ︷︷ ︸

A

δcδx
δy


︸ ︷︷ ︸

X

=


δη1
ση1
δη2
ση2
...

δηN
σηN


︸ ︷︷ ︸

Y

, (2.33)

onde teremos a solução por mı́nimos quadrados escrita da seguinte forma (Vuolo,
1996):

[A]X = Y

[ATA]X = [AT ]Y

X = [ATA]−1[AT ]Y.

(2.34)

Levando em conta que σ2
ηi
é a variância do total de contagens em um pixel (ηi),

temos do resultado da Equação 2.31, que σ2
ηi

= cfi + B. Na solução das equações
normais (segunda linha da Equação 2.34), tomando a simetria do problema, os
termos da diagonal principal da matriz [ATA] são não nulos e dados por: (King,
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1983, Banda-Huarca, 2020): ∑ f 2
i

cfi +B
, (2.35)

c2
∑ 1

cfi +B

(
∂fi
∂x

)2

, (2.36)

c2
∑ 1

cfi +B

(
∂fi
∂y

)2

, (2.37)

e a raiz quadrada do inverso deles representa as incertezas que estamos procurando
(King, 1983, Vuolo, 1996). Especificamente para a incerteza no centróide (x, y), são
consideradas as Equações 2.36, para x e 2.37, para y. Também com base na simetria,
temos que ∂fi/∂x = ∂fi/∂y nessas equações e por isso, desenvolveremos o caso para
x, equivalente para y.

Comparemos a precisão na determinação do centróide em dois casos, um em que
o número de contagens do objeto domina o número de contagens do fundo de céu,
ou seja c >> B. Esse caso é o da direita na Figura 2.17. Nesse caso, trataremos do
seguinte modo:

c2
∑ 1

cfi +B

(
∂fi
∂x

)2

⇒ c2
∑ 1

cfi +���
0

B

(
∂fi
∂x

)2

⇒ �
�7
c

c2
∑ 1

�cfi

(
∂fi
∂x

)2

⇒ c
∑ 1

fi

(
∂fi
∂x

)2

.

(2.38)

Já no caso das contagens do fundo de céu dominarem, podemos ver o objeto
fraco à esquerda da Figura 2.17. Agora, temos que B >> c e a Equação 2.36 será
desenvolvida da seguinte forma:

c2
∑ 1

cfi +B

(
∂fi
∂x

)2

⇒ c2
∑ 1

��7
0
cfi +B

(
∂fi
∂x

)2

⇒ c2
∑ 1

B

(
∂fi
∂x

)2

.

(2.39)

Uma hipótese importante a ser considerada é que temos objetos bem amostrados
na imagem. Com isso, poderemos considerar que a distribuição de fluxo está sobre
uma área bem maior que a área de um único pixel. Portanto, a distribuição de fluxo
do objeto sobre o CCD pode ser aproximada por uma função cont́ınua e o resultado
nas Equações 2.38 e 2.39 será reescrito:

⇒
∫ ∫

1

Φ

(
∂Φ

∂x

)2

dxdy, (2.40)
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Figura 2.17. Comparação de duas fontes bem amostradas. Porém na esquerda vemos
uma em que as contagens do objeto superam as contagens de fundo de céu. Desse modo,
podemos considerar para esse caso c >> B. No caso da direita, um objeto fraco tem suas
contagens dominadas pelas contagens de fundo de céu. Será levado em conta, então, que
B >> c. Figura: Romanishin (2006).

⇒ c2

B

∫ ∫ (
∂Φ

∂x

)2

dxdy. (2.41)

Com base na discussão anterior, vemos que a variância será dada pela diagonal
principal da matriz [ATA]−1 (Vuolo, 1996), que representa o inverso dos resultados
encontrados nas Equações 2.40 (para predominância das contagens da fonte) e 2.41
(para predominância das contagens de fundo de céu), dada a hipótese considerada
no parágrafo anterior. Para cada um dos casos, ela será dada por:

σ2
x(fonte) =

1∫ ∫
1
Φ

(
∂Φ
∂x

)2
dxdy

⇒ σx(fonte) =
1√∫ ∫

1
Φ

(
∂Φ
∂x

)2
dxdy

, (2.42)

σ2
x(céu) =

1
c2

B

∫ ∫ (
∂Φ
∂x

)2
dxdy

⇒ σx(céu) =
1√

c2

B

∫ ∫ (
∂Φ
∂x

)2
dxdy

, (2.43)

onde os desvios padrão são σx(fonte) (Equação 2.42), que representa a incerteza pro-
curada quando há predominância das contagens da fonte, e σx(céu) (Equação 2.43),
que representa a incerteza procurada quando há predominância das contagens de
fundo de céu. A seguir, desenvolvemos essas equações para cada uma das PSFs
circulares apresentadas na Seção 2.3.4.

Caso gaussiano

Começando pelo caso gaussiano, vamos considerar como Φ(x, y) a expressão da
PSF normalizada:

Φ(x, y) =
1

2πσ2
e−

(x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 . (2.44)

Considerando o caso da dominância das contagens da fonte sobre o fundo de céu, o
integrando da Equação 2.40 para o caso da PSF gaussiana será:

1

Φ

(
∂Φ

∂x

)2

=
(x− x0)

2

2πσ6
e−

(x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 . (2.45)
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Portanto, teremos o seguinte:

⇒ c

2πσ6

∫ ∫
(x− x0)

2e−
(x−x0)

2+(y−y0)
2

2σ2 dxdy. (2.46)

Vamos escrever a integral da seguinte forma:

⇒ c

2πσ6

∫ ∫
(x− x0)(x− x0)e

− (x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 dxdy, (2.47)

e para dx, resolvemos por partes:

u = (x− x0), du = dx,

v = −σ2e−
(x−x0)

2+(y−y0)
2

2σ2 , dv = (x− x0)e
− (x−x0)

2+(y−y0)
2

2σ2 .
(2.48)

Resolvendo por partes:

=

∫
(x− x0)(x− x0)e

− (x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 dx

=

[
−2σ2(x− x0)

2e−
(x−x0)

2+(y−y0)
2

2σ2

]+∞

−∞
−
∫ +∞

−∞
(−σ2)e−

(x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 dx,

(2.49)

como a primeira parte do lado esquerdo da equação vai a zero, ficamos com o seguinte
resultado:

=

∫
(x− x0)(x− x0)e

− (x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 dx

= σ2

∫ +∞

−∞
e−

(x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 dx.

(2.50)

Voltando à integral 2.47, e fazendo os devidos cancelamentos, temos o seguinte
resultado:

c

2πσ4

∫ +∞

−∞
e−

(x−x0)
2+(y−y0)

2

2σ2 dxdy. (2.51)

Resolveremos essa equação, fazendo a substituição por coordenadas polares, da se-
guinte maneira:

r2 = (x− x0)
2 + (y − y0)

2, dxdy = rdrdθ, (2.52)

⇒ c

2πσ4

∫ 2π

0

∫ 0

+∞
e−

r2

2σ2 rdrdθ. (2.53)

substituindo: u = r2

2σ2 , du = 2r
2σ2dr = du = r

σ2dr, ficamos com:

=
c

2πσ4

∫ 2π

0

dθ

∫ +∞

0

σ2e−udu =
c

σ2

∫ +∞

0

e−udu =
c

σ2
. (2.54)

Portanto:

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

Φ

(
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
c

σ2
. (2.55)

para o caso gaussiano circular.
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Usando a equação para a incerteza procurada (Equação 2.42), escrevemos para
esse caso:

σx(fonte) =
σ√
c
. (2.56)

Podemos avaliar um exemplo numérico a partir daqui. Considerando a Equação 2.7,
se ⟨ns⟩ = c , e considerando que as contagens de fundo de céu são bem maiores que
as outras contagens envolvidas nela, a equação pode ser reescrita como SNR =

√
c

(Howell, 2006). Nesse caso, podemos reescrever a Equação 2.56:

σx(fonte) =
σ

SNR
. (2.57)

Além disso, temos a relação entre o parâmetro de dispersão da PSF com a largura
à meia altura, dada por:

FWHM = 2
√
2 ln 2σ ⇒ σ =

FWHM√
2 ln 2

, (2.58)

e, enfim, escrevemos a incerteza procurada para o ajuste, com as devidas substi-
tuições:

σx(fonte) =
FWHM

2
√
ln 2

1

SNR
. (2.59)

Considerando um SNR de 100, com seeing de 1′′.5 (valor t́ıpico nas observações
feitas no śıtio do Observatório do Pico dos Dias, OPD/LNA), temos o seguinte:

σx(fonte) =
FWHM

2
√
2 ln 2

1

SNR
⇒

σx(fonte) =
1′′.5

2
√
2 ln 2

1

100
= 0′′.006.

(2.60)

Então, com um bom valor para o SNR, nosso limite de precisão chega a 0′′.006.
Considerando agora a dominância das contagens de fundo de céu, vamos desen-

volver para a gaussiana, a Equação 2.41. Agora, seja o integrando dado por:(
∂Φ

∂x

)2

=
(x− x0)

2

4π2Bσ8
e−

(x−x0)
2+(y−y0)

2

σ2 . (2.61)

Teremos, então, a seguinte integral para resolver:

=
c2

4π2Bσ8

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(x− x0)

2e−
(x−x0)

2+(y−y0)
2

σ2 dxdy. (2.62)

Sabendo que a equação exponencial pode ser escrita como e[(x−x0)2+(y−y0)2]/σ2
=

e(x−x0)2/σ2
e(y−y0)2 , vamos separar a integral e resolvê-la para cada variável:∫ +∞

−∞
(x− x0)

2e−(x−x0)2/σ2

dx

∫ +∞

−∞
e−(y−y0)2dy. (2.63)

A integral em y será: ∫ +∞

−∞
e−(y−y0)2dy = σ

√
π, (2.64)
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e em x, temos o seguinte:∫ +∞

−∞
(x− x0)

2e−(x−x0)2/σ2

dx = σ3

√
π

2
. (2.65)

Voltando à Equação 2.62, e substituindo os resultados das integrais, temos o resul-
tado:

=
c2

B

∫ ∫ (
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
c2

4π�2Bσ�8
�σ�

�
√
π��σ

3�
�

√
π

2
=

c2

8πBσ4
. (2.66)

Neste caso, portanto, a incerteza procurada (Equação 2.43) será:

σ2
x(céu) =

8πBσ4

c2
⇒

σx(céu) =
2
√
2πBσ2

c
.

(2.67)

A Equação 2.67 demonstra que, no caso da dominância do fundo de céu, a
precisão da medida do centróide é perdida proporcionalmente ao quadrado do σ da
gaussiana.

Caso lorentziano

Seguindo a ordem de apresentação dos ajustes de PSF, vamos analisar agora
com respeito ao ajuste da lorentziana circular. Escrevemos a expressão em sua
forma normalizada:

Φ(x, y) =
1

πγ

1[
1 + (x−x0)2+(y−y0)2

γ2

] , (2.68)

onde γ é o parâmetro de largura da PSF, que significa a meia largura à meia altura
(HWHM), que é metade da largura à meia altura (Price-Whelan et al., 2018). Esse
caso é o mesmo da Equação 2.26, com B = 0, α = 2, β = 1 e h = 1/πγ. A largura
à meia altura pode ser encontrada pela seguinte relação (Trujillo et al., 2001):

Φ

(
r =

FWHM

2

)
=

1

2
Φ(0). (2.69)

Tomemos que r2 = (x− x0)
2 + (y − y0)

2 e façamos:

Φ

(
r =

FWHM

2

)
=

1

πγ

1[
1 + FWHM2

4γ2

] , (2.70)

e também:

1

2
Φ(r = 0) =

1

2

1

πγ
. (2.71)
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Igualando as Equações 2.71 e 2.70, temos:

1

2

1

πγ
=

1

πγ

1[
1 + FWHM2

4γ2

]
1

2 �
�
�1

πγ
=

�
�
�1

πγ

1[
1 + FWHM2

4γ2

]
1

2
=

1[
1 + FWHM2

4γ2

]
2 =

[
1 +

FWHM2

4γ2

]
FWHM2 = 4γ2

FWHM = 2γ,

(2.72)

e, portanto:

HWHM =
FWHM

2
= γ. (2.73)

Determinamos o integrando da Equação 2.40 para esse caso e substitúımos na
integral:

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

Φ

(
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
4c

πγ5

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(x− x0)
2[

1 + (x−x0)2+(y−y0)2

γ2

]3dxdy.
(2.74)

Fazendo as devidas substituições para coordenadas polares, (x− x0) = r cos(θ),
(y − y0) = r sin(θ) e r2 = (x− x0)

2 + (y − y0)
2, temos:

=
4c

πγ5

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

r2 cos2 θ[
1 + r2

γ2

]3 =
4c

πγ5

∫ 2π

0

cos2 θdθ

∫ +∞

0

r3[
1 + r2

γ2

]3 . (2.75)

As soluções das partes angular e radial, respectivamente, são:∫ 2π

0

cos2 θdθ = π, (2.76)∫ +∞

0

r3[
1 + r2

γ2

]3 =
γ4

4
. (2.77)

Então, nosso resultado será:∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

Φ

(
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
�4c

�πγ�5
�π�

�γ4

�4
=
c

γ
. (2.78)

Usamos novamente a Equação 2.42 para análise do limite de incerteza que pode-
mos alcançar.

σx(fonte) =

√
γ

c
. (2.79)
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Novamente, podemos fazer uma análise numérica do limite de precisão esperado
para esse ajuste. Levando em consideração a Equação 2.73 e a mesma relação para
o SNR considerada na dominância das contagens da fonte (SNR =

√
c), podemos

escrever a seguinte equação:

σx(fonte) =

√
FWHM

2

1

SNR
, (2.80)

onde, substituiremos por FWHM = 1′′.5 e SNR = 100:

σx(fonte) =

√
1′′.5

2

1

100
= 0′′.009 (2.81)

Considerando a predominância das contagens de fundo de céu para esse caso,
usaremos a Equação 2.41, com o seguinte integrando:(

∂Φ

∂x

)2

=
4c2

Bπ2γ6
(x− x0)

2[
1 + (x−x0)2+(y−y0)2

γ2

]4 . (2.82)

Nossa integral é, então:

=
4c2

Bπ2γ6

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(x− x0)
2[

1 + (x−x0)2+(y−y0)2

γ2

]4dxdy. (2.83)

Novamente, faremos as substituições para coordenadas polares e nossa integral fica
escrita:

=
4c2

Bπ2γ6

∫ 2π

0

∫ +∞

0

r2 cos2 θ[
1 + r2

γ2

]rdrdθ
=

4c2

Bπ2γ6

∫ 2π

0

cos2 θdθ

∫ +∞

0

r3[
1 + r2

γ2

]dr. (2.84)

Com os resultados da parte angular e radial, respectivamente:∫ 2π

0

cos2 θdθ = π, (2.85)∫ +∞

0

r3[
1 + r2

γ2

]dr = γ4

12
. (2.86)

E, por fim, resulta na seguinte precisão:

c2

B

∫ ∫ (
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
�4c2

Bπ�2γ�6
�π�

�γ4

��12
=

c2

3πBγ2
. (2.87)

Novamente, no caso em que há dominância do fundo de céu, o grau do parâmetro
de dispersão da PSF é o mesmo do termo das contagens. Isso pode ser visto na
equação seguinte, que desenvolvemos da Equação 2.43:

σx(céu) =
√
3πB

γ

c
. (2.88)
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Caso Moffat

Para o ajuste Moffat usaremos também sua PSF normalizada (Trujillo et al.,
2001):

Φ(x, y) =
(β − 1)

πα2

[
1 +

(x− x0)
2 + (y − y0)

2

α2

]−β

, (2.89)

onde α é o parâmetro de largura ou dispersão da PSF e β é um parâmetro de
ajuste. Considerando o caso em que há dominância das contagens da fonte, usamos
a Equação 2.40 e temos a seguinte integral:∫ ∫

1

Φ

(
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
4β2(β − 1)c

πα6

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(x− x0)
2

[1 + (x−x0)2+(y−y0)2

α2 ]β+2
dxdy.

(2.90)
Usando, mais uma vez, as transformações para coordenadas polares, (x− x0) =

r cos(θ), (y − y0) = r sin(θ) e r2 = (x − x0)
2 + (y − y0)

2, resolveremos a seguinte
integral:

=
4β2(β − 1)c

πα6

∫ +∞

0

r2[
1 + r2

α2

]β+2
rdr

∫ 2π

0

cos2 θdθ. (2.91)

Os resultados das partes radial e angular, respectivamente:∫ +∞

0

r2[
1 + r2

α2

]β+2
rdr =

α4

2β(β + 1)
, (2.92)∫ 2π

0

cos2 θdθ = π. (2.93)

Finalmente, temos o resultado:∫ ∫
1

Φ

(
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
�4β�2(β − 1)c

�πα�6
�π

��α4

�2��β(β + 1)
=

2βc

α2

(β − 1)

(β + 1)
. (2.94)

O limite de precisão que podemos alcançar com o ajuste Moffat também pode
ser encontrado usando a Equação 2.42:

σx(fonte) = α

√
(β + 1)

βc(β − 1)
, β ̸= 1. (2.95)

Isso também fica evidente quando analisamos graficamente (Figura 2.15). Vemos
que quanto menor o parâmetro α, menor a dispersão do ajuste e, portanto, maior a
precisão da medida.

A análise do limite numérico para a precisão será feita substituindo o termo
de dispersão da PSF pela largura à meia altura. Podemos encontrá-la da seguinte
maneira. Consideremos r2 = (x − x0)

2 + (y − y0)
2 na Equação 2.89 e também

a igualdade na Equação 2.69. Calculando ambos os lados da equação, usando a
função do ajuste Moffat (Equação 2.89), teremos para o lado esquerdo:

Φ

(
r =

FWHM

2

)
=
β − 1

πα2

[
1 +

(
FWHM

2

)2
α2

]−β

=
β − 1

πα2

[
1 +

FWHM2

4α2

]−β

,

(2.96)

30



e para o lado direito da equação:

1

2
Φ(0) =

β − 1

πα2
. (2.97)

Com ambos os desenvolvimentos, igualamos os resultados e fazemos:

β − 1

πα2

[
1 +

FWHM2

4α2

]−β

=
1

2

β − 1

πα2

�
�
��β − 1

πα2

[
1 +

FWHM2

4α2

]−β

=
1

2�
�

��β − 1

πα2([
1 +

FWHM2

4α2

]
��−β
) 1

��−β

=

(
1

2

) 1
−β

[
1 +

FWHM2

4α2

]
=

(
1

2

) 1
−β

[
1 +

FWHM2

4α2

]
= 2

1
β

FWHM2

4α2
= 2

1
β − 1

FWHM2 = 4α2(2
1
β − 1)

FWHM = 2α

√
2

1
β − 1.

(2.98)

Portanto, o parâmetro de dispersão da PSF Moffat será dado por:

α =
FWHM

2

√
2

1
β − 1

, (2.99)

e considerando, SNR =
√
c e considerando β = 5.0, termo com menor dispersão na

Figura 2.16a. Tomando FWHM = 1′′.5 e SNR = 100, teremos:

σx(fonte) =
FWHM

2

√
2

1
β − 1

1

SNR

√
(β + 1)

β(β − 1)
⇒

σx(fonte) =
1′′.5

2
√

2
1
5.0 − 1

1

100

√
(5.0 + 1)

5.0(5.0− 1)
= 0′′.010,

(2.100)

alcançando, assim, um limite de 0′′.010.
Levando em consideração uma fonte com dominância das contagens de fundo de

céu, vamos para o caso de uso da Equação 2.41. Teremos a seguinte integral a ser
resolvida:

c2

B

∫ ∫ (
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
4c2β2(β − 1)2

Bπ2α8

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

(x− x0)
2[

1 + (x−x0)2+(y−y0)2

α2

]2(β+1)
dxdy.

(2.101)
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Fazendo as substituições para coordenadas polares, podemos substitúı-las e separar
as partes angular e radial da integral:

=
4c2β2(β − 1)2

Bπ2α8

∫ 2π

0

cos2(θ)dθ

∫ +∞

0

r3[
1 + r2

α2

]2(β+1)
dr. (2.102)

Os resultados para essas partes são, respectivamente:∫ 2π

0

cos2(θ)dθ = π, (2.103)∫ +∞

0

r3[
1 + r2

α2

]2(β+1)
dr =

α4

4β(2β + 1)
. (2.104)

E voltando à integral original, substituindo os resultados:

c2

B

∫ ∫ (
∂Φ

∂x

)2

dxdy =
�4c2β�2(β − 1)2

π�2α�8
�π

��α4

�4��β(2β + 1)
=

βc2(β − 1)2

Bπα4(2β + 1)
. (2.105)

Colocando, finalmente, a análise sobre a incerteza procurada (Equação 2.43),
vemos que a precisão do ajuste Moffat tem comportamento parecido com o ajuste
gaussiano, no sentido de que a precisão da medida é proporcional ao quadrado do
parâmetro de dispersão da PSF, como podemos ver a seguir:

σx(céu) =
α2

c(β − 1)

√
Bπ(2β + 1)

β
. (2.106)

2.4 Conceitos da redução de observações

A direção aparente dos objetos na esfera celeste não é a direção na qual a luz foi
emitida. Efeitos que influenciam a direção real de visada antes da entrada da luz
no instrumento são, entre outros, refração devido à atmosfera terrestre, aberração
estelar, turbulência atmosférica, paralaxe, extinção e avermelhamento e tempo de
luz. Ainda, alguns desses efeitos alteram as posições relativas de objetos compara-
das com as dadas em catálogos estelares ou efemérides planetárias. Neste caṕıtulo,
começaremos com a descrição vetorial das posições e movimentos próprios dos obje-
tos na esfera celeste, passando pelas transformações geométricas (ligadas à projeção
gnomônica e paralaxe), concluindo com efeitos ópticos no pequeno deslocamento dos
alvos sobre o CCD. Nossa intenção, além de apresentarmos conceitos e equações im-
portantes de efeitos que alteram a posição relativa entre objetos, é quantificar essa
alteração em alguns casos e entendermos o quão significativo (ou não) é levá-los em
consideração.

Determinação vetorial da posição e movimentos próprios

Consideremos a esfera celeste com raio r e as coordenadas equatoriais celestes
(α, δ). Seja também o vetor p escrito em termos de coordenadas cartesianas, ou
seja, p = (x, y, z). O vetor p escrito em termos das coordenadas equatoriais será:

p =

xy
z

 = r

cos(α) cos(δ)sin(α) cos(δ)
sin(δ)

 . (2.107)
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Para recuperarmos as coordenadas equatoriais em termos das coordenadas car-
tesianas, basta seguir os seguintes passos, para α e δ, respectivamente:

y

x
= �r sin(α)����cos(δ)

�r cos(α)����cos(δ)
=

sin(α)

cos(α)
= tan(α) ∴ α = arctan(

y

x
). (2.108)

E, lembrando que, z = r sin(δ) e a projeção de p sobre o equador celeste é

p = r cos(δ), e seu módulo |p| =
√
x2 + y2, fazemos:

z2

p2
=

��r2 sin
2(δ)

��r2 cos2(δ)
=

sin2(δ)

cos2(δ)
= tan2(δ) ⇒ (2.109)

sin(δ)

cos(δ)
= tan(δ) (2.110)

∴ δ = arctan

(
z√

x2 + y2

)
. (2.111)

Tomando como referencial o baricentro do Sistema Solar, teremos o seguinte
movimento:

p = p0 + ṗ∆t. (2.112)

A variável ṗ é a variação de movimento em relação a um intervalo de tempo ∆t. Ela
depende da variação das coordenadas (α, δ) no plano da esfera celeste. A derivada
temporal da variável é, então, escrita da seguinte forma:

ṗ =
dp

dt
= r

∂p

∂α

dα

dt
+ r

∂p

∂δ

dδ

dt
+ ṙp. (2.113)

Analisaremos essa equação. Podemos determinar ∂p
∂α

e ∂p
∂δ
. Levando em consideração

o vetor 2.107, sua variação em relação às coordenadas equatoriais será:

∂p

∂α
= r

− sin(α) cos(δ)
cos(α) cos(δ)

0

 , (2.114)

∂p

∂δ
= r

− cos(α) sin(δ)
− sin(α) sin(δ)

cos(δ)

 . (2.115)

A variação temporal das coordenadas de ascensão reta e declinação, (α, δ) é o mo-
vimento próprio, e sua notação é:

µα =
dα

dt
, (2.116)

µδ =
dδ

dt
. (2.117)

Temos que o vetor r é a distância entre o centro do nosso referencial e a fonte
astronômica e tem módulo r. Podemos escrevê-lo em termos da paralaxe π, efeito
geométrico aparente de deslocamento angular causado pela posição relativa entre o
astro e o observador. A Figura 2.18 ilustra o efeito. Nela, a distância entre a Terra e
o baricentro do Sistema Solar é a, dada em unidades astronômicas (UA) e r é dada
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Figura 2.18. Efeito de paralaxe. Na figura, o ângulo π é a paralaxe, a é a distância da
Terra para o baricentro do Sistema Solar e a distância r é aquela entre o baricentro do
Sistema Solar e a fonte.

em quilômetros (km). Pela figura, temos que tan(π) = a/r (Murray and Eichhorn,
1984). Porém, como o ângulo de paralaxe é muito pequeno, fazemos tan(π) ≈ π.
Desse modo, chegamos ao seguinte resultado:

π =
a

r
. (2.118)

Colocando r em evidência na Equação 2.113, substitúımos o resultado da para-
laxe e ficamos com:

ṗ =
dp

dt
= r

[
∂p

∂α

dα

dt
+
∂p

∂δ

dδ

dt
+
ṙ

r
p

]
⇒

ṗ =
dp

dt
= r

[
∂p

∂α

dα

dt
+
∂p

∂δ

dδ

dt
+
πvr
a

p

]
,

(2.119)

onde ṙ = vr é a velocidade radial do objeto, com sentido positivo no sentido de r,
apontando para fora da esfera celeste. A equação geral do movimento será, então:

p = p0 + r

[
µα
∂p

∂α
+ µδ

∂p

∂δ
+
πvr
a

p

]
∆t. (2.120)

As unidades dos termos da equação geral do movimento são: [p,p0] = mas (do
inglês, mili-arcsecond), [r] = UA, [µα, µδ] = mas/ano, [∂p/∂α, ∂p/∂δ] são adimen-
sionais, [π] = mas, [vr] = km/ano (quilômetro por ano), [a] = UA e [∆t] = ano,
definido pela data juliana (1 ano = 365.25 dias). Para que haja coerência nas
unidades desta equação, devemos determinar uma constante de conversão delas.
Multiplicamos o último termo dentro do colchete pela constante k = 1.49×108/mas
para que as unidades do termo todo estejam em mas/ano. As unidades angulares
deverão ser escritas em termos de radianos e a velocidade radial deverá ter unida-
des UA/ano. Como as unidades angulares foram dadas em mas, devemos multiplicar
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uma constante f = (0′′.001/3600)× (π/180) rad/mas. Portanto, a equação geral do
movimento é finalmente escrita, com [p,p0] = rad:

p = p0 + rf

[
µα
∂p

∂α
+ µδ

∂p

∂δ
+
kπvr
a

p

]
∆t. (2.121)

Tempo de luz

O efeito de tempo de luz acontece devido à velocidade finita da luz (Butkevich and
Lindegren, 2014). Por causa desse limite, a posição observada de um objeto celeste
não representa a posição verdadeira dele no momento da observação. A posição
observada num dado instante τ0 é aquela que o corpo ocupava em τ0 − τ , onde τ
é o tempo levado para a luz percorrer desde a posição de emissão até a posição de
recepção. Devido ao efeito e ao movimento dos objetos em relação ao baricentro do
Sistema Solar, a posição observada e a posição verdadeira são diferentes. A posição
do vetor baricêntrico p de uma estrela pode ser representada por um movimento
retiĺıneo uniforme (Figura 2.19), numa dada época T , escrita da seguinte forma
(Butkevich and Lindegren, 2014):

p = p0 + (T − T0)v, (2.122)

onde p0 é a posição baricêntrica do mesmo objeto numa época inicial T0 e v é a sua
velocidade.

Figura 2.19. Efeito do tempo de luz. Estão consideradas a posição aparente em a, dada
por p(T ), que representa a posição em função do tempo T de emissão da luz do objeto
celeste. Durante o tempo de viagem da luz, a posição vai de a para a’. Figura baseada
em Butkevich and Lindegren (2014).

Como o efeito do tempo de luz é causado devido ao limite da velocidade da
luz, devemos agora distinguir dois tipos de tempo: T como o tempo de emissão,
ou seja, quando o sinal é emitido pela estrela, e t, que é o tempo de observação,
quando o mesmo sinal é detectado pelo observador. Os dois momentos no tempo
são conectados pela equação do tempo de luz (Butkevich and Lindegren, 2014):

t = T +
p(T )

c
, (2.123)

onde c é a velocidade da luz. Usando a Equação 2.122, podemos tomar a diferença
entre os vetores de posição baricêntrica nos dois momentos do tempo:

p(T ) = p(t)− τv, (2.124)
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onde o tempo de viagem da luz, ou simplesmente tempo de luz, é dado por:

τ = t− T. (2.125)

Algo interessante sobre a Equação 2.124 é que a direção de uma estrela no tempo
de observação t é dada pelo vetor de posição baricêntrico p(T ), no tempo da emissão
T, como pode ser visto na Figura2.19. A posição da direção no tempo de observação
p(t) não é a direção observável. Por isso, devemos diferenciar posições observáveis
como aparentes p e posições verdadeiras p0 como quantidades não observáveis.

Como exemplo de como podemos transformar posições verdadeiras em posições
aparentes, tomemos T1 e T2 dois tempos de emissão distintos, a posição verdadeira
é dada por:

p0(T2) = p0(T1) + (T2 − T1)v0, (2.126)

onde, v0 é a velocidade verdadeira do astro. Como sabemos que p(t) = p0(T ) (But-
kevich and Lindegren, 2014) e usando a definição do tempo de luz (Equação 2.125),
podemos reescrever a Equação 2.126:

p(T2) = p(T1) + [(t2 − t1)− (τ2 − τ1)]v0. (2.127)

Nesse caso, colocamos todos os termos em quantidades aparentes, menos a veloci-
dade verdadeira v0.

Para mudança da velocidade aparente para a velocidade verdadeira, lembremos
do fato de que o vetor velocidade é, por definição, a derivada temporal do vetor
posição, não importando se o tempo de emissão ou o tempo de observação é usado
quando calculamos. Tomemos, portanto, da seguinte forma (Butkevich and Linde-
gren, 2014):

v0 =
dp0(T )

dT
=
dp(t)

dt
, (2.128)

v =
dp(t)

dt
=
dp0(T )

dt
. (2.129)

Estes são os vetores velocidade verdadeira v0 e aparente v. As relações entre eles
podem ser escritas usando a regra da cadeia, da seguinte forma:

v0 =
dp

dt

dt

dT
⇒ v0 = v

dt

dT
, (2.130)

v =
dp0

dT

dT

dt
⇒ v = v0

dT

dt
. (2.131)

As derivadas dt/dT e dT/dt podem ser melhor entendidas usando a Equação 2.123.
Derivando a equação em relação a T, teremos:

dt

dT
=
dT

dT
+

1

c

dp0(T )

dT
⇒

dt

dT
= 1 +

v0r
c
,

(2.132)

onde v0r é a variação da distância baricêntrica verdadeira. Como é uma componente
radial, chamemos-la de velocidade radial. Agora, derivamos a mesma equação, mas
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em relação a t :

dT

dt
=
dt

dt
− 1

c

dp0(T )

dt
⇒

dT

dt
= 1− vr

c
,

(2.133)

onde, agora, vr é a variação baricêntrica aparente da distância com respeito ao
tempo de observação. Substituindo as Equações 2.132 e 2.133 nas Equações 2.128
e 2.129, teremos a velocidade aparente escrita em termos da velocidade aparente e
vice-versa, que é o nosso objetivo:

v = v0(1− v0r/c)
−1, (2.134)

v0 = v(1− vr/c)
−1. (2.135)

E, por fim, substitúımos a Equação 2.135 na Equação 2.127, para obtermos a posição
aparente em termos de todas as quantidades aparentes, considerando o tempo de
luz (Butkevich and Lindegren, 2014):

p(T2) = p(T1) + [(t2 − t1)− (τ2 − τ1)]
v

(1− vr/c)
. (2.136)

Para avaliarmos a importância do tempo de luz na precisão dos parâmetros as-
trométricos, precisamos definir três fatores de escala relacionados com a mudança na
distância aparente (fD), tempo aparente (fT ) e velocidade aparente (fT ) (Butkevich
and Lindegren, 2014). Podemos escrever os três fatores em função dos parâmetros
astrométricos da seguinte forma:

fT =
π0t+ 2τA

π0t+ τA(1 + Z − µ0rt)
(fator temporal), (2.137)

fD =
1√

1 + 2µ0rtfT + (µ2
0 + µ2

0r)(tfT )
(fator de distância), (2.138)

fV =
1

1 + (τA/π0)[µ0r(fD − 1) + fD(µ2
0 + µ2

0r)tfT ]
(fator de velocidade). (2.139)

Os termos que aparecem nos fatores de escala são:

Z =
√

1 + (t+ 2τA/π0)µ2
0t+ (2 + µ0rt)µ0rt, (2.140)

além de que, τA é o tempo de luz escrito em termos da unidade astronômica (τA =
a/c = 499.004789 s), µ0 = [(µα cos δ)

2 + µ2
δ ]

−1/2 e µ0r é a componente radial do
movimento próprio verdadeiro (µ0 = vrπ/a) (Butkevich and Lindegren, 2014).

O tempo de luz pode ser ignorado quando seus efeitos observáveis são pequenos
em comparação com a precisão astrométrica requerida. Consideremos o efeito na
posição angular de um astro como ∆θ e no movimento próprio ∆µ (Equações 2.141
e 2.142). Seja σθ e σµ as precisões que desejamos alcançar. As condições para que
o tempo de luz seja negligenciável são quando ∆θ ≪ σθ e ∆µ≪ σµ, onde ∆θ e ∆µ
serão dados por (Butkevich and Lindegren, 2014):

∆θ =
µ3τA
2π

t2, (2.141)

∆µ =
µ3τA
π

t. (2.142)
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Baseando-se nas Equações 2.141 e 2.142, reescrevemos (Butkevich and Lindegren,
2014):

t2 ≪ 2πσθ
µ3τA

, (2.143)

t≪ πσµ
µ3τA

. (2.144)

Em algumas ocasiões é necessário ignorar o tempo de luz. Isso acontece porque
o modelo ret́ılineo linear assume que os parâmetros astrométricos estão descrevendo
o exato estado de movimento estelar. Caso estas condições não sejam compat́ıveis,
por exemplo, quanto às incertezas dos parâmetros, a direta aplicação de modelo
cinemático simplificado pode resultar em erros e resultados fisicamente absurdos
(Butkevich and Lindegren, 2014). Um exemplo simples acontece quando a para-
laxe medida é menor que a paralaxe verdadeira, enquanto outros parâmetros as-
trométricos têm erros negligenciáveis. A distância determinada a partir da paralaxe
medida será muito maior que a verdadeira e, então, a velocidade transversal calcu-
lada para este caso será superestimada. Além disso, se a paralaxe medida for muito
pequena, tendendo a zero, a velocidade transversal baseada nela tenderá ao infinito,
o que é um resultado fisicamente imposśıvel, pois essa velocidade não pode ser maior
que a velocidade da luz. Em termos dos parâmetros astrométricos, a restrição para
a paralaxe será:

π > τA(µr +
√
µ2 + µ2

r), (2.145)

onde o termo µr se refere ao movimento próprio radial aparente (Butkevich and
Lindegren, 2014). Qualquer paralaxe abaixo deste limite é fisicamente sem sentido
porque resulta em um movimento verdadeiro superestimado.

Deflexão da luz

Na presença de um campo gravitacional, o caminho da luz é curvo. A curvatura
do caminho da luz implica que a direção de visada do observador não é a mesma
daquela em que a luz foi emitida. Consideremos a Figura 2.20. Nela, a luz de uma
estrela distante chega ao sistema Terra-Lua. Os vetores unitários representados são o
p0, vetor da posição heliocêntrica do geocentro, p1, a posição geocêntrica da estrela
e p2, o vetor p1 corrigido pela deflexão. Dado que a trajetória da luz está contida
no plano Sol-Terra-Estrela, temos a seguinte relação:

p0 × p1 = η̂ sin(ϕ), (2.146)

p1 × p2 = η̂ sin(∆ϕ). (2.147)

A partir daqui, podemos fazer:

p1 × p2 = p0 × p1
sin(∆ϕ)

sin(ϕ)
⇒ (2.148)

p1 · (p1 · p2)− p2 · (p1 · p1) = [−p0 · (p1 · p1) + p1 · (p1 · p0)]
sin(∆ϕ)

sinϕ
, (2.149)

onde usamos a propriedade do produto vetorial A × (B × C) = BAC − CAB no
desenvolvimento. Vamos fazer três considerações. Primeira, p1 · p2 = cos(∆ϕ)
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Figura 2.20. Ilustração do sistema Terra-Lua com uma estrela distante, considerada no
infinito. A luz da estrela que chega ao sistema está contida no plano Sol-Terra-Estrela.

como ∆ϕ é muito pequeno, podemos considerar cos(∆ϕ) ≈ 1. Segunda, a razão
sin(∆ϕ)/ sin(ϕ) ≈ ∆ϕ, pela mesma justificativa. Terceira, consideremos (Kova-
levsky and Seidelmann, 2011):

∆ϕ =
2GM

rc2
1 + cos(ϕ)

sin(λ)
, (2.150)

onde G é a constante gravitacional, M é a massa da estrela e c é a velocidade da
luz. Substituindo na Equação 2.149, ficamos com:

p1 − p2 = [−p0 + p1 · (p1 · p0)]
2GM

rc2
1 + cos(ϕ)

sin(λ) sin(ϕ)
. (2.151)

Levando em consideração que λ+ϕ ≈ 180◦, a parte do denominador sin(λ) sin(ϕ) =
sin(180◦ − ϕ) sin(ϕ) = sin2(ϕ). Reescrevemos:

p1 − p2 = [−p0 + p1 · (p1 · p0)]
2GM

rc2
1 + cos(ϕ)

sin2(ϕ)
⇒ (2.152)

= [−p0 + p1 · (p1 · p0)]
2GM

rc2
1

1− cos(ϕ)
⇒ (2.153)

∴ p2 = p1 + [p0 − p1 · (p1 · p0)]
2GM

rc2
1

1 + p1 · p0

. (2.154)

Efeito de aberração

Sempre devemos ter em mente que o observador está em movimento com uma
velocidade relativa a um dado referencial fixo. À mudança aparente na direção
geométrica de um corpo celeste devido ao seu movimento ao redor do baricentro do
Sistema Solar, chamamos de aberração estelar. Quando falamos de corpos do Sis-
tema Solar, é preciso levar em consideração também o movimento do alvo observado
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Figura 2.21. Efeito de aberração em relação às coordenadas distribuidos na esfera celeste
com o vetor de velocidade da Terra v = [-29.83135988, -4.767550817, -2.066490272] km/h.

e essas correções levam em conta o tempo de luz, ou seja, o tempo necessário para
que a luz saia da fonte emissora e chegue ao observador.

Um exemplo do efeito está considerado na Figura 2.21. No desenvolvimento do
exemplo, o vetor velocidade da Terra é v = [−29.83135988,−4.767550817,−2.066490272]
km/h. A aberração é o desvio angular da posição da estrela, considerando um campo
de 5′.6× 5′.6, considerando a variação da posição da Terra com a velocidade dada.

Figura 2.22. Representação dos referenciais envolvidos no estudo da aberração. O refe-
rencial do observador é (x′, y′, z′, t′), com velocidade constante v em relação ao referencial
da fonte (x, y, z, t).

Após as correções de movimento próprio, paralaxe e deflexão, são aplicadas a
correção de aberração. Aqui, consideraremos as correções de aberração de uma
fonte em que não conhecemos o tempo de luz. Sejam dois referenciais inerciais
(Figura 2.22), um deles contendo um observador O’, que se move com velocidade
constante v em relação ao referencial da fonte. As coordenadas no referencial do
observador são (x′, y′, z′, t′) e as coordenadas no referencial da estrela são (x, y, z, t):
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Para iniciarmos, sejam as transformações de Lorentz:

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

, (2.155)

y′ = y, (2.156)

z′ = z, (2.157)

t′ =
t−
(

v
c2
x
)√

1− v2

c2

. (2.158)

A velocidade em relação ao referencial do observador será:

u′x =
∆x′

∆t′
=

∆x− v∆t

∆t−∆x v
c2

, (2.159)

u′y =
∆y′

∆t′
=

∆y

∆t−∆x v
c2

√
1− v2

c2
=
uy

√
1− v2

c2

1− ux
v
c2

. (2.160)

Ao fazermos a razão entre as duas, temos a fórmula relativ́ıstica da aberração:

tan(θ′) =
u′x
u′y

=
uy

√
1− v2

c2

ux − v
=
c sin(θ)

√
1− v2

c2

c cos(θ)− v
, (2.161)

onde θ′ é o ângulo entre a direção de deslocamento do observador e a direção de
visada com aberração e θ é o ângulo entre a direção de deslocamento do observador
e a direção real do objeto no céu. Retendo-se apenas ao termo em 1ª ordem para
v/c, tem-se:

tan(θ′) =
c sin(θ)

c cos(θ)− v
⇒ (2.162)

sin(θ′) cos(θ)− v

c
sin(θ′) ⇒ (2.163)

cos(θ′) sin(θ) = sin(θ′ − θ) ⇒ v

c
sin(θ′), (2.164)

que é a descrição clássica da aberração: ∆θ = (v/c) sin(θ′). Vamos escrever agora
na velocidade medida no referencial do observador na forma vetorial1:

u′ = u′
x + u′

y, (2.165){
ux = u·v

v2
v,

uy = u− ux,
(2.166)

que são as projeções vetoriais do vetor velocidade u em v. Desse modo, usando as
Equações 2.159 e 2.160, temos:

ux = ux−v
1−ux· v

c2
=

u·v
v2

−v

1−u· v
c2
,

uy =
(u−u·v−v

v2
)
√

1− v2

c2

1−u· v
c2

.
(2.167)

1A Equação 2.165 pode ser encontrada em: https://en.wikipedia.org/wiki/Velocity-addition formula
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Portanto, substituindo na Equação 2.165, chegamos em:

u′ =

u·v
v2

− v +
(
u− u·v−v

v2

)√
1− v2

c2

1− u · v
c2

. (2.168)

Tomando-se o fator de Lorentz como: γ = 1√
1− v2

c2

, e fazendo as devidas substituições:

u′ =
1

1− u · v
c2

[
γ−1u− v

(
1− γ

γ + 1

u · v
c2

)]
. (2.169)

Tomando-se como u′ = −cp′ o vetor velocidade da luz no referencial do observador,
onde p′ é o vetor unitário da posição da estrela com a aberração, e u = −cp o
vetor velocidade da luz no referencial do observador, onde p é o vetor unitário
considerando a posição da estrela sem a aberração, fazemos:

−cp′ =
1

1 + p · v
c

[
−γ−1cp− v

(
1− γ

γ + 1

(−cp) · v
c2

)]
,

p′ =
1

1 + p · v
c

[
γ−1p− v

c

(
1 +

γ

γ + 1

p · v
c

)]
.

(2.170)

Refração atmosférica

Quando a frente de onda chega na atmosfera, ainda há o desvio devido às di-
ferentes camadas dela, respeitando a lei de Snell. Seja n o ı́ndice de refração e
dn o ı́ndice infinitesimal da borda da camada atmosférica subsequente ao caminho
do raio. Também definimos como z a distância zenital de chegada do raio e dz
um pequeno deslocamento angular dessa coordenada. Pela lei da refração, teremos
(Kovalevsky, 2002):

n sin(z) = (n+ dn) sin(z + dz). (2.171)

O desvio total do raio será dado por (Kovalevsky, 2002):

R = z − z0, (2.172)

onde z0 é a distância zenital aparente e z, a distância zenital real, caso não houvesse
atmosfera. Desse modo, podemos escrever: z = z0 + R. Considerando n = 1 fora
da camada atmosférica plana, podemos reescrever a lei de refração como:

sin(z) = n0 sin(z0), (2.173)

onde n0 é o ı́ndice de refração da camada. Podemos escrever a equação de R da
seguinte maneira (Kovalevsky, 2002):

R = (n0 − 1) tan(z0). (2.174)

Porém, o modelo que considera a atmosfera composta de camadas planas não
alcança os ńıveis de precisão necessários à astrometria moderna. Vamos considerar,
então, o modelo de atmosfera com camadas esféricas (Figura 2.23).
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Figura 2.23. Modelo de camadas atmosféricas esféricas. Figura: Kovalevsky (2002).

Considere o triângulo OMN na figura. Como o somatório dos ângulos internos
deste triângulo é 180◦, temos que N = (ζ − 180◦)− dθ+ 180◦ = ζ − dθ. Seguindo a
lei dos senos, escrevemos:

sin(180◦ − ζ)

r + dr
=

sin(ζ − dθ)

r
, (2.175)

e, desenvolvendo (Kovalevsky, 2002):

r sin(ζ) = (r + dr) sin(ζ − dθ). (2.176)

Com base na lei de Snell, fazemos para a camada em N :

(n− dn) sin(ζ + dζ) = n sin(ζ − dθ). (2.177)

Substituindo sin(ζ − dθ) da Equação 2.177 na Equação 2.176, temos (Kovalevsky,
2002):

rn sin(ζ) = (n− dn)(r + dr) sin(ζ + dζ), (2.178)

o que demonstra a invariância do produto nr sin(ζ), pois o valor à direita na equação
anterior é o mesmo que n0r0 sin(z0).

Na Figura 2.23, tomemos o triângulo OKM . No ponto Ω, que representa o ponto
em que a direção de visada do observador toca a camada mais baixa da atmosfera,
a distância zenital z depende do ângulo ζ através da relação z = θ + ζ. Escrevendo
na forma infinitesimal, temos:

dζ = dz − dθ. (2.179)

E o triângulo MNH, chegamos na seguinte relação (Bassallo, 2017):

tan(90◦ − ζ) =
dr

rdθ
⇒ dθ =

tan(ζ)

r
dr. (2.180)

Substituindo o valor de dζ da Equação 2.178 pelo obtido na 2.179 e o valor de dθ
da Equação 2.180, obtemos:

n sin(ζ)dr − r sin(ζ)dn+ rn cos(ζ)

(
dz − tan(ζ)

r

)
= (2.181)

−n sin(ζ)dn+ rn cos(ζ)dz = 0. (2.182)
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E essa equação nos mostra que:

dz =
tan(ζ)

n
dn. (2.183)

Portanto, a refração é definida pela integral de dz partindo do chão até o espaço
aberto como (Kovalevsky, 2002):

R = z − z0 = −
∫ 1

n0

tan(ζ)

n
dn, (2.184)

onde n0 é o ı́ndice de refração da camada mais próxima do solo. Usando a Equação 2.178,
podemos escrever (Kovalevsky, 2002):

tan(ζ) =
n0r0 sin(z0)

rn√
1−

(
n0r0 sin(z0)

rn

)2 . (2.185)

E ao substituirmos esse valor na Equação 2.184, obtemos a solução exata da refração
cromática (Kovalevsky, 2002):

R = − sin(z0)

∫ 1

n0

1

n

√(
nr

n0r0
− sin2(z0)

)2dn. (2.186)

Uma solução que dá significado mais f́ısico ao cálculo da refração cromática está
na fórmula de Laplace (Kovalevsky, 2002):

R = A tan(z0)−B tan3(z0), (2.187)

onde os parâmetros A e B dão conta de medidas de pressão, temperatura e pressão.

Projeção gnomônica

Feitas as considerações a respeito das correções f́ısico-geométricas na determinação
das posições, é preciso tomar nota de quando o raio entra no instrumento as-
tronômico e das transformações necessárias para a determinação da posição dos
objetos celestes. O primeiro passo é apresentarmos sumariamente como é feita a
projeção gnomônica e como são determinadas as posições (x, y) no plano focal do
instrumento.

Consideremos a configuração geométrica apresentada na Figura 2.24. Nela, te-
mos um instrumento no plano focal, com centro em O. A reta OC representa o eixo
óptico de um telescópio. A extensão do eixo óptico até a esfera celeste é marcada
pela reta CA. O ponto A é o centro do plano tangente à esfera celeste e é chamado
de ponto tangente. O ponto C é o centro da objetiva do telescópio e refere-se a ele
como o centro da esfera celeste. Seja X a posição de um objeto na esfera celeste. A
reta CX é aquela que liga o centro da objetiva com o astro. Sua extensão para fora
da esfera celeste toca o plano tangente em T e, no sentido para dentro da esfera,
toca o plano focal em S. Desse modo, podemos dizer que a reta AT é a projeção da
reta OS no plano tangente. Chamamos CA = r, onde r é o raio da esfera celeste
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(r = 1, em unidades de raio da esfera celeste) e OC = f , f , sendo a distância focal
do telescópio, pela semelhança de triângulos, podemos escrever (Green, 1985):

AT =
r

f
OS. (2.188)

Figura 2.24. Projeção gnomônica. Figura: Green (1985).

As coordenadas de um ponto no plano tangente são (ξ, η) e são chamadas de
coordenadas padrão. Elas são determinadas com base na posição em coordenadas
equatoriais do ponto tangente (A,D) e nas coordenadas equatoriais do astro sobre
a esfera celeste (α, δ), da maneira que segue (Green, 1985):

ξ =
cos(δ) sin(α− A)

sin(D) sin(δ) + cos(D) cos(δ) cos(α− A)
, (2.189)

η =
cos(D) sin(δ) + sin(D) cos(δ) cos(α− A)

sin(D) sin(δ) + cos(D) cos(δ) cos(α− A)
. (2.190)

As coordenadas padrão nos ajudam na determinação das coordenadas (x, y) das
estrelas de referência no CCD, usadas para a determinação de posições de alvos.

Para a determinação das posições (α, δ), partindo daquelas medidas no CCD,
(x, y), buscamos primeiramente a relação entre essas coordenadas e as coordenadas
padrão. Considerando a medida dessas coordenadas, podemos dizer que sua relação
será dada pelo seguinte, em primeira ordem (Green, 1985):

ξ = a1x+ b1y + c1, (2.191)

η = a2x+ b2y + c2, (2.192)

onde as constantes ai, bi e ci (i = 1, 2), são chamadas de constantes de placa (de-
vido à sua origem na redução astrométrica a partir de placas fotográficas) e são
desconhecidas, podendo ser determinadas pelo método de mı́nimos quadrados com
um número suficiente de estrelas de referência. O valor delas, e por sua vez, das
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coordenadas padrão, é influenciado por diversos fatores instrumentais, tais como
deslocamento do centro do CCD em relação ao eixo óptico, diferença de orientação
entre os eixos dos planos (x, y) e (ξ, η), não ortogonalidade dos eixos do plano (x, y),
erro de “tilt” do CCD (Green, 1985). Por vezes, problemas maiores exigem termos
de maior ordem nas Equações 2.191 e 2.192.

Determinadas as coordenadas padrão com as coordenadas (x, y) no CCD, faze-
mos uma projeção antignomônica para recuperarmos as coordenadas equatoriais.
Fazendo um rearranjo na Equação 2.190, obtemos o seguinte (Green, 1985):

cot(δ) cos(α− A) =
cos(D)− η sin(D)

η cos(D) + sin(D)
. (2.193)

Quando substitúımos esse resultado na Equação 2.189, ficamos com o seguinte:

cot(δ) cos(α− A) =
ξ

η cos(D) + sin(D)
. (2.194)

Podemos determinar os valores (α−A) e δ a partir dessas equações, encontrando
no final (Green, 1985):

tan(α− A) =
ξ

cos(D)− η sin(D)
, (2.195)

tan(δ) =
sin(D) + η cos(D)

cos(D)− η sin(D)
cos(α− A). (2.196)

Redução ao dia

O processo matemático que toma em consideração todas as correções acima, mais
as correções da matriz de bias, precessão e nutação na determinação da posição do
objeto celeste é a redução ao dia. Aplicá-lo significa obter as coordenadas aparentes
do objeto na data da observação. Como visto, as coordenadas equatoriais em um
determinado catálogo são definidas para um dado centro (o baricentro do Sistema
Solar) e para uma determinada época (J2000.0). Tendo isso em mente, a redução ao
dia transforma a posição baricêntrica média da época do catálogo de um determinado
corpo para posições aparentes topocêntricas na data da observação.

A posição baricêntrica da época representa a posição de uma fonte na época do
catálogo, caso ela fosse vista do baricentro do Sistema Solar. A primeira correção
que aplicamos é a de movimento próprio e obtemos a posição baricêntrica na data.
Depois, corrigimos pela paralaxe anual e, com isso, temos a posição geocêntrica da
fonte. A paralaxe diária é aplicada junto e, temos agora, a posição quasi-topocêntrica
da data. Agora, fazemos as correções relacionadas à aberração anual, levando em
consideração a velocidade orbital da Terra, juntamente com a aberração diária,
considerando a velocidade de rotação da Terra. Por fim, inclúımos as correções
da matriz de bias, precessão e nutação. Depois dessas correções, temos a posição
topocêntrica da data (Nautical Almanac Office US, 2013, Boczko, 2001).
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Caṕıtulo 3

Telescópios

3.1 Resolução e poder de coleta de luz

Antes de descrevermos medidas e relações referentes à construção dos telescópios,
vamos dar uma breve descrição dos dois efeitos mais importantes quando nos re-
ferimos a eles. Primeiro, apresentaremos uma breve descrição dos efeitos de di-
fração. Nesse caso, falaremos sobre as consequências instrumentais em relação à
luz. Mais importantes para observações de telescópios no solo, por último, descreve-
remos de modo sucinto alguns efeitos atmosféricos, relacionados com a turbulência
atmosférica.

3.1.1 Efeitos de difração

Uma das primeiras referências ao efeito de difração vem de Leonardo da Vinci
(1452-1519). Ele percebeu que, para um sistema de iluminação envolvendo um
orif́ıcio, havia sempre um máximo pontual de luz. Provavelmente, ele desenvolveu
um experimento para descrever esse fenômeno (Predazzi, 2001). Mais tarde, Fran-
cesco Grimaldi (1613-1663) realizou experimentos no mesmo sentido usando a luz
solar para passar por um orif́ıcio feito em uma sala escura. Ele percebeu que as
bordas entre a parte iluminada e a parte escura do ponto de luz formado em um
anteparo não tinham forma definida e que uma série de listras coloridas ou franjas
apareciam na parte de fora e paralelas à região de sombra. Pela teoria corpuscular
da luz, vigente na época de Grimaldi, esse padrão não podia ser explicado. Nas
palavras dele, “a luz é propagada ou espalhada não apenas diretamente ou por re-
flexão e refração, mas também por um quarto modo, por difração”, nomeando assim
o efeito observado (Sommerfeld, 2004). Coube a Christiaan Huygens (1629-1695)
usar sua nova proposta, a de que a luz se propaga de forma ondulatória, para ex-
plicar o fenômeno. Em 1818, Augustin-Jean Fresnel (1788-1827) demonstrou que
a difração poderia ser explicada por uma aplicação da proposta de Huygens junto
com o prinćıpio de interferência. Gustav Kirchhoff (1824-1887) usou a análise de
Fresnel do fenômeno para lançar as bases matemáticas de sua aplicação (Born and
Wolf, 2013).

Consideremos a Figura3.1. Nela vemos uma frente de onda chegando em um
obstáculo com uma pequena fenda. A abertura da fenda equivale à distância AB,
ou seja, a distância entre os pontos A e B, e o ponto P está sobre um anteparo.
Segundo o prinćıpio de Huygens-Fresnel, todo ponto não obstrúıdo da frente de
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Figura 3.1. Difração de uma fenda pequena. Pontos A e B representam as bordas da
fenda e P representa representa um ponto sobre um anteparo qualquer. Figura: Hecht
(2012).

onda, num dado instante, serve como fonte para ondas esféricas secundárias, com
a mesma frequência da frente de onda primária. A amplitude do padrão formado
em um anteparo depois da fenda é resultado da superposição das ondas esféricas
secundárias, levando em consideração suas amplitudes e fases relativas.

Ao aplicar esses conceitos de forma quantitativa, considere que cada ponto não
obstrúıdo de uma onda plana age como uma fonte secundária coerente, com a
diferença máxima do caminho óptico dada por Λmax = |AP − BP |. Quando o
comprimento de onda λ é maior que a distância AB entre as bordas da abertura
(λ > AB), as ondas interferem construtivamente em qualquer ponto P , espalhando-
se em ângulos amplos além da obstrução, com ondas difratadas mais circulares à
medida que a abertura diminui. Por outro lado, quando λ < AB, a interferência
construtiva ocorre apenas em uma pequena região diretamente à frente da aber-
tura, enquanto além dessa zona a interferência destrutiva começa a formar a sombra
(Hecht, 2012).

Uma explicação f́ısica para o caso da difração está no fato de que, se o meio
em que ondas propagam tem uma extensão finita e delimitada, as bordas do meio
afetam a propagação da onda. As ondas batem contra as bordas do meio e são
parcialmente refletidas para trás e parcialmente transmitidas para o meio. As ondas
refletidas sobrepõem-se às ondas incidentes, de modo que, por sua vez, cancelam
cada uma (Saha, 2007).

Uma breve descrição matemática para a difração pode ser dada usando a Fi-
gura 3.2. Nela vemos uma frente de onda monocromática W que tem como fonte o
ponto P0, passando por um anteparo. Alguns dados importantes da frente de onda
são o seu raio de curvatura r0 e consideremos o vetor unitário normal à frente de
onda como n̂. A distância entre a frente de onda e o ponto P é s. O ângulo χ é
aquele entre a normal no ponto Q e a direção P . A perturbação no ponto Q(r) da
frente de onda é representada pela seguinte equação:

U(r, t) =
Aeiκr0

r0
, (3.1)

onde κ = 2π
λ
é o número de onda, A é a amplitude. Nessa equação, o fator periódico

e−iωt é omitido (Born and Wolf, 2013). A expressão para a contribuição elementar
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Figura 3.2. Ilustração para explicação da fórmula da difração (Born and Wolf, 2013),
também conhecida como construção da zona de Fresnel (Saha, 2007). Figura: Born and
Wolf (2013)

dU(r) devido ao elemento dS em Q(r) é dada por:

dU(r, t) = K(χ)
Aeiκr0

r0

eiκs

s
dS, (3.2)

onde K(χ) é um fator de obliquidade que leva em conta propriedades das ondas
secundárias.

Fresnel determinou que o fator de obliquidade fosse unitário na direção de pro-
pagação, isto é, para χ = 0, e que diminúısse com o aumento do ângulo, no limite
em que χ = π

2
. Uma parte não obstrúıda da frente de onda primária contribui para o

efeito em P (r) e, por isso, a perturbação total nesse ponto é deduzida pela seguinte
integral (Saha, 2007):

U(r, t) =
Aeiκr0

r0

∫
W

eiκs

s
K(χ)dS. (3.3)

Para determinar uma expressão para K(χ), a Equação 3.3 deve ser avaliada por
considerar zonas sucessivas de aberturas da difração para fases constantes, para as
quais a distância s é constante dentro de uma faixa que não ultrapassa λ/2. O
campo em P (r) resulta da interferência das contribuições dessas zonas (Born and
Wolf, 2013). Desse modo, o fator de obliquidade é dado por:

K(χ) = − i

2λ
(1 + cosχ), (3.4)

com iλK = 1. Com isso, podemos escrever:

K =
1

iλ
=
e−iπ/2

λ
. (3.5)

O fator e−iπ/2 tem seu significado no fato de que a onda secundária oscila um quarto
do peŕıodo fora da fase da onda primária. Esse mesmo fator pode explicar que as
amplitudes de vibração secundárias são as amplitudes de vibração primárias pela
razão de 1/λ. Portanto, podemos concluir que, com as suposições sobre a amplitude
e fase das ondas secundárias, o prinćıpio de Huygens-Fresnel lida com expressões
corretas para a propagação de ondas secundárias em espaços livres (Born and Wolf,
2013).
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Usando a equação de Helmholtz (Equação 3.7) e o teorema de Green (Equação 3.8),
vemos a maneira que Kirchhoff demonstrou o prinćıpio de Huygens-Fresnel (Born
and Wolf, 2013). Considerando uma onda monocromática escalar, com equação:

V (r, t) = U(r, ν)e−iωt, (3.6)

onde r é o vetor posição do ponto (x, y, z), a função complexa U(r) deve satisfazer
uma equação independente do tempo, como:

(∇2 + κ2)U = 0, (3.7)

∫
V

ϕ∇2ψ − ψ∇2ϕdV =

∫
S

ϕ
∂ψ

∂n
− ψ

∂ϕ

∂n
dS. (3.8)

Com uma matemática rigorosa, Kirchhoff demonstrou que o prinćıpio de Huygens-
Fresnel pode ser escrito como (Born and Wolf, 2013):

U(r) =
1

4π

∫
S

{
U
∂

∂n

(
eiκs

s

)
− eiκs

s

∂U

∂n

}
dS. (3.9)

Considerando uma onda monocromática partindo de um ponto P0, propagando
através de uma abertura num anteparo plano opaco, a perturbação da luz no ponto
P , obtemos:

U(r) = −iA
2λ

∫
A

eiκ(r+s)

rs
[cos(n, r)− cos(n, s)] , (3.10)

onde a notação cos(n, r) significa o cosseno entre o vetor unitário n̂ e r, valendo
o mesmo para s. A Equação 3.10 é chamada de fórmula de difração de Fresnel-
Kirchhoff. Para raios de curvatura suficientemente grandes, cos(n, r0) = 0 sobre W .
Tomando χ = π − (r0, s), obtemos (Born and Wolf, 2013):

U(r) =
Aeiκr0

2iλr0

∫
W

eiκs

s
(1 + cos(χ))dS. (3.11)

Usando a Equação 3.10, podemos considerar duas aproximações, a de Fresnel e
a de Fraunhofer. A aproximação de Fresnel ou aproximação de campo próximo lida
com regiões de difração de campo próximo, que começam com alguma distância da
abertura e, por isso, a curvatura da frente de onda deve ser considerada. A forma
e o tamanho do padrão de difração dependem da distância entre a abertura e o
anteparo. Já a aproximação de Fraunhofer, ou aproximação de campo distante, leva
em consideração que a distância entre a fonte de luz, P0 e o anteparo de observação,
P , é muito grande comparada com as dimensões da abertura e a frente de onda é
considerada plana (Saha, 2007).

No contexto da aproximação de Fraunhofer, consideramos exemplos de tipos de
aberturas usados em instrumentos astronômicos. Alguns desses instrumentos usam
fendas como aberturas. Seja O a origem de um sistema de coordenadas retangular
com o centro da abertura retangular de lados 2a e 2b, Oξ e Oη são os eixos paralelos
aos lados, respectivamente. Definamos a função da pupila sendo:

P (ξ, η) =

{
1, −a < |ξ| < a,−b < |ξ| < b,

0.
(3.12)

50



Desenvolvendo uma transformada de Fourier de perturbação complexa, U(ξ, η),
chegamos aos resultados para os lados:

Û(u) = 2a
sin(2πua)

(2πua)
, (3.13)

Û(v) = 2a
sin(2πva)

(2πva)
. (3.14)

Portanto, o padrão de difração relacionado com a distribuição no campo de uma
abertura retangular é dado por uma transformada de Fourier de uma distribuição
retangular. Ela varia com uma função conhecida como sinc, descrita como sinc(u)
= sinc(πu)/(πu), como pode ser visto na Figura 3.3 (Saha, 2007):

Figura 3.3. Na esquerda, temos um padrão de difração de Frauhofer de uma abertura
retangular em uma dimensão. Na direita, vemos o mesmo padrão, mas agora em duas
dimensões. Figura: Saha (2007).

No caso de uma abertura circular, vemos um caso para a instrumentação as-
tronômica, como telescópios, sejam eles refratores ou refletores. O padrão sempre
existe devido aos componentes da instrumentação. Quando um cont́ınuo de ondas
passa através da abertura, a superposição daqueles componentes das frentes de onda
também resulta em padrões de interferência construtiva e destrutiva.

Seja ρ e θ as coordenadas polares de um ponto de uma abertura circular de raio
a. A função da pupila é representada por P (ρ, θ):

P (ρ, θ) =

{
1, 0 < ρ < a,

0 nos outros casos.
(3.15)

As coordenadas polares são dadas em termos de u e v do seguinte modo:

ξ = ρ cos(θ), η = ρ sin(θ),

u = w cos(ϕ), v = w sin(ϕ),
(3.16)

com:

w =
√
u2 + v2 =

1

λ

[(x0
r

+
x

s′2

)2
+
(y0
r
+

y

s′2

)2]
, (3.17)

onde w é a distância radial da origem até um ponto P . Assumindo que a fonte
esteja na direção do eixo óptico, temos que x0 = y0 = 0. Considerando a simetria

51



circular do campo atrás da abertura, U(ρ, θ) = CP (ρ), e a integral de difração de
Fraunhofer toma a seguinte forma:

Û(u, v) = C

∫
W

e−i2π(uξ+vη)dξdη. (3.18)

Usando as relações em 3.16 na integral 3.18, chegamos a:

Û = C

∫ a

0

ρdρ

∫ 2π

0

e−i2πρw cos(θ−ϕ)dθ (3.19)

= 2πC

∫ a

0

ρJ0(2πρw)dρ, (3.20)

onde:

J0 =
1

2π

∫ 2π

0

ei[x cos(α)]dα, (3.21)

é uma função de Bessel de primeiro tipo e ordem zero. Usando a seguinte relação:∫ x

0

x′J0(x
′)dx′ = xJ1(x), (3.22)

e a Equação 3.20, pode ser reescrita como:

Û(w) = Cπa2
[
2J1(2πaw)

2πaw

]
, (3.23)

onde J1 é uma função de Bessel de primeiro tipo e ordem um. Então, no caso
de uma abertura circular, o padrão de difração é um ponto central brilhante com
anéis concêntricos ao redor. A distribuição de intensidade tem um padrão dado pela
equação (Saha, 2007):

Î(w) = |Û(w)|2 = Î(0)

[
2J1(2πaw)

2πaw

]2
, (3.24)

onde Î(0) = C2(πa2)2 é a intensidade na direção do eixo óptico, ou seja, w = 0.
A distribuição de intensidade consiste em anéis de interferência construtiva e

destrutiva e são conhecidos como padrão de difração de Airy (George Bidell Airy
1801-1892) e o ponto central brilhante é conhecido como disco de Airy. Diferente
do perfil de intensidade gaussiano, que não tem a forma de máximos e mı́nimos
nas bordas, o padrão de difração de Fraunhofer de uma abertura circular pode ser
facilmente definido. Uma comparação entre os perfis em uma dimensão (Figura 3.5)

e duas dimensões (Figura 3.6) pode ser vista nas figuras referenciadas. É posśıvel ver
no padrão de difração de Fraunhofer que cada limite dos ćırculos tem como referência
quando a função de Bessel (Equação 3.23) atinge o primeiro zero. Nesse caso, esse
é o chamado primeiro anel escuro e é uma região de interferência destrutiva (Saha,
2007).

Na Figura 3.4 é posśıvel observar que a distribuição de intensidade no padrão de
Airy acontece em x = 2πaw. Essa distribuição tem seu máximo principal em y = 1
e x = 0, isto é, em w = 0. Com o aumento de x, a intensidade oscila, diminuindo
gradativamente a magnitude. O ćırculo central possui 84% da energia total e é
limitado pelo disco de Airy. O primeiro mı́nimo é dado em x = 1.22π e a partir dele
podemos encontrar o diâmetro do ponto central, θ ≈ 1.22λ

2a
(Saha, 2007).
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Figura 3.4. Na esquerda, temos um padrão de difração de Frauhofer de uma abertura
circular em uma dimensão. Na direita, vemos o mesmo padrão, mas agora em duas
dimensões. Figura: Saha (2007).

Figura 3.5. Comparação entre os perfis em uma dimensão da gaussiana e de Frauhofer.

3.1.2 Turbulência atmosférica

A atmosfera não é uma camada de ar homogênea. Devido à pressão, correntes de
ar e variações de temperatura, ela é um composto complexo, um meio que limita a
precisão das observações astronômicas. Por causa disso, conhecer suas caracteŕısticas
e sua influência na formação da imagem é de vital importância.

Os principais efeitos de degradação de uma imagem astronômica estão ligados à
heterogeneidade da atmosfera. Além dos diversos fatores ligados a isso, essa hetero-
geneidade não permanece constante no tempo e produz distorções na frente de onda
que chega dos objetos celestes. Desse modo, atmosfera pode ser definida a partir
de um processo não estacionário aleatório, o qual pode ser comparado a um sistema
caótico. Sua turbulência é causada por flutuações microtermais. A resolução das
imagens é limitada por áreas de tamanho quase-coerente. A densidade das heteroge-
neidades atmosféricas é criada e mantida por parâmetros como gradientes termais,
flutuações de umidade, cisalhamento de ventos produzidos por instabilidades de
Kelvin-Helmholtz, os quais produzem a turbulência e, portanto, variações no ı́ndice
de refração atmosférico (Saha, 2007).

As flutuações aleatórias do movimento atmosférico ocorrem predominantemente
devido à fricção encontrada por fluxos de ar na superf́ıcie terrestre e à consequente
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Figura 3.6. Comparação entre os perfis em duas dimensão da gaussiana (esquerda) e da
difração de Frauhofer (direita).

formação de um perfil de velocidade do vento com grandes gradientes, aqueci-
mento diferencial de diferentes porções da superf́ıcie da Terra pelo Sol e desenvolvi-
mento concomitante de convecção termal, liberação de calor ao processo associado à
formação de nuvens e subsequentes mudanças na velocidade dos ventos, convergência
e interação com variadas frentes atmosféricas, além da obstrução de fluxos de ar por
barreiras naturais, tais como montanhas. Os gradientes formados pelos efeitos cita-
dos deformam a frente de onda incidente na pupila do telescópio. Se essas distorções
forem uma fração significativa do comprimento de onda, a resolução do telescópio
é, portanto, limitada (Saha, 2007).

Os efeitos ligados à turbulência atmosférica em imagens de objetos celestes são de
dois tipos principais, a cintilação e ao seeing. A cintilação refere-se principalmente
à variação rápida e aleatória na intensidade da luz vinda de uma fonte astronômica.
Isso ocorre com objetos pontuais como estrelas, pois a luz delas atravessa diferen-
tes camadas de ar com diferentes densidades e temperaturas, fazendo com que sua
posição aparente e brilho oscilem. É observada, principalmente, a olho nu ou em
telescópios de pequena abertura. O seeing é uma mudança aleatória na direção
em que a luz chega no telescópio. A variação de seu efeito depende do tamanho
da abertura do telescópio. Para telescópios de pequena abertura e campos maio-
res, distorções na frente de onda não são observadas, mas somente uma mudança
cont́ınua na sua direção de propagação (Malacara et al., 2003). Ambos os efeitos
serão descritos sumariamente a seguir.

Considerada como um conjunto de variáveis aleatórias, os processos atmosféricos
podem ser descritos por quantidades estat́ısticas. Andrei Kolmogorov (1903-1987)
estudou a raiz quadrada média da velocidade entre dois pontos em um espaço,
separados por um vetor de deslocamento r. A estrutura do tensor Dij é definida
como (Tyson and Frazier, 2022):

Dij = ⟨[υi(r1 + r)− υi(r1)][υj(rj + r)− υj(r1)]⟩, (3.25)

onde υi e υj são diferentes componentes da velocidade e os colchetes angulares
representam a média de uma amostra. Tomemos três hipóteses sobre a atmosfera
com o fim de simplificarmos a estrutura do tensor: a primeira é de que a atmosfera
é localmente homogênea (a velocidade é dependente do vetor r), a segunda é a de
que a atmosfera é localmente isotrópica (a velocidade depende somente do módulo
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do vetor r) e a terceira, a turbulência é incompresśıvel (∇ · v = 0). O tensor de
Kolmogorov pode ser reescrito da maneira simplificada:

Dυ = ⟨[υr(r1 + r)− υr(r1)]
2⟩. (3.26)

Se considerarmos que r é pequeno, no caso de uma sub-amostra inercial da tur-
bulência, a função de estrutura fica (Tyson and Frazier, 2022):

Dυ = C2
υr

2/3, (3.27)

onde C2
υ é a constante de velocidade da estrutura, que é uma medida da energia na

turbulência. Para considerarmos a validade da Equação 3.27, temos que conside-
rar que r esteja num dado intervalo de tamanho de um vórtice de ar. Os limites
do tamanho do vórtice definem a microescala, ou escala interna, e a macroescala,
também chamada de escala externa.

O tamanho do vórtice pequeno (l0) é aquele em que os efeitos de viscosidade são
importantes e a energia é dissipada como calor. Ela está relacionada com a taxa de
dissipação da energia cinética turbulenta ϵ e a viscosidade cinemática ν dada pela
seguinte equação:

l0 = 7.4

(
ν3

ϵ

)1/4

. (3.28)

Os grandes vórtices, relacionados com a macroescala (L0) têm o tamanho acima
do limite nos quais a isotropia é violada. Comparando as duas escalas de tamanho,
encontramos vórtices de tamanho l0 desde perto da superf́ıcie da Terra (alguns
miĺımetros) até a troposfera (alguns cent́ımetros). Aqueles de tamanho L0 vão
desde alguns poucos metros até centenas de metros. Perto do solo (menos que 1 km
de altura), L0 ≈ 0.4h, onde h é a altura a partir do solo. Na atmosfera livre, a
macroescala é da ordem de 10 metros, podendo alcançar centenas de metros (Tyson
and Frazier, 2022). Uma relação aproximada entre as duas grandezas é dada por
(Saha, 2007):

l0 ≈ L0(Re)
3/4, (3.29)

onde Re é o número de Reynolds, que foi formulado para dar uma descrição apro-
ximada de fluxos turbulentos usando a média de velocidades aleatórias. É uma
quantidade adimensional que caracteriza o fluxo turbulento e considerando L como
um tamanho caracteŕıstico do fluxo, pode ser escrito como (Saha, 2007):

Re =
Lυ

ν
. (3.30)

Podemos, então, relacionar a estrutura de velocidade com a estrutura do ı́ndice
de refração, com a quantidade Dn:

Dn(r) = C2
nr

2/3, l0 < r < L0, (3.31)

onde C2
n é a constante da estrutura do ı́ndice refrativo e mede a intensidade da

turbulência (Tyson and Frazier, 2022).
Quanto ao ı́ndice de refração da atmosfera, podemos assumir que ele é composto

por uma parte média, ⟨n(r)⟩, e uma parte flutuante, n1(r). A covariância no campo
do ı́ndice refrativo será Bn, escrito como:

Bn = ⟨n1(r+ r1)n1(r1)⟩. (3.32)
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Tomando a transformada de Fourier da covariância (Equação 3.32), temos a seguinte
integral, denominada de densidade de potência espectral:

Φ(K) =
1

(2π)3

∫
Bn(r)e

−iKrd3r, (3.33)

onde K é o número de onda tridimensional. Escrevendo a mesma integral, mas
agora em coordenadas polares e usando os limites dados na Equação 3.31:

Φn(K) =
5

18π
C2

nK
−3

∫ L0

l0

sin(Kr)r−1/3dr, (3.34)

e tomando os limites l0 → 0 e L0 → ∞, a integral resulta no espectro de Kolmogorov:

Φn(K) = 0.033C2
nK

−11/3. (3.35)

O estudo do espectro de Kolmogorov sugere que a variação de intensidade é
produzida por vórtices com tamanho na ordem de

√
λs, onde s é a distância de

propagação dessa variação. Quando estudava receptores de comunicação óptica
heteródicas, David Fried (1933-2022) encontrou que o diâmetro máximo permitido
de um coletor antes de a distorção atmosférica limitar seriamente seu desempenho
é r0, conhecido como comprimento de coerência, escrito como (Tyson and Frazier,
2022):

r0 =

[
0.423k2 sec(β)

∫ s

0

C2
n(z)dz

]−3/5

. (3.36)

Nessa expressão, s é o comprimento do caminho óptico, β é o ângulo zenital e a
intensidade da turbulência C2

n pode variar com a altitude z. A variável r0 também é
conhecida como parâmetro de Fried ou também conhecida como tamanho da célula
de seeing. É usada para descrever diversos fenômenos turbulentos na atmosfera,
desde o monitoramento de movimentos de imagens diferenciais até as medidas de
seeing, importante fator para o contexto de estudos astronômicos observacionais.
Por exemplo, para a função de estrutura de fase de Kolmogorov, para ondas planas,
o parâmetro é usado para simplificar o tensor da Equação 3.25, reescrevendo-o como:

Dϕ = 6.88

(
r

r0

)5/3

, (3.37)

onde r é uma variável radial, normal a direção de propagação. O tempo de coerência
atmosférica também é escrito a partir de r0 como τ0 ≈ r0

|υ| , onde υ é a velocidade do

vento em uma camada turbulenta.
O termo seeing é o termo empregado para se referir ao efeito total da distorção

causada por diferentes camadas da atmosfera terrestre no caminho da luz de uma
fonte astronômica. As camadas atmosféricas que influenciam no seu valor podem ser
divididas em três: a primeira, a camada livre da atmosfera (acima de 1 km a partir
do solo), a segunda é a camada limite (abaixo de 1 km) e, por último, a camada da
superf́ıcie, localizada logo acima do foco do telescópio, também chamada de seeing
de domo, e compreende a camada de ar entre a pupila e o foco do telescópio (Saha,
2007). Uma consequência da turbulência atmosférica é que, mesmo para fontes con-
sideradas pontuais, tais como estrelas, sua luz é distribúıda em uma área do plano
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focal do telescópio. O conjunto de pontos na área forma uma função de espalha-
mento de pontos (PSF) (Romanishin, 2006). Portanto, para todo objeto pontual
observado por um telescópio, a turbulência atmosférica induzirá a formação de uma
PSF, caracterizada pelo seeing. A Figura 3.7 mostra uma função de transferência
de modulação da atmosfera e aberturas simples de telescópios nos quais a PSF é
invariante.

Figura 3.7. Onda plana propagando-se através de múltiplas camadas turbulentas. Na
Figura, L1 e L2 representam tamanhos de telescópios, com suas respectivas aberturas, D1

e D2. Figura: Saha (2007).

Uma maneira de caracterizar uma PSF é por meio da sua largura à meia altura
(FWHM), que é o valor do diâmetro na metade da altura de uma função que ajusta
a PSF. O valor de FWHM é quantitativamente o mesmo que o seeing. Como a PSF
é a forma da luz pontual sobre o CCD e como todas as estrelas são consideradas
fontes pontuais, todas elas terão exatamente a mesma forma. Isso significa que,
comparando o seeing para diferentes fontes em uma imagem, todas deverão ter
valor similar, considerando o tamanho do campo. A Figura 3.8 ilustra bem esse
fenômeno. Comparando algumas quantidades na figura, vemos que o que diferencia
uma fonte brilhante de uma fonte fraca é sua altura acima do fundo de céu, ou seja, a
intensidade em cada pixel que compõe a fonte no CCD (Romanishin, 2006). Podemos
concluir daqui que, considerando o tamanho t́ıpico de um CCD, o parâmetro de
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Figura 3.8. Largura à meia altura (FWHM). Comparação entre as PSFs de uma fonte
fraca (esquerda) e uma fonte brilhante (direita). A linha tracejada abaixo demarca as
contagens de fundo de céu. A figura demonstra que, independente da fonte, ambas têm o
mesmo seeing. Figura: Romanishin (2006).

Fried (Equação 3.36), definido como raio da célula de seeing, não tem uma variação
importante para uma imagem astronômica. A expressão que descreve a ligação entre
o parâmetro de Fried e o disco de seeing é a seguinte (Saha, 2007):

θs = 0.976
λ

r0
, (3.38)

onde λ é o comprimento de onda da observação.
Podemos detalhar dois tipos de seeing, o já citado seeing de domo e o seeing

de espelho. Mesmo que o desempenho de um telescópio possa deteriorar devido
ao seu invólucro com variações de temperatura do seu entorno, a contribuição do
ambiente do domo e do espelho pode ser mantida mı́nima seguindo bons prinćıpios
de engenharia térmica (Saha, 2007).

Em uma comparação da diferença entre PSFs, a degradação encontrada devido à
temperatura do domo é menor do que aquela consequente do espelho. Uma diferença
entre 4-5◦C entre a temperatura dentro e fora da cúpula causa uma piora no seeing de
0′′.5 (Racine et al., 1991). Uma melhora no seeing foi encontrada no telescópio de 3.6-
m do CFHT (Canadian-France-Hawaii Telescope) com um sistema de resfriamento
do chão para diminuir a convecção natural, mantendo a temperatura do espelho
primário próxima da do volume de ar (Zago, 1995).

O seeing de espelho é aquele que mais contribui para a degradação do seeing
em uma imagem e é o mais dif́ıcil de atingir o equiĺıbrio com a temperatura ambi-
ente, levando várias horas a depender do tamanho do espelho. A convecção livre
acima do espelho depende do excesso de temperatura da sua superf́ıcie em relação à
temperatura ambiente, com um expoente de 1.2. Devido à turbulência causada por
essa convecção, a frente de onda é degradada na ordem de 0′′.5 até 1◦ (Saha, 2007).
O parâmetro de Fried r0 é maior durante a segunda parte da noite. Levando-se
em consideração a Equação 3.38, percebemos que há uma melhora no seeing. Isso
pode indicar que o resfriamento lento do espelho cria instabilidades térmicas que
diminuem durante a noite (Saha and Chinnappan, 1999).

Pensando no resfriamento do espelho, é necessária a manutenção de uma tem-
peratura uniforme ao seu redor para evitar a degradação do seeing. No monitora-
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mento do efeito do seeing devido ao espelho com um analisador de frente de onda
Shack-Hartmann, encontrou-se que a diferença entre as temperaturas do espelho e o
ambiente pode ser mantida menor que 1◦C e esse tipo de degradação torna-se menor
ou negligenciável caso a temperatura seja mantida nesse patamar.

3.2 Convenção de sinais

Figura 3.9. Refração em uma superf́ıcie esférica. O sistema na figura mostra como são
definidos a orientação e o sentidos dos sinais para a explicação dos sistemas ópticos usados
na Astronomia, descritos neste caṕıtulo. Figura: Schroeder (1999).

Após algumas definições importantes sobre o caminho da luz na atmosfera ter-
restre e algo sobre alguns efeitos importantes relativos à natureza da luz e seu com-
portamento, levando em consideração a instrumentação astronômica, vamos definir
como estarão convencionados os sinais das notações matemáticas para a descrição
dos sistemas ópticos de nosso interesse, os telescópios. A representação matemática
concorda, principalmente, com aquela em Schroeder (1999), Malacara et al. (2003)
e Smith (2008).

O sistema de coordenadas que define um sistema óptico é o cartesiano. Na
Figura 3.9, temos um exemplo de uma superf́ıcie esférica refratora com a incidência
de um raio. A origem do sistema está no vértice da superf́ıcie e o eixo z coincide com
o eixo óptico. Para um sistema óptico centrado, o eixo óptico é a linha de simetria
dele. Os eixos x e y definem o plano de referência da superf́ıcie.

Os raios assumirão o sentido sempre da esquerda para a direita. O espaço de
onde partem os raios é conhecido como espaço objeto. No caso da figura usada como
exemplo, o espaço objeto é aquele antes do raio ser refratado pela lente esférica.
Todas as variáveis decorrentes dessa parte serão descritas sem linha. Já o espaço
pós-refração é o espaço imagem. As variáveis nele serão escritas com linha. Um
exemplo disso pode ser visto no caso dos ı́ndices de refração. Antes da refração, a
notação indica o ı́ndice n. Após o raio ser refratado, o ı́ndice é n′. Quando tratarmos
de mais de uma superf́ıcie óptica em um sistema, a variável resultante das superf́ıcies
subsequentes ganhará um ı́ndice. Por exemplo, dado um sistema formado por duas
lentes refratoras, a variável s′ é resultado da refração da primeira superf́ıcie, mas a
variável resultante da refração da segunda lente será notada como s+1.

As distâncias marcadas sobre o eixo óptico serão sempre positivas, pois estão
acima do vértice da superf́ıcie, parte do sistema em que z é positivo. Por exemplo,
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consideremos o thickness como a distância entre duas superf́ıcies. Toda vez que o
sentido da distância crescer ao longo do eixo óptico, ela terá valor positivo. Por
coerência, quando o thickness aumentar no sentido contrário, o valor será negativo,
para que seja mantido o sinal da distância em relação à origem do sistema. A in-
clinação dos ângulos u e u′ é positiva em relação ao eixo óptico, pois seguem o sentido
trigonométrico. Nesse caso, u se refere ao ângulo com o eixo óptico antes do raio
ser refratado e u′ indica o ângulo com o eixo óptico depois da refração. Do mesmo
modo, os ângulos i e i′ representam os ângulos de incidência e refração do raio, em
relação à normal da superf́ıcie, indicada na figura pela linha com pontilhamentos
mais longos. O sentido positivo desses ângulos é no horário.

As notações tomadas com as convenções acima garantem que tanto a refração
como também a reflexão sejam tratadas da mesma forma. Como veremos nas seções
seguintes, formulações para a reflexão podem ser obtidas diretamente apenas to-
mando n′ = −n nas equações de superf́ıcies refratoras. O significado do ı́ndice
negativo está no fato de que as leis de reflexão seguem diretamente da lei de Snell,
usando a igualdade acima (Schroeder, 1999). Para a descrição das aberrações pre-
sentes em tipos espećıficos de telescópios, o texto seguirá definindo cada uma, caso
a caso.

Partindo de como a notação matemática estará convencionada, introduziremos
sucintamente algumas definições sobre o traçado de raios em um sistema óptico.
O tema é muito importante para a descrição do comportamento da luz na ins-
trumentação astronômica. Os tipos de raios que estudaremos estão basicamente
separados entre a sua separação angular com o eixo óptico.

Figura 3.10. Ilustração sobre os tipos de raios definidos para um sistema óptico formado
por uma superf́ıcie esférica refratora. Figura: Malacara et al. (2003).

Na Figura 3.10 vemos um esquema que mostra a configuração de um sistema
óptico formado por uma única superf́ıcie esférica refratora. Como convencionado,
os raios incidem na superf́ıcie da esquerda para a direita. Na figura vemos também
a marcação de alguns componentes do sistema, tais como o centro de curvatura
da superf́ıcie, definido como o centro da esfera que a contém, e o raio de curvatura,
descrito como a distância entre a superf́ıcie e o centro de curvatura. Uma importante
quantidade relacionada com o raio de curvatura é a curvatura da superf́ıcie c, definida
como o seu inverso, ou seja, c = 1/r. Os raios meridionais são caracterizados por
serem aqueles que compartilham o mesmo plano que o eixo óptico. Os raios paraxiais
são aqueles que também compartilham o mesmo plano que o eixo óptico, mas com
uma caracteŕıstica especial: eles são quase paralelos a ele. Considerando a conhecida
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lei de Snell:
n sin(i) = n′ sin(i′), (3.39)

onde n, i são o ı́ndice de refração do meio objeto e o ângulo de incidência, e n′ e i′

são o ı́ndice de refração do meio imagem e o ângulo de refração, respectivamente.
Uma definição quantitativa dos raios paraxiais é aquela que diz que o ângulo entre o
raio e o eixo óptico deve ser suficientemente pequeno para que as medidas dos senos
possam ser aproximadas com a medida do ângulo, e a lei de Snell possa ser reescrita
da forma:

ni = n′i′. (3.40)

A região do sistema onde estão os raios paraxiais é chamada de região paraxial. A
importância desse tipo de raio para o estudo da instrumentação usada na Astronomia
está no fato de que ele descreve raios de objetos vindos, teoricamente, do infinito
ou significativamente distantes. Outros dois tipos de raios são os obĺıquos, aqueles
que não compartilham o mesmo plano do eixo óptico, e os raios finitos, que não se
encaixam em nenhuma das definições anteriores (Malacara et al., 2003).

O plano contendo o eixo óptico e um raio meridional é chamado de plano tangen-
cial. Quando um raio contido nesse plano tem um ponto objeto (ponto de origem
do raio) sobre o eixo óptico, ele é chamado de raio axial. No caso dos raios nesse
plano, mas com ponto objeto fora do eixo, sua descrição é com o nome de raio
tangencial. Portanto, todo raio meridional é axial ou tangencial. Por outro lado, o
plano perpendicular ao plano tangencial é conhecido como plano sagital.

3.3 Equações do traçado de raio meridional

Figura 3.11. Raio meridional. Figura: Malacara et al. (2003).

Podemos definir um método para o traçado de raios meridionais, pensando em
determinar a distância entre o vértice do sistema óptico e o raio refratado, o ângulo
Q, e o ângulo U ′, ambos na Figura 3.11. Seja a linha que parte do ponto C aquela
que contém a normal à superf́ıcie. Da figura, podemos ver que (Malacara et al.,
2003):

sin(I) = Qc+ sin(U), (3.41)
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onde c = 1/r é a curvatura da superf́ıcie óptica considerada.
Pela lei de Snell (Equação 3.39), temos que:

sin(I ′) =
n

n′ sin(I). (3.42)

Da Figura 3.9, podemos afirmar que i−u = i′−u′, e desse modo, transportando
para as variáveis na Figura 3.11:

U ′ = U − I − I ′. (3.43)

Por fim, podemos usar a Equação 3.41 e, trocando as variáveis para aquelas com
linha, escrevemos:

Q′ =
sin(I ′)− sin(U ′)

R
. (3.44)

Basicamente, essas quatro equações descrevem o traçado do raio meridional (Ma-
lacara et al., 2003).

3.4 Equação paraxial da refração

A região paraxial de um sistema óptico é de especial interesse no entendimento
para instrumentação usada na pesquisa astronômica. Chamamos de região para-
xial aquela em que estão os raios paraxiais. Como o trabalho em Astronomia lida
com objetos sempre distantes, comparados com as dimensões do instrumento, toda
luz que chega deles é considerada como vindo do infinito. Como vimos anterior-
mente, essa é a condição f́ısica para considerarmos raios paraxiais. Usando algumas
equações já definidas, vamos considerar uma análise de primeira ordem para a des-
crição matemática mais profunda desse tipo de traçado de raio.

Iniciaremos usando a Figura 3.9. Podemos perceber a partir dela que:

i+ u = ϕ, (3.45)

i′ + u′ = ϕ. (3.46)

Resolvendo a equação para i e i′, podemos substituir na Equação 3.40, e obtemos
o seguinte:

n′(ϕ− u′) = n(ϕ− u) (3.47)

n′ϕ− nu′ = nϕ− nu (3.48)

nu′ − nu = (n′ − n)ϕ, (3.49)

onde o ângulo ϕ é aquele entre o raio de curvatura da superf́ıcie esférica e o eixo
óptico. Essa equação é conhecida como a lei de Snell para a aproximação paraxial.
Pela aproximação paraxial, podemos também considerar esse ângulo suficientemente
pequeno para fazermos tanϕ ≈ ϕ, tanu ≈ u e tanu′ ≈ u′. Por isso, consideremos
ϕ = y/R, u = y/s e u′ = y/s′. Substituindo na Equação 3.49 e cancelando o termo
y em comum em ambos os lados, obtemos a seguinte relação:

n′

s′
− n

s
=

(n− n′)

R
. (3.50)
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Essa é a equação gaussiana de primeira ordem para uma única superf́ıcie esférica e
é o ponto de partida para a análise de um sistema formado por múltiplas superf́ıcies.
A distância entre s e s′ é chamada de distância conjugada e os pontos contidos dentro
desse espaço são chamados de pontos conjugados. Recebem esse nome porque, nesse
caso, a imagem é conjugada ao objeto. Perceba que, considerando raios vindos do
infinito, temos que s = ∞. Desse modo, a distância s′ é a distância focal da superf́ıcie
óptica, ou seja, se s = ∞ ⇒ s′ = f ′.

Examinando a Equação 3.50, vemos que os termos usados na equação paraxial
da refração estão relacionados com a superf́ıcie e ao meio, porém nos diz pouco sobre
o objeto e a imagem. Uma grandeza que pode nos dizer algo sobre este quesito é
a potência da superf́ıcie. Denotemos-a por p. A potência é invariante com respeito
ao sentido do raio e, por isso, é um importante parâmetro. Note que, mesmo que
o raio mude de sentido na Figura 3.9, a Equação 3.50 permanecerá a mesma. Por
esse motivo, podemos escrever:

n′

s′
− n

s
=

(n′ − n)

R
= p. (3.51)

Considerando o fato já descrito para o caso em que s = ∞, podemos considerar,
então:

p =
n′

f ′ . (3.52)

Em um sistema composto por várias superf́ıcies, a imagem formada por uma dada
superf́ıcie é o objeto da próxima. Sucessivamente, aplica-se a Equação 3.52 para cada
uma delas. Caso consideremos o caso também posśıvel em que s′ = ∞ ⇒ s = f ,
a única mudança seria escrevê-la p = −n/f , de modo que a Equação 3.52 pode ser
escrita:

n′

f ′ = −n
f
. (3.53)

Quando escrevemos a relação entre duas variáveis, uma antes da refração e outra
depois da refração, usamos a equação de transferência. Portanto, descrever uma
equação de transferência é demonstrar qual o comportamento do raio de superf́ıcie
em superf́ıcie. Frequentemente, há a preferência de escrever a equação gaussiana
(Equação 3.50) em termos dos ângulos u, u′ e em termos da altura y do raio no
sistema ao invés de fazê-lo em termos das distâncias s e s′. A equação é escrita da
seguinte forma (Malacara et al., 2003):

(n′ − n)R/y = −n′u′ + nu, (3.54)

onde a altura do raio é dada, considerando as aproximações paraxiais, por:

y = us, (3.55)

y = u′s′, (3.56)

seguindo a Figura 3.9. Consideremos que s+1 = s′ + t e que u+1 = u′. Então a
equação de transferência para a altura y do raio em uma superf́ıcie e a altura y+1

do raio na superf́ıcie subsequente será escrita como (Malacara et al., 2003):

y+1 = y + tu′, (3.57)
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onde t é o thickness entre as duas superf́ıcies. Podemos escrever a equação gaussiana
(Equação 3.54) com uma pequena manipulação algébrica:

[n′u′] = [nu]− (n′ − n)R, (3.58)

com a equação de transferência (Equação 3.57) escrita:

y+1 = y +
t[n′u′]

n′ . (3.59)

Podemos escrever a mesma equação usando a potência da superf́ıcie:

[n′u′] = [nu]− py. (3.60)

E então, temos a matriz de refração (Malacara et al., 2003):[
[n′u′]
y+1

]
=

[
1 0

(t/n′) 1

] [
[nu]
y

]
. (3.61)

Finalmente, a matriz de transferência para a próxima superf́ıcie do sistema óptico é
(Malacara et al., 2003): [

[n′u′]
y

]
=

[
1 −p
0 1

] [
[nu]
y

]
. (3.62)

Usando essas matrizes, raios paraxiais podem ser traçados por todo o sistema óptico
por multiplicação de matrizes (Malacara et al., 2003).

A magnificação transversal ou lateral é definida como a razão entre as alturas
do objeto e da imagem. Usamos a Figura 3.12 para observar essas relações. Na
Equação 3.63, temos a relação descrita matematicamente:

m =
h′

h
. (3.63)

Da Figura 3.12, podemos ver que cada altura é:

h′ = −(s′ −R) tanϕ, h = −(s−R) tanϕ. (3.64)

Figura 3.12. Pontos conjugados na região paraxial. Os pares de pontos B e B′, Q e Q′

são pontos conjugados. Figura: Schroeder (1999).

No caso acima, é importante destacar que a aproximação paraxial não foi utili-
zada para enfatizar o fato de que tanto o objeto como a imagem são perpendiculares
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ao eixo óptico. Seguindo nossa convenção de sinais, vemos que s′, R > 0 e s, ϕ < 0.
Por esse motivo, h e h′ têm sinais opostos. Faremos a substituição dos valores na
Equação 3.64 na Equação 3.63 e teremos o seguinte:

m =
h′

h
=
s′ −R

s−R
=
ns′

ns
. (3.65)

No caso em que m < 0, dizemos que a imagem é invertida e para aquele em que
m > 0, a imagem é direta.

A Figura 3.13 ilustra um raio convergente para os pontos conjugados B e B′,
onde os ângulos formados são u e u′, respectivamente. A magnificação angular M
é o caso em que tanu/ tanu′. Pela própria figura, temos que y = s tanu = s′ tanu′.
Portanto, temos o seguinte:

M =
tanu′

tanu
=

n

n′m
=

nh

n′h′
, (3.66)

onde podemos usar a Equação 3.66 para relacionar as magnificações transversa e
angular para um par de planos conjugados, da seguinte forma:

nh tanu = n′h′ tanu′, (3.67)

e, agora, considerando a aproximação paraxial, temos que:

nhu = n′h′u′. (3.68)

Figura 3.13. Magnificação angular. Figura: Schroeder (1999).

Percebemos, pela Equação 3.68 que a multiplicação das três quantidades per-
manece a mesma antes e depois da refração. Podemos chamar de H = nh tanu,
e consideramos que H permanece constante, independente da quantidade de su-
perf́ıcies refratoras (ou mesmo, refletoras). H é chamada de invariante de Lagrange
e é importante porque o fluxo coletado por um sistema óptico de uma fonte com
radiação uniforme é proporcional a H2. Esse é um resultado direto da lei de con-
servação da energia nos sistemas ópticos (Schroeder, 1999).

3.5 Elementos de duas superf́ıcies refratoras

A complexidade dos sistemas ópticos envolvidos na instrumentação de Astrono-
mia ultrapassa o uso de somente uma lente. Para apresentarmos uma breve noção
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Figura 3.14. Exemplo de um sistema óptico formado por uma lente espessa, formada por
duas superf́ıcies.

do comportamento de um raio em um sistema refrator, analisaremos exemplos, o
primeiro com uma lente espessa formada por duas superf́ıcies ópticas e o outro com
duas lentes delgadas.

Na Figura 3.14, vemos uma seção lateral de uma lente espessa. Nela, y1 e y2 são
a altura de entrada do raio na primeira superf́ıcie e a altura do raio entrando na
segunda superf́ıcie, respectivamente. Também percebemos que o ângulo entre o raio
no plano objeto e o eixo óptico é paralelo. Portanto, se levarmos em consideração a
Equação 3.51, teremos os seguintes casos, para cada superf́ıcie:

n′
1

s′1
− n1

s1
=

(n′
1 − n1)

R1

= p1, (3.69)

n′
2

s′2
− n2

s2
=

(n′
2 − n2)

R2

= p2. (3.70)

Vamos assumir que o ı́ndice de refração dentro da lente seja n e fora dela, seja 1
(́ındice de refração do ar). Portanto, teremos o seguinte n1 = n′

2 = 1 e n′
1 = n2 = n

e s2 = s′1 − d, onde d será a separação entre as duas superf́ıcies. Fazendo as devidas
substituições, a Equação 3.70, fica:

n

s′1
− 1

s1
=

(n− 1)

R1

= p1, (3.71)

1

s′2
− 1

s2
=

(1− n)

R2

= p2. (3.72)

Por semelhança de triângulos, também podemos dizer sobre a relação entre as
alturas y1 e y2:

y2
y1

=
(s′1 − d)

s′1
=
s′2
f ′ . (3.73)

Temos o interesse aqui de determinar a potência do sistema todo, ou seja, alguma
relação entre as potências das duas superf́ıcies que formam a lente espessa. Essa
potência pode ser escrita como p = 1/f ′, onde f ′ é a distância focal efetiva do
sistema. Tomemos para cada superf́ıcie, a escrita das relações na Equação 3.71:

p1 =
n

s′1
, (3.74)

p2 =
1

s′2
− n

s′1 − d
. (3.75)
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Levando em consideração algumas manipulações algébricas, com a Equação 3.73,
podemos escrever a distância focal efetiva em relação à s′1, s

′
2 e t:

f ′ =
s′1s

′
2

(s′1 − d)
, (3.76)

e, portanto:

p =
1

s′2

[
(s′1 − d)

s′1

]
. (3.77)

Pela Equação 3.75, podemos escrever que 1/s′2 = p2 + 1/(s′1 − d) e substituindo na
Equação 3.77, temos que:

p =

(
p2 +

n

s′1 − d

)
s′1 − d

s′1
. (3.78)

Desenvolvendo essa equação, teremos o seguinte:

p =
s′1 − d

s′1
p2 +

n

s′1
(3.79)

=
p2s

′
1 − p2d

s′1
+
n

s′1
como p1 = n/s′1, (3.80)

= p1 + p2 −
p2d

s′1
e multiplicando o último termo por

n

n
, (3.81)

= p1 + p2 −
d

n

n

s′1
p2 (3.82)

p = p1 + p2 −
d

n
p1p2. (3.83)

Esse importante resultado nos diz como encontramos a potência de um sistema
refrator composto, independente da direção do raio (Schroeder, 1999).

Consideramos uma lente delgada aquela em que a separação entre as duas su-
perf́ıcies ópticas é negligenciável em comparação com as distâncias no eixo óptico.
Nesse caso, s2 = s′1. Podemos aplicar as equações 3.71 e 3.72 diretamente, definindo
s1 = s e s2 = s′. Com essas considerações, podemos desenvolvê-las e teremos:

1

s′
− 1

s
= (n− 1)

(
1

R1

− 1

R2

)
= p1 + p2 = p =

1

f
= − 1

f ′ . (3.84)

Ou seja, a potência de uma lente delgada é inversamente proporcional à sua distância
focal. Podemos perceber que uma lente delgada como parte da composição de um
sistema óptico pode ser considerada como uma superf́ıcie óptica refratora (Schroeder,
1999). Na Equação 3.83, encontramos a relação p1 + p2 = p (Equação 3.84), apenas
colocando t = 0.

A magnificação transversa de cada superf́ıcie óptica (Equação 3.65), com resul-
tado m1 = s′1/ns1 e m2 = ns′2/s2. Considerando todo o sistema óptico, a magni-
ficação transversa será (Schroeder, 1999):

m = m1m2 =
s′

s
. (3.85)

Por fim, podemos aplicar a Equação 3.83 para o caso em que considerarmos
um sistema composto por duas lentes delgadas separadas pela distância d, apenas
aplicando que o ı́ndice de refração entre as lentes seja o do ar n = 1.
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3.6 Formação de imagem em telescópios refratores

Figura 3.15. Imagem formada por uma lente espessa ideal. Um exemplo da formação da
imagem por lentes. Todos os raios do objeto Q são refratados e formam uma imagem em
Q′. Figura: Jenkins et al. (1937).

Quando um objeto é colocado de um lado de uma lente convergente e com uma
distância maior que a distância focal dela, uma imagem é formada do lado oposto.
Se o objeto é colocado mais próximo do plano focal primário, a imagem se afasta do
plano focal secundário e fica maior. No caso contrário, caso um objeto seja colocado
mais distante do plano focal primário, a imagem se formará mais próxima do foco
secundário e será menor, caso dos telescópios refratores. Na Figura 3.15, todos os
raios que partem do ponto objeto Q são levados para o foco em Q′ (Jenkins et al.,
1937).

A composição de um sistema de lentes é o que constitui um telescópio astronômico
refrator. Basicamente, ele consiste em duas lentes convergentes, definidas como
objetiva, aquela que primeiro converge os raios de luz, e uma ocular, que diverge os
raios de luz, formando assim a imagem do telescópio. Normalmente, a objetiva é
um dobleto acromático de lentes que formam uma imagem real invertida. Em um
estado normal de ajuste, o segundo plano focal da objetiva coincide com o primeiro
plano focal da ocular, para que os raios convergentes da primeira saiam da segunda
paralelos ao eixo óptico. A imagem pode ser tornada direta com o uso de lentes
auxiliares (Born and Wolf, 2013).

Na Figura 3.16, o primeiro plano focal da objetiva está em F1, e o segundo plano
focal em F ′

1. Para a ocular, o primeiro plano focal está em F2, com o segundo em
F ′
2. O olho deve ser colocado onde está indicado na mesma Figura (Born and Wolf,

2013).

Figura 3.16. Esquema simples de um telescópio refrator. Figure: Born and Wolf (2013).
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3.7 Equação paraxial da reflexão

O caso da análise de uma superf́ıcie refletora será desenvolvido com o aux́ılio da
Figura 3.17. Nela, os sinais das distâncias s, s′ e R e dos ângulos i, ϕ, u e u′ são
todos negativos, preservando nossa convenção. Seguindo a lei de reflexão, temos que
i = −i′, e por isso, o ângulo i′ tem sinal positivo.

Figura 3.17. Reflexão de uma superf́ıcie esférica. B e B′ são os pontos conjugados do eixo
óptico.

Pela geometria na figura, temos as seguintes relações:

i = ϕ− u, (3.86)

i′ = ϕ− u′, (3.87)

ϕ =
y

R
, (3.88)

u =
y

s
, (3.89)

u′ =
y

s′
. (3.90)

Usaremos a lei de Snell com aproximação paraxial (Equação 3.40) para chegarmos
na relação entre as distâncias do objeto e da imagem. Substituindo os valores de i
e i′ (Equações 3.86 e 3.87), temos:

n(ϕ− u) = n′(ϕ− u′),

nϕ− nu = n′ϕ− n′u′,

n′u′ − nu = (n′ − n)ϕ.

(3.91)

Agora, aplicando o restante das relações (Equações 3.88, 3.89 e 3.90), substitúımos
e desenvolvemos:

n′ y

s′
− n

y

s
= (n′ − n)

y

R
, e cancelando y em ambos os lados,

n′ 1

s′
− n

1

s
= (n′ − n)

1

R
.

(3.92)

69



Pela lei da reflexão (i = −i′), temos que n′ = −n (Equação 3.40). Substituindo na
última relação, temos que:

n′ 1

s′
+ n′1

s
=

2n′

R
e cancelando n′ em ambos os lados,(

1

s′
+

1

s

)
=

2

R
.

(3.93)

A Equação 3.93 é equivalente à Equação 3.12, mas agora para o caso da reflexão.
Como já destacado anteriormente, a lei de reflexão segue diretamente da lei de Snell
para refração, porém com n′ = −n, como usamos acima. Parece simples, mas esse é
um fato muito poderoso, pois para conhecermos as relações para a reflexão, basta que
usemos essa lei e substituirmos a relação entre os ı́ndices de refração. Por exemplo,
para encontrarmos a potência do sistema óptico, temos que:(

1

s′
+

1

s

)
=

2

R
= −P

n
=

1

f ′ =
1

f
, (3.94)

e a magnificação:

m =
−s′

s
. (3.95)

Considerando que, na Equação 3.94, para os espelhos côncavos, P > 0 e, para os
espelhos convexos, P < 0, onde um espelho é considerado côncavo ou convexo a
depender da direção do raio incidente (Schroeder, 1999). Perceba, contudo, que a
distância focal do espelho côncavo muda de sinal quando a direção da incidência
do raio é revertida. Isso acontece porque um raio incidente reverso na Figura 3.17
muda o sinal de s e s′, mas, como o sinal de n também muda, P é invariante.

A troca de sinal do ı́ndice de refração significa que o raio muda de direção em
relação à orientação do eixo óptico. No caso do sinal das distâncias focais, é con-
veniente tomarmos f > 0 para espelhos côncavos e f < 0 para espelhos convexos,
independente da direção da incidência do raio.

3.8 Elementos de duas superf́ıcies refletoras

Para entendermos o comportamento de um raio em um sistema composto com
mais de uma superf́ıcie óptica refletora, vamos usar dois tipos de telescópios. A
Figura 3.18 apresenta dois telescópios, um do tipo Cassegrain (Figura 3.18a) e outro
do tipo Gregoriano (Figura 3.18b).

Os ı́ndices nas figuras referenciam à qual superf́ıcie óptica a medida é aplicada.
Então, as variáveis com ı́ndice 1 são aquelas do espelho primário e os de ı́ndice 2 são
as do secundário. No texto, usaremos o ı́ndice i para nos referir que cada superf́ıcie
tem sua variável, com i = 1 ou i = 2. Como convencionado anteriormente, yi é a
altura do raio marginal, D é o diâmetro do telescópio, definido aqui como D = 2|y1|,
d é o diâmetro do secundário e d = 2|y2|. O raio de curvatura Ri é determinado a
partir do vértice de cada um dos espelhos. A distância do objeto intermediário (ou
seja, localizada no ponto focal do espelho primário) e da imagem é dada por si, e
é medida a partir do vértice do espelho secundário. Neste caso, fi será a distância
focal do espelho e t será a distância entre o espelho primário e o secundário, com
t > 0 (Schroeder, 1999).
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(a) Cassegrain (b) Gregoriano

Figura 3.18. Esquema simplificado do traçado de raio em dois telescópios refletores, (3.18a)
um Cassegrain, e outro (3.18b) um Gregoriano. Figura: Born and Wolf (2013).

Para descrever outras caracteŕısticas importantes de um telescópio refletor, al-
gumas variáveis serão normalizadas, principalmente aquelas que levam em consi-
deração as mesmas medidas, mas para espelhos diferentes. Primeiro, definimos
como k = y2/y1, a relação entre as alturas do raio marginal no espelho primário e
espelho secundário. A relação entre os raios de curvatura a partir dos respectivos
vértices é dada por ρ = R2/R1. A magnificação transversa é m = −s′2/s2. Uma
nova quantidade é a distância focal traseira, definida como f1β = Dη, e é a distância
entre o vértice do espelho primário e o ponto focal final do sistema. Aqui, β e η são
a distância focal traseira normalizada em f1 e D, respectivamente. A razão focal
do espelho primário é dada por F1 = f1/D e a razão focal do sistema é dada por
F = f/D, onde f é a distância focal efetiva do sistema.

Na Figura 3.18, temos β > 0 quando o ponto focal está fora do espaço entre
os espelhos primário e secundário. No exemplo desses dois tipos de telescópios, os
sinais das variáveis normalizadas podem ser diferentes. Em particular, k e m são
positivos para o telescópio Cassegrain e negativos para o telescópio gregoriano.

Aplicando a Equação 3.93 para o espelho secundário, podemos encontrar as
relações entre os parâmetros obtidos:

m =
ρ

ρ− k
, (3.96)

ρ =
mk

m− 1
, (3.97)

k =
ρ(m− 1)

m
, (3.98)

1 + β = k(m+ 1), (3.99)

η = F1β. (3.100)

(3.101)

Lembrando que as equações acima devem ser aplicadas somente no caso em que
consideramos objetos no infinito.

Podemos escrever a potência de um sistema óptico composto por duas superf́ıcies
refletoras, reescrevendo a Equação 3.83 da seguinte maneira:

p = p1

[
1 +

p2
p1

− t

n
p2

]
, (3.102)

onde as quantidades t e n são positivas, independentes da direção de incidência do
raio entre as duas superf́ıcies. Pela Equação 3.94, encontramos que p1 = −2/R1
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e p2 = 2/R2 e por isso p2/p1 = −1/ρ. Em termos dos parâmetros normalizados,
escrevemos a potência do sistema como:

p = p1

[
1− k

ρ

]
=
p1
m
. (3.103)

Por essa causa, a potência do telescópio Cassegrain é positiva e do telescópio gre-
goriano é negativa. Segundo o sistema de sinais convencionado, a distância focal é
positiva para o Cassegrain e negativa para o gregoriano. Em termos das distâncias
e razões focais, a magnificação de todo o sistema óptico será dada por (Schroeder,
1999):

m =
f

f1
=
F

F1

. (3.104)

Por fim, podemos mostrar brevemente as relações de curvatura dos espelhos de
um sistema composto por dois espelhos. Definindo a distância focal traseira agora
como B, portanto, B = f1β = Dη, teremos as seguintes relações (Smith, 2008):

C1 =
B − f

2tf
, (3.105)

C2 =
B + t− f

2tf
. (3.106)

E também há as relações de conicidades que seguem abaixo (Smith, 2008):

k1 =
(f −B)3R3

8t3f 3
, (3.107)

k2 =
(f − t−B)(f + t−B2)R3

8B3t3
. (3.108)

3.9 Formação de imagem em telescópios refletores

A finalidade de um telescópio refletor é a mesma que a dos telescópios refratores:
formar uma imagem real do objeto no seu plano focal. Para isso, a objetiva desse
tipo de telescópio é um espelho responsável pela coleta de luz. Portanto, nessa con-
figuração, a objetiva é o chamado espelho primário do telescópio, que é a referência
quanto à capacidade do telescópio refletor. O sistema óptico é composto de um
segundo espelho, nomeado de espelho secundário, que tem o propósito de levar a luz
coletada para o ponto focal do instrumento. Nos dias atuais, os telescópios em uso
para pesquisa astronômica são desse tipo.

Para a formação da imagem, os telescópios refletores são compostos por diferentes
combinações de tipos de espelhos e são classificados segundo essa combinação. Dois
exemplos são os telescópios do tipo Cassegrain e gregoriano, analisados na seção
anterior. Os telescópios do tipo gregoriano são compostos por um espelho primário
parabolóide côncavo e um espelho secundário elipsoide também côncavo. O tipo
Cassegrain é composto por um espelho primário parabolóide côncavo, mas o espelho
secundário é um hiperbolóide convexo. Um outro clássico tipo de telescópio refletor
são os newtonianos. Eles têm um espelho primário parabolóide côncavo, mas a
luz coletada por esse espelho é lançada para o lado do tubo por um espelho plano
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Figura 3.19. Desenho esquemático de um telescópio newtoniano. Figura: Born and Wolf
(2013).

rotacionado em 45◦ (Figura 3.19). Esse foi o primeiro desenho de telescópio refletor
cuja realização se concretizou.

A principal vantagem dos telescópios refletores é a completa ausência de aberração
cromática. Isso, além da necessidade de uma curvatura nos espelhos bem menor do
que a curvatura de lentes em telescópios refratores, permite que eles sejam cons-
trúıdos com uma razão focal menor. Além disso, é posśıvel criar espelhos muito
maiores do que lentes, devido a limitações f́ısicas (Born and Wolf, 2013).

3.10 Magnitude limite de um telescópio

A magnitude de um objeto celeste é uma indicação de seu brilho. Trata-se de
uma escala logaŕıtmica inversa, ou seja, quanto maior o brilho, menor será seu valor.
A ordem da escala de magnitudes tem origem na Grécia Antiga que consideravam
as estrelas mais brilhantes com magnitude 1, ou estrelas de primeira grandeza, e
as menos brilhantes, com magnitude 6. O formalismo matemático atual foi criado
para, de alguma forma, ser preservada a escala historicamente estabelecida. A escala
é logaŕıtmica porque a sensibilidade do olho humano é diretamente proporcional ao
logaritmo da excitação luminosa. Baseando-se nesse prinćıpio, John Herschel definiu
que estrelas de primeira magnitude são cem vezes mais brilhantes do que as de sexta
magnitude. Desse modo, o brilho de uma estrela de magnitude um é (100)1/5 = 2.512
vezes maior do que uma estrela de magnitude seis (Malacara et al., 2003).

Quando consideramos a magnitude limite observada usando um detector que de
alguma forma colete a luz, essa não dependerá somente do diâmetro do telescópio,
mas também do limite de exposição empregado. Por exemplo, nas antigas placas
fotográficas, considerando uma emulsão média, a relação emṕırica que dita a mag-
nitude limite é mf = 4 + 5 logD + 2.15 log t, onde D é o diâmetro da abertura do
telescópio e t é o tempo de exposição. Porém, o estado da arte quando o assunto
são detectores astronômicos são os CCDs.

Como destacado no Caṕıtulo 2, o dispositivo de carga acoplada, CCD, converte
carga elétrica em unidades analógico-digitais (ADU). Vimos que o desempenho do
sistema é marcado pela razão sinal-rúıdo (SNR), composta, além do sinal da fonte,
pelo rúıdo de leitura, rúıdo da corrente de escuro ⟨nd⟩ e rúıdo de fundo de céu ⟨nb⟩.
Relembrando da Equação 2.7, fica evidente que um primeiro limitador do limite
de tempo de exposição e, portanto, da magnitude limite de um telescópio, é dado
pela quantidade ⟨nd⟩, pois quanto maior for o tempo de exposição, maiores serão as
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contagens oriundas das contagens devido ao dispositivo, como a corrente de escuro
e rúıdo de leitura, limitando o SNR. Outro fator importante é o ńıvel de ⟨nb⟩ em
relação à ⟨ns⟩. Nesse caso, se as contagens de fundo de céu forem muito grandes em
relação às contagens da fonte, mesmo longos tempos de exposição não resultarão em
ńıveis razoáveis de SNR.

Usando todas essas definições para entendermos limitadores da magnitude con-
siderando observações com detectores CCD, vamos usar a expressão para o sinal de
uma estrela com magnitude aparente m como (Schroeder, 1999):

S = Nτ
π

4
(1− ϵ2)D2∆λ10−0.4m (3.109)

= 0.7NτD2∆λ10−0.4m. (3.110)

onde a quantidade π(1 − ϵ2)/4 = 0.7, assumindo ϵ t́ıpico para um telescópio Cas-
segrain, D é o diâmetro do telescópio, τ é o fator de transmitância da atmosfera e
∆λ a banda de comprimento de onda. O sinal de fundo de céu será definido como
(Schroeder, 1999):

B = 0.7NτD2∆λ′10−0.4m′
ϕϕ′, (3.111)

onde ∆λ′ é a banda de comprimento de onda do detector, m′ é a magnitude do
fundo de céu por segundo de arco quadrado e ϕϕ′ é a área do detector em segundo
de arco quadrado projetado no céu. Considerando a eficiência quântica Q e o tempo
de exposição t, podemos usar os valores para escrever a Equação 2.7 (Schroeder,
1999):

SNR =
κSQt√

(κS +B)Qt+ Ct+R2
=

κSQt√
κSQt+ ⟨nu⟩

, (3.112)

onde C e R são as contagens de fundo de céu por segundo e o rms (root mean square)
do rúıdo de leitura. Aqui é introduzida a variável ⟨nu⟩ como a soma de todas as
contribuições de rúıdo. Além disso, κ leva em conta a transmitância do sistema.

Finalmente, podemos resolver a Equação 3.112 para a magnitude m, usando a
Equação 3.110, substituindo S. Com isso, obtemos uma expressão que deve ser
levada em consideração para estimativas de limite de magnitude, SNR e tempo de
exposição (Schroeder, 1999):

m = −2.5 log

[
(SNR)2

1.4Nκτ∆λD2Qt

(
1 +

(
1 +

4⟨nu⟩
SNR2

)1/2
)]

. (3.113)

À primeira vista, a Equação 3.113 pode sugerir que é posśıvel atingir qualquer
magnitude, desde que se aumente o tempo de exposição e a SNR (relação sinal-
rúıdo) o suficiente para detectar objetos extremamente tênues. No entanto, é crucial
considerar que observações astronômicas no óptico são limitadas pela duração da
noite (peŕıodo escuro do dia), além da presença de objetos com diferentes magnitudes
em uma mesma imagem, presença de raios cósmicos e do limite de saturação dos
dispositivos CCD. Ao observar objetos muito fracos, é necessário cuidado para que os
objetos mais brilhantes no campo não atinjam o limite de saturação, o que poderia
comprometer a imagem e danificar a eletrônica do equipamento. Alguns grandes
levantamentos astronômicos limitam o tempo de exposição — e, consequentemente,
a profundidade da magnitude alcançada — com base na precisão da medida da
magnitude. Um exemplo disso é o Dark Energy Survey (DES) (Dark Energy Survey
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Collaboration: Fermilab and Flaugher, 2005), que adota como critério de magnitude
limite aquela em que a medida da magnitude de uma estrela apresenta uma incerteza
de 0,1 mag (Morganson et al., 2018).

3.11 Tipos de telescópios e aberrações ópticas

Por fim, vamos dar uma breve descrição sobre alguns tipos de telescópios. Eles
são classificados segundo o tipo de objetiva responsável pela coleta de luz. As
superf́ıcies são determinadas segundo a cônica de revolução a que pertence. As
cônicas são esférica, parabolóide, hiperbolóide e elipsoide. A classificação segue a
constante de conicidade da referida seção cônica.

Figura 3.20. Forma de algumas superf́ıcies cônicas. Malacara et al. (2003).

Na Figura 3.20, vemos alguns exemplos das superf́ıcies cônicas, com suas cons-
tantes de conicidade. A descrição de cada seção cônica, junto com sua constante
de conicidade, está na Tabela 3.1. A excentricidade e caracteriza todas as seções
cônicas e a constante de conicidade é K = −e2.

Tipo de cônica Constante de conicidade

Hiperbolóide K < −1

Parabolóide K = −1

Elipsóide −1 < K < 0

Esferóide K = 0

Esferóide oblato K > 0

Tabela 3.1. Constantes de conicidade para os tipos de superf́ıcies cônicas.

A função sagita é uma importante descrição das superf́ıcies ópticas. Nela temos
r como o raio de curvatura e S = x2 + y2 como o semi-diâmetro:

Z =
cS2

1 +
√
1− c2S2

, (3.114)
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onde colocamos em termos da curvatura c = 1/r dela. Caso coloquemos em termos
da constante de conicidade, a representação será:

Z =
cS2

1 +
√

1− (K + 1)c2S2
. (3.115)

As aberrações ópticas têm uma grande variedade de tipos. Elas estão envol-
vidas com desalinhamentos nos componentes ópticos dos telescópios, asfericidade
no espelho e tipos de desenhos ópticos. Elas são parte importante dos estudos da
instrumentação astronômica. Algumas delas estarão demonstradas na Seção 4.3, a
partir das simulações ópticas.

3.11.1 Telescópios refratores

A objetiva de um telescópio refrator básico é uma lente. As aberrações mais
conhecidas desse tipo de telescópio são a aberração cromática e a aberração esférica.
No decorrer de sua história, seu desenho óptico avançou muito no sentido de manter
essas aberrações em um ńıvel aceitável.

A aberração cromática acontece porque o ı́ndice de refração de uma lente tem
efeitos diferentes para os comprimentos de onda diversos que compõem a luz branca.
Acontece que o desvio causado pela lente faz com que o foco não seja o mesmo para
diferentes λ. Na Figura 3.21, vemos a diferença no desvio no traçado de dois raios
de diferentes comprimentos de onda. O raio na cor turquesa tem comprimento de
onda de 500 nm e o raio na cor violeta tem 400 nm.

Figura 3.21. Diferentes raios em um telescópio refrator gerado a partir de uma simulação
óptica. À esquerda, temos o desenho óptico de um telescópio refrator. Na direita, vemos
um diagrama de pontos de raios de diferentes cores gerados a partir de uma simulação
óptica.

Algumas outras aberrações, tais como a curvatura de campo, também estão
presentes nos telescópios do tipo refrator, principalmente quando falamos dos com
lentes simples (Smith, 2008). Porém, qualquer instrumento do tipo dedicado à
pesquisa astronômica não trabalhava com lentes simples e sim com composição de
lentes. As lentes compostas são aquelas em que duas peças são montadas juntas para
minimizar aberrações ópticas. Os materiais mais usados na confecção das lentes são
os vidros crown, um vidro de borossilicato, muito comum em lentes BK-7, e lentes
flint, compostas de vidro flint com uma maior quantidade de óxido de chumbo.
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Quando compostas as lentes formam um dobleto acromático, constitúıdo de dois
elementos, um vidro crown devido à sua dispersão relativamente pequena e, o outro
elemento, um vidro flint, graças à sua maior dispersão e maior ı́ndice de refração
(Smith, 2008).

3.11.2 Telescópio gregoriano

Figura 3.22. Telescópio gregoriano. Figura: Malacara et al. (2003).

O telescópio gregoriano é do tipo refletor. É composto por um espelho primário
côncavo, na maior parte dos casos, parabolóide, e um espelho secundário também
côncavo elipsoide. A maior vantagem desse tipo de telescópio está na sua construção
do espelho secundário. Sua maior desvantagem está no fato de que, dada a distância
focal do espelho primário, o telescópio precisa ser mais longo do que outros tipos
(Malacara et al., 2003).

3.11.3 Telescópio newtoniano

Figura 3.23. Telescópio newtoniano. Figura: Malacara et al. (2003).

No telescópio newtoniano, o espelho primário é um parabolóide e o secundário é
um espelho plano, rotado em 45◦ para desviar a luz para o lado do telescópio.

Considerando que a luz do objeto venha do infinito, a aberração esférica não apa-
rece nesse tipo de instrumento. Também não é encontrada a coma, com a condição
de que a superf́ıcie principal esteja centrada no foco (Malacara et al., 2003). O
astigmatismo é igual àquele em superf́ıcies esféricas no caso em que a abertura (ou
diafragma) coincide com o espelho primário. Caso esse tipo de telescópio tenha
um espelho esférico como primário, a aberração esférica é eliminada somente se a
distância focal for muito maior em comparação com o diâmetro dele, com uma razão
focal maior que 10 (Malacara et al., 2003).
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3.11.4 Telescópio Cassegrain

O telescópio do tipo Cassegrain é composto por dois espelhos. O espelho primário
é um parabolóide côncavo e o espelho secundário é um hiperbolóide convexo. Uma
caracteŕıstica que marca esse tipo de telescópio é que o foco do sistema é colocado
atrás do espelho primário. Nesse caso, o espelho primário tem um buraco centrado
no seu vértice que permite a passagem da luz. O desenho da configuração descrita
leva o nome de foco Cassegrain e está presente em outros tipos de telescópios.

Figura 3.24. Telescópio Cassegrain. Figura: Malacara et al. (2003).

O fundamento de não usar espelhos esféricos nesse tipo de telescópio é justamente
eliminar as aberrações esféricas. Portanto, podemos considerar esse sistema óptico
como livre desse tipo de aberração. As principais aberrações ópticas presentes nesse
tipo de telescópio são a coma e o astigmatismo. A coma presente em sistemas com
espelho primário parabolóide é inversamente proporcional à sua distância focal efe-
tiva. Por esse motivo, a superf́ıcie principal dos telescópios Cassegrain tem distância
focal igual à distância focal efetiva do sistema. Quanto ao astigmatismo, seu valor
leva em consideração a razão entre o raio do espelho primário e sua distância focal,
S/f1. Considerando que a magnificação seja escrita como ms = F/f1, onde F é
a distância focal efetiva e f1 seja a distância focal do espelho primário, se S/f1 é
muito pequeno comparado com ms, o astigmatismo em um telescópio Cassegrain é
igual ao esperado para um espelho parabolóide multiplicado pela magnificação do
espelho secundário. A curvatura de campo, ou curvatura de Petzval, assim como
o astigmatismo, produz uma curvatura e aumenta com a magnificação do espelho
secundário. Porém, com o aumento da magnificação do espelho secundário, o ta-
manho do campo diminui, compensando o aumento da curvatura. As distorções de
campo são extremamente pequenas, na ordem de alguns centésimos de segundo de
arco (Malacara et al., 2003).

3.11.5 Telescópios Ritchey-Chrétien

Os telescópios do tipo Ritchey-Chrétien são os mais usados na pesquisa as-
tronômica atualmente. A combinação de espelhos desse sistema conta com um
espelho primário hiperbolóide e um espelho secundário também hiperbolóide.

Dois exemplos são os telescópios do Observatório do Pico dos Dias, o Perkin-
Elmer de 1.6 m (Figura 3.26a) e o Boller-Chivens de 0.60 m (Figura 3.26b), que têm
o desenho óptico do tipo Ritchey-Chrétien e são parte importante das investigações
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Figura 3.25. Telescópio PE 1.60m do Observatório do Pico dos Dias (OPD/LNA). O
telescópio é do tipo Ritchey-Chrètien.

dessa dissertação.

(a) Perkin-Elmer 1.6 m (b) Boller-Chivens 0.60 m

Figura 3.26. Fotos dos telescópios brasileiros no Observatório do Pico dos Dias. O desenho
óptico de ambos é do tipo Ritchey-Chrétien. Fotos: lna (2024).

Qualquer desenho do tipo Ritchey-Chrétien parte do prinćıpio que seja aplanático.
Os sistemas ópticos aplanáticos são aqueles em que as aberrações esféricas e a coma
são eliminadas. As constantes ópticas de um sistema desse tipo são (Schroeder,
1999):

K1 =
2(1 + β)

m2(β −m)
− 1, (3.116)

K2 =
2m(m+ 1)

(β −m)(m− 1)3
−
(
m+ 1

m− 1

)2

, (3.117)

onde relembramos que β é a distância focal traseira em termos das unidades da
distância focal e m = f/f1, ou seja, a razão entre a distância focal efetiva f e a
distância focal do espelho primário f1. Algumas aberrações que aparecem nesse
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tipo de desenho óptico são o astigmatismo, as curvaturas de campo e as distorções
de campo.

3.11.6 Telescópios catadióptricos

Os telescópios catadióptricos são aqueles compostos por lentes corretoras, mas
com a parte principal do sistema formada por espelhos. Então, são sistemas h́ıbridos.
Dois exemplos conhecidos são o desenho Schmidt-Cassegrain e o Maksutov.

O sistema Schmidt-Cassegrain é uma tentativa de combinar um campo grande
e uniforme com a formação de uma imagem por um espelho esférico, livre de
aberrações esféricas. Essas aberrações são corrigidas com uma placa corretora re-
fratora colocada na entrada do tubo. Desse modo, o caráter concêntrico de uma
esfera é preservado em grande medida, enquanto as aberrações esféricas são comple-
tamente eliminadas, pelo menos para um comprimento de onda (Smith, 2008). A
Figura 3.27 mostra um esboço do sistema Schmidt-Cassegrain.

Figura 3.27. Esquema do sistema Schmdth-Cassegrain. Figura: Smith (2008).

Algumas aberrações permanecem nesse sistema. Uma delas é um tipo de aberração
esférica quando há uma variação nos comprimentos de onda e certo grau de astig-
matismo esférico e obĺıquo. Isso resulta do fato de que raios com diferentes ângulos
com o eixo óptico passam pela placa corretora. A placa age como um prisma re-
frator delgado. Para raios não obĺıquos, o desvio causado pelo prisma é mı́nimo.
Mas há uma variação no desvio com o aumento do ângulo de incidência. Como a
ação é diferente no plano tangencial e no plano sagital, o resultado é o astigmatismo
(Smith, 2008).

O sistema Maksutov tem um espelho primário esferóide. A superf́ıcie corretora
é um arranjo de menisco concêntrico colocado na entrada do tubo. Por menisco
concêntrico entende-se uma lente em que as duas faces são esféricas e os centros de
curvaturas das duas faces são coincidentes ou muito próximos disso (Smith, 1986).
Por causa da coincidência dos centros de curvatura no desenho óptico, coma e as-
tigmatismo são nulos.
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Caṕıtulo 4

Simulações ópticas

Simulações ópticas são um conjunto de técnicas e métodos computacionais uti-
lizados para modelar e analisar o comportamento da luz em diferentes sistemas
ópticos. Baseadas em uma robusta teoria que envolve desde óptica até materiais,
elas permitem prever como a luz interage com lentes, espelhos, fibras ópticas e outros
componentes, sem a necessidade de construir um experimento f́ısico. As simulações
ópticas são essenciais para o desenho, otimização e validação de sistemas ópticos em
áreas como telecomunicações (Gay et al., 1995), imageamento médico (Lee et al.,
2023) e fotônica (Chen et al., 2009, Lowery and Gurney, 1998).

O uso deste conjunto de métodos computacionais se justifica pela redução de
custo, exploração de ideias, previsibilidade de desempenho de um sistema óptico e
análise de tolerâncias. No quesito de redução de custo, aplicar simulações ópticas
a um projeto evita gastos com materiais e protótipos. No contexto da Astronomia,
em que projetos cada vez mais ambiciosos são empreendidos, a redução de custos
em testes ópticos pode significar economia e aplicação em tecnologias observacio-
nais mais avançadas. Com as simulações, também é posśıvel testar rapidamente
diferentes configurações e desenhos sem restrições f́ısicas. Isso permite que novas
ideias possam ser aplicadas sem a intervenção direta no telescópio ou em qualquer
instrumento envolvido nas observações. Além disso, simulações ópticas permitem
prever o comportamento do instrumento em diferentes condições, como variações de
temperatura, alinhamento e materiais. Por fim, com elas podemos refinar os instru-
mentos envolvidos em uma observação, entendendo pequenos erros de fabricação ou
como a construção e instalação deles podem afetá-los.

4.1 Conceitos de óptica geométrica

A óptica geométrica está relacionada com estudos da refração e reflexão da luz
na interação com superf́ıcies refratoras ou refletoras, respectivamente. Para esse
estudo, é definido o raio, cujo conceito está associado à sua direção de propagação,
comprimento de onda e energia associada. O rastreamento ou traçado do raio é ba-
seado no prinćıpio de Fermat. Este importante prinćıpio descreve o comportamento
da luz, onde demonstra a influência de vários elementos, tais como as proprieda-
des do raio e da superf́ıcie. Com respeito aos raios, as variáveis envolvidas são a
posição e os cossenos diretores, relacionados a sua direção de propagação (ver Seção
4.2.4). O que define geometricamente uma superf́ıcie é seu vetor normal no ponto
de intersecção com o raio, diferente a depender de sua topografia. A interação do
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raio com a superf́ıcie modifica seu vetor velocidade, sua direção e sua magnitude
(Herrera Vazquez and Guerrero, 2023).

4.1.1 Tipos de raios

Como discutido na Seção 3.2, existem três tipos de raios (Figura 3.10): os meri-
dionais, os paraxiais e os raios obĺıquos (Herrera Vazquez and Guerrero, 2023). Os
raios meridionais são aqueles que estão em um plano comum ao eixo óptico, conhe-
cido como plano meridional. Um raio paraxial é aquele que tem um pequeno ângulo
em relação ao eixo óptico e está no plano meridional. Quando somente considera-
mos os raios paraxiais, o processo é chamado de primeira ordem ou óptica gaussiana.
Por fim, raios obĺıquos são os que não estão no plano meridional e, portanto, nunca
interceptam o eixo de uma superf́ıcie óptica (Malacara et al., 2003).

A região paraxial é aquela dos raios paraxiais. Os cálculos que envolvem essa
região são muito úteis, pois representam uma primeira aproximação importante
para diversos desenhos ópticos (Herrera Vazquez and Guerrero, 2023), ainda mais
considerando o caso de instrumentação astronômica, onde os raios são considerados
como vindo do infinito, devido às grandes distâncias. Sua utilidade passa pela
estimativa de diâmetro de elementos ópticos exigidos em um sistema, além de estimar
a qualidade da formação da imagem.

O traçado de raios envolve a projeção de um vetor que define o raio de uma
fonte que produz a interação com as sucessivas superf́ıcies. Uma simulação óptica,
portanto, deve incluir aspectos do sistema, tais como obstruções mecânicas, efeitos
térmicos na montagem, desalinhamento de superf́ıcies no seu desenho óptico, entre
outros.

4.2 Kraken Optical Simulator - KrakenOS

O simulador óptico usado no desenvolvimento do nosso projeto de pesquisa é o
KrakenOS (Kraken Optical Simulator) (Herrera et al., 2022b). Esta é uma biblio-
teca desenvolvida em linguagem Python de código aberto, escrita sob o paradigma
de programação orientada a objetos, planejada para o rastreamento de raios sequen-
ciais e não sequenciais através de elementos ópticos arbitrários. Com ela, é posśıvel
definir os elementos ópticos do sistema envolvido, determinando sua posição em
relação a um sistema coordenado, além de manipulá-los, segundo as necessidades.
Para os elementos ópticos, podem ser definidas suas caracteŕısticas f́ısicas e mate-
riais. Devido à sua natureza de código aberto, o KrakenOS permite que o usuário
implemente novas funções e bibliotecas de materiais, segundo as necessidades indi-
viduais de cada projeto. Além disso, apresenta vantagens em comparação a outros
simuladores ópticos que são dispendiosos. Neste quesito, o KrakenOS é gratuito e
apresenta ńıveis de precisão comparáveis àqueles dos simuladores ópticos comerciais.
Neste caṕıtulo, apresentaremos brevemente o funcionamento do KrakenOS, explo-
rando suas funcionalidades e manipulando elementos ópticos de um sistema, como
exemplo. A biblioteca está dispońıvel no GitHub, neste link.
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4.2.1 Sistema de coordenadas e convenção de sinais

O sistema de coordenadas no qual é seguido pelo KrakenOS é o cartesiano, com
o eixo óptico sobre o eixo z. As distâncias entre as superf́ıcies Th são positivas
quando estão sobre o eixo z da esquerda para a direita. A origem do sistema de
coordenadas é o vértice da primeira superf́ıcie e o diâmetro das superf́ıcies é sempre
positivo. Os raios de curvatura são positivos quando estão à direita do centro, e
negativos, quando à esquerda. Essa convenção pode ser vista na Figura 4.1. Ao
aplicarmos rotações em torno de um dado eixo, o sentido positivo para elas é o
sentido horário. As unidades de comprimento serão sempre em miĺımetros, a menos
que haja uma indicação diferente.

Figura 4.1. Convensão de sinais no KrakenOS. Figura adaptada de Herrera Vazquez and
Guerrero (2023).

4.2.2 Workflow com o KrakenOS

Para trabalhar com o KrakenOS, são exigidos conhecimentos básicos de Python
e programação orientada a objetos, desde que cada superf́ıcie é tratada como um
objeto individual. De modo básico, o workflow é o seguinte (Herrera Vazquez and
Guerrero, 2023):

1. Definição das superf́ıcies;

2. Carregamento do catálogo de materiais;

3. Gerar o sistema;

4. Definir a pupila do sistema;

5. Gerar os raios do sistema;

6. Criar o container de armazenamento de raios;

7. Traçar os raios através do sistema;

8. Armazenamento dos raios no container ;

9. Determinar os raios para realizar os cálculos;

10. Gráfico do sistema e o resultado na superf́ıcie desejada.
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4.2.3 Exemplo da criação de um sistema óptico

Para demonstrar a maneira simples de trabalhar com o KrakenOS, vamos desen-
volver aqui o exemplo baseado na Figura 4.2. A versão do software do desenvolvi-
mento deste trabalho é a 1.0.0.21.

Um preâmbulo sobre funções da biblioteca é necessário aqui. Quatro classes são
essenciais para a criação de um sistema óptico com o KrakenOS: surf(), Setup(), sys-
tem() e raykeeper(). Com a classe surf(), definimos toda a informação relevante da
superf́ıcie óptica. Desse modo, tamanho, forma, material, orientação e separação da
superf́ıcie seguinte no sistema são variáveis desta classe. A classe Setup() carrega o
catálogo de materiais definidos na classe anterior. Para definirmos um sistema e suas
caracteŕısticas, usamos a classe system(). Nela, entram as superf́ıcies pertencentes
ao sistema, as configurações de materiais, o traçado de raios, além das coordenadas
destes na origem do sistema óptico e os cossenos diretores, responsáveis por sua
direção. Por fim, a classe raykeeper() é usada como container que armazena todos
os raios do sistema.

Após instalar a biblioteca (pip install KrakenOS ), importamos a biblioteca, ao
modo como feito em Python (import KrakenOS ) e definimos cada uma das su-
perf́ıcies do sistema óptico que pretendemos conceber. Como é orientada a objetos,
cada superf́ıcie é uma variável. Computacionalmente falando, os raios partem de
uma superf́ıcie chamada ”plano objeto”. Vamos então defini-lo:

1 # primeira superf ı́cie - plano objeto

2 p_obj = KrakenOS.surf(Diameter =30, Thickness=0,Name=’

plano_objeto ’,Nm_Pos =[10 ,10])

Instanciamos na variável p obj as variáveis que representam as caracteŕısticas f́ısicas
desta superf́ıcie, onde Diameter representa o diâmetro da superf́ıcie, Thickness re-
presenta a separação entre a superf́ıcie e a seguinte, Name é uma variável opcional,
na qual podemos indicar o nome da superf́ıcie na análise gráfica e Nm Pos a posição
em que será escrito o nome da superf́ıcie.

Pela mesma classe, definimos a segunda superf́ıcie do sistema. Ela será a su-
perf́ıcie convexa na Figura 4.2. Algumas caracteŕısticas suas estarão definidas, tais
como os raios de curvatura (Rc) e o material da lente (Glass). Definimos da seguinte
maneira:

1 # segunda superf ı́cie - lente convexa

2 f1 = KrakenOS.surf(Diameter =30, Thickness =12,Rc=30, Glass=’

BK7’,Name=’lente_convexa ’,Nm_Pos =[10,-20

3 ])

A terceira superf́ıcie será definida da mesma forma, mas agora faremos a lente
côncava da Figura 4.2. Perceba agora que, seguindo a convenção de sinais do Kra-
kenOS, o raio de curvatura tem um valor negativo. O código fica da maneira que
segue:

1 # terceira superf ı́cie - lente cô ncava

2 f2 = kos.surf(Diameter =30, Thickness =12,Rc=-30,Glass=’BK7’

,Name=’lente_convexa ’,Nm_Pos =[10 ,10])

Por fim, determinamos a última superf́ıcie do sistema óptico, o plano imagem.
Essa superf́ıcie é a final de todo sistema óptico modelado computacionalmente e é
colocada no plano focal dele. O exemplo de sua definição está a seguir:
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Figura 4.2. Exemplo de criação de um sistema óptico. Figura adaptada de Herrera Vazquez
and Guerrero (2023).
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1 # ú ltima superf ı́cie - plano imagem

2 p_ima = kos.surf(Diameter =30, Thickness =0,Name=’

plano_imagem ’,Nm_Pos =[5 ,5])

Agora, vamos para as configurações do sistema. Primeiro, guardamos todas
as variáveis definidas como superf́ıcie em uma lista, e carregamos as configurações
de materiais em uma variável. Depois, definimos o sistema. No final, definimos
o container dos raios. Neste exemplo, ele estará vazio, porém, em um exemplo
subsequente, introduziremos o raio definido.

1 # lista de superf ı́cies

2 lista = [p_obj ,f1,f2,p_ima]

3

4 # cat álogo de materiais

5 catalog = kos.Setup()

6

7 # configura o sistema

8 lens = kos.system(lista ,catalog)

9

10 # defini ç~ao de raios

11 rays = kos.raykeeper(lens)

É importante a ordem das superf́ıcies que estão colocadas na lista, pois é nessa
ordem que será determinado o sistema óptico. Algo para manter a atenção também
é que, na variável rays, é definido o sistema em que os raios passarão. A análise
gráfica do sistema pode ser vista, em duas dimensões, com a função display2d(), da
seguinte forma:

1 # plote do sistema

2 KrakenOS.display2d(SYSTEM=lens ,RAYS=rays ,view =0)

E o resultado do procedimento todo pode ser visto na Figura 4.3:

4.2.4 Definição de raios

Os raios de um sistema óptico são definidos por dois pontos com coordenadas
(x0, y0, z0) e (x1, y1, z1) no espaço e por seus cossenos diretores (l,m, n). Os últimos
definem a direção do vetor de traçado do raio. Eles são uma parametrização das
coordenadas espaciais, dados pelos ângulos entre o vetor que representa o traçado do
raio e o eixo coordenado de referência (Figura 4.4), segundo as seguintes equações:

l = cos(α) =
x1 − x0

r
, (4.1)

m = cos(β) =
y1 − y0
r

, (4.2)

n = cos(γ) =
z1 − z0
r

, (4.3)

onde r =
√

(x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2.
Para definirmos os raios de um sistema no KrakenOS, definimos suas coordenadas

e seus cossenos diretores, seu comprimento de onda (em µm) e depois usamos a
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Figura 4.3. Exemplo de criação de uma lente simples.

função Trace() para o traçado do raio. Por fim, guardamos o raio usando o método
push() para salvar no container dos raios. Definimos o sistema todo:

1 p_obj = KrakenOS.surf(Diameter =30, Thickness =10,Name=’

plano_objeto ’,Nm_Pos =(0 ,10))

2 f1 = KrakenOS.surf(Diameter =30, Thickness =6,Glass=’BK7’,

Name=’BK7’,Nm_Pos =(0 ,10))

3 f2 = KrakenOS.surf(Diameter =30,Rc=-30, Thickness =40,Glass=

’BK7’,Name=’lente_c ô ncava ’,Nm_Pos =(0 ,10))

4 p_ima = KrakenOS.surf(Diameter =30, Thickness=0,Name=’

plano_imagem ’,Nm_Pos =(0 ,10))

5

6 # lista com todas as superf ı́cies

7 lista = [p_obj , f1 , f2, p_ima]

8 # carrega os cat álogo de materiais

9 catalog = kos.Setup()

10 # defini ç~ao do sistema

11 lens = kos.system(surf , catalog)

12 # raios tra çados pelo sistema
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Figura 4.4. Representação dos cossenos diretores. Figura adaptada de Herrera Vazquez
and Guerrero (2023).

13 rays = kos.raykeeper(lens)

14

15 # coordenadas

16 pS = [0,13,0]

17 # cossenos diretores

18 dC = [0,0,1]

19 # comprimento de onda

20 wV = 0.4

21 # tra çado do raio

22 lens.Trace(pS=pS ,dC=dC,WaveLength=wV)

23 # armazenamento do raio

24 rays.push()

25

26 # an álise gr áfica do sistema montado:

27 kos.display2d(lens , rays , view=0,arrow=1,figsize =(10 ,9))

O resultado gráfico pode ser visto na Figura 4.5.

4.2.5 Pupila do sistema

No último exemplo da seção anterior, vimos a definição de um único raio em que
suas coordenadas e cossenos diretores foram introduzidos pelo usuário. Uma maneira
mais simples é determinarmos um conjunto de coordenadas e cossenos diretores,
garantindo que haja uma quantidade de raios que permita uma análise mais profunda
do sistema, além de que todos os raios entrem no sistema óptico pela pupila de
entrada. Definindo de modo simples, a pupila de um sistema é aquela superf́ıcie
que limita a quantidade de luz que entra nele (Malacara et al., 2003). Em um
telescópio refletor, a pupila de entrada é o espelho primário, por exemplo. Uma
classe do KrakenOS, a PupilCalc permite que definamos os parâmetros dos raios,
garantindo que eles sejam raios que entram no sistema. Para exemplificar o uso
dessa ferramenta, vamos apresentá-la na modelagem do telescópio Perkin-Elmer 1.6-
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Figura 4.5. Raio com comprimento de onda de 0.4 µm introduzido em um sistema óptico.

m (PE1.6-m) do Observatório do Pico dos Dias (OPD/LNA). Dados referentes a este
telescópio serão apresentados em mais detalhes na seção de metodologia (Seção 5).
As superf́ıcies e o sistema óptico são definidos como segue:

1 ## defini ç~ao das superf ı́cies ó pticas (1.6-m):

2 # plano objeto

3 p_obj = kos.surf(Rc=0.0, Diameter =1574, Glass=’AIR’,

Thickness =4400 , Drawing=1, Name=’plano_objeto ’, Nm_Pos

=[0 ,10])

4 # espelho prim ário

5 m1 = kos.surf(Rc= -9447.5116 , k= -1.0654, Diameter =1574,

InDiameter =371.62 , Glass=’MIRROR ’, Thickness =-3464,

Drawing=1, Name=’espelho_prim ário’, Nm_Pos =[0 ,10])

6 # espelho secund ário

7 m2 = kos.surf(Rc= -3598.551844 , k= -4.1627, Diameter =470,

Glass=’MIRROR ’, Thickness =4200.652 , Drawing=1, Name=’

espelho_secund ário’, Nm_Pos =[0 ,10])

8 # plano imagem

9 p_ima = kos.surf(Rc=0.0, Diameter =500, Glass=’AIR’,

Thickness =0.0, Name=’plano_imagem ’, Nm_Pos =[0 ,10]) #

plano imagem
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10

11 ## defini ç~ao do sistema ótico:

12 # lista de superf ı́cies do sistema

13 surf = [p_obj , m1, m2 , p_ima]

14 # carrega configura ç~oes de vidros

15 catalog = kos.Setup()

16 # defini ç~ao do sistema

17 telescope = kos.system(surf , catalog)

18 # define do raio do sistema

19 ray = kos.raykeeper(telescope)

As variáveis de entrada para a PupilCalc() são o sistema óptico definido com a
classe system() (telescope), o número da posição da superf́ıcie que define a pupila do
sistema na lista de superf́ıcies, o comprimento de onda dos raios, o valor da abertura
da pupila (o mesmo diâmetro do telescópio) e o tipo de abertura. Definimos então
o objeto pupil da seguinte forma:

1 # superf ı́cie escolhida como pupila de entrada

2 superficie = 1

3 # comprimento de onda (em micr ô metro)

4 w = 0.5016

5 # di â metro da pupila

6 av = m1.Diameter

7 # entrance pupil diameter

8 at = ’EPD’

9

10 ## pupila do sistema

11 pupil = kos.PupilCalc(system=telescope , Surf=superficie ,

W=w, ApTyp=at, AV=av)

12 pupil.Samp = 3 # amostra do arranjo de raios

13 pupil.Ptype = ’hexapolar ’ # forma do arranjo de raios

14 pupil.FieldType = ’angle ’ # raio vindo do infinito

15 pupil.FieldX = 0.0 # â ngulo entre o raio e o eixo ó ptico

no eixo x

16 pupil.FieldY = 0.0 # â ngulo entre o raio e o eixo ó ptico

no eixo y

17

18 x,y,z,l,m,n = pupil.Pattern2Field ()

Na sequência de código acima, é posśıvel ver que, após definirmos o objeto, po-
demos manipular suas propriedades, escolher a quantidade de amostra de arranjos
de raios (Samp()), o tipo de arranjo (Ptype - ’rtheta’, ’hexapolar’, ’chief’, ’square’,
’fanx’, ’fany’,’fan’,’rand’), o tipo de raio entrando no sistema (FieldType() - ’height’,
’angle’) e a coordenada no plano objeto nos eixos x e y, dependente da variável
anterior. As variáveis das coordenadas nos três eixos e os cossenos diretores referen-
tes a eles são definidas pela função Pattern2Field(). O resultado pode ser visto no
caṕıtulo anterior, usado para telescópios do tipo Ritchey-Chrétien, na Figura 4.6.

Teremos três arranjos de raios do tipo hexapolar. Um simples loop pode ser
usado para o traço de cada um deles e armazenamento no container de raios, como
indicado na seguinte sequência (Figura 4.7):
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Figura 4.6. Resultado da montagem do telescópio PE1.6-m, simulado com o KrakenOS.

1 for i in range(0, len(x)):

2 pS = [x[i], y[i], z[i]]

3 dC = [l[i], m[i], n[i]]

4 telescope.Trace(pS=pS , dC=dC , WaveLength=w)

5 ray.push()

Figura 4.7. Resultado da montagem do telescópio PE1.6-m, exemplificando o uso do
traçado dos raios, simulado com o KrakenOS.

4.2.6 Diagrama de pontos

Mais importante do que analisarmos graficamente o esquema do sistema óptico é
nos aprofundar na sua análise de formação da imagem. Nos simuladores ópticos, isso
é feito a partir de um gráfico de distribuição de pontos, o diagrama de pontos. Com
o KrakenOS, o processo de obtenção das posições dos raios em uma determinada
superf́ıcie é feito com a função pick(). Nele, a entrada é o valor de sequência da
superf́ıcie que desejamos na lista de superf́ıcies. Como o que desejamos é a análise
da formação da imagem, convém obtermos o diagrama de pontos no plano imagem
do sistema óptico. Na lista de superf́ıcies, esta é a última superf́ıcie, ou seja, de
ı́ndice 3. Obtemos as coordenadas com uma linha de código:
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1 x_ , y_, z_, l_, m_ , n_ = ray.pick(-1)

Por fim, podemos usar a biblioteca Matplotlib do Python para analisarmos o
gráfico e o resultado pode ser visto na Figura 4.8:

1 plt.plot(x_ , y_ , ’bx’)

2 plt.xlabel(’x(mm)’)

3 plt.ylabel(’y(mm)’)

4 plt.title(’Diagrama␣de␣pontos␣-␣OPD␣PE1.6-m’)

5 plt.show()

Figure 4.8. Na figura da esquerda, vemos o diagrama de pontos do telescópio PE1.6-m.
Com a função PupilCalc() definimos três arranjos de raios hexapolares. À direita, vemos o
mesmo diagrama, mas agora demarcando o limite de difração do telescópio, determinado
pelo disco de Airy.

A Figura 4.8 mostra um diagrama de pontos para o telescópio PE1.6-m. Na figura da
esquerda está o arranjo de pontos no plano focal do telescópio. A figura da direita tem a
mesma distribuição de pontos, porém demarcamos o limite de difração do telescópio. A
determinação do limite de difração do telescópio foi feita usando o disco de Airy, segundo
a seguinte equação:

θ = 1.22
λ

D
, (4.4)

onde λ representa o comprimento de onda em metros e D é o diâmetro do telescópio em
metros. A quantidade determinada tem unidades de radianos. Por isso, convertemos essa
medida para segundos de arco (1 rad = 206265′′), e depois, usando a escala de placa do
telescópio (13′′.5/mm), determinamos sua medida em miĺımetros (0.004737 mm).

4.3 Aberrações ópticas

As superf́ıcies de um sistema óptico são definidas por superf́ıcies esféricas descritas por
cônicas definidas pela função sagita (Equação 3.115).

Porém, nos casos reais, as superf́ıcies não são perfeitamente cônicas de revolução e, em
alguns casos, a própria natureza do tipo de cônica dificulta a formação de uma imagem

92



focada. Nesse caso, a superf́ıcie adquire uma asfericidade. A asfericidade inclui termos à
Equação 3.115 que descrevem aberrações ópticas.

Z =
cS2

1 +
√

1− (K + 1)c2S2
+B1S

4 +B2S
6 +B3S

7 +B4S
10, (4.5)

onde S =
√

x2 + y2, o termo de curvatura é c e os termos Bi (i = 1, 2, 3, 4) representam
termos que descrevem as asfericidades das superf́ıcies cônicas de revolução, e são escritos
da seguinte forma (Malacara et al., 2003):

B1 = A1 +
[(K + 1)− 1]c3

8
, (4.6)

B2 = A2 +
[(K + 1)2 − 1]c5

16
, (4.7)

B3 = A3 + 5
[(K + 1)3 − 1]c7

128
, (4.8)

B4 = A4 + 7
[(K + 1)4 − 1]c9

256
, (4.9)

(4.10)

onde os termos Ai (i =1, 2, 3, 4) são ajustados segundo a posição da superf́ıcie em relação
a um sistema coordenado. Esses termos estão relacionados às aberrações ópticas.

As aberrações ópticas são distorções que ocorrem em uma imagem formada por um
sistema óptico, como uma lente ou um espelho, quando a luz não é focalizada corretamente.
Essas aberrações fazem com que a imagem fique borrada ou deformada, em vez de ńıtida
e precisa. Elas podem ser causadas por imperfeições no formato da objetiva ou pela
incapacidade do sistema óptico de focar o raio de luz em um mesmo ponto. Considerando
a luz monocromática, elas podem ser divididas em duas classes: aquelas que deterioram a
imagem e aquelas que deformam a imagem. Alguns exemplos das que deterioram a imagem
são a aberração esférica, a coma e o astigmatismo. Neste tipo, o padrão de distribuição
de luz é alterado, causando uma espécie de ‘esticamento‘ da fonte pontual (Smith, 2008).

A aberração esférica ocorre quando a luz que passa pelas bordas de uma lente ou
espelho não converge para o mesmo ponto que a luz que passa pelo centro. Isso faz
com que a imagem fique borrada ou desfocada, especialmente em sistemas ópticos que
usam espelho de conicidade esférica (K = 0). Podemos usar o KrakenOS para introduzir
aberrações ópticas em um dos telescópios modelados. Nesse caso, nosso exemplo será o
telescópio PE1.6-m. Vamos introduzir essa aberração apenas alterando a constante de
conicidade do espelho primário (m1.k), mudando a seguinte linha de código em relação ao
exemplo anterior:

1 m1 = kos.surf(Rc=-9448.5, k=0, Diameter =1574, InDiameter

=371.62 , Glass=’MIRROR ’, Thickness =-3464, Drawing=1, Name=

’espelho_prim ário’, Nm_Pos =[0 ,10])

O diagrama de pontos do sistema com a presença da aberração pode ser visto na
Figura 4.9. O impacto dessa aberração na determinação da posição dos objetos na esfera
celeste está na dificuldade de aplicar um algoritmo de centragem devido ao grande espal-
hamento da luz. Se compararmos os diagramas de pontos das Figuras 4.8 e 4.9, vemos a
perda da concentração dos pontos. Na primeira figura citada, a ordem de concentração
da luz é de décimos de miĺımetros. Porém, na segunda figura citada, a luz é borrada e
se espalha para fora do limite de difração do telescópio. Isso prejudica a qualidade as-
trométrica, especialmente considerando que o ńıvel de precisão astrométrica moderno é no
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Figure 4.9. Exemplo do diagrama de pontos introduzindo a aberração esférica no telescópio
PE1.6-m. No centro da figura é posśıvel ver o limite de difração do telescópio.

sub-pixel. Além disso, pensando em grandes campos de visão e aberturas de telescópios,
essa aberração pode se tornar mais percept́ıvel, complicando a correção e o processamento
da imagem, o que é um desafio extra para a calibração de dados astrométricos. Para
corrigirmos as aberrações esféricas, podemos recorrer a outra superf́ıcie cônica de rev-
olução para formar a objetiva do telescópio, tais como as parabólicas (Najera, 2021), pois
a parábola reflete toda a luz em um único ponto focal.

A escolha de outra superf́ıcie para a objetiva do telescópio também pode introduzir
outras aberrações ópticas, como a coma. A coma faz com que as fontes que deveriam
ser pontuais em um campo pareçam distorcidas em um sentido espećıfico, parecendo que
elas tenham uma ’cauda’. No centro do campo de visão, a imagem é ńıtida; porém,
nas bordas, a distorção é mais evidente. Ela é causada por espelhos parabólicos ou por
desalinhamento entre os componentes ópticos do telescópio. Como exemplo do seu efeito,
podemos também introduzir essa aberração usando o KrakenOS. No telescópio PE1.6-m,
vamos usar a variável TiltX no espelho secundário. Essa variável faz com que a superf́ıcie
definida gire em torno do eixo x. A linha de código da definição do objeto será:

1 m2 = kos.surf(Rc=-3600.0, k=-4.1627, Diameter =470, Glass=’

MIRROR ’, TiltX =0.5, Thickness =4200, Drawing=1, Name=’

espelho_secund ário’, Nm_Pos =[0 ,10])

O resultado desta alteração pode ser visto no diagrama de pontos na Figura 4.10.
O efeito deste tipo de aberração nas posições relativas entre os objetos celestes em uma
imagem CCD é evidente. Isso acontece por causa do desvio no centróide causado por esta
aberração. Além disso, há uma diferença nestas medidas em diferentes regiões do campo
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Figure 4.10. Exemplo do diagrama de ponto do telescópio PE1.6-m, agora introduzindo a
coma.

observado, o que muda as posições relativas dos objetos. Como exemplo, vamos observar o
desvio no centróide devido a essa aberração óptica. Gerando uma fonte com o KrakenOS
(esse procedimento será melhor explicado na Seção 5), comparamos sua distribuição de
luz com e sem a coma (Figura 4.11). Apesar de ser pouco significativo na posição das
coordenadas em y (∆y = 0.17 pixel ×0′′.18/pixel= 0′′.0036), o desvio no centróide na
coordenada x é bastante significativo (∆x = 4.23pixel×0′′.18/pixel= 0′′.7614), comparado
com o ńıvel de precisão astrométrica exigido nos dias atuais, quando estamos na casa do
milésimo de segundo de arco de precisão em catálogos astrométricos como o Gaia (Brown,
2021).

A métrica instrumental é um fator importante para ter uma boa determinação entre as
posições das estrelas de referência e o alvo de interesse astrométrico. Ela está relacionada
com a reprodução das distâncias relativas de objetos de um campo estelar, por exemplo, no
plano focal do telescópio. Aberrações ópticas, como vimos, alteram a métrica instrumental.
Os polinômios de Zernike descrevem as aberrações a partir da mudança de fase causada
por elas. A mudança de fase é determinada do seguinte modo (Noll, 1976):

ϕ(r, θ) =
∑
n,m

cmn Zm
n (r, θ), (4.11)

onde Z(r, θ) são os polinômios de Zernike. Eles têm uma componente radial e outra
angular, escritas do seguinte modo:

Z(r, θ) = Rm
n (r) cos(mθ), (4.12)

de modo que m e n representam o grau do polinômio. Cada grau está ligado a uma
aberração óptica diferente. Para a parte radial, temos que:

Rm
n =

n−m
2∑

k=0

(−1)k
(n− k)!

k!(n+m
2 − k)!(n−m

2 − k)!
. (4.13)
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(a) Fonte gerada com o KrakenOS, sem a
introdução de coma no telescópio PE1.6-m.

(b) Mesma fonte, mas agora com a in-
trodução de coma no telescópio PE1.6-m.

Figure 4.11. Efeitos da coma na determinação do centróide.

Um exemplo da mudança de fase medida com os polinômios de Zernike pode ser visto
na Figura 4.12. Podemos perceber que, manipulando os diferentes graus dos polinômios
de Zernike, há a mudança de fase e cada uma representa uma aberração causada na fase
da frente de onda da luz.

As aberrações ópticas descritas anteriormente têm sua descrição segundo os polinômios
de Zernike. Com o KrakenOS, é posśıvel manipular a superf́ıcie para que resulte na
diferença de fase na frente de onda. Usaremos esse recurso para descrever a próxima,
o astigmatismo. No software, os graus dos polinômios de Zernike são representados por
coeficientes, segundo a nomenclatura de Noll (1976). Os coeficientes 5 e 6 (́ındices 4 e 5 em
listas do Python) representam o astigmatismo no espelho primário (Sotelo Burke, 2022).
O primeiro passo para usar o recurso é definirmos uma array. Nos termos equivalentes na
lista, introduzimos valores relativos à aberração. Depois, instanciamos essa lista ao objeto
espelho primário definido anteriormente com a função ZNK(). Os passos seguintes de
definição do sistema, pupila, traço e armazenamento de raios, são os mesmos que aqueles
anteriores. O passo descrito pode ser visto no simples código:

## polin ômio de Zernicke:

Z = np.zeros (36)

Z[4] = 0.0001

Z[5] = 0.0030

m1_znk.ZNK = Z
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Figure 4.12. Análise gráfica dos efeito dos polinômios de Zernike na fase da frente de onda
da luz. Figura: Malacara et al. (2003).

(a) O efeito foi acentuado retirando o telescópio
do foco colocando o plano focal em uma posição
anterior à posição focal.

(b) O efeito foi acentuado retirando o telescópio
do foco, colocando agora a posição posterior à
posição focal.

Figure 4.13. Astigmatismo no telescópio PE1.6-m, introduzido com o KrakenOS.

O astigmatismo acontece quando o espelho do telescópio converge os raios em posições
ligeiramente diferentes do plano focal. Como consequência disso, os raios que chegam
perpendiculares ao plano imagem não têm a mesma distância focal ao longo do eixo óptico
(Najera, 2021). Isso faz com que a imagem fique distorcida, especialmente nas bordas.
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Ao invés de ser pontual, a fonte fica alongada. As causas para este tipo de aberração
óptica estão ligadas a imperfeições nos espelhos, desalinhamento entre as superf́ıcies ou
tensão mecânica sobre eles. Pelos passos descritos no parágrafo anterior, introduzimos
essa aberração ao desenho óptico do telescópio PE1.6-m. O resultado pode ser visto na
Figura 4.13.

O astigmatismo está relacionado com a curvatura de campo (Malacara et al., 2003), e
tem efeitos danosos à precisão astrométrica. Seu efeito é diferente quando comparamos o
centro do CCD e as bordas dele. Isso é um problema por causa parecida com a aberração
de coma. Com a mudança do centróide de maneira diferente, as posições relativas entre
as estrelas são diferentes das esperadas, o que causará a determinação errada da posição
de um alvo de interesse.
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Chapter 5

Metodologia

5.1 Objetivos

O objetivo principal deste projeto, cujo primeiro passo foi dado neste mestrado através
do uso do KrakenOS bem como dos resultados dele derivados, é efetuar a redução as-
trométrica de uma imagem CCD a partir de uma modelagem rigorosa dos efeitos instru-
mentais oferecida por um simulador óptico. Diversas correções são necessárias durante o
processo de redução astrométrica ligadas à parte instrumental. Alguns desses efeitos estão
ligados à posição do CCD em relação ao eixo óptico, tais como deslocamento, erro na sua
orientação, não perpendicularidade dos eixos (x, y), erro de escala, “tilt” (Green, 1985).

A métrica instrumental influencia na medida de separação entre as estrelas de referência
e o alvo cuja posição queremos determinar. Caso não se preserve de forma coerente
a separação angular real (i.e., dada pelo Gaia DR3) entre os objetos, introduziremos
erros nas separações medidas e, por consequência, nas posições obtidas. Assumindo que
não haja problemas com a métrica, a redução astrométrica em primeiro grau determina
facilmente as correções em orientação do CCD e de escala de pixel, determinadas a partir
de uma solução de mı́nimos quadrados. Porém, quando existem desvios mais importantes,
polinômios de maior grau são necessários. Nesse ponto, o significado f́ısico das constantes
de placa se perde (Green, 1985). Além disso, a necessidade de mais estrelas de referência
se torna urgente para a aplicação da solução de mı́nimos quadrados, pois o número de
constantes que devem ser determinadas aumenta.

Neste contexto, e cumprindo o objetivo imediato deste mestrado, utilizamos o simu-
lador óptico KrakenOS para criar uma imagem astronômica simulada. Nosso objetivo com
isso é termos uma ferramenta que reproduza uma imagem com as estrelas de um campo,
com suas posições de referência, com base na astrometria Gaia. Com isso, podemos com-
parar essa imagem com uma real, ajustando parâmetros instrumentais e atmosféricos no
KrakenOS até que ambas coincidam. Desse modo, identificamos os desvios instrumentais e
atmosféricos da noite de observação e os incorporamos ao modelo de redução astrométrica.

Os simuladores ópticos retornam diagramas a partir de uma configuração de pontos
no plano imagem do sistema óptico simulado, o que não necessariamente representa carac-
teŕısticas de uma imagem astronômica, tal como a distribuição de fluxo de uma fonte real.
Nesse caso, o diagrama de pontos, como o mostrado na Figura 4.8, da Seção 4.2.6, fornece
padrões espećıficos para um dado desenho óptico, mas não a reprodução do fluxo de uma
fonte astronômica. No contexto da reprodução de fluxo, por exemplo, um diagrama de
pontos não reproduz uma PSF. Nenhum deles também, até agora, produzia uma imagem
com as caracteŕısticas espećıficas daquelas tomadas para fins de estudos astronômicos. A
reprodução dessas caracteŕısticas deve estar ligada às contagens relacionadas com o CCD.
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O trabalho do desenvolvimento dessa ferramenta será explicado nesta seção e é o resultado
desta parte do projeto de pesquisa. As análises referentes à redução de astrometria com
parâmetros instrumentais serão desenvolvidas no futuro projeto de doutoramento.

5.2 Rotinas para modelagem dos telescópios

Para modelagem dos telescópios, ou seja, sua construção computacional com o sim-
ulador óptico KrakenOS, partimos para a tomada de medidas dos dois telescópios mais
usados do Observatório do Pico dos Dias (OPD/LNA). Isso demandou três frentes de tra-
balho: a primeira, pegar as medidas disponibilizadas no site do LNA (Laboratório Nacional
de Astrof́ısica) (lna, 2024), a segunda, obter as plantas de construção dos telescópios, onde
contamos com o apoio de Saulo Gargaglioni (coordenador do OPD) (Apêndice A), e a ter-
ceira, derivar, através da óptica geométrica, as relações entre as medidas dos telescópios
que não foram posśıveis obter com as duas primeiras opções.

O site do LNA disponibiliza uma parte importante das medidas dos telescópios e suas
plantas completaram alguns dados faltantes. Com essas medidas, foi posśıvel derivar as
medidas para o raio de curvatura dos espelhos dos telescópios. Essa relação foi a seguinte
(Smith, 2008):

R1 =
2DF

(B − F )
, (5.1)

R2 =
2DB

(B +D − F )
, (5.2)

onde R1 e R2 representam os raios de curvatura dos espelhos primário e secundário, respec-
tivamente, F é a distância focal efetiva da combinação, B é a distância focal traseira (back
focus), ou seja, a distância entre a última superf́ıcie do telescópio (espelho secundário) e
seu plano focal, D é a distância entre os espelhos.

O telescópio Perkin-Elmer de 1.6-m (PE1.6-m) começou a ser utilizado em 1981. Na
época, fazia parte do antigo Observatório Astrof́ısico Brasileiro (OAB), administrado pelo
Observatório Nacional (ON). Com a criação do LNA, passou a ser administrado por essa
instituição, responsável pelo cuidado e manutenção de toda a infraestrutura para pesquisa
astronômica no Brasil. Dos telescópios brasileiros em território nacional, é o de maior
abertura. Seu desenho é do tipo Ritchey-Chrétien e no foco Cassegrain tem razão focal
f/10, o que permite uso para vários campos da Astronomia. Sua distância focal efetiva é
de 15753.51 mm (medida com o KrakenOS), com escala de placa de 13′′.09/mm. Além de
ser largamente usado para missões de astrometria, também é utilizado para fotometria,
polarimetria e espectroscopia. As medidas usadas na modelagem do telescópio estão nas
Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3:

Distância entre superf́ıcies Medidas (mm)

plano objeto - espelho primário 4400

espelho primário - espelho secundário 3464

espelho secundário - plano imagem 4200.654

Table 5.1. Medidas das separações das superf́ıcies do telescópio PE1.6-m.

O telescópio Boller-Chivens de 0.6-m (BC0.6-m) foi instalado no OPD no ano de
1992. Ele foi cedido pelo Instituto de Astronomia, Geof́ısica e Ciências Atmosféricas
(IAG) da Universidade de São Paulo (USP). Por essa razão, é conhecido pela comunidade
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Caracteŕısitica do espelho Medidas (mm)

Diâmetro 1574

Distância focal 4724

Raio de curvatura -9447.5116

Obstrução central 371.62

Conicidade -1.0654

Table 5.2. Caracteŕısticas do espelho primário do telescópio PE1.6-m.

Caracteŕısitica do espelho Medidas (mm)

Diâmetro 470

Distância focal 4200.625

Raio de curvatura -3598.55

Conicidade -4.1627

Table 5.3. Caracteŕısticas do espelho secundário do telescópio PE1.6-m.

astronômica como IAG. Também é um telescópio com desenho óptico do tipo Ritchey-
Chrétien. Sua razão focal é f/13.5 com distância focal efetiva do sistema de 8229.59 mm
(medida com o KrakenOS) e escala de placa de 25′′.09/mm. Também é usado para as-
trometria, fotometria e polarimetria. As Tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 são as de medidas deste
telescópio usadas na sua modelagem computacional (Figura 5.1).

Distância entre superf́ıcies Medidas (mm)

plano objeto - espelho primário 2133.6

espelho primário - espelho secundário 1592.326

espelho secundário - plano imagem 2582.926

Table 5.4. Medidas das separações das superf́ıcies do telescópio BC0.6-m.

Para o desenvolvimento do telescópio BC0.6-m com o KrakenOS, usamos o proced-
imento t́ıpico do programa para a criação de um sistema óptico simulado, mostrado na
Figura 5.1. Após importar as bibliotecas necessárias para isso, definimos as superf́ıcies
como variáveis surf(), e cada componente do telescópio como entrada desta classe. Após
a definição das superf́ıcies, definimos o sistema com as classes Setup() e system(), e por
fim, os raios do sistema em um container da classe raykeeper(), que determina o sistema
pelo qual os raios passarão. Para o sistema completo, definimos a pupila do sistema com
os parâmetros da classe PupilCalc(). O procedimento do código está descrito a seguir:
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Caracteŕısitica do espelho Medidas (mm)

Diâmetro 609.6

Distância focal 2133.66

Raio de curvatura -4641.39

Obstrução central 191.5414

Conicidade -1.0455

Table 5.5. Caracteŕısticas do espelho primário do telescópio BC0.6-m.

Caracteŕısitica do espelho Medidas (mm)

Diâmetro 180.7972

Distância focal 517.144

Raio de curvatura -2028.8640

Conicidade -3.333

Table 5.6. Caracteŕısticas do espelho secundário do telescópio BC0.6-m.

1 import KrakenOS as kos

2

3 # defini ç~ao das superf ı́cies ó ticas (1.6-m):

4 p_obj = kos.surf(Rc=0.0, Diameter =1574 , Glass=’AIR’,

5 Thickness =4400 , Drawing=1,

6 Name=’plano␣objeto ’,

7 Nm_Pos =[0 ,10]) # plano objeto

8 m1 = kos.surf(Rc= -9447.5116 , k=-1.0654, Diameter =1574,

9 InDiameter =371.62 , Glass=’MIRROR ’,

10 Thickness =-3464, Drawing=1,

11 Name=’espelho␣prim ário’,

12 Nm_Pos =[0 ,10])# espelho prim ário

13 m2 = kos.surf(Rc= -3598.551844 , k=-4.1627, Diameter =470,

14 Glass=’MIRROR ’, Thickness =4200.652 ,

15 Drawing=1, Name=’espelho␣secund ário’,

Figure 5.1. Exemplo do desenho óptico do telescópio BC0.6-m feito com o KrakenOS.
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16 Nm_Pos =[0 ,10]) # espelho secund ário

17 p_ima = kos.surf(Rc=0.0, Diameter =500, Glass=’AIR’,

18 Thickness =0.0, Name=’plano␣imagem ’,

19 Nm_Pos =[0 ,10]) # plano imagem

20

21 # defini ç~ao do sistema ó ptico:

22 # lista com as superf ı́cies

23 surf = [p_obj , m1 , m2 , p_ima]

24 # carrega as configura ç~oes do cat álogo de materiais

25 catalog = kos.Setup()

26 # define os componentes do sistema ótico

27 telescope = kos.system(surf , catalog)

28 # define os raios do sistema

29 ray = kos.raykeeper(telescope)

30

31 # defini ç~ao da pupila do sistema:

32 superficie = 1

33 w = 0.5 # comprimento de onda (em micr ô metros)

34 av = m1.Diameter # abertura da pupila de entrada

35 at = ’EPD’ # entrance pupil diameter

36

37 pupil = kos.PupilCalc(system=telescope , Surf=superficie ,

38 W=w, ApTyp=at , AV=av)

39 # define a pupila do sistema

40 pupil.Samp = 10 # amostra do arranjo de raios

41 pupil.Ptype = ’rand’ # tipo de arranjo de raio

42 pupil.FieldType = ’angle ’ # raio vindo do infinito
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Figure 5.2. Imagem real do aglomerado aberto ESO518-03. As observações foram feitas
no telescópio BC0.6-m do OPD, na noite do dia 13 de junho de 2020. Os observadores da
noite foram Dr. Marcelo Assafin, Dr. Sérgio Santos-Filho e Jonatã Arcas Silva.

Utilizamos uma imagem real do campo do aglomerado estelar ESO 518-03 (RA 16h47′04”
DEC −25◦48′42”) (Dias et al., 2018) como base para obtermos as posições das estrelas
(Figura 5.2). A imagem foi tomada no dia 14 de junho de 2020, usando o telescópio
BC0.6-m, com tempo de exposição de 60s, usando a câmera Ikon-10127, com filtro I e
escala de pixel de 0′′.34/pixel. As imagens foram tomadas no modo single, com ganho de
3.5 e−/ADU e seu formato é de 2048× 2048 ṕıxeis. Para obtermos as posições (x, y) das
estrelas, utilizamos a task de astrometria do PRAIA (Assafin, 2023). Por esse motivo, as
rotinas de reprodução de imagens a partir da simulação neste caṕıtulo serão apresentadas
para este telescópio.

5.3 Rotinas para imagem com uma fonte

O primeiro passo para modelagem de uma imagem astronômica em uma simulação
óptica de um telescópio foi criar uma rotina para criar uma única fonte. A rotina envolve,
primariamente, o uso da classe de geração de fontes do KrakenOS, SourceRnd(). Após a
definição do sistema, primeiro definimos a função de distribuição de pontos, que, no nosso
caso, é uma gaussiana:

1 # defini ç~ao da fun ç~ao gaussiana de distribui ç~ao de pontos:

2

3 def gauss(x):

4 x = np.rad2deg(x) # de radianos --> para graus

5 seeing = 1.2/3600 # â ngulo de distribui ç~ao

6 sigma = seeing /2.3548

7 mean = 0 # média

8 std_dev = sigma # desvio padr~ao da gaussiana
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9 y = sci.stats.norm(mean , std_dev)

10 res = y.pdf(x) # determina ç~ao da distribui ç~ao de pontos

11

12 return res

Depois, os procedimentos exigidos pela classe:

1 ## defini ç~ao de uma fonte única:

2 # define a fonte

3 star = kos.SourceRnd ()

4 # fun ç~ao para defini ç~ao da fonte

5 star.fun = gauss

6 # â ngulo de cobertura a partir do pólo da gaussiana

7 star.field = 2*1.2/3600.0

8 # tamanho lateral

9 star.dim = 2300

10 # número de raios que formar~ao a fonte

11 star.num = 100000

12 # cossenos diretores e coordenadas dos raios da fonte

13 l,m,n,x,y,z = star.rays()

Por fim, definimos o traçado dos raios e armazenamos cada um deles no container de raios:

1 for i in range(0,len(x)):

2 pS = [[x[i],y[i],z[i]]] # coordenadas

3 dC = [l[i],m[i],n[i]] # cossenos diretores

4 # tra çado de raio

5 telescope.Trace(pS=pS,dC=dC,WaveLength=w)

6 # armazena os raios

7 ray.push()

Com a classe pick(), podemos analisar graficamente a distribuição dos raios no plano
imagem do sistema óptico:

1 x,y,z,l,m,n = ray.pick(-1)

A Figura 5.3 mostra o resultado do procedimento com o KrakenOS. Vemos uma dis-
tribuição de pontos de raios que passam pela óptica do telescópio. Podemos perceber
que é uma distribuição que respeita bem o padrão de distribuição de luz. Porém, temos
uma imagem em duas dimensões, diferente das imagens CCD, com três dimensões. Além
disso, vemos que as posições dos raios estão dadas em miĺımetros, não em pixels. Por esse
motivo, foi necessário desenvolver uma função que convertesse essas quantidades para o
sistema de um CCD e ajustasse a fonte às suas dimensões. A função image() faz isso e
será descrita no decorrer do próximo parágrafo.

A função leva em consideração um fator de escala de miĺımetro para pixel, determinado
na análise dimensional da Equação 5.3. As informações do telescópio estão disponibilizadas
no site do LNA (lna, 2024), assim como o tamanho do CCD em pixels e seu ganho. Um
esboço desta função pode ser visto a seguir:

[escala de pixel]

[escala de placa]
=

′′
pixel
′′

mm

=
mm

pixel
. (5.3)

1 def image(x,y,e_pixel ,tam_pixel ,gain ,unica =0):

2 e_pixel = e_pixel # "/mm
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Figure 5.3. Distribuição de pontos no plano imagem do telescópio BC0.6-m.

3 x_pixel = x/e_pixel # coordenada x (pixel)

4 y_pixel = y/e_pixel # coordenada y (pixel)

5

6 ## arredondamento e tomada dos nú meros tipo inteiros:

7 # coordenada x (tipo inteiro)

8 x_int = np.floor(x_pixel).astype(int)

9 # coordenada y (tipo inteiro)

10 y_int = np.floor(y_pixel).astype(int)

11

12 ## tomada de valores positivos:

13 # coordenada x (valores inteiros e positivos)

14 x_pixel_positivo = x_int+np.absolute(np.min(x_int))

15 # coordenada y (valores inteiros e positivos)

16 y_pixel_positivo = y_int+np.absolute(np.min(y_int))

17

18 # grade de valores que formar~ao o frame:

19 x_im ,y_im = np.mgrid[: tam_pixel :1,: tam_pixel :1]

20 x_im ,y_im = np.ones_like(x_im),np.ones_like(y_im)

21 im = x_im*y_im

22

23 if unica == 1:

24 centro = tam_pixel /2 # centro da imagem

25 x_ = (( x_pixel_positivo -np.mean(x_pixel_positivo))+

centro).astype(int)

26 y_ = (( y_pixel_positivo -np.mean(y_pixel_positivo))+

centro).astype(int)

27

28 for i in range(0,len(x_)):

29 x_arg = x_[i]

30 y_arg = y_[i]
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31 im[x_arg ,y_arg ]+= gain

32 else:

33 for i in range(0,len(x_pixel_positivo)):

34 x_arg = x_pixel_positivo[i]

35 y_arg = y_pixel_positivo[i]

36 im[x_arg ,y_arg ]+= gain

37

38 return im

Também levamos em consideração nesta função a determinação das contagens que
cada pixel recebe. Como o intuito é que cada raio resulte em um elétron sobre o plano
focal, quando determinamos a posição que ele terá no CCD também definimos o valor
equivalente que ele representará em contagens ADU. Isso é definido com a variável gain
desta função e representa o ganho do CCD.

O resultado do procedimento para a imagem da fonte sem rúıdo está na Figura 5.4a.
Pela barra de cores, é posśıvel ver que as contagens máximas são de cerca de 700 ADU.
Ao lado, na Figura 5.4b, vemos o perfil de distribuição dos pontos numa transformação
da array de duas dimensões da imagem sem rúıdo em uma dimensão.

(a) (b)

Figure 5.4. Acima, vemos a formação de uma fonte sem a inclusão de rúıdos gerada a partir
de uma simulação óptica. Abaixo, vemos a distribuição de pontos em toda a imagem. As
contagens em zero, mostram a falta dos rúıdos.

É percept́ıvel que ainda é necessário reproduzirmos as contagens relacionadas aos rúıdos
das imagens astronômicas reais. Para isso, criamos algumas funções que reproduzem essas
contagens, como poderá ser visto na próxima seção.

5.4 Rotinas para reprodução dos rúıdos

Para obter uma simulação mais fiel a uma observação real, é necessário incluir os
diversos rúıdos que afetam a aquisição dos dados, como o rúıdo de leitura, a corrente
de escuro, o brilho do céu, etc., além de considerar as caracteŕısticas do instrumento
utilizado, pois eles desempenham um papel fundamental no cálculo de qualquer parâmetro
astrométrico. Isso se deve ao fato de que os algoritmos de centragem utilizam essa parte
do fluxo em seus ajustes. Portanto, é importante considerar os rúıdos nesse contexto,
uma vez que eles também desempenham um papel essencial nas técnicas de identificação
automática dos objetos. Além disso, como fazem parte de uma imagem real, é importante
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introduźı-los em uma imagem simulada. Eles estão relacionados a contagens decorrentes
da eletrônica do CCD e são introduzidos por meio da soma de imagens. Uma descrição
de cada um deles e a formação de sua imagem serão os tópicos desta seção.

Previamente, criamos uma array que recebe os valores de cada um dos tipos de rúıdos.
Ela também garante a reprodutibilidade de números aleatórios no decorrer do código. A
seguir, o primeiro passo do código:

1 import os

2 import numpy as np

3 import matplotlib.pyplot as plt

4

5 # valor de vari ável de ambiente

6 seed = os.getenv(’GUIDE_RANDOM_SEED ’,None)

7 if seed is not None:

8 seed = int(seed)

9

10 # gerador de nú meros aleat órios

11 noise_rng = np.random.default_rng(seed=seed)

onde são importadas as bibliotecas necessárias para o código, é gerada uma seed que
garante a reprodutibilidade dos valores aleatórios e é definida a variável com esses valores.

5.4.1 Rúıdo de leitura

O rúıdo de leitura acontece devido ao tempo de leitura das cargas em um CCD. Acon-
tece no processo de conversão das cargas em contagens digitalizadas (ADU) e independe
do tempo de exposição. A média das contagens devido ao rúıdo de leitura é de 5 a 20
elétrons (Romanishin, 2006). Levando isso em consideração, e relembrando a Equação 2.1
(ADU = e−/G, onde G é o ganho), criamos a seguinte função geradora do rúıdo de leitura:

1 def read_noise(image ,electrons ,gain):

2 shape = image.shape

3 noise = noise_rng.normal(scale=electrons/gain ,

4 size=shape)

5

6 return noise

A função recebe como parâmetros de entrada o tamanho da imagem em que se deseja
adicionar rúıdos — que, neste caso, é a imagem gerada com as fontes astronômicas a partir
da simulação —, o número de elétrons gerados pelo rúıdo de leitura e o ganho da câmera.
Considerando que a imagem real foi capturada pela câmera Ikon-10127, com ganho de 3.5
elétrons/ADU e tamanho de 2048× 2048 ṕıxeis, o resultado obtido é a imagem mostrada
na Figura 5.5a, contendo apenas o rúıdo de leitura, sem as fontes astronômicas.

As contagens de bias também acontecem por causa de elétrons gerados durante a
leitura, mas também estão associadas àqueles envolvidos nas conversões eletrônicas no
CCD. Um ńıvel t́ıpico de bias deve ser de 400 ADU/pixel, no qual, considerando um
ganho de 10 e−/ADU, significa 4000 elétrons (Howell, 2006). No caso da imagem de bias
tomada no dia da observação, a média de contagens é cerca de 1346.24 ADU/pixel e, com
o ganho de 3.5 e−/ADU, temos cerca de 4711.84 elétrons. A função com o fim de criar as
contagens de bias é:

1 def bias(image ,value):

2 bias_im = np.zeros_like+value

108



3 return bias_im

Essa função leva em consideração o valor médio de uma imagem de bias e soma a uma
array de zeros com as mesmas dimensões daquela da imagem. O resultado dessa rotina é
então somado com o rúıdo de leitura e pode ser visto na Figura 5.5a.

(a) Imagem composta com as contagens de bias mais as de rúıdo de leitura.

(b) Perfil radial das contagens no centro da imagem.

Figure 5.5. Imagem com as contagens de bias mais o rúıdo de leitura.

5.4.2 Corrente de escuro

A corrente de escuro é consequência parecida do efeito das contagens de bias. Ela
acontece por causa das vibrações dos elétrons durante a tomada de uma imagem. Porém,
a magnitude das contagens de corrente de escuro é muito maior. Sua causa é devido à el-
evação da temperatura na eletrônica da câmera. Isso acontece pelo próprio funcionamento
do aparelho, como qualquer outro equipamento eletrônico. Suas contagens são, portanto,
proporcionais ao tempo de exposição e têm uma distribuição poissoniana. A função que
reproduz uma corrente de escuro é a seguinte:

1 def dark_current(image ,current ,exposure_time ,gain):

2 base_current = current*exposure_time/gain

3 dark_im = noise_rng.poisson(base_current ,
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4 size=image.shape)

5 return dark_im

É importante apontarmos o quão relevante é esse tipo de rúıdo. Considerando um
equipamento em temperatura ambiente, o número de elétrons que tipicamente são inclúıdos
na imagem devido à temperatura é da ordem de 2.5 × 104 elétrons em cada pixel a cada
segundo (Howell, 2006). Considerando um dispositivo com ganho de 3.5 elétrons/ADU e
um tempo de exposição de 15 minutos (900 s), a quantidade final, em ADU, de contagens
introduzidas, em média, na imagem é da ordem de 6.4 × 106. Ou seja, de ordem muito
superior que as contagens t́ıpicas de qualquer objeto, fora do range dinâmico de quaisquer
dos dispositivos atuais. A corrente de escuro é diminúıda com o advento de resfriadores
que acompanham as câmeras. Nesse caso, entre 2 e 0.04 elétrons são introduzidos em cada
pixel a cada segundo. Considerando o limite superior, ainda são introduzidas cerca de
1800 contagens em cada pixel do CCD (Howell, 2006). A Figura 5.6a considera a corrente
de 2 elétrons/pixel/s, ganho de 3.5 elétrons/ADU e tempo de exposição de 900 segundos,
como exemplo do último caso.

(a) Imagem composta das contagens de corrente de escuro, bias e o rúıdo de leitura.

(b) Perfil radial das contagens no centro da imagem.

Figure 5.6. Imagem incluindo as contagens de corrente de escuro.
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5.4.3 Contagens de fundo de céu

No caso das caracteŕısticas do fundo de céu, as contagens seguem uma distribuição
poissoniana, espalhadas por todo o campo. Introduzimos as contagens de fundo de céu para
reproduzirmos na imagem, mesmo que essas contagens estejam relacionadas a uma parte
do fluxo que passa pelo sistema óptico. Com o aperfeiçoamento da rotina que reproduz as
caracteŕısticas atmosféricas (Seção 5.4.4), tendemos a retirar a rotina apresentada nesta
seção para usarmos a próxima. As caracteŕısticas do fluxo do fundo de céu estão ligadas à
luz zodiacal, às estrelas mais fracas presentes no campo — que podem não ser diretamente
observadas, mas contribuem para o fluxo do fundo de céu — e à poluição luminosa. Além
disso, a variação dessas contagens tem importante contribuição da presença da Lua. A
depender da banda óptica observada, a relação sinal-rúıdo pode diminuir até seis vezes em
relação a um dado tempo de exposição comparado com aquela obtida em condições de céu
escuro, sem a presença da Lua na parte viśıvel do céu (Patat, 2004). A Figura 5.7a mostra
o resultado da função que reproduz as contagens relacionadas ao fundo de céu, escrita da
seguinte forma:

1 def sky_background(image ,sky_counts ,gain):

2 sky_im = noise_rng.poisson(sky_counts*gain ,size=image.

shape)/gain

3 return sky_im
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(a) Imagem composta das contagens de fundo de céu, contagens de corrente de escuro, bias e rúıdo
de leitura.

(b) Perfil radial das contagens no centro da imagem.

Figure 5.7. Imagem incluindo as contagens de fundo de céu.

Quando inclúımos as rotinas desenvolvidas para a introdução dos rúıdos, vemos a
diferença nas contagens. Também é percept́ıvel quantitativamente na Figura 5.8a. Agora,
as contagens atingem cerca de 1800 ADU e, na Figura 5.8b, também é posśıvel ver o ńıvel
do rúıdo introduzido na parte inferior.

5.4.4 Caracteŕısticas atmosféricas

Para a tentativa de reproduzir caracteŕısticas e influências atmosféricas nas imagens,
manipulamos algumas importantes funções do KrakenOS para determinação dos polinômios
de Zernike que mensuram a diferença de fase na frente de onda. Essencialmente, usamos as
funções Phase() e Zernicke fitting(). A função Phase() é usada para determinar a fase da
frente de onda na pupila de sáıda do telescópio. Nesse caso, X e Y são as coordenadas dos
pontos e Z é a fase associada a cada um destes pontos. Com esses dados, usamos as três
coordenadas para determinar os polinômios de Zernike com a função Zernike Fitting(). O
código relacionado com esse passo está a seguir:

1 X,Y,Z,p2v = kos.Phase(pupil)
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(a) (b)

Figure 5.8. Resultado do processo de transformação dos raios no plano imagem do
KrakenOS para fluxo no CCD, agora com as contagens referentes aos rúıdos inclúıdas
nas contagens.

2 nc = 38 # número dos coeficientes para expans~ao polinomial de

Zernike

3 npix = 256 # número de pixels para a gera ç~ao da psf

individual

4 A = np.ones(nc)

5 zcoef ,mat ,rms2chief ,rms2centroid ,fittingerror = kos.

Zernike_Fitting(X,Y,Z,A)

onde a variável A está relacionada com o grau do polinômio de Zernike e a variável de
interesse da função Zernike Fitting() é zcoef que são os coeficientes do polinômio.

Nesse ponto, foi necessário criarmos uma função que calcula os coeficientes de Zernike
da diferença de fase causada pelas turbulências atmosféricas. A variável importante aqui
é o parâmetro de Zernike. Ela determina os modos de ordem superior da variância da
frente de onda (Tyson and Frazier, 2022):

σ2 = 0.294

(
D

r0

)5/3

. (5.4)

Como sáıda deste procedimento, temos os coeficientes de Zernike devidos à diferença de
fase causada pelas turbulências atmosféricas. Esses coeficientes são usados como entrada
para a função do KrakenOS que gera dados de uma PSF influenciada por eles, a função
PsfPlus(). O resultado para uma região de interesse de 256× 256 ṕıxeis pode ser visto na
Figura 5.9.

Devido a tempo de processamento, ainda não foi posśıvel criar um mapa de turbulências
aplicado para toda a imagem. Por isso, como alternativa momentânea, usamos uma porção
da imagem de turbulência para aplicá-la ao redor das fontes na imagem simulada. Isso
envolve determinar os centróides dos objetos na imagem, e aplicar uma máscara contendo
a turbulência atmosférica ao redor de cada fonte. Um código para detecção de fontes
acima dos rúıdos previamente mencionados foi escrito da seguinte forma:

1 def detect_sources(image , thr):

2 threshold = thr*np.std(image)

3 sources = []

4 for i in range(2, image.shape [0] - 2):
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Figure 5.9. Turbulência reproduzida em uma parte do campo.

5 for j in range(2, image.shape [1] - 2):

6 local_region = image[i-1:i+2, j-1:j+2]

7 if image[i, j] == np.max(local_region) and image[

i, j] > threshold:

8 # Calcular o centroide em uma janela ao redor

da fonte detectada

9 y_centroid , x_centroid = calculate_centroid(

image , i, j, window_size =5)

10 sources.append (( x_centroid , y_centroid))

11 return sources

Onde é determinado um corte do fundo de céu e toda a imagem é varrida para identificação
das fontes. Apesar da necessidade de aperfeiçoamento desta função, escolhemos um limite
para o corte de fundo de céu que identificasse todas as fontes na imagem simulada.

Com os centros de cada fonte, determinamos a posição das máscaras de turbulência
atmosférica, que serão aplicadas em cada uma delas. O resultado de todo este procedi-
mento pode ser visto na Figura 5.10. É importante destacar aqui dois pontos: nesta figura
estão aplicadas somente as máscaras, não as fontes. Além disso, todo esse procedimento
precisa ser aperfeiçoado.

5.5 Imagem astronômica de uma simulação óptica

Desenvolvida a transformação dos dados de sáıda do KrakenOS, ou seja, a posição dos
raios no plano imagem, para coordenadas compat́ıveis com aquelas de um CCD, passamos
para a concepção de um campo de estrelas.

A primeiro problema é desenvolver uma maneira de distribuir as fontes em um de-
terminado campo. O motivo disso é que, como o KrakenOS faz as simulações ópticas
considerando raios paraxiais, o diagrama de pontos no plano imagem sempre será dis-
tribúıdo centrado no eixo óptico. Isso, é claro, não existindo a presença de nenhuma
aberração óptica.
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Figure 5.10. Imagem com as máscaras de turbulência atmosféricas na posição de cada
fonte. Importante destacar, as fontes ainda não estão colocadas aqui, somente as contagens
relacionadas aos rúıdos, desenvolvidos nas seções anteriores.

Baseando-se no nosso objetivo principal, além de fazer uma distribuição de fontes, elas
precisam respeitar a proporcionalidade entre as distâncias relativas entre as fontes de uma
imagem real. Desse modo, precisamos dar como entrada a coordenada (x, y) de uma dada
fonte e a sua posição na imagem simulada deve ser a mesma, além de que a separação
entre pares de fontes, ou seja, suas distâncias relativas, também deve ser preservada.

Com esse fim, manipulamos algumas funções em duas partes: a primeira é uma função
que permita introduzirmos as posições das fontes, segundo um dado de entrada, e a segunda
parte, uma função que distribui diversas fontes, segundo as posições dadas. As classes do
KrakenOS que cumprem esse fim são a PupilCalc() e a SourceRnd() e as funções que
manipulam os dados de sáıda dessas duas classes são cos hand() e posicoes raios(),
que serão descritas nesta seção.

Até este ponto, os dados de sáıda do KrakenOS para o plano imagem consistem nas
coordenadas (x, y, z), que descrevem a posição dos raios, e nos cossenos diretores (l,m, n),
que indicam sua direção em relação ao sistema de coordenadas adotado. Para manipular
essas variáveis, utilizamos duas classes: a já empregada SourceRnd() e a PupilCalc(),
que também gera os raios, permitindo o ajuste de suas posições. Assim, obtemos dois
conjuntos de dados distintos — um gerado pela SourceRnd() e outro pela PupilCalc(). A
escolha da SourceRnd() se deve à sua capacidade de aplicar uma função de distribuição
de pontos, essencial para o nosso estudo.

Como o objetivo é manipular a direção dos raios e com isso a disseminação de várias
fontes em um campo, combinamos os cossenos diretores da classe PulpilCalc() como ori-
entação a todos os raios e a classe SourceRnd() para fazer a distribuição de pontos de
uma dada fonte. Tomando os cossenos diretores gerados em cada uma das classes, deter-
minamos a posição dos raios do seguinte modo:

tan(θx) =
l

n
, (5.5)

tan(θy) =
m

n
, (5.6)
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onde θx representa o ângulo na direção x e θy, o ângulo na direção y. Dessa forma,
para cada classe, existe um conjunto de ângulos θx e θy. Após essa etapa, realizamos
a soma desses dois ângulos, obtendo um novo ângulo θ (ou seja, θ = θx + θy). Com
o ângulo resultante, determinamos as coordenadas (x, y) nas respectivas direções. Em
seguida, utilizando essas novas coordenadas, calculamos os cossenos diretores, que agora
incorporam o resultado de todo o processo descrito. O código da função foi implementado
da seguinte maneira:

1 def cos_hand(v1 , v2):

2 """ Dados da classe PupilCalc () """

3 [l1, m1, n1] = v1 # cossenos diretores

4 x1 = (l1/n1) # coordenada em x

5 y1 = (m1/n1) # coordenada em y

6 theta_x1 = np.arctan2(x1, 1.0) # valor do â ngulo em x

7 theta_y1 = np.arctan2(y1, 1.0) # valor do â ngulo em y

8

9 """ Dados da classe SourceRnd () """

10 [l2, m2, n2] = v2 # cossenos diretores

11 x2 = (l2/n2) # coordenada em x

12 y2 = (m2/n2) # coordenada em y

13 theta_x2 = np.arctan2(x2, 1.0) # valor do â ngulo em x

14 theta_y2 = np.arctan2(y2, 1.0) # valor do â ngulo em y

15

16 """ Soma dos â ngulos """

17 theta_x = theta_x1+theta_x2 # soma dos â ngulos dos raios

em x

18 theta_y = theta_y1+theta_y2 # soma dos â ngulos dos raios

em y

19

20 """ Determina ç~ao das coordenadas """

21 x = np.tan(theta_x) # valor da coordenada em x

22 y = np.tan(theta_y) # valor da coordenada em y

23 z = 1.0 # valor da coordenada em z

24 r = np.sqrt(x**2+y**2+z**2) # valor da posi ç~ao

25

26 """ Determina ç~ao dos cossenos diretores """

27 l = x/r # cosseno diretor l

28 m = y/r # cosseno diretor m

29 n = z/r # cosseno diretor n

30

31 lmn = np.asarray ([l,m,n]) # array com os cossenos

diretores

32

33 return lmn

O uso dessa função é essencial na segunda função de distribuição das fontes no campo.
A função posicoes raios() consegue distribuir os raios de uma fonte, segundo um
centróide (x, y) de entrada. Na imagem simulada apresentada aqui, os dados de centróide
foram tomados da imagem real a partir de uma redução astrométrica usando a task de as-
trometria do PRAIA (Assafin, 2023). A função usa as posições do centróide como entrada
para a função FieldX, para x, e FieldY, para y, da classe PupilCalc(). A quantidade de
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raios em uma fonte é determinada pela função Samp(), da PupilCalc(), que é o número
de arranjo dos raios.

Depois disso, define as coordenadas dos raios e os cossenos diretores usando a função
Pattern2Field() da classe PupilCalc(), que usa a quantidade de raios determinada com
essa função como entrada para determinar o número de raios da função num() da classe
SourceRnd(). Após esse passo, são definidas as coordenadas e cossenos diretores, agora
usando esta classe. Os cossenos diretores definidos em ambas as classes são armazenados
em uma lista cada, e são variáveis de entrada para a função cos hand(). Com os cossenos
diretores de sáıda desta função, então são determinadas variáveis para o traço dos raios,
como usual no KrakenOS. Por fim, são definidas as variáveis (x, y) no plano imagem do
telescópio. Todo o procedimento da função posicoes raios está descrito no fluxograma
na Figura 5.11. O resultado desta parte do procedimento pode ser visto na Figura 5.12.

Uma dificuldade que tivemos aqui foi encontrar uma maneira de diferenciar as estrelas
por magnitude. A primeira tentativa foi determinar uma quantidade de raios proporcionais
à magnitude. Porém, isso não se mostrou muito viável, pelo menos por enquanto. O motivo
é que um número mı́nimo de raios é exigido para uma fonte tomar forma, e colocar esse
número em uma escala definida exige muitos raios para as estrelas mais brilhantes. Aqui
a limitação foi computacional. A solução encontrada foi diminuir o campo de distribuição
dos raios para intervalos de magnitude, de modo que as estrelas mais fracas têm um
diâmetro aparente menor do que as estrelas mais brilhantes.

Passada a formação das fontes no plano imagem, agora basta usarmos a rotina de-
senvolvida para transformação de coordenadas dele para coordenadas de CCD, a função
image(), para a formação de um campo de estrelas. O resultado está na Figura 5.13. Na
Figura 5.14, introduzimos os rúıdos desenvolvidos com as rotinas da Seção 5.4.

Figure 5.13. Imagem simulada com o KrakenOS composta por estrelas identificadas no
campo do aglomerado aberto ESO518-03, com posições calculadas a partir da redução
astrométrica obtida com a task de astrometria do PRAIA (Assafin, 2023). Nessa imagem
não há a introdução de rúıdo.

117



Ińıcio

Entrada de centróide (x, y)

Usa FieldX e FieldY da classe PupilCalc()

Determina a quantidade de raios com Samp()

Define coordenadas e cossenos diretores com Pattern2Field()

Define coordenadas e cossenos diretores com SourceRnd()

Determina o número de raios com num() da SourceRnd()

Armazena cossenos diretores e usa cos hand()

Determina variáveis para o traço dos raios no KrakenOS

Define (x, y) no plano imagem do telescópio

Fim

Figure 5.11. Fluxograma da função posicoes reais() para formação de imagem no plano
focal do telescópio simulado.
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Figure 5.12. Resultado da distribuição de estrelas no plano imagem.

Figure 5.14. Imagem simulada com o KrakenOS composta por estrelas identificadas no
campo do aglomerado aberto ESO518-03, agora com a introdução das contagens referentes
às rotinas que reproduzem os rúıdos.
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Chapter 6

Análise e Resultados

Para a análise e apresentação dos resultados, faremos uma comparação das distribuições
de pontos na imagem desenvolvida. Depois disso, demonstraremos o funcionamento do
sistema óptico modelado para o telescópio BC0.6-m, introduzindo algumas aberrações no
sistema. Utilizaremos a função que introduz a diferença de fase descrita pelos polinômios
de Zernike, usando o KrakenOS. Nas comparações, dividimos primeiro apresentando o
resultado da distribuição para o caso da fonte única e depois para as estrelas da imagem
de campo completo.

6.1 Análise da imagem com fonte única

Podemos analisar a efetividade da reprodução do fluxo no CCD e tomar uma PSF da
imagem com uma fonte.

Figure 6.1. Fonte única com contagens de fundo de céu, bias, corrente de escuro e tur-
bulência atmosférica.

Na Figura 6.1, vemos a imagem da fonte única e na Figura 6.2, temos o seu perfil
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radial. Como esperado, é posśıvel ver o comportamento gaussiano do perfil. Nesse caso, a
fonte única foi gerada com uma amostra de arranjo de 200 raios (variável pupil.Samp).

Figure 6.2. Perfil radial no centróide em (x, y) e resultado da largura a meia altura da
imagem com fonte única.

Usando a biblioteca CCDData do Astropy (Price-Whelan et al., 2018), podemos con-
verter a imagem para o formato FITS (do inglês Flexible Image Transfer System) (Wells
et al., 1981) para uma análise de caracteŕısticas da fonte na imagem resultante. Podemos
vê-las na tabela 6.1.

FWHM 2′′.31

Fluxo 101886 ADU

Magnitude 12.17

Table 6.1. Largura a meia altura, fluxo e magnitude estimada da fonte única.

As quantidades podem ser medidas usando a função imexam do IRAF (do inglês, Image
Reduction and Analysis Facility) (Tody, 1986). As medidas estão na Tabela 6.1. A escala
de pixel usada para conversão das unidades de FWHM (pixel) para segundos de arco foi a
do telescópio BC0.6-m, 0′′.34/pixel. O raio da abertura usada pelo IRAF na determinação
do fluxo e da magnitude foi de 4′′.22.

6.2 Análise da imagem de campo completo

6.2.1 Comparação visual

Como especificado no Caṕıtulo 5, para reprodução da imagem simulada, usamos
posições (x, y) de estrelas, resultado da redução com a task de astrometria do PRAIA
(Assafin, 2023). Na redução, existem aquelas estrelas que são identificadas como estre-
las de catálogo, determinadas a partir da diferença entre a posição medida no CCD e a
posição de catálogo. No nosso caso, escolhemos que essa diferença não deveria ser maior
que 0′′.060. Portanto, as estrelas que estão simuladas na imagem de campo são somente
aquelas que passaram por esse critério. Na Figura 6.3a estão marcadas pelos ćırculos
verdes, aquelas estrelas cujas posições foram reproduzidas na imagem simulada.
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Intervalo de magnitude field()

11 ≤ m < 12 0.01

12 ≤ m < 13 0.008

13 ≤ m < 14 0.006

14 ≤ m < 15 0.004

15 ≤ m < 16 0.002

16 ≤ m < 17 0.0015

17 ≤ m < 18 0.0010

Table 6.2. Valores de entrada na variável field() para cada intervalo de magnitudes das
estrelas no campo.

(a) Imagem real (b) Imagem simulada

Figure 6.3. Comparação visual entre a imagem real do aglomerado aberto ESO518-03 e a
imagem simulada.

Comparando a distribuição das estrelas destacadas em verde na imagem da Figura 6.3a
com aquelas presentes na Figura 6.3b, observa-se que a disposição das estrelas no campo
é equivalente. Além disso, é posśıvel identificar visualmente as diferenças de magnitude
entre elas. Essa análise foi viabilizada por meio da manipulação da função field() da
classe SourceRnd() do KrakenOS, que define o ângulo de cobertura dos raios a partir do
pólo da gaussiana como entrada utilizada para gerar a fonte. Para cada faixa espećıfica
de magnitude, foram selecionados valores adequados para a função field() (Tabela 6.2).
No entanto, é necessário aprimorar esse processo para representar com maior precisão as
estrelas de maior brilho.

6.2.2 Caracteŕısticas da imagem de campo

Faremos uma análise parecida com a da Seção 6.1, mas agora, vamos comparar uma
das estrelas do campo da imagem simulada com a imagem real do campo de estrelas do
aglomerado aberto ESO518-03.

Para a análise, escolhemos uma estrela de cada imagem. Os requisitos para essa escolha
foram ter magnitudes próximas (ambas estimadas com o IRAF) e ter posições equivalentes
no campo, ou seja, a estrela escolhida na imagem simulada representa a estrela na imagem
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(a) Estrela escolhida na imagem real, mar-
cada pelo ćırculo verde.

(b) Estrela escolhida na imagem simulada,
marcada pelo ćırculo verde.

Figure 6.4. Escolhemos a mesma estrela nas duas imagens. Na esquerda, o campo de
estrelas da imagem real e na direita, da imagem simulada

real (Figura 6.4). Nas Tabelas 6.3 e 6.4, temos os resultados de medidas usando a função
imexam do IRAF, tanto da fonte da imagem de campo simulada como na imagem de campo
real, respectivamente. O recorte nas imagens real e simulada pode ser visto na Figura 6.5.
É posśıvel ver, na Figura 6.6, o perfil radial proporcionado pelo IRAF, tanto da estrela na
imagem real (Figura 6.6a) como também da estrela na imagem simulada (Figura 6.6b).

FWHM 2′′.8

Fluxo 56279 ADU

Magnitude 13.12

Table 6.3. Largura a meia altura, fluxo e magnitude estimada da fonte da imagem real
medido com o IRAF (Tody, 1986).

FWHM 2′′.54

Fluxo 27752 ADU

Magnitude 13.89

Table 6.4. Largura a meia altura, fluxo e magnitude estimada da fonte da imagem simulada
medido com o IRAF (Tody, 1986).
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(a) Recorte da imagem real. (b) Recorte da imagem simulada.

Figure 6.5. Na esquerda, vemos um recorte da imagem real com uma estrela de magnitude
13.62. Na direita, a estrela com posição equivalente.

(a) Perfil radial da estrela na imagem real,
tomado com a função imexam do IRAF
(Tody, 1986).

(b) Perfil radial da estrela na imagem simu-
lada, tomado com a função imexam do IRAF
(Tody, 1986).

Figure 6.6. Na esquerda, vemos um recorte da imagem real com uma estrela de magnitude
13.62. Na direita, a estrela com posição equivalente na imagem simulada.

Nas Figuras 6.7 e 6.8, temos os perfis radiais para o caso real e simulado, respectiva-
mente. Também temos uma medida da largura a meia altura das gaussianas ajustadas em
cada uma das coordenadas do centro da fonte. Para tomarmos essas medidas em segundos
de arco, podemos usar uma análise dimensional parecida com a da Equação 5.3, como
segue:

[medida]

[escala]
× [escala de pixel] =

mm
mm
pixel

×
[ ′′

pixel

]
. (6.1)

Essa escala transforma as medidas em miĺımetros para segundos de arco. A escala no de-
nominador à direita da equação é aquela determinada na análise dimensional na Equação 5.3,
com valor de 0.01355 mm/pixel. A escala de pixel é a do telescópio BC0.6-m, 0′′.34/pixel.
Seguindo esta escala, as medidas para a largura a meia altura das PSFs ajustadas em x e
em y, nas Figuras 6.7 e 6.8 estão na Tabela 6.5:
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Figure 6.7. Perfil radial em x e y da estrela na imagem real.

Figure 6.8. Perfil radial em x e y da estrela na imagem simulada.

imagem FWHM x (′′) FWHM y (′′)

simulada 2.20 2.31

real 3.01 3.36

Table 6.5. Largura a meia altura nos perfis radiais em (x, y) das fontes nas imagens real
(Figura 6.7) e simulada (Figura 6.8).

Para obtermos os perfis radiais, tomamos as contagens na linha central na coordenada
x e na coordenada y (x = 30 e y = 30) dos quadros de análise (Figura 6.5). Percebemos
uma diferença entre o perfil do fluxo ao longo da coordenada x em relação ao da coordenada
y (Figuras 6.7 e 6.8). No caso da imagem real, isso pode ser justificado pela passagem de
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nuvens durante a observação ou pela presença de alguma aberração óptica no telescópio.
No caso da imagem simulada, tal comportamento tem como uma de suas causas a ação
da rotina de turbulência. No entanto, como esta ainda se encontra em desenvolvimento,
estamos investigando ambos os comportamentos (imagem real e imagem simulada).

Também podemos perceber uma pior resolução angular comparando os perfis dados
pela Figura 6.7 (imagem real) em relação à Figura 6.8 (imagem simulada). Isso é justificado
pela relação entre duas variáveis. A primeira é o seeing dado como entrada na função de
distribuição de pontos de uma PSF e o valor de entrada da variável da função SourceRnd()
do KrakenOS. Um aperfeiçoamento da ferramenta é encontrar uma melhor relação entre
essas duas variáveis para melhor reproduzir o perfil do fluxo bem como a resolução angular
na imagem simulada.

6.3 Funcionamento do telescópio modelado

A inspeção do funcionamento do telescópio simulado computacionalmente pode ser
feita introduzindo algumas aberrações ópticas. A justificativa para isso é que, esperamos
que um telescópio simulado, onde há a introdução de aberrações, se comporte como um
telescópio real com estas mesmas aberrações. As aberrações foram introduzidas baseando-
se no grau do polinômio de Zernike referente a elas, segundo a notação de Noll (1976)
(Sotelo Burke, 2022). Como exemplo, introduzimos três aberrações ópticas: o desfoque
(Figura 6.9), o astigmatismo (Figura 6.10) e a coma (Figura 6.11), descritas na Tabela 6.6.

Figure 6.9. Campo de estrelas aplicando o desfoque, aberração óptica de primeiro grau.
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Figure 6.10. Campo de estrelas aplicando o astigmatismo, aberração óptica de segundo
grau.

Figure 6.11. Campo de estrelas aplicando o coma, aberração óptica de terceiro grau.
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Aberração Coeficiente Valor

Desfoque 4 0.01

Astigmatismo Pri A (senoidal) 5 0.001

Astigmatismo Pri B (cossenoidal) 6 0.0030

Coma (fase senoidal) 7 0.001

Coma (fase cossenoidal) 8 0.001

Table 6.6. Valores introduzidos nos polinômios de Zernike para a introdução das aberrações
ópticas de desfoque (Figura 6.9), astigmatismo (Figura 6.10) e coma (Figura 6.11). Os
coeficientes são baseados na notação de Noll (1976) (Sotelo Burke, 2022).

É posśıvel ver nas figuras que, com as aberrações ópticas, o telescópio simulado tem o
comportamento análogo ao de um telescópio real.

6.4 Discussão dos resultados

Na Seção 6.1, são apresentadas algumas caracteŕısticas relevantes das rotinas de sim-
ulação da fonte. O ponto central a destacar é que o comportamento esperado para uma
fonte astronômica foi reproduzido. Utilizando a conversão de medidas de µm para segun-
dos de arco, a largura à meia altura em ambas as coordenadas resultou em aproximada-
mente 2′′.3. Melhorias na rotina responsável por reproduzir as flutuações decorrentes da
turbulência atmosférica ainda são necessárias e constituem uma das perspectivas futuras
deste trabalho, sendo discutidas em maior detalhe na comparação com uma fonte de im-
agem real ao longo desta seção.

Quando comparamos ambas as imagens, real e simulada, observamos que as estrelas da
imagem feita a partir de uma simulação respeitam a distribuição das estrelas identificadas
no campo observado. Esse é um passo importante para futuras imagens simuladas, pois não
há mudança no arranjo de estrelas, assim como também nas distâncias entre as estrelas.
Em outras palavras, as posições relativas estão preservadas.

Como destacado na Seção 6.2, utilizamos as posições (x, y) obtidas de uma redução
astrométrica prévia da imagem do aglomerado aberto. Vale ressaltar que isso fez parte
apenas da metodologia de desenvolvimento da nossa ferramenta. No entanto, para os
estudos futuros sobre a redução astrométrica a partir de simulações ópticas, não será
utilizada nenhuma redução prévia. Qualquer alteração nesse processo impactaria signi-
ficativamente a astrometria relativa, em que a disposição das estrelas é essencial, como
explicado no Caṕıtulo 2.

Ao realizar a comparação visual, fica claro que uma limitação da nossa metodologia
ainda reside na reprodução precisa das magnitudes das estrelas. Em alguns casos, as
estrelas mais brilhantes apresentam um diâmetro aparente menor na imagem simulada em
comparação com a imagem real. O procedimento para a construção da imagem simulada
indica que, além de aumentar o número de raios para as estrelas de campo, esse número
deve ser associado à magnitude da estrela e ao diâmetro aparente selecionado para ela.

Na comparação entre uma estrela da imagem simulada e sua equivalente na imagem
real, é necessário melhorar a reprodução das caracteŕısticas do fundo de céu. Conforme
apontado no Caṕıtulo 5, criamos uma máscara aplicada apenas ao redor da estrela como
uma tentativa de reproduzir as caracteŕısticas da turbulência atmosférica. No entanto, ao
analisar as contagens na parte inferior do ajuste na Figura 6.8, nota-se uma suavidade
maior do que a esperada, quando comparada com a Figura 6.7, referente à imagem real.
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Um aprimoramento dessa rotina está em andamento e representa uma das perspectivas
futuras deste trabalho.

Nas Figuras 6.6a e 6.6b, são exibidos os perfis radiais, agora medidos com o IRAF.
Esses perfis demonstram uma boa reprodução da PSF da fonte na imagem simulada. No
entanto, na parte correspondente ao fundo de céu, há uma diferença, corroborando a
observação anterior.

O caso da reprodução das magnitudes tem relação com a quantidade de raios. Para
magnitude, podemos analisar a precisão das medidas. Considerando a equação da magni-
tude como:

m = K − 2.5 log(F ), (6.2)

onde K é uma constante e F , o fluxo, o erro será dado propagando a incerteza, com a
conhecida equação:

σm =

√(
∂m

∂F
× σF

)2

=

∣∣∣∣∂m∂F
∣∣∣∣× σF . (6.3)

Considerando a Equação 6.2, a derivada em relação ao fluxo é dada com o seguinte desen-
volvimento:

m = K − 2.5
ln(F )

ln(10)
⇒ (6.4)

∂m

∂F
= − −2.5

ln(10)

1

F
. (6.5)

Substituindo na Equação 6.3, temos:

σm

∣∣∣∣− −2.5

ln(10)

1

F

∣∣∣∣× σF (6.6)

⇒ σm =
2.5

ln(10)

σF
F

. (6.7)

Para o erro do fluxo, usamos a seguinte relação:

σF =
√
F + n(σ2

bg +G−1F ), (6.8)

onde G é o ganho (em unidades de e−/ADU) e σbg é o desvio padrão das contagens de
fundo de céu, obtida por meio da análise da imagem no DS9 (Smithsonian Astrophysical
Observatory, 2000). Tomando os valores (em ADU) das Tabelas 6.3 e 6.4, os valores de
precisão da magnitude atingem aproximadamente 0.1 mag. Portanto, há uma diferença
importante entre as magnitudes medidas da estrela na imagem simulada comparadas com
a estrela na imagem real. Esse é um ponto de aprimoramento na ferramenta, pois é
necessário que as magnitudes estejam mais próximas, considerando a precisão da medida.
Para isso, nossa limitação atual é computacional. Para reproduzir adequadamente a im-
agem de um campo estelar, é necessário gerar uma quantidade significativamente maior de
raios de entrada no sistema, o que aumenta substancialmente o custo computacional. O
computador utilizado neste projeto, com processador AMD®Ryzen 7 e 16GiB de memória
RAM, embora bastante robusto, ainda não é capaz de gerar o número de raios necessário
para essa finalidade. Podemos comparar esse desafio com a PSF de uma imagem gerada
por uma única fonte (Figura 6.2), onde foi posśıvel alcançar a suavidade desejada, uti-
lizando uma amostra de 200 raios com a função pupil.Samp() do KrakenOS. Para imagens
de campo, o aumento da quantidade de raios necessários é um fator cŕıtico.
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Além disso, outro aspecto de aprimoramento na reprodução de uma imagem astronômica
está na reprodução das caracteŕısticas da turbulência atmosférica e contagens de fundo de
céu. Com respeito às turbulências atmosféricas, aplicamos somente uma máscara sobre as
estrelas, contendo suas caracteŕısticas. Apesar de não completo, estamos desenvolvendo
uma rotina que reproduza as turbulências atmosféricas no campo todo, baseada na mesma
teoria do desenvolvimento da atual rotina. Isso tende a contribuir para a melhor descrição
das contagens de fundo de céu. Nesse quesito, podemos perceber que as pequenas os-
cilações nas contagens de fundo de céu aparecem no ajuste da PSF da fonte na imagem
simulada (Figura 6.8), porém a amplitude das oscilações é menor do que na imagem real
(Figura 6.7).

Um comentário sobre o funcionamento do telescópio modelado (Seção 6.3), diz respeito
aos modos de introdução das aberrações ópticas. O desfoque é considerado uma aberração
óptica de primeira ordem e a coma, uma aberração de terceira ordem (Malacara et al.,
2003). A escolha dessas aberrações, como no exemplo, diz respeito à diferença de ordem,
demonstrando que o telescópio simulado pode apresentar aberrações ópticas diversas. Isso
é o esperado, haja vista que nosso objetivo é reproduzir a imagem astronômica simulada
para estudo futuro das aberrações ópticas na redução astrométrica. Esse quesito demonstra
um bom caminho na escolha do KrakenOS como simulador óptico para este fim. Esse
simulador conta com funções que determinam quantitativamente as aberrações ópticas. A
função Phase() é um exemplo neste sentido. Ela recebe como entrada a pupila de entrada
do telescópio. Com as caracteŕısticas dela, são determinadas as coordenadas dos raios,
além da distância entre o pico e o vale da frente de onda (Herrera Vazquez and Guerrero,
2023).
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Chapter 7

Conclusões e comentários

O procedimento de redução astrométrica é amplamente estabelecido. O objetivo deste
projeto de pesquisa foi compreender a influência dos parâmetros instrumentais nesse pro-
cesso e propor uma alternativa mais rigorosa para obtermos resultados mais precisos, tendo
em conta o salto de oportunidade oferecido pela missão espacial Gaia. Nesse contexto,
tornou-se necessário o desenvolvimento de uma ferramenta capaz de simular a formação
de uma imagem astronômica a partir de uma simulação óptica, que leve em consideração
a óptica do telescópio, possibilitada pelo simulador KrakenOS (Herrera et al., 2022a,b,
Herrera Vazquez and Guerrero, 2023).

A simulação da imagem foi projetada para reproduzir todos os efeitos observados
em uma imagem real. Nessa abordagem, utilizamos os dados fornecidos pela simulação
óptica, que representam as posições dos raios no plano da imagem do telescópio simulado.
A proposta visa garantir que cada raio incidente no plano da imagem seja correspondente
a um elétron nesse plano e que as equivalências no processo de leitura do CCD sejam
devidamente convertidas. Dessa forma, a influência dos parâmetros instrumentais na
imagem é integralmente considerada. Através da metodologia apresentada, demonstramos
que a simulação da imagem reflete adequadamente os efeitos desses parâmetros.

Ainda assim, melhorias significativas estão em andamento para o prosseguimento da
pesquisa. Esperamos aprimorar a simulação no que diz respeito aos tempos de exposição,
permitindo que o código receba o tempo de exposição como entrada e produza uma imagem
simulada correspondente. Para isso, pretendemos explorar a relação entre a razão sinal-
rúıdo e o tempo de integração da imagem (S/N ∝

√
t, onde t é o tempo de integração)

(Howell, 2006), além de calcular a quantidade de elétrons gerados nesse intervalo e fazer
as conversões adequadas para as contagens no CCD.

Além disso, será necessário refinar a modelagem das contagens do fundo de céu. Esse
ponto é crucial, pois a turbulência atmosférica influencia a distribuição de luz que chega ao
plano focal do telescópio. Comportamentos estocásticos, descritos pela estat́ıstica de Kol-
mogorov (Tyson and Frazier, 2022), estão sendo incorporados a uma função que reproduza
esses efeitos na imagem simulada.

Por fim, espera-se que este trabalho também contribua para o pipeline astrométrico do
novo instrumento instalado no telescópio PE1.6-m do OPD. A câmera SPARC4 (Rodrigues
et al., 2012) já teve seus dados coletados para reprodução do instrumento na simulação.

Como comentado na Seção 5.5 e reforçado na Seção 6.4, uma limitação para o funciona-
mento da ferramenta foi de natureza computacional. O desempenho do computador usado
para o desenvolvimento da ferramenta, apesar de suficiente para uma imagem, demonstra-
se limitado para reproduzir de modo totalmente satisfatório as caracteŕısticas de fluxo,
além das caracteŕısticas da turbulência atmosférica. O passo seguinte é rodar o código
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em computadores com maior desempenho computacional. Para isso, temos duas alterna-
tivas. A primeira é uma máquina servidora de uso do nosso grupo de pesquisa. Ela é uma
máquina com 128 GB de memória RAM, com 24 cores, com total de 100 TB de disco.
A segunda alternativa é o Centro de Processamento de Dados do Observatório Nacional
(CPDON). Este é um cluster multiusuário, voltado à computação de alto desempenho, que
contém um sistema de gerenciamento composto de dois nós, um sistema de processamento
composto de 8 nós de computação com 128 núcleos f́ısicos cada (1024 núcleos no total) e
um sistema de armazenamento com capacidade de 402 TB em discos (hard drives) e 900
TB em fitas (tapes) (PNIPE, 2023).
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Appendix A

Telescópios do OPD

Nas páginas subsequentes deste apêndice, encontram-se algumas páginas de documen-
tos históricos referentes aos telescópios do Observatório do Pico dos Dias (OPD), do Lab-
oratório Nacional de Astrof́ısica (LNA). Além da importância histórica, os documentos
foram essenciais para o desenvolvimento deste projeto, pois contêm medidas fundamen-
tais para construir os telescópios. Os documentos foram cedidos por Saulo Garagaglioni,
coordenador do OPD.

Figure A.1. Capa do documento com a planta do desenho óptico do telescópio PE1.6-m,
do Observatório do Pico dos Dias (OPD/LNA).
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óp

ti
co

d
o
te
le
sc
óp
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ór
io

d
o
P
ic
o
d
os

D
ia
s
(O

P
D
/L

N
A
).

D
o
cu

m
en
to

ce
d
id
o
p
o
r
S
a
u
lo

G
a
rg
a
gl
io
n
i
(O

P
D
/L

N
A
).

134



Figure A.3. Capa do documento que contém instruções sobre a intrumentação e a planta
do desenho óptico do telescópio BC0.6-m do Observatório do Pico dos Dias (OPD/LNA).
Documento cedido por Saulo Gargaglioni (OPD/LNA).
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E. Anglada Varela, L. Balaguer-Núñez, Z. Balog, C. Barache, U. Becciani, M. Bernet,
S. Bertone, L. Bianchi, S. Bouquillon, A. G. A. Brown, B. Bucciarelli, D. Busonero,
A. G. Butkevich, R. Buzzi, R. Cancelliere, T. Carlucci, P. Charlot, M. R. L. Cioni,
M. Crosta, C. Crowley, E. F. del Peloso, E. del Pozo, R. Drimmel, P. Esquej, A. Fienga,
E. Fraile, M. Gai, M. Garcia-Reinaldos, R. Guerra, N. C. Hambly, M. Hauser, K. Janßen,
S. Jordan, Z. Kostrzewa-Rutkowska, M. G. Lattanzi, S. Liao, E. Licata, T. A. Lister,
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